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S04UTHM DE TROIS R E S T I O N S

Proposées par M. Gilbert, Professeur à lTniv

PAR M. CHARLES RUCHONNET.

Je commence par la troisième question, pour pouvoir
en utiliser le résultat dans la solution de l'une des deux
autres.

Soit m! la projection de M' sur le plan osculateur en
M; on sait que

Je fais glisser sur la courbe donnée une droite qui reste
constamment perpendiculaire au plan osculateur en M,
et le cylindre* que>ceUe,droite engendre, je le développe
sur le ptan>rQotifiant en MULes poiuis Mf, m/( viennent
prendre sur ce plan des positions N e t n. Le point tt est
situé sur la tangente en M à la courbe, et Ton a

(i) S« = Hf«rf=£jg.



{ «4 )
Comme le développement du cylindre n'a point altéré
les longueurs des arcs MM', Mw', on a

(2) arcMN = arcMM', Mn = arcM/w'.

Posons

(3) M/? — a.

Rapportons la courbe MN à deux axes rectangulaires,
prenant le point M pour origine, la tangente Mn pour
axe des x, et la normale principale en M pour axe des y.
Comme N» est du troisième ordre (2), l'équation de la
courbe MN est, en désignant par A une constante,

(4) jr = A a?3 -+- des termes en x de degrés supérieurs à 3 ;

et Ton lire de là

dy
j— — 3Ax2 -+- des termes en x de degrés supérieurs à 2.

On a

arcMN

d'où

r , /—jdTv r
-- I dx i I i -M — | — ƒ

J.» V WW Jo

arcMN^fl4--^-,
io

Comme MM' ou ds et a sont égaux en tant que infini-
ment petits, les équations (1) et (4), rapprochées Tune

de l'autre, montrent que A est égal à ̂ — : donc
oRT
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d'où, en vertu des équations (2) et (3),

arcMM' — arcMm' = .
4o R2P

Ecrivant dans cette équation ds au lieu de a, on obtient
la relation qu'il s'agissait de vérifier.

Je passe à la première question.
Soit toujours m'la projection de M' sur le plan oscil-

lateur en M. La projection de M'Mi sur la normale prin-
cipale en M est égale à la projection de m'Mi sur cette
normale5 et, comme la direction mfMt fait avec la nor-
male principale un angle infiniment petit, on peut rem-
placer la projection de ra'Mj par m'Mj lui-même. Or on

sait que m'M, = „ ? R' représentant la dérivée —>

et cette expression est equivalente a 1 a cause de

u - R /rr.
Fig. 1.

Je prends enfin la deuxième question , et je considère
d'abord le cas d'une courbe plane.

Rapportons la courbe à deux axes rectangulaires, en
prenant M pour origine, la tangente en M pour axe des .r,
et la normale pour axe des y. On a, en désignant par A
et B deux constantes,

(I) y — A.r'-f-B.r3 + des termes en x de degrés supérieurs à 3,

d'où

r=2Ax + 3BJ?2-+- des termes en x de degrés supérieurs à 2.

Soit P {fig. 1) le pied de la perpendiculaire abaissée
Ann. de Matkémat., ae série, t. XII. (Mai 1873.) l 5



(art)
de M' sur la tangente e** M. PostMis MP 0= a ; on a

d'où

(H)

arc M M ' ^ l dr
JQ

are MM' = a 4

(1 -4-2A2

"3 4

dur )

x2-+-6AB^),

3
2

II s'agit maintenant d'obtenir les expressions de A et
deB.

M«nof*s la tangente en M'; soit T lç point où -elle
coupe celle en M. Désignons par e l'angle des deux tan-
gentes. Pour fixer les idées, supposons que le rayon de
courbure aille croissant de M vers M' 5 alors on a, comme
on sait,

/ 1 1

2 ^ 1 2

d'où

(III) M'P=:ls£fc-4- —
2 12

Or l'égalité — =s= R -t— flJR, qui est vraie au second ordre

près, donne, au troisième ordre près,

(iv) .=*_!?£*:.

Substituant cette valeur dans (III), il vient



Gomme la différence «ratre svc MM' e% t

entre ds et <2, est du troisième ordre, l'équation précé-
dente reste exacte au quatrième ordre près, si l'on y écrit
a au lieu de ds, ce qui donne

Cette équation,rapprochée de (I), montre qu'on a

A = i ' B=~.6Â''
et l'équation (II) devient, en substituant ces valeurs,

(V) arcMM< = « 4 - ^ - ^ a < -

Calculons maintenant la corde MM'. Posons

angIeM'MP=rM;
on a

corde MM' — ^

d'où, au cinquième ordre près,

corde MM' ~ —

Puisque nous supposons que le rayon de courbure va
croissant de M vers M', on a, comme on sait,

2 12

d'où, au cinquième ordre près,

cordaMM'= j — — - = a (i -v le' -h A ^
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d'où, en remplaçant e par sa valeur (IV),

ds1

•gr»

1 R'<&3\
2 ~ ~ 12R3/

Remplaçant ds par a, cette égalité reste exacte au cin-
quième ordre près*, il vient

corde MM'=

Retranchant cette dernière de (V) , on obtient

arc M M—corde MM' —
24 R2 24 R'

Au cinquième ordre près, on peut écrire dans celle-ci ds
au lieu de a 5 donc

arc MM' — corde MM' = R'ds*
24 R̂  24 R3

Considérons la dilîérence arc M M t — corde MMt re-
lative au cercle osculateur; comme, par hypothèse,

arcMMj = arc M M' = <&, comme R' est nul dans un
cercle, et comme R a la même valeur dans la courbe con-
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sidérée et dans le cercle osculateur, la précédente égalité

donne

arc MM, — corde MM, = —7—-•
24 k

Retranchant l'une de l'autre ces deux équations, il vient

R'ds*
corde MM' — corde MM, =

24 R8

Sur la corde MMj prolongée, prenons ME = MM'
[fig. 2) ; on a, d'après la dernière égalité,

De M' abaissons une perpendiculaire sur M M ^ elle
coupe cette droite et la normale en des points F et G.
La longueur FE est du cinquième ordre, parce que
l'angle M'MMj est du second, et MM' du premier5 on
peut donc négliger F E devant MjE, et écrire

Soit M'H le prolongement de PM', qui est parallèle à
la normale en M. Désignons par Z la projection de M'Mj
sur la tangente MP, ce qui est la grandeur dont il s'agit
d'obtenir l'expression 5 on a

Z == M'M, X angleM.M'H,
ou

Z = M/M,(M,M/F + FM /H),

Or F M ' H = M'GM = F M P , et l'angle FMP est égal à
la moitié de l'angle des tangentes au cercle en M et
en Mj, et ce dernier est égal, en tant qu'infiniment

petit, à € ou -~* puisque MM, est le cercle osculateur



>ên M. Dowr

FM'H = 4
d'où

M'IM^ étant, en tant qu'irifiaimem pelit, égal à la dis-
tance de M' au cercle osculateur, on a, comme on sait,

(VIII) M'M, ̂  ^ ™ .

D'ailleurs angle MjM'F ;= —̂ — 5 d'où, en vertu des
M. Mi

(VI) et (VHI) données ci-dessus,

(IX) angleM.TVl'F^ ^

Les équations (VII), (VIII) et (IX) donnent

Supposons maintenant que la courbe ne soit pas plane.
Gotuaiitóroits sa projection sur le plan «osculateur /en M,
iet w>il m'la piroj^ctioti de Mf .sur ce plan. La projection
de M'JVIi sur Ja tai^genie >en ftl eu égtte à cell«e dpm'Mi*

Sur la projection de la combe, prenons

on aura
arcMK = arcMMf

Comme la courbe considéiée et sa projection ont au
point M non-semlenrent même cercle oscillateur, nraîs
encore même R', on a, par Téquation <(X) cî-dessirs,

f projection de KM4 sur>Wtangente jen 'M = ^ • •
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B.£marq\K>ns mai&teiaant que, comme on a par cou-

struGtictfî a r cw ; K = wcMM'— arcM/r/, et que cette
différence est du cinquième ordre, comme il 3 é^é dé-
montré ci-dessus en traktaat la troisième des questions
proposées, la projection de mfMi sur la tangente en M
est, au cinquième ordre près, égale à celle de KM t . On
a do»c, par l'équation précédente,

projection de m'M, $nt lai tângeme ö n M = • <• -,

d'oè, «n remplffçawt R' pair - et la pF©jecrio>n de m'Mj

par celle de M'M,, qui lui est égale, comme nous l'avons

#fait remarquer tout à l'heure,
atis*

projection de WW.{ sur la Ungente en M =s= • _


