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NOTE SUR LES PODAIRES CENTRALES DES CONIQUES;
PAR M. SAMUEL ROBERTS.

Je ne sache pas que les relations suivantes, malgré leur
simplicité élémentaire, aient été remarquées. L'équa-

X2 Y2

tion d'une ellipse étant ~ H- -j- = i, on sait que la po-
daire centrale, c'est-à-dire le lieu des pieds des perpendi-
culaires abaissées du centre sur les tangentes, se trouve
représentée par

t \ , , , L* • • fl2—b* a2-hb2

\a) p*= ö2cos2a -f- 62Sin2a — COS2a H •



Nous appellerons cercle focal d'une ellipse ou d'une
hyperbole le cercle construit sur la droite limitée au
centre et à un foyer réel comme diamètre. Donc, l'équa-
tion des deux cercles focaux de l'ellipse est

à1 — b2 a2 — b~
\b) p*z=(a2— 62)cos2a — COS20C H

Le cercle dont le petit axe d'une ellipse est un dia-
mètre peut être appelé le cercle inscrit, et le cercle dont
le grand axe d'une conique est un diamètre peut être ap-
pelé le cercle circonscrit. En désignant par P l'aire de la
podaire comprise entre les limites angulaires a = o>1,
a = o)2<^ w, ; par C Taire des cercles focaux comprise
entre les mêmes limites et par A l'aire du cercle inscrit
entre les mêmes limites, on a, en vertu de la formule

- ƒ ?*
P —

Il résulte de là quêtant données une ellipse et sa po-
daire centrale, si Von mène deux rayons vecteurs cen-
traux, Vespace compris entre les rayons vecteurs, la po-
daire et le cercle inscrit est égal à Vespace compris
entre les mêmes rayons vecteurs et les cercles focaux.

En effet, soient AB, CD (*) les axes de l'ellipse, O le
centre, F, F ' les foyers, ORj, OR2 deux rayons vecteurs
centraux qui coupent un cercle focal en a, b\ le cercle
inscrit en c, d\ la podaire en e, ƒ ; le cercle circonscrit
en g, h : on aura

aire Oab = aire cdef.

Pour un système d'ellipses horaofocales, les deux cer-
cles focaux restent invariables. Par conséquent, étant

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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donné un système de podaires centrales d'ellipses ho-
mofocales, Vaire comprise entre deux rayons vecteurs
centraux donnés, une podaire et le cercle insent cor-
respondant, est constante pour tout le système.

Si l'on mène Orl9 Or2, deux rayons vecteurs, perpen-
diculaires à ORt, OR2 respectivement, il est facile de
voir qu'on aura

aire Or, r2 — aire efgh,

en supposant que O/'4, Or2 coupent le cercle focal en
r,, r2.

Il est bon de remarquer que les deux cercles focaux
forment une podaire centrale par rapport à la droite li-
mitée aux foyers F, F', c'est-à-dire par rapport à la co-
nique infiniment aplatie FF'.

Passons à l'hyperbole. Il faut observer que le centre
est un point double de la podaire centrale de l'hyperbole.
Par conséquent, le rayon vecteur de la courbe s'éva-
nouit en passant par ce point, et l'on doit prendre les
aires entre des limites définies. Les équations correspon-
dantes à (a), (b) sont

COS 2 a

COS 1 a

Nous appellerons cercle adjoint de l'hyperbole le
cercle concentrique dont le rayon est b. En désignant par
P, l'aire de la poclaire centrale comprise entre les limites
angulaires a = o)l9 a = w2<^ o)t -, par C l'aire d'un cercle
focal entre les mêmes limites et par A l'aire correspon-
dante du cercle adjoint on aura



On sait que les rayons vecteurs coupent la même
branche de la podaire. Il résulte de là quêtant données
une hyperbole et sa podaire centrale, si Von mène deux
rayons vecteurs qui coupent la même branche de la po-
daire et un cercle focal correspondant, l'aire de la po-
daire comprise entre les rayons est égale à Vaire com-
prise entre les rayons, le cercle focal et le cercle adjoint.

En effet, soient AB (*) le grand axe de l'hyperbole;
O le centre; F, F ' les foyers; OF' un cercle focal; soient
ORj, OR2 deux rayons vecteurs qui rencontrent la po-
daire en a, b ; le cercle circonscrit en c, d\ le cercle ad-
joint en e, f\ le cercle focal en g, //, on aura

aire Oab — aire e/gh.

Soient O/ t , Or2 deux rayons perpendiculaires à OR,,
0Rg respectivement. Il est aisé de voir qu'on aura

aire Or,r2 = aire abcd.

Lorsqu'il s'agit d'un système d'hyperboles homofocales,
les cercles focaux restent les mêmes. Il suit de là qu'entre
des limites convenables, la somme aire Oab -\- aire Oef
est constante pour les mêmes rayons vecteurs.

Poui la lemniscate, le cercle circonscrit et le cercle
adjoint coïncident.

Ces relations simples entre les aires des podaires cen-
trales et des cercles associés conduisent à plusieurs con-
structions particulières qui offrent de l'intérêt.

( * ) Le lecteur est prié de faire la figure.
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