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QUESTIONS DE LICENGE;
Paz M. J. GRAINDORGE,

Docteur és sciences, & Liége.

I. Trouver l'intégrale générale de I’équation

diy d*y B .
71.23_4_2;;--}—_;;’:Ae"—t—Bc * 4+ Csinz + Dcosz;

A, B, C, D sont des constantes.

On trouve facilement que I'équation privée de second
membre
d'y d'y

o 2 dx

+y=o0
a pour intégrale
y=¢e(a+px)+e (' +p'7).

Nous obtiendrons 'intégrale cherchée par la méthode
de la wariation des constantes arbitraires, et nous trou-
verons que a, 5, o’ et 5’ sont déterminés par les quatre
équations

da dg do’ dp’

B
s fxet =t et — 4 zet =0
edx+'r d4'+ dz:+z dzx ’

d 4 dp’
e“dat + (e +.7:c')——E—e“di+ (e —xe7) P

dz dz az 2z %

zda dﬁ —: da! —x = dp,__.
8"7—14—(26’:—*—1‘6’:)2;—}—8 zd—z—(ZB —xe )7‘;-—-0,

da LdBdd L ap
e‘a+(3e’+ze)‘§—e Iz-+(3€ -—.z'e—)dr_v,

en posant

V—=Ac&+ Be >+ Csinx + Dcos z.
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Ces équations nous donnent immédiatement

d dp’

d—f' = Ve, Ti =ve,

da r41 o de xr—I
=gV = v

Les équations qui serviront i déterminer les quanti-
tés a, 3, 2’ et 3’ seront donc
4dB = Adz+Be**dx + Ce~*sinxdz + De*cosxdx,
4dp = Ae*dr 4 Bdx + Ce*sinzdx + De*cos xdx,
—4da = A(x+1)dr+B(x +1)e *dx
+C(xz+1)e*sinzdz -+ D(x +1)e *coszdz,
—4do’ = A(x—1)e¥dae +B(x—1)dx
+C(x—1)efsinzdr + D (x—1)e*cosxdz.
Nous voyons donc que nous aurons besoin de calculer
les intégrales suivantes, que nous écrivons en faisant
abstraction des constantes :
822
re”d.z' _ —)
2

v

e——?l
e Ydr — — —-—,
2
I |
xe¥dr — —xe* — - e,
2 4

I I
e ¥Bdr = — —xe ¥ — ¢,
2 4

. sinx — cosax
fe’ sinx dx — e* —

sin x + cosx
fe’coszdx: e —

. sinx + cos x
e*sinrdr — — e * —

sinx — cosz
fe“cosxd.z — e ——
2
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. ze*(sinz — cosx efcosz
fxe‘ﬂnxdx: (s cos:r)+ cos ’

2 2
xe*(sinx + cosx e*sinz
xe*cosxdr — ( ) — ’
2 2
. ze*(sinx + cosx e—*cosx
ze *sinxdr — — ( ) — )
2 2
ze~*(sinz — cosx) e *sinx
xe *cosxdr=— -+ et
2

Nous aurons alors trés -facilement

_,sinz—+-cosx

43=B|+Ax—§e—7:_(;e __sinz— cosz

~+ De ’
2

A sinx — cosx sinz - cosx
4p’=p'.+;e"+Bx—|—Ce’ 5 +De* P ’

A(z+1) Baxe™ 3Be
4a=a.— -+ -+
2 2 4

sinax -+ cosx Ce—*sinx
-+ Cxe® — -+ Ce *cosx + ———

2

sinx — cos.x . De=*cosx
e — De*sine 4+ —————
2

— Daxe™

Azxe* +—3-Ac"—— B(z—1)

4

sinx — cosx Ce*sinx
z oo — Ce*cosx + ——

fo! =d —

—Cxe

sinx -+ cosx . De*cosx
— Dxe* —_— —+ De*sinx + —

En substituant ces valeurs dans 'expression de y, on
trouve, tous calculs faits,
z? 1
by =@ + Bixes + e~ + B, ze~ + Aet (; —x+z)
I

4

qui sera l'intégrale de I'équation proposée.

x? .
~+ Be* <-; —+ x —+ ) ~+ Csinz -+ Dcosx,
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Cette intégrale peut encore étre mise sous la forme
suivante :
Axrie* Baxle*

y=—5 +—3 +2e? + pre+Ne? - p'xe*

C . D
-+ —sinx + — cosx,

4 4

ou bien

Azx? Bx* , ,
y =€ —8—+yt,x+) -+ e 7 (—8— + v x4

+ ¢ sinz -+ 2cos.zc.
4 4
II. Un point matériel P est sollicité par une force
dirigée wers un centre fixe O, et qui dépend de la dis-
tance r du point P au point O. L'action de la force sur
Uunité de masse s'exprime par la formule
= 2 (a’+b%) 3ﬁzn’b"

’5 r’

On suppose le point P placé d’abord en C a une dis-
tance a du centre O. On imprime & ce point une vitesse
. . ; A , .
perpendiculaire au rayon OC et égale & —- Déterminer
a
son mouyement.

Prenons pour pole le point fixe O, pour axe polaire le
rayon vecteur initial, et appliquons les formules connues
(Sturm, Mécanique, t. I, p. 227, 228 et 229),

drl

(1) e 1+ r
?_r’ r de? )’
1 2

d—

r

2 2=’ — 4- \ —

( ) 4 7‘1—+ pT: 9



(115
dans lesquelles ¢ est une constante, p la longueur de la
perpendiculaire abaissée du point O sur la tangente au
point P, ¢ la vitesse en ce point P.

- - . . . ’ k e
La vitesse initiale au point C étant eta étant la

perpendiculaire abaissée du centre O sur la direction de
la vitesse en C, nous aurons, d’aprés la formule (3),

k¢

2=,

a a
et, par suite,

c—=F

La formule (1) nous donne alors, en remplagant ¢ par
sa valeur, et divisant les deux membres par A* = ¢*,

I + r) 2 (@*+ b3) 3a’h?
i \r de? - rs r
d’ou
drl
r _2(a7+ b*) 3a’b? 1
d8* — P

en multipliant par 2d -, et intégrant, il vient
r

Pour déterminer C, nous nous reporterons a I'origine
du mouvement; en faisant r = a, dans cette derniére
formule, il vient :
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mais la formule (2) nous donne, en faisant r=a et

k
Y= —»
a
al
) s
do /.
donc
C=o,

et nous aurons, pour I'équation de la trajectoire,

1
d—

r a?—+ b? atdh? T
dy r re r?’

d’ou

Si I'on pose r?= z, il vient
dz

2df) — — ,
\/(a2+ b*)z — a?b*— 2

d’ou l'on tire, en intégrant et désignant par ® une con-

stante
’ 2z — (a@*+ b?)

at— b? ’

2(6 — w) = arc cos

ou
2z = (a*+ b*) + (a*— b*) cos2(0 — w),

ou enfin, en remplagant & par sa valeur r?,
2r?=(a*4- b*) + (a>— b*) cos2(6 —w).

Pour déterminer », nous remarquerons que, pour
6 =o0, on a r=a; par conséquent, & = o, et il vient,
pour I'équation de la trajectoire,

2r*={(a*+ 6*) + (a* — b*) cos 290,
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ou
r?* = a*cos*0 —+ b*sin®0.
Cette équation est celle de la podaire du centre de
Iellipse dont a et b sont les deux axes: en coordonnées
rectangulaires, elle a pour équation

(.1:’ _{__yz)z: atxt + b’_}”.



