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THEORIE DES INDICES DES POINTS, DES DROITES ET BES PLANS
PAR RAPPORT A UNE SURFACE BU SECOND ORBRE;

( suite, voir 2* série, + IX, p 3176t360);

Par M. J. NEUBERG,
Professeur a ’Athenée de Bruges (Belgique).

7. Cherchons Yexpression analytique de 'indice d’'un
plan.
La surface et le pian ayant pour équations

'72 7-2 z!
-’F+il—)—2-+;~l:o, &£ cosx -+ y cosB + zcosy — & = o,

et les coordonnées du pole de ce plan étant (x4, vy, z,),
on a

p=—290, p'==x cosa—+ y cosf -+ z cosy — J.
Mais, en identifiant les deux équations du plan

xr, ¥y, 3%,
a? b2 c?

Zcosa—+...—=0 et — 1=0,

on a

a?cosxz
x, = 3 PR

par conséquent, 'indice « du plan a pour valeur
n =— pp' = a’ cos’a -+ b*cos*B + c¢* cos’y — d.

Si la surface et le plan sont donnés par les équations
générales f(x) =2 A, x,x,=~o0, Zp,x,=0, 0n a, en
désignant par (vy, ¥s, v3, ;) les coordonnées du pole du
plan, .
___Zpie X Zp B
T o pi+pir



( 4oo )
Mais on doit avoir Zp,x,=11Zx, f(v), A étant un
facteur indéterminé; par conséquent

2ppi=12 2B Si(0) =12 S0 fi(B) =1S(B),
A cause de fi(B) =/2(B) =S5 (B) =0, 2f(B) =fi(B).

En posant Zp,v, =T, on obtient U par I'élimination
des v entre les cinq équations

)"
';'f;(") =Ano+ Ao, + Ao+ Aoy — IT(": 1,2, 3’4)9
P19 = paea—+ pioy + poey = Uj;

il vient ainsi

Par conséquent
P
H
( P\ se) |
H(p| + pi+ri)

(9)

=

Cette formule convient aussi aux axes obliques et aux
coordonnées tétraédriques, si 'on remplace la somme
pi—+ pi+ p: par une certaine fonction de p,, ps, ps, pu.
et des angles des axes obliques ou des angles du tétraédre

de référence. On peut remarquer que <H ﬁ) =0 est

I'équation tangentielle de f.

L’indice d’'un plan s’exprime encore trés-élégamment
en fonction des coordonnées de trois quelconques de ses
points X, Y, Z. En effet, désignons par p,, ps, ps, p. les
mineurs du systéme

| x, =z &, a
(PY |y >xo 05 i |
2, 2y 2y z

I'équation du plan sera Z¢t, p, = ;1 Zt, f,(v) = o, t re-
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présentant les coordonnées courantes. Par suite,
. Ev.p. szJ’l.
pPi+pi+rp;
Mais on a Z 3, p, = A f({3), et les coordonnées v résultent
des quatre équations
%ﬂ(") =An 0+ Apo Ao+ Ay = 'pTr'
Par conséquent,
Y4 A A, Au i
X P: A Ay i
H ![ Ps A Ay !
|
i P An Ag l

0, = ’

et, comme les p sont les mineurs du systéme (P), on peut
obtenir le déterminant 4 droite en faisant le produit du
systéme (P) par le systéme

Ay An A Ay |

Asr Ay Ay Ay

Ay An A; A
On en conclut (*)

filx) fi(=) fil=)
L) fily) filr)
Si(z) fi(z) Sfi(z)
On voit donc que vy, vy, vg, v, sont égaux aux mineurs
du systéme

v, =

1
8\H

Si(=) (T) Si(z) Silr)
(B) | £ily) Alr) Alr) Alr) |»
Si(2) ( Si(z) Ai(3)

(*) On peut arriver 4 l]a méme valeur en remarquant que la relation
entre le point V et le plan XYZ peut s’exprimer par les équations
Ev, fi(®)=0, o, f, (¥)=0, £, /,(2)=0, d’otr ’on peut tirer v,, v,, v,, ¢,.
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divisés par 8AH. La quantité Zv, p, peut donc se déduire
du produit de deux systétmes d’éléments (P) et (P’), ce
qui donne enfin

A

(o) m=— H(p® + pi+p?)

)
( z) F(yy) Flyz) |
F(zz) F(zr) F(zz)

Observons que p? + pi+ pl= 4XYZ1, et qu'en sup-
posant les trois points X, Y, Z conjugués, ou

Flzy)=F(yz) = F(zx') =o,

on retrouve la formule (8).
Si I'on avait remplacé directement, dans la valeur (g),
P15 P2y Ps et p, par les mineurs du systéme P, on aurait

trouvé
P\ _ % ___’,.zyz.._
(H p> = — SBupp= (B i z).
d’ou I'on pourrait ¢galement déduire la formule (10).

8. Les faisceaux de droites et de triédres en involution
jouissent de propriétés analogues a celles des deux invo-
lutions rectiligne ct plane.

Reprenons les figures et les notations du n° 6. Les
points M, et My se déplacant sur la polaire de M, les
droites M; M, ct M, M; forment les rayons conjugués
d’un faisceau cn involution autour de M,. Or I'on a

pa=— = B
M, M, M, M,
d’on
»
Qiae iz =— P _____'f'_’ﬁ____,
MM, .M/ M,
2T Pipaps T

et,commcIVLngM,M3=Sin(M,MlM3), v
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on trouve cette premiére formule

(ll) ig s . wy .
sin?(M,M,M,) ~  AB?

On a ensuite

———2 2\
Lo r(mM MM
Kt s Uy [ P
) ——2 2
_ MM, MM,
Pr\M;Mg. M, M, M;M, M;M,

La derniére parenthése, d’aprés un théoréme connu (*),

o

] . M, M,
est égale a4 1

—_— ——-, et, comme le produit
M M, MM, 0 P
M,M,.M,M; est constant, on a aussi
, 1 I
(r1") — 4 — = const.
12 P

Les relations (11) et (11’) peuvent étre considérées comme
constituant les formules fondamentales des indices des
rayons conjugués des faisceaux en involution.

La droite M; M, et la paralléle menée par M, a M, M,
sont deux rayons conjugués du faisceau; 'indice de la

. . 1 c .
premiére droite est & et celui de I'autre ”‘&; Par suite,
[~

en vertu de I'égalité (11/),

1 1 a?
—+ — =p— —,
Yz 3 *
\ I 1
et, a cause de — =—1— —, p.za:..*”_:,
Il P 3
T 1 I
— + —=f+a— —
a2 K3 Moz

(*) Théoréme de Stewart. Voir Nouvelles Annales de Mathématiques,
année 1859, p. 18] et 208.

26.
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ou
I ¥
(12) a4+ B= A+ B'=
P12 B3 I-’-:a
Soient X5, ly3, 24y les caractéristiques des droites;
Ars
comme y,, = — A’B*’ on a encore
(]2') I -+ I o L+ I + 1
A? B2 X g /-

Les égalités (12) et (12’) résolvent la question 919, n>> 1
et 2, appliquéc aux coniques (*).
Transporions le résultat (12) aux surfaces. Comme
D? D/2 Dl _+_ D'2
112=P12><]i’-- .y —15:—— K{ = T}T = AL B ———=—> nhous
aurons

13 A’ 4 B? 1 + 1 v 1 R
1 —_——— T _——t
He L . Ly I

9. En supposant les points My, M., M; mobiles dans
le plan polaire de M,, et constamment conjugués avec la
surface, on obtient un faisceaun de triédres (ou de triples
droites) en involution jouissant de propriétés analogues

(*) En se servant & peu prés des mémes principes que nous, M. de
Joncquiéres a résolu (t. XX, p. 25) la question 534, qui constitue une
nouvelle analogie entre les deux involutions rectiligne et plane. De méme
que, dans Uinvolution rectiligne, le point central est un centre radical com-
mun de tous les cercles passant par deux points conjugués, de méme dans
Vinvolution plane le point central est un centre radical commun de tous les
cercles passant par trois paint: conjugués

Dans I’équation — —+ — -+ — = 0, on peut reconnaitre I’équation en

)‘u 1 Au
coordonnées trilinéaires du cercle circonscrit au triangle M, M, M;. Car,
si (k,, h,, h,) sont les hauteurs de ce triangle, (a,, a,, a,) les longueurs des
cotés et (3, d,, d,) les distances de O a ces cétés, on a

28, T

)“z—d‘,h.z— ’

ete.
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a celles des trois involutions précédemment considérées.
En effet

LI LI LI
]41:'—_‘;5’ 1422“‘__‘._2.27 Iiy=— ‘ 3,’
M, M, MM, M,M,
d’ou
LLLIL

I o dy=— If

2 2 2’
M,M, .MM, .M;M,

Mais V=M, M,.M,M,.M, M;.sin (angle solide M,),

LLLI, .

eV = a*b’c*; par conséquent .
I‘l 152143 I,

4
i : = =— const.
sin*(angle solide M;) ~ a‘b‘c?

Désignons de nouveau par' M et M; les points cen-
traux de M, M, et My M,, et par D,, le diamétre paralléle
a M, M,. Les droites M, M, et M,M;, M, M; et la pa-
rallele 2 My M, par M,, font partie d'un faisceau de
droites en involution; done, d’aprés I'égalité (11'), qui
est également applicable aux indices I,

1 1 D?
[P PRl PR §
De méme, les droites M, M, et M, M;, M, M; et la pa-
ralléele 4 M; M, par M, appartiennent a un faisceau en
involution et donnent, par conséquent,

1 1 ¥ DI,
— e == o — .
I‘l 162 I‘G l‘

En ajoutant ces égalités, on a

)3 1 1 1 1

—_t =+ —=— — — (D} 4+ D?,);

TS PR Pt M M LR T
comme Dy, et D,, sont deux diamétres conjugués de la
section centrale paralléle au plan M; M, M; et que la
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somme de leurs carrés est constante, on retrouve la se-
conde propriété générale des involutions.

2

. . o s . I
Si I'on remplace dans Iégalité précédente - par D:,,
§5

L par—1—2L,etensuite D, +Di, ar L. 1\ (%)
AN Lo PR
il vient

1
D!, + D!, +D’, —a'+ l;’—t—c’:El—-,
rs
1234
ce qui démontre la question 919, n° 1.

10. Soient D et D’ deux droites polaires réciproques
par rapport a une surface du second ordre f, M, et M,
leurs points centraux, M; et M, deux points conjugués
quelconques de D, M; et M, deux points conjugués quel-
conques de D'. Les plans DM, et DM, forment une invo-
lution autour de D, de méme que D'M, et D'M, autour
de D’. Le tétraédre M, M, M, M, est conjugué par rapport
a f. Soient (T, T,, Ty, T,) les aires de ses faces et

(74, s, M5, m,) leurs indices; nous aurons

ILI,
T, — — a?blc? " 3,
‘ 4T}
LI
1r3:—a’b“c’l—'4—,;—2—‘:,
3
d’ou
LLII
. T 1 LI
Mais V=12 < 3T‘;;[.11(\1’1:3’T‘)’ I:;é;;:—a’b’c’; par
suite :
T abrer T, — ¢
sin (T5, 1)) a@tble? X1, = const.

(™) En vertu de la relation (13).
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De 13 on conclut une valeur de 1,5 qui s’accorde avec celle
de I,, donnée ci-dessus, lorsqu’on suppose les plans P et Q
conjugués ou <H Z) =o.
On a aussi
o —1 <4Tz 4T;>

—_ —_——— | — +
LA Ty arbrcr < LI\ I, 1,

Soient Ny, Ny, N, les projections orthogonales My, M,,
M, sur un plan perpendiculaire & M;M, en un point
quelconque G; on peut écrire

2T =M, M,;>< GN;, 2T,= M, M, GN,,

MM MM, N, NN N,
S D, ~ D!, sin’(D,D)’
N,N,.N, N,
I,

~ D!, s’ (D, DY
2Dy, étant la longueur du diamétre paralléle & M, M,.

1 1
La somme — + — peut donc prendre la forme
Ty

T3
X —_—2 —
D}, sin}(D,D') GN, GN,
@b, \LN<NN,  NN<NEN /)

ou, en vertu du théoréme de Stewart, la forme

D}, sin*(D,D’') . E}T‘I,
abe <1, N,N,<N,N, /)’
et, comme le produit N;N; >< N, N, reste constant lors-
que les points My et M, se déplacent sur D/, on a

1 I
(14) . — -+ — —const.

] Ty
Les faisceaux de plans en involution jouissent donc des
propriéiés analogues a celles des autres involutions.
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La relation exprimée par (14) va nous conduire au
théoréme 919, n° 2. Mais, avant d’exposer la démonstra-
tion, nous ferons observer que I'indice d’un plan peut
encore s’exprimer par moins I'indice de son point cen-
tral, multiplié par le carré de la distance du centre de la
surface au plan tangent paralléle; car Mj étant le point

central du plan M, M, M, et « 'angle de ce plan avec la
droite OVI, M,. on a

. M;M,.M
7y =-— M, M > OM;sin’a, I, — —5_‘,_“9;
Dls
d’ou
my = — I, 5< D2, sin?a.

Si le plan passe par le centre de la surface, dont I'indice
vaut — 1, son indice est égal au carré de la distance du
centre au plan tangent paralléle. S

Soient maintenant 2 A, 2B, 2C les longueurs des dia-
meétres de la surface suivant les trois directions M, M,,
M; M,, MgM;; ces diamétres forment un systéme de
diamétres conjugués. Menons par D et par D’ des plans
paralléles au plan AB; soient 7; et 7y leurs indices. Dé-
signons aussi par T, et 7, les indices des plans M; M, M,
M, M; M, et par (A, BC) linclinaison de la droite A sur
le plan des droites B, C. En vertu de la relation (14), on
peut écrirce

_+_:—_+_, -— —_— — A —
m™ m, Wy Mg Wy Wy Wy M
Mais
my = — 1, X C*sin*(C, AB), m3—=— I;>< C?sin?*(C, AB),
=, —B?sin?( B, AC), w,—A’sin?(A, BC),
I 1
+ - =—1;



( 409 )

par conséquent

I 4 I + 1 + 1 _2 I

™ m m, m, <4 A’sin?(A, BC)
Le second membre de cette égalité est égal a la somme
des carrés des inverses des demi-axes; donc, etc.

., I . .
La quantité 2— est susceptible d’une transformation
™

dont nous déduirons une proposition intéressante qui,
croyons-nous, n’a pas encore été remarquée. Soient en
effet d,, dy, d5, 0, les distances du centre aux faces du
tétraédre conjugué; nous aurons

1 L 1 T,
e Hats 97>

En désignant par M,, M',,... les angles solides po-
laires des triédres M,, M, ... du tétraédre, un théoréme
connu donne

Vi=2T,T,T;sinM,;

9
d’ou
9V  sinM| _ sinM,
2T, T,T.T, T, ~ T,

R

Remplacons dans 1’égalité ci-dessus Ty, T,,... par les
quantités proportionnelles sinM’, sinM,.. ., et il vient

1 2TTTT, sinM’,
a 27V? d,
2T, T, T, T,

ey wrwrard 2 0,0;d,sinM',.
27V%9,d,8, 9, 2T !

Or 14,050, sinM, est le volume du tétraédre qui a pour

arétes 03, 0y, 04, ...; donc + 20,050, sinM, est le volume

du tétraédre qui a pour sommets les projections du centre

de la surface sur les faces du tétraédre. Soit V’ ce volume;
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nous pouvons écrire

I __“4_ T,T. T, T, _\_’_i
Ea’_ 9 6,8,0,8, V?

. 1 . .
Si maintenant E—a—lzo, on doit avoir V/=o0; on
en conclut que : Dans tout hyperboloide dans lequel

1 Lo
2;: 0, les projections du centre de la surface sur

les faces d’un tétraédre conjugué quelconque sont dans
un méme plan. Cette proposition peut étre considérée
comme l’analogue de la suivante : Dans toute hyperbole
équilatére, la circonférence circonscrite a un triangle
conjugué passe par le centre.

(La suite prochainement.)

1




