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SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questjon 584 (*)

voir 1*° séme, t XX, p. 1407;

Par M. NEUBERG,

Professeur a I’Athenee royal de Bruges  Belgique ).

Une conique étant inscrite dans un triangle, soient
respectivement «, 3, y les rayons de courbure de la
conique aux points ot elle touche les cétés a, b, ¢ du

triangle, on a

S désignant I'aire du triangle. (Faure.)

(*) M. Mention a donné dans les Nouvelles Annales, t. XX, p. 302, une
solution de la méme question, ou il dit:« Je ne sais pas comment en
dehors du procédé de relations métriques qui a manifestement conduit
I'auteur a ce theoréme, on éviterait d’inextricables calculs, sans le cercle

focal. »
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I. — Soient (x4, ¥1), (s, y2)y (%3, 73) les coordonnées
des sommets du triangle ABC circonscrit a lellipse

i +*;-;z — 1=o. En appelant 38, 25,, 28; les déter-

minants
g2 )’2
9

X 7
b
T3 Y3

x, J’a

Z; fﬂl
M
x,

on aura

(2) A’B'= é (— S, + Sy S3) (S, — Sy + 8y) (Si + S, — S3) (*)-

D’un autre coté, si x', y' sont les coordonnées du
point de contact de la droite AB, celle-ci pourra étre re-
présentée par I'une ou I'autre des équations

! '
xrx
Z‘_)’_ — I =o0,

A TR

z(yi—y:) —y(e,—x,)+ 28,=o,
d’ou, en identifiant,

r Ii—DX: Y Ly = T

A? T 28, B: -8,

Portons ces valeurs dans I’expression du rayon de cour-
bure y mise sous la forme

zl; flz 2
“’-"’B’(; +F) ’
et nous aurons

A2B263 2
. Y= —8?, d,Oil S]:(AB)S ¢

(™) Voir 2¢€ serie, t. V, p. 514. R
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et par analogie on conclut
1

2a° 28°

(3) S.E—.(AB)%La S.= (AB)

En remplacant S,, S,, S, par ces valeurs dans les éga-
lités (2) et S=S, +S; + S;, on aura la formule (1) de
M. Faure et la suivante :

(4) 2S:(AB)%<%+%+—E>.
a:i ﬁ.’i 73
Il convient de faire une remarque essentielle relative-
ment aux formules (1) et (4). Les quantités Sy, S,, S; re-
préseuntent, aux signes preés, les surfaces des triangles OBC,
OCA, OAB.

Si la conique touche les cotés intérieurement, on a
ABC —= OBC + OCA + OAB,

et en comparant a I'égalité S = S, + S, + Ss, on voit que
Ss, Ss, Ss sont positifs. Mais si la courbe touche, par
exemple, le c6té AB intérieurement et les deux autres
extérieurement, comme on a alors

ABC = OBC + OCA — OAB,

il faur considérer S, et S, comme positifs et Sy comme
négatif et partant, dans les formules (3), « et 8 comme
positifs et 7 comme négatif, afin que les deux membres
de ces formules soient de méme signe. On en conclut
que les relations (1) et (4) sont celles qui conviennent a
une ellipse tangente intérieurement au triangle ABC, et

pour les appliquer aux ellipses ex-inscrites, il y faut chan-

. . . . a b
ger le signe de celui des trois quotients —, —

1
3 3
« B9
correspond au coté touché intérieurement.
On voit sans peine comment les calculs précédents peu-

qlll

| s

|-
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vent s’appliquer aux hyperboles tangentes aux trois estés
du triangle ABC.

II. — Les égalités (1) et (4) peuvent encore se démon-~
trer trés-élégamment dans le cas de Pellipse, en la proje-
tant suivant un cercle qui a pour rayon le demi-petit axe
B. Le triangle ABC se projette alors suivant un iriangle
MNP circonscrit au cercle. En supposant les trois con-
tacts intérieurs et en appelant S’ la surface de MNP, on
aura

168" =(m+n~+p)(—m—+n+p)(m—n—+p)(m+n—p),
(5) 28 = (m 4+ n+p)B,

et en divisant la premiére équation par la deuxiéme

(6) 85 = ‘E(—m+n—+—p)(m—n+p)(m+n—~p).

Soient 2a’, 28, 2¢’ les longueurs des diamétres de I'el-
lipse paralléle aux cotés a, b, c et qui se projettent sui-
vantdesdiamétres du cercle. Comme des droites paralléles
sont proportionnelles 4 leurs projections sur un méme
plan, on aura

al:] b[3 (../3
LT P =g
ou
aB aBR
m:—,—: T -
«*(AB)®
bB
n=— T
B® (AB)®
; cB
p =
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Les surfaces du triangle ABC et de I’ellipse étant propor-
tionnelles a leurs projections, on a

S wAB BS

on S'—=—.
A

s T xB

Les valeurs de m, n, p, §', portées dans les formules (5)
et (6), conduisent aux relations (4) et (1) (¥).

III. — En supposant le triangle ABC circonscrit a la
parabole y* — 2pxr —o0, on a

(7) p:(y'_y’)(ﬁ;ﬁ)()’l—y;)_

En identifiant les deux équations du coté AB

yy —plz+a)=o,
x(ri—y:))—y(x,— x;) +25,—o,

il vient
J,r_P rl_‘r‘)’ 2 — 285, ,
Y — 22 Yi—2X2
et comme
3
. (pz +),lz)z
= >
on aura
e =
(J'l”‘]’z) ( l__}’:»)
ou

(*) Un raisonnement analogue peut servir 2 démontrer le théoréme de
Mac-Cullagh. Voir Nouvelles Annales, 17 série, t. IX, p. 298.



et de méme

La somme (3 —y3) + (y2 —Js) + (s — ) étant
nulle, on peut considérer deux de ces bindomes comme
positifs, et le troisiéme comme négatif, ce qui donne,

b
(8) S== 4o
28 ﬂa 7'?
et 'on a de plus, en vertu de I'égalité (7),
. abe
(9) S = -
a'! B? 77

ou, R étantle rayon du cercle circonscrit au triangle ABC,

1

1 1
4R=0a’B’y".

On peut aussi vérifier facilement qu'on a encore la

formule
\
S AYE N SV E SN
ai p} 7? a”T @I 7A a-.f ﬁ? 7;

Car, en vertu de I'équation (8), les trois facteurs du

- .2a 2¢ 2b
second membre se réduisent 4 —, =, =7 et leur pro-
o 73 p.{

abce

duil sera , ou, en vertu de la relation (g), 8S.

1
a?ﬁ?ya
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Question 965

( voir 2°* série, t VIIL, p. 560);

Par M. C. CHADU,

Maitre auxiliaire au lycée de Bordeaux.

Etant donnés deux points fixes A et B situés sur une
ellipse, si on joint un point quelconque M de cette
courbe aux deux points fixes, les perpendiculaires éle-
vées sur les milieux des cordes MA et MB interceptent
sur chacun des axes un segment dont la longueur est
constante, quel/a que soit la position du point sur la
courbe. (LAGUERRE.)

Menons les normales aux trois points A, B, M; soient
a, 3, 1 les points de rencontre de ces normales avec le
grand axe (¥).

D’aprés une proposition démontrée, la perpendicu-
laire Pp élevée sur le milieu de MB passe par le milieu p
de MB; de méme la perpendiculaire Qg élevée sur le mi-
lieu de AM passe par le milieu ¢ de pa.

Nous aurons donc
—pat B =B

P9 > >

(uantité constante quel que soit le point M, puisque les
deux points A et B sont fixes.

Note I.— M. Chadu, qui déduit la solution précédente
de la question 953, nous fait remarquer qu'on pourrait,
de la question 956, déduire pour l'ellipsoide un théoréme
analogue au précédent.

Note 1I. — La question 955 a été résolue aussi par
MM. Cerruti Valentino, étudiant a Turin; Humbert,

(*) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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éléve au lycée de Metz; Emile Laclais et Alphonse Fould ;
M. Cerruti fait observer que les longueurs constantes
interceptées sur les axes sont représentées par

_l_g Y _'_'2 [
Set@—a"), Sy —y")

¢ et e élant les excentricités réelle et imaginaire de la
courbe:

M. Humbert étend le théoréme 4 Ihyperbole;

M. Laclais fait remarquer que la propriété considérée
est caractéristique des courbes du second degré;

Eufin, d’aprés M. Fould, la proposition ne s’étend pas
a un cllipsoide quelconque; mais on a, pour lellipsoide
de révolution, le théoréme suivant :

« Si Von prend, sur un ellipsoide de révolution, deux
points fixes A et B et un point variable M, les plans
perpendiculaires aux milicux des droites MA, MB inter-
ceptent sur Vaxe de révolution un segment de longueur
constante. »



