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SUR LA GÉOMÉTRIE IMAGINAIRE DE LOBATCIIEFFSKY
(voir p. 209);

PAR M. G. BATTAGLINI.

Rendiconto délia R. Accademia délie Sciense Jisiche e matematiche di Napoli,

juin 1867.

Giomale di Matematichey t. V, p. 217.

III.

Cherchons maintenant les relations entre les parties
d'un triangle, et supposons en premier lieu que le triangle
ait un angle droit C. Soient A, B les deux angles obliques,
opposés respectivement aux côtés a, 6, et soit c l'hypo-
ténuse. D'après ce que nous avons dit, on aura évidem-
ment les relations

( n ) Tha =rd> (6) tang A, Thb — 4» (a) tangB,

d'où Ton tire

( . 2 )

sin A r=
Jha

Sh
2 «.* 2 (b)

sinB =r
Thb

-4-4>2 (fl)-f- Sh2^.*2 (a)

En remarquant que, quel que soit c} pour sin A = o
ou sinB = o, on doit avoir a = o o u b = o, et pour
sin A = 1 ou sinB = i, on doit avoir a = c ou b = r, il



( 266 )
est facile de voir que sin A et sinB ont nécessairement des
expressions de la forme

De plus, c devant être évidemment une fonction symé-
trique de a et de è, il en sera de même aussi pour f(c).
On aura donc, pour satisfaire à de telles conditions,

( i3) • (a) = Tha=f(a)y * (b) = Thb =f{b),

ou bien

Les équations ( i3 ) correspondent au système de la
Géométrie euclidienne. On tire, en effet, des équa-
tions ( n ) , (12), ( i3 ) ,

. „ Tha . thb
sin A = cosB = —T—, smB — c o s A = - j — ?

The The

Si l'on abaisse maintenant de C une perpendiculaire sur
l'hypoténuse c, et qu'on appelle a, (3 les segments de c
adjacents à A, B, on aura, par les relations ( i5 ) ,

Tha = Th* cosA =• - ^ , Thp = Tha cosB = ^fhc

The — Th (a H- p) = Tha -+- Thp.

Cette dernière équation conduit à la condition

et, comme on a
Z-3 a5 /3 83

Sha = /'«H 5- H - . . . , Shp = X'PH ^ - h . . . ,

on en conclura h = o, et les équations ( i5) se réduiront



aux formules connues de la Trigonométrie plane ordi-
naire

(16)
sinA = c o s B = - 5 sinB = cosA = - ,

c c
c* = a2 -4- b\

Les équations (i4) correspondent, au contraire, au
système de la Géométrie non euclidienne. En effet, des
équations ( n ) , (12), (i4)? on tire

( 1 7 )

ShcsinB,

Chc = ChaChb = cotA cotB,

cosA —ChasinB, cosB = Ch^sinA,

Th« — Shè tang A, Tĥ » = Sha tangB,

et ce sont là (sous une forme un peu différente) les rela-
tions données par Lobatcheffsky (*).

Les formules (17) se réduisent aux formules (16) lors-
que les côtés du triangle proposé sont infiniment petits.

Il suit de ce que nous avons dit qu'entre l'angle de
parallélisme.A et la distance â du point/? à la droite Lr

on a la relation
Sh<î tang A = 1,

d'où

(18) tangd^—--, sinA = -—, cosAz=Tho.

Les formules (17) font voir que l'angle aigu compris entre
deux droites qui se rencontrent en un point à l'infini est
égal à zéro; et que l'angle compris entre deux droites qui
se rencontrent en un point idéal est exprimé pariAJ,
$ étant la longueur de leur perpendiculaire commune,

{*) Études géométriques, etc., p. 27.



En procédant d'une manière analogue, on obtiendra
les relations entre les parties d'un angle trièdre qui a
un angle dièdre droit. Ces relations peuvent se déduire

des formules (17), en y substituant t T? / -1 i - au lieu

de a, è, c.

Considérons maintenant un triangle quelconque. Soient
a, i , c ses côtés, évalués en parcourant le périmètre du
triangle dans un sens constant ; et soient A, B, C les angles
extérieurs du triangle, compris entre (&, c), (e,«), (a,b).
Soient y la perpendiculaire abaissée du sommet C sur le
cotée, et (C a ,C . ) , (ea ,e«) les parties dans lesquelles

cette perpendiculaire divise l'angle C et le cotée. On aura
évidemment les relations

sinASh£ = sinB Sha = Shy,

cotA ^ cotB

ïhca =- — Th6 cosA, Thr. = — Th^cosB,

(cK + cp) =, - The = .
Tha cosB — Th£ cos A

d'où l'on tire

Shn _
sinA sinB '

TI,C
cos A cosB cos A cos B



En posant

22 — i — Ch2 a — Ch'£ — Ch2c -h aCha Chb Chc,

o-2 — i — cos? A — cos2 B — cos'C H- 2 cos A cosB cosC,

les foi mules (19) et leurs analogues donneront

sin2

sin2

Sh2

A

A
a

sin*

sin2

Sh2

Cha =

Chb =

Chc =

cos A =

cosB =

c o s c~

B

B
b

Ch,

Ch,

sin'C

sin2C
Sh*c

b Chc-h

c Cha-+-

2 Chb 4-

cosB cosC —

:COSC COS A —

:COS A cos B

sin2Asin2Bsin2C

22

Sh2 a Sh2 b Sh2 c

Shb ShccosA,

Shc ShacosB,

Shö Sĥ » cosC,

siriBsinCCh«,

sinC sinAChé,

sinAsinBChc,

et trois quelconques de ces équations serviront pour
exprimer les relations entre les côtés et les angles d'un
triangle.

Les équations (20) n'éprouvent aucune altération,
A R f*

lorsqu'on y remplace a, b, c, A, B, C par/ -? i - > i —,
A* A" A"

ika, ïkb,ïkc.11 suit de là qu'à tout triangle correspond
un triangle idéal tel, que les sommets de chacun de ces
deux triangles sont respectivement les pôles des côtés cor-
respondants de l'autre.

Les formules (20) se réduisent aux formules connues
de la Trigonométrie plane ordinaire, lorsque les côtés du
triangle proposés sont infiniment petits.

En procédant d'une manière analogue, nous obtien-
drons les relations entre les parties d'un angle trièdre,
relations qui peuvent se déduire des équations (20), en

, 7 . a . b . cremplaçant a, 6, c par* -p 1 -j-, 1 -*
k n k



De ce qui précède il résulte évidemment que, dans la
Géométrie plane, les relations métriques des figures dé-
pendent de la constante k. Cette constante ne pouvant être
déterminée à priori (à moins qu'entre les deux concep-
tions de la ligne droite indiquées précédemment, on ne
veuille se décider pour celle d'Euclide), on devra, dans
la science pure, la conserver comme absolument indéter-
minée* Si, pour l'homogénéité des formules, on pose A/= i,
l sera la longueur d'une certaine droite, que l'on doit
chercher à déterminer, lorsqu'on veut procéder aux ap-
plications pratiques de la Géométrie. Pour y parvenir, il
suffit d'exécuter une seule expérience, savoir, de mesu-
rer les parties d'un triangle (l'unité angulaire étant l'angle

droit divisé par le nombre -* et l'unité de longueur

étant une droite arbitraire), et, en substituait les nombres
qui les représentent dans une des équations (20) (ou dans
toute autre équation qui s'en déduise), de tirer de cette
équation le nombre k. Alors on aura / égale à la droite
prise pour unité, divisée par k. Par exemple, si a et A
sont le côté et l'angle d'un triangle équilatéral et par suite
équiangle, on aura, pour déterminer A, l'équation

i -+- t / 4 c o s 2 - A — i
ka •==. log -

— i / 4

On trouve ainsi (eu égard à nos moyens d'observation et
à notre organisation même) pour k une valeur tellement
petite, que /dépasse tout ce que nous pouvons mesurer.
Nous sommes donc ramenés dans la pratique à la Géo-
métrie euclidienne.

Si l'on prend la droite / pour unité de longueur, les



formules (20) se simplifieront, puisqu'on aura alors

IV.

Si aux milieux des côtés a, t , c d'un triangle on élève
des perpendiculaires, celles-ci se rencontreront en un
même point (à une distance finie, infinie ou idéale),
lequel sera à égale distance des sommets A, B, C du
triangle. En appelant r le rayon du cercle circonscrit au
triangle, et a, (3, y les angles au centre, opposés à ses côtés,
on aura les relations

I

2

. I

sin - a2

Sh

sin

i

2

i _
- B2 r

Sh

sin

i

2

I
—
1

c

7

d'où, en posant, pour abréger,

n2 — (sh-*-f-Sh-U-+-Sh V ) (sh-U-f-Shic — Sh-a)
\ 2 % 2 / \ 2 2 2 /

X (sh-c + Sh-a-Sh-^ (sh-«4-Sh-U-Sh-
\ 2 2 2 / \ 2 2 2

on tire

(22) s h r =

Soit a <^ b <^ c; Ie centre du cercle sera à une distance
finie, infinie ou idéale, suivant que Ton aura

<



Tous les points du cercle sont équidistants non-seule-
ment du centre, mais encore de la droite dont ce centre
est le pôle. Cette droite se trouve à une distance idéale,
infinie ou finie, suivant que le centre se trouve à une dis-
tance finie, infinie ou idéale. La distance $ des points du
cercle à la droite qui a son centre pour pôle est donnée
par la formule

$h-aSh-bSh-c.

Tous les cercles qui ont le même centre (à une distance
finie, infinie ou idéale) coupent orthogonalement toutes
les droites menées par ce centre. Soient $, s' et S, S'deux
arcs et deux secteurs correspondants à un même angle A
au centre commun des cercles de rayons p, p'; on aura

. s cire, p Shp S surf.p i"
p p

7 ~ c i r c . p ' ~ S h 7 ' S7
shîrP'2 '

Si p1 est infiniment petit, il viendra

Sh2 -
s circ.p Shp S surf.p 2

d'où

(25)

2 7T A' I 7T I

2 4

A 2 7T
r z= — Shp , cire, p = — Sh p,

n n

2A I _ 4 ^ I

i = : — Sh2 — p s u r L p = r — Sh2 — p
A" 2 n 2
? _ , 1 circ.p^, 1

= T I n - 1

Si le centre commun des deux cercles est à l'infini, en



posant p — p' == cJ, et appelant « la corde de Tare $, on
aura

(26)
2 Sh - t 2 Sh - t

E_, s = —.

Enfin, si le centre commun des deux cercles est idéal,
en désignant par J, â' les distances constantes de leurs
points à la droite qui a leur centre pour pôle, et par t
la projection de l'arc s sur cette droite, on aura

V.

Si le système des droites menées par un point p aux di-
vers points d'une droite L, tourne avec L autour de la
perpendiculaire O abaissée dep sur L, la droite L, par sa
rotation autour du pied o de la perpendiculaire, décrira
un plan P perpendiculaire à O, et l'on verra immédiate-
ment, d'après ce que nous avons dit, quelles sont les droites
menées par p qui rencontreront le plan P à une distance
finie, infinie ou idéale. Toutes les droites qui rencontrent P
en un point idéal sont perpendiculaires à un même plan,
dont ce point est le pôle.

Dans le système de la Géométrie non euclidienne, le
plan est une surface indéfinie, ses points à l'infini étant

Ânn. de Mathémat., 2e série, t. VII. (Juin 1868.) 18



( 274 )
tous distincts entre çux, «et appartenant à une cirçonfè*
rence de cercle, qui a son centre en un point quelconque
du plan et son rayon infini. De même pour l'espace, les
points à l'infini sont tous distincts entre eux, et appartien-
nent aune surface sphérique, qui a son centre en un point
quelconque et son rayon infini. Au contraire, dans le
système de la Géométrie euclidienne, le plan est une
surface indéfinie et rentrante sur elle-même, dont les
points à l'infini coïncident deux à deux avec les points
d'une ligne droite. De même, l'espace est un lieu cop-
tinu, indéfini et rentrant sur lui-même, dont les points
à l'infini coïncident deux à deux avec les points d'un
plan.

Sans entrer pour le moment dans d'autres développe-
ments sur cet objet, examinons seulement le triangle sphé-
rique déterminé par l'intersection des trois faces d'un
angle solide, de sommet p, avec la surface sphérique dé-
crite en faisant tourner autour de O le cercle de centre]?
et de rayon p. En désignant par A, B, C les inclinaisons
des faces, et para, fe, c les angles plans de l'angle solide
(évalués comme il a été dit au n°3), A,B, C seront les
angles extérieurs du triangle sphérique, et les longueurs
a, |3, y de ses côtés seront données par les formules

En posant

(29) 27T — (A -f- B 4- C) = e ,

on sait que e est la mesure de la surface S du triangle sphé-

rique f c'est-à-dire que, pour deux triangles appartenant

à une même surface sphérique, on a — = -7 ) * et que la



valeur de e est donnée par la formule

tang5 j e = tang j (a -h b +c) tang j{b 4- c — a)

X tang j (c -f- a — b ) tang -(a -\- b — c )
4 4

(3o)

? £ = tang ? X - g ^ - I tang ?

4- a — S i _ a 4- B—

Le second membre de l'équation (3o) pouvant varier de
zéro à l'infini, e sera compris entre zéro et 2 7r, de sorte
que les triangles appartenant à une surface sphérique qui
a son centre à une distance finie, ont la somme de leurs
angles extérieurs comprise entre zéro et quatre angles
droits.

Si le centrede la sphère se trouve à une distance infinie,
a, b,c étant des quantités infiniment petites, s sera aussi
infiniment petit 5 de sorte que les triangles appartenant
à une surface sphérique dont le centre est à l'infini auront
toujours la somme de leurs angles exterieurs égale à
quatre angles droits. Par suite, comme on a, pour ces
triangles

(3 i sinA sinB sinC'
A + B + C = 2«r,

leurs côtés et leurs angles satisferont aux relations de la
Trigonométrie plane ordinaire.

Dans le cas actuel, les angles pouvant être substitués
dans l'équation (3o) à la place de leurs tangentes, si l'on
fait



on aura, pour deux triangles de la surface sphérique de
rayon infini,

S s _ E

Si le centre de la sphère est à une distance idéale, en
désignant par à la distance commune des points de la sur-
face sphérique au plan qui a le centre pour pôle, on aura

( tang' I e = Th I ï±±±l Th '
\ b i 4 Ch3 4

(33) ' " - - - - ChS

* i n 4
et dans le cas particulier de d = o, où la surface sphérique
se reduit à un plan, il viendra

x T h i ( 7 + a - p ) T h i ( a + p - 7 ) .

La quantité e passant par zéro, lorsque le rayon varie,
est maintenant devenue négative ; de sorte que, le second
membre de l'équation (33) ou (34) pouvant varier de zéro
à l'unité, e sera compris entre zéro et—7r. Donc les
triangles appartenant à une surface sphérique dont le
centre est à une distance idéale (comme cela a lieu, en
particulier, pour les triangles plans) ont la somme de
leurs angles extérieurs comprise entre quatre droits et
six droits.

Pour deux triangles appartenant à une surface sphé-
rique de rayon idéal (et, en particulier, pour deux trian-
gles plans), on a toujours la relation

S _ £



En supposant a < |3 < y , la valeur de E ou de e, don-
née par une des formules (32), (33), (34), est réelle,
nulle ou imaginaire, suivant que Ton a a H- |3 = y. Il suit
de là que, dans un triangle appartenant à une surface
sphérique dont le centre est à une distance infinie ou
idéale, le plus grand côté est toujours moindre que la
somme des deux autres; et par suite, l'arc de cercle con-
centrique à la sphère (dans le cas particulier, la droite),
qui passe par deux points de la surface sphérique de rayon
infini ou idéal, représente sur cette surface (dans le cas par-
ticulier, sur le plan) la distance minimum de ces points.

Sur la surface sphérique de rayon fini, Tare de cercle,
concentrique à la sphère, mené par deux points, repré-
sente leur distance minimum ou maximum, suivant que
cet arc est plus petit ou plus grand que la demi-circon-
férence.


