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SUR LA GEOMETRIE IMAGINAIRE DE LOBATCHEFFSKY

(voir p. 209);

Par M. G. BATTAGLINI.

Rendiconto della R. Accademia delle Sciense fisiche e matematiche di Napol:,
juin 1867.
Giornale di Matematiche, t. V, p. 217.

III.

Cherchons maintenant les relations entre les parties
d’un triangle, etsupposons en premier lieu que le triangle
ait un angle droit C. Soient A, B les deux angles obliques,
opposés respectivement aux ¢dtés a, b, et soit ¢ I'hypo-
ténuse. D’aprés ce que nous avons dit, on aura évidem-
ment les relations

(r1) Tha = @ (b)tangA, Thb = & (a) tangB,

d’oti 'on tire

. Tha
SINA — — —
VTh?a + ¢*(b)
Sha
= =9
VSh?a + ¢?(b) -+ Sh*a.¢? (b)
(12)
sinB = ——-__.ih~:b:.r.
VThb + 92 (a)
Shé

= /Shib «+ @ (a) + Shb.4" (a)

En remarquant que, quel que soit ¢, poursin A = o
ou sinB = o, on doit avoir @a = o0 ou b= o0, et pour
sinA = 1 ou sinB =1, on doit avoira=coub=c, il
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est facile de voir que sin A et sinB ont nécessairement des
expressions de la forme

sinA — M, sinB = £(8)

Sle) f(e)
De plus, ¢ devant étre évidemment une fonction symé-
trique de a et de 4, il en sera de méme aussi pour f(c).
On aura donc, pour satisfaire a de telles conditions,

(13) ¢ (a) =Tha=f(a), ¢(b):Thé:f(b),
ou bien
(14) @ (a)=Sha=/f(a), ®(b)=Shb=/f(b).

Les équations (13) correspondent au systéme de la
Géométrie euclidienne. On tire, en cffet, des équa-
tions (11), (12), (13),

' Th's

1 _ A— ——
» sinB = cos The’

. Tha
sinA — cosB = The

Th?¢ = Th?a 4 Th2b.

(15) S

Si 'on abaisse maintenant de C une perpendiculaire sur
I’hypoténase ¢, et qu'on appelle a, 3 les segments de ¢
adjacents a A, B, on aura, par les relations (15),

. Th2b »__ Thla
Tha — Thé cosA = The ThB = ThacosB= The
The = Th (x + ) = Tha + Th§.
Cette derniére équation conduit a la condition
Shae Shf = o;
et, comme on a
o kg
fumsng 3 — DT = ‘. T o L.
Sha Aa+2’3+ » Shg p—+—2_3+ )

on en conclura k = o, et les équations (15) se réduiront
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aux formules connues de la Trigonométrie plane ordi-
naire

. sinA:cosB::‘—l, sinB:cosA:f,
(16) ¢ c

t ¢t — a® + b*.

Les équations (14) correspondent, au contraire, au
systéme de la Géométrie non euclidienne. En effet, des
équations (11), (12), (14), on tire

Sha — ShesinA,  Shb —ShesinB,
Tha = ThecosB, Thb="ThecosA,
(17) Che¢ —= Cha Chb — cotA cotB,
cosA — ChasinB, cosB—=ChbsinA,
Tha — Shb tangA, Thb — ShatangB,

et ce sont la (sous une forme un peu différente) les rela-
tions données par Lobatchefisky (¥).

Les formules (17) se réduisent aux formules (16) lors-
que les cotés du triangle proposé sont infiniment petits.

Il suit de ce que nous avons dit qu’entre Iangle de
parallélisme. A et la distance d du pointp a la droite L,
on a la relation '

Shd tanga = 1,
d’ou
1

(18) tanga = —» sinA =

T cosA = Tho.

I
CT&’
Les formules (17) font voir queI’angle aigu compris entre
deux droites qui se rencontrent en un point a I'infini est
égal a zéro; et que I'angle compris entre deux droites qui
se rencontrent en un point idéal est exprimé parikd,
0 étant la longueur de leur perpendiculaire commune.

(*) Etudes géométriques, etc., p. 27-
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En procédant d’une maniére analogue, on obtiendra
les relations entre les parties d’un angle triédre qui a
un angle diédre droit. Ces relations peuvent se déduire

. .a .b .c .
des formules (17), en y substituant pipigau lieu

de a, b, c.

Considérons maintenant untriangle quelconque. Soient
a, b, c ses cotés, évalués en parcourant le périmétre du
triangle dans un sens constant ; et soient A, B, C les angles
extérieurs du triangle, compris entre (b, c), (¢, a), (a,b).
Soient y la perpendiculaire abaissée du sommet C sur le
cotéc, et (C,, C,@)’ (e, cl@) les parties dans lesquelles
cette perpendiculairedivise I'angle C et le c6té c. On aura
évidemment les relations

sin A Shb — sinB Sha — Shy,

tA
langCa:—(:)W, tangCﬁ:-—EC%g,
The, = — Thb cosA, Thr/g — — ThacosB,

tangA Chd —+ tangB Cha

tang (C, + C,e) =—tangC—=

-— Tha cosB — Thé cos A
I + Tha Thb cosA cosB

Th(ca +cﬁ) — — The —

d’ou I'on tire

]

Sha Sho .
sinA __ sinB’

tangA tangB tang C
) ¢ Cl;ga Chéb +Cha%hh— tang A tang BtangC— o,
Tha . Thb The
COsA cosB cos A cosB

+ ThaThb The —o.
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En posant
$?—=1—Ch*a — Ch’6 — Ch?¢ 4 2Cha Ché Che,

6* =1 — ¢0s’ A — cos’ B — c0s’C + 2 cos A cosB cosC,

les formules (19) et leurs analogues donneront

| Sh*a  Shb  Sh*e —a
['sin’A ™ sin*B ~ sin?C ~ sin?A sin’B sin’C
sin’A _ sin?B_ sin?C 32

Sh’a ~ Sh’6  Sh'c _ Sh’a Sh?b Sh'c’
Cha = Ché Chc + Shb She cosA,
Chb = Chc¢ Cha + Shc¢ ShacosB,
Che = Cha Chb + Sha Shb cosC,
cosA = cosB cosC — sinBsinC Che,

cosB — cosC cosA — sinCsinA Chb,

c0sC — cosA cosB — sinA sinB Che,

et trois quelconques de ces équations serviront pour
exprimer les relations entre les cotés et les angles d’un
triangle.

Les équations (20) n’éprouvent aucune altération,

.G
2_, 2 -‘j,
tka, kb, ikc. 11 suit de la qu’a tout triangle correspond
un triangle idéal tel, que les sommets de chacun de ces
deux triangles sont respectivement les péles des cotés cor-
respondants de P'autre.

Les formules (20) se réduisent aux formules connues
de la Trigonométrie plane ordinaire, lorsque les cotés du
triangle proposés sont infiniment petits.

En procédant d’une maniére analogue, nous obtien-
drons les relations entre les parties d’un angle triédre,

relations qui peuvent se déduire des équations (20), en

.a . C
remplagant a, b, ¢ pari l

lorsqu’on y remplacea,bd, ¢, A, B, C pari %, i

. b
Z,lzv Z
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De ce qui précéde il résulte évidemment que, dans la
Géométrie plane, les relations métriques des figures dé-
pendent de la constante k. Cette constante ne pouvant étre
déterminée a priori (4 moins qu’entre les deux concep-
tions de la ligne droite indiquées précédemment, on ne
veuille se décider pour celle d’Euclide), on devra, dans
la science pure, la conserver comme absolument indéter-
mindée. Si, pour]’ homogénéité desformules, on pose k/=1,
Isera la longueur d’une certaine droite, que 'on doit
chercher a déterminer, lorsqu’on veut procéder aux ap-
plications pratiques de la Géométrie. Pour y parvenir, il
suffit d’exécuter une seule expérience, savoir, de mesu-
rerles parties d’un triangle ('unité angulaireétant I'angle

. « e, T o .
droit divisé par le nombre —» et 'unité de longueur

étant une droite arbitraire), et, en substituarit les nombres
qui les représentent dans une des équations (20) (ou dans
toute autre équation qui s'en déduise), de tirer de cette
équation le nombrek. Alors on auralégale a la droite
prise pour unité, divisée par k. Par exemple, si a et A
sont le coté et 'angle d’un triangle équilatéral et par suite
équiangle, on aura, pour déterminer &, I'équation

On trouve ainsi (eu égard 4 nos moyens d’observation et
a notre organisation méme) pour k une valeur tellement
petite, que / dépasse tout ce que nous pouvons mesurer.
Nous sommes donc ramenés dans la pratique a la Géo-
métrie euclidienne.

Si I'on prend la droite/ pour unité de longueur, les
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formules (20) se simplifieront, puisqu’on aura alors
k=1.

1v.

Si aux milieux des cdtés a, b, ¢ d’un triangle on éléve
des perpendiculaires, celles-ci se rencontreront en un
méme point (4 une distance finie, infinie ou idéale),
lequel sera a égale distance des sommets A, B, C du
triangle. En appelant r le rayon du cercle circonscrit au
triangle, et a, 3, y les angles au centre, opposés a ses cdtés,
on aura les relations

shla Sh%b Shéc
2 = = =Shr,

T .1
(21) sm;a sm;p sm;-y

! a —+ l -+ -y = b
2 2 B 1 ="
d’ou, en posant, pour abréger,
I I 1 1 1 1
m = (Sh —~a +Sh-b + Sh —c) (Sh—b + Sh—-c — Sh —-a)
2 2 2 2 2 2
= (Shlc+5hla — Shlb> <Shla +Shlis ~Shlc> ,
2 2 2 2 2 2
on tire

ShiaSh%bSh%c
(22) Shr= -

I

Soit @ < b < c; le centre du cercle sera & une distance
finie, infinie ou idéale, suivant que I'on aura

Shla+shioZshlic.
2 2 < 2
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Tous les points du cercle sont équidistants non-seule-
ment du centre, mais encore de la droite dont ce centre
est le pole. Cette droite se trouve & une distance idéale,
infinie ou finie, suivant que le centre se trouve a une dis-
lance finie, infinie ou idéale. La distance  des points du
cercle a la droite qui a son centre pour pole est donnée
par la formule

Sh 1aSh1bshlec.
2 2

2
(23) Cho — = .

Tous les cercles qui ont le méme centre (4 une distance
finie, infinie ou idéale) coupent orthogonalement toutes
les droites menées par ce centre. Soient s, 5" et S, S’ deux
arcs et deux secteurs correspondants & un méme angle A
au centre commun des cercles de rayons p, p’; on aura

1
2
(24) s circ. p Shp S surf.p Sh 2
7 —— = oy - = , = .
s circ.p’  Shp S surf. p She éP’
Si p’ est infiniment petit, il viendra '
1
2 _
s circ.p _ Shp S surf. p Sh > f
- — = —) — = 9
A 27 k —I-A i _1_,(2
2 4
d’ou
A .
s:-l;Shp, circ.p = %:Shp,
(25) { s— 24 She ! fo— 4= She !
oy —‘—; —2- (4 sur = —‘; ; [4
_s v __circ.p 1
=7 Th?p, == Tth.

Si le ceutre commun des deux cercles est & I'infini, en
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posant p — p' = J, et appelant ¢ la corde de I'arc s, on
aura )

_9$ 28
s —=se *, =8¢ *,
(26)
2Sh Lz 2Sh~¢
s = 2 S= 2
K Iz

Enfin, si le centre commun des deux cercles est idéal,
en désignant par d, 0’ les distances constantes de leurs
points a la droite qui a leur centre pour péle, et part
la projection de I'arc s sur cette droite, on aura

1

2.

s Ch¢ S Ch28

s Che’ 8T 1,

2

(27) Ch? 29

s = Chg, S:%(Sh3+i).
\

V.

Si le systéme des droites menées par un point p aux di-
vers points d’une droite L, tourne avec L autour de la
perpendiculaire O abaissée de p sur L, la droite L, par sa
rotation autour du pied o de la perpendiculaire, décrira
un plan P perpendiculaire 4 O, et 'on verra immédiate-
ment, d’aprés ce que nous avons dit, quelles sontles droites
menées par p qui rencontreront le plan P 4 une distance
finie, infinie ou idéale. Toutes les droites qui rencontrent P
en un point idéal sont perpendiculaires 4 un méme plan,
dont ce point est le péle.

Dans le systéme de la Géométrie non euclidienne, le
plan est une surface indéfinie, ses points a l'infini étant

Ann. de Mathémat., 2% série, t. VIL. (Juin 1868.) 18
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tous distincts enire eux, et appartenant i une circonfé-
rence de cercle, qui a son centre en un point quelconque
du plan et son rayon infini. De méme pour I'espace, les
points i Vinfini sont tous distincts entre eux, etappartien-
nentaune surface sphérique, qui a son centre en un point
quelconque et son rayon infini. Au contraire, dans le
systétme de la Géométrie euclidienne, le plan est une
surface indéfinie et rentrante sur elle-méme, dont les
points a l'infinj coincident deux i deux avec les points
d’une ligne droite. De méme, I'espace est un lieu con-
tinn, indéfini et rentrant sur Jui-méme, dont les points
a l'infini coincident denx a deux avec les points d'un
plan.

Sans entrer pour le moment dans d’autres développe-
ments sur cet objet, examinons seulement le triangle sphé-
rique déterminé par l'intersection des trois faces d’un
angle solide, de sommet p, avec la surface sphérique dé-
crite en faisant tourner autour de O le cercle de centre p
et de rayon p. En désignant par A, B, C les inclinaisons
des faces, et par a, b, ¢ les angles plans de I'angle solide
(évalués comme il a été dit au n°3), A, B, C seront les
angles extérieurs du triangle sphérique, et les longueurs
@, 3, y de ses cotés seront données par les formules

ak _ ﬁl"_‘_-yk .
En posant
(29) 2n —(A+ B +C)=c¢,

on sait que ¢ est la mesure de la surface 8 du triangle sphé-

rique (c’est-é-dire que, pour deux triangles apparienant

N o e S B
4 une méme surface sphérique, on a § =7 ) etque la
&
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valeur de ¢ est donnée par la formule

1

tang’4s :tang%(a-i—b—{-c) tang%(b—kc-—a}
Xtangi(c+a—b)tang%(a+b—c)

(30) { ou
tang? %e:tang%lis—;%ﬂtang%kgj—s_z;j
> tangi—ﬁ-zutsi:—;-—Etang%kaiSsP:Z.

Le second membre del’équation (30) pouvant varier de
zéro a l'infini, ¢ sera compris entre zéro et 27, de sorte
que les triangles appartenant 4 une surface sphérique qui
a son centre a une distance finie, ont la somme de leurs
angles extérieurs comprise entre zéro et quatre angles
droits.

Si le centrede la sphére se trouve & une distance infinie,
a, b, ¢ étant des quantités infiniment petites, ¢ sera aussi
infiniment petit; de sorte que les triangles appartenant
a une surface sphérique dont le centre est a I'infini auront
toujours la somme de leurs angles extérieurs égale a
quatre angles droits. Par snite, comme on a, pour ces
triangles

o B 7

(31) sinA _ sinB _ sinC’
A+B+4C=2r,

leurs c61és et leurs angles satisferont aux relations de la
Trigonométrie plane ordinaire.

Dans le cas actuel, les angles pouvant étre substitués
dans I'équation (30) ala place de leurs tangentes, si I'on
fait

I
(32) B'= (@t Bt9) (B +y— )7 +2—8)(x+B—7),
18.
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on aura, pour deux triangles de la surface sphérique de
rayon infini,

Si le centre de la sphére est 4 une distance idéale, en
désignant par 0 la distance commune des points de la sur-
face sphérique au plan qui a le centre pour péle, on aura

‘tang’is:Thia+ﬁ+7Thiﬁ+7_a

5 Chs AT
(33) G B at
1y +o— @ —
( XTh o s ™ "Chs

et dansle cas particulier de 0 = o, ot la surface sphérique
se réduit a un plan, il viendra

1

‘ tang’le:Th—l-(a+ﬁ+-y)Th4(ﬁ+ 97— a)

(34) ¢ 4 f )
( Z’(Thz('y-i-a—ﬁ)ThZ(a-l—ﬂ—'y).

La quantité ¢ passant par zéro, lorsque le rayon varie,
est maintenant devenue négative ; de sorte que, le second
membre de 1'équation (33) ou (34) pouvant varier de zéro
a Punité, ¢ sera compris entre zéro et — m. Donc les
triangles appartenant i une surface sphérique dont le
centre est a une distance idéale (comme cela a lieu, en
particulier, pour les triangles plans) ont la somme de
leurs angles extérieurs comprise entre quatre droits et
six droits.

Pour deux triangles appartenant a une surface sphé-
rique de rayon idéal (et, en particulier, pour deux trian-
gles plans), on a toujours la relation
€

.
’

wi| n
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En supposanta < 8 <y, la valeur de E ou de ¢, don-
née par une des formules (32), (33). (34), est réelle,

N . ) > .
nulle ou imaginaire, suivant que 'on aa + f3 =7 Il suit

By

de 1a que, dans un triangle appartenant i une surface
sphérique dont le centre est & une distance infinie ou
idéale, le plus grand coté est toujours moindre que la
somme des deux autres; et par suite, I'arc de cercle con-
centrique a la sphére (dans le cas particulier, la droite),
qui passe par deux points de la surface sphérique de rayon
infini ouidéal, représente sur cette surface (danslecas par-
ticulier, sur le plan) la distance minimum de ces points.

Sur la surface sphérique de rayon fini, I'arc de cercle,
concentrique a la sphére, mené par deux points, repré-
sente leur distance minimum ou maximum, suivant que
cet arc est plus petit ou plus grand que la demi-circon-
{érence.




