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SUR LES COURBES DU TROISIÈME ORDRE;
PAR M. A. SARTIAUX,

Flève ingenieur des Ponts et Chaussées.

Deux courbes du troisième ordre ont, comme on sait,
neuf points communs*, ces neuf points ne sont pas dis-
tincts, c'est-à-dire qu'il faut un dixième point pour dé-
terminer les courbes passant par ces points. Cela ressort
de l'équation générale $3 -f- Xs'3 = o des courbes du troi-
sième ordre passant par l'intersection des courbes $3 = o
et 5'3 = o.

Cela posé, considérons les intersections d'une courbe
du* troisième ordre par un triangle, et les courbes du
même ordre passant par les points communs. Supposons
trois des points, chacun étant pris sur un côté du triangle,
en ligne droile, et forçons les courbes passant par ces neuf
points à passer par un quatrième point situé sur la ligne
droite qui en contient déjà trois; ce qui est toujours pos-
sible d'après ce qui a été rappelé plus haut II est évident
alors que la courbe du troisième ordre se décompose en
une droite et une conique, c'est-à-dire que les six points
restants sont sur une conique. Donc :

i° Si par trois points en ligne droite d'une courbe du
troisième ordre on fait passer trois droites, les six autres
points d'intersection sont sur une conique.

Comme sur une tangente d'inflexion il y a trois points
de la courbe en ligne droite, nous voyons que :

2° Si par un point d'inflexion d'une courbe du troi-
sième ordre on mène trois sécantes, les six points d'in-
tersection sont sur une conique.
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Supposons enfin que les trois droites coïncident, et

nous arrivons à cette conclusion :
3° Si Ton mène par un point d'inflexion d'une courbe

du troisième ordre une sécante, on peut mener une co-
nique ayant aux deux points d'intersection un contact du
deuxième ordre avec la courbe.

Si donc nous voulons avoir le nombre des coniques qui
ayant en un point donné d'une courbe du troisième ordre
un contact du second ordre, ont aussi en un autre point
un contact du second ordre, il suffit de remarquer qu'il y
a autant de ces coniques que de droites joignant le point
donné aux points d'inflexion de la courbe. Or une courbe
du troisième ordre a en général neuf points d'inflexion;
on a donc ce théorème :

I. Parmi les coniques qui ont avec une courbe du
troisième ordre un contact du second ordre en un point
donné de cette courbe, il y en a en général neuf qui ont
encore avec la courbe un contact du second ordre en un
autre point.

Trois de ces coniques seulement sont réelles, puisque
trois seulement des points d'inflexion sont réels. On voit
par l'application du théorème i° :

Que les points de contact des coniques correspon-
dantes à trois points d^inflexion en ligne droite sont sur
une même conique ayant avec la courbe un contact du
second ordre au point donné.

Il suffit pour le voir de faire concourir au point donné
les trois sécantes passant par les points d'inflexion en
ligne droite. Par les neuf points d'inflexion passent,
comme on sait, douze droites sur lesquelles ces points
sont distribués par groupes de trois. Ainsi les neuf points
de contact des neuf coniques ayant avec la courbe deux
contacts du second ordre, dont l'un en un point donné,
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sont distribués sur douze coniques ayant entre elles et
avec la courbe un contact du second ordre au point
donné. Lorsque la courbe du troisième ordre a un point
double, le nombre des points d'inflexion se réduit à trois;
on n'a plus que trois coniques qui correspondent aux
points d'inflexion. Lorsque la courbe a un point de re-
broussement, il n'y a plus qu'un point d'inflexion et par
suite une conique. C'est le théorème I énoncé par M. de
Jonquières [Nouvelles Annales, 2e série, t. IV, p. 5o8) (*).

IL Nous avons vu que si de trois points en ligne droite
d'une courbe du troisième ordre on mène trois sécantes,
les six points d'intersection sont sur une conique. Sup-
posons, comme application de ce théorème, que des trois
points d'intersection de la courbe avec une tangente on
mène trois sécantes, que l'une d'elles soit tangente à la
courbe en un point et que les deux autres sécantes qui
sont confondues passent par ce point de contact, la co-
nique passant par les six points sera une conique ayant
avec la courbe un contact du troisième ordre en un point,
du premier en un autre. Donc :

III. Si d'un point d'une courbe du troisième ordre on
mène les quatre tangentes distinctes de la tangente au
point donné, on peut mener trois coniques ayant en l'un
des points de contact un contact du troisième ordre
avec la courbe et qui touchent la courbe en un autre
point.

C'est le théorème II énoncé à l'endroit cité. Ce
deuxième point de contact s'obtient en joignant le point
de contact de l'une des tangentes aux points de contact
des trois autres tangentes et prenant le troisième point

(*) On ne tient pas compte, en énonçant ces résultats, des solutions
singulières qn'introduit la présence soit d'un point double soit d'un
point de



( 7 ' )
d'intersection de ces sécantes avec la courbe. Comme un
point double diminue la classe de deux unités, un point
de rebroussement de trois, il ne reste dans ces cas qu'une
de ces coniques ou aucune.

Revenons au cas général et considérons les points de
contact des coniques ayant un contact du troisième
ordre avec la courbe en l'un des points de contact des
quatre tangentes menées d'un point O de la courbe; ces
points sont par groupes de deux sur des droites qui con-
courent au point O. En effet, les points de contact des
quatre tangentes sont sur la conique polaire du point O,
conique tangente enO à la courbe. Si l'on prend les in-
tersections avec la courbe de la tangente au point O, de
la sécante joignant deux des points de contact des tan-
gentes et de celle qui joint les deux autres, les trois points
d'intersection sont en ligne droite, d'après la réciproque
évidente du théorème I. Ce résultat ressortait encore du
théorème de M. Chasles cité au bas de la page 5o5, en
considérant parmi les coniques passant par les quatre
points de contact des tangentes : i° la conique polaire;
i° les coniques composées de deux droites joignant deux
à deux les points de contact des tangentes. On peut encore
appliquer le théorème i°, et l'on a cet énoncé :

IV. Supposons que d'un point O d^une courbe du
troisième ordre on mène les quatre tangentes distinctes
de la tangente au point O. On peut, en chacun des
points de contact de ces tangentes, mener une conique
ayant en ce point un contact du quatrième ordre avec
la courbe y ces coniques la rencontrent encore en un
sixième point. Ces points, joints aux points de contact
correspondants, forment quatre droites qui passent par
le point ou la tangente au point O rencontre la courbe
du troisième ordre.



V. On peut encore tirer du théorème i° la conclusion
connue qui suit :

Les vingt-sept points de contact des tangentes me-
nées des points d'inflexion à la courbe jouissent de cette
propriété qu'une conique peut y avoir avec la courbe un
contact du cinquième ordre.

Nota. — On pouvait encore arriver à trouver le
nombre des coniques ayant avec une courbe du troisième
ordre deux contacts du second ordre dont l'un eu un
point donné. Il suffit de rappeler que lorsqu'une sécante
rencontre une courbe algébrique, si p est rayon de cour-
bure en un des points d'intersection, a l'angle de la sé-
cante avec la normale, on a

i
—. o .*mà p COS* a

(MANWHEIM.)

Si la sécante passe par un point d'inflexion et que l'on
imagine, ce qui est toujours possible, une conique os-
culatrice en l'un des points d'intersection et tangente en
l'autre, cette conique sera, d'après la relation, osculatrice
au second point. On tirera les mômes conclusions que
précédemment.

On peut enfin déduire de cette étude une propriété des
surfaces du troisième ordre.

Par une droite donnée on mène les douze plans tan-
gents à une surface du troisième ordre. Il existe pour
chaque point de contact onze surfaces du second ordre
osculatrices en ce point à la surface, tangentes en un
autre et telles, que suivant les trois droites qui joignent
le point de contact aux points d'intersection de la surface
avec la droite donnée, les deux surfaces ont un contact du
troisième ordre.
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Les seconds points où les surfacee se touchent s'ob-

tiennent en prenant les intersections avec la surface des
droites joignant deux points de contact des plans tangents.


