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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. SYLVESTER
comprenant la régle de Newton sur le nombre des racines imaginaires

Par M. A. GENOCCHI.

1. Soit
S(z)=o0

une équation du degré m; formons avec la fonction en-
tiére f'(x) et avec ses dérivées la suite

(f) flz), Sf'(x)s S"(2)5.00s S7(2).
Formons une autre suite
(6) G(z), Gi(z), Gu(x),..., Gn(x),
en posant
Gla)=(fefs G(2)=(fre) — g fra. froia,
Gn(x) = (f"z),
ou r désigne les nombres 1, 2,..., m —1, et ¥, la frac-
B+ r—1

tion » p étant un nombre fixe quelconque posi-

tif ou négatif, mais non compris entrc —1 et — m. Il
faudra comparer les signes de ces deux séries; mais
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d’abord nous exposerons quelques propriétés des fonc-
tions qui les composent.

§ 1. — Propriétés des fonctions (f) et (G)

2. Les quantités f™ (x), G,, (x) sont constantes; G, (x)
est positive. La fonction G (x) sera aussi positive, tant
qu’'elle ne s’évanouira pas; G, (x) sera positive lorsque
S (x) et fr+' (x) seront de signes contraires, ou que
'une de ces fonctions s’évanouira, la fonction f"(x) ne
s’annulant pas.

Toutes ces fonctions étant entiéres et partant continues,
si I'une d’elles n’est pas nulle pour une valeur particu-
liére x = a, elle conservera dans le voisinage de cette
valeur le méme signe qu’elle prend lorsqu’on fait x = a.

3. Désignons par ¢ (x) une de ces fonctions qui s’an-
nule pour x = a, et posons

g(z)=(x—a)y(z).
On aura, en prenant les dérivées,
¢ () =n(z—a)='y(z) + (z—a) ()

ct, par conséquent,

ey (e) = [n+ TS o,

ou
' (a—+¢e)=ho(a—+zs),

si I'on fait

e (@ -+ ¢)

r—=a-+:& n-+
Yia+e)

= h.

Si ¢ est suffisamment petit, la quantité / sera finie et po-
sitive, puisqu’on peut supposer que § (@) soit une quantité
finie différente de zéro, n étant un nombre entier positif.
On déduit de cette formule le théoréme connu, d’apres



(7))
lequel les fonctions ¢ (@ +¢), ¢’ (@ +¢) sont de méme
signe pour ¢ positif, et de signes contraires pour & négatif.

4. Si f7(a} est nulle, mais que f"~* (a) soit différente
de zéro, la fonction G, (x) aura, dans le voisinage de
x = a, le signe du produit — f~!(x) f+'(x), car on
pourra faire (n° 3)

S (@ ) = hf(a + o),
el, par suite,
S (a'+§) ]

~ . — 0 fr— B et g o 2 Y —
Ol o= — 7= (a9 S | 7w

11 en résulte que dans le voisinage de x =a la fonc-
tion G, (x) changera ou ne changera pas de signe, sui-
vant que la fonction f™+! (x) en changera ou n’en chan-
gera pas elle-méme.

5. Si 7! (a) est nulle, la fonction G, (x) sera tou-
jours positive dans le voisinage de x = a. Car, en faisant

Sy = & — a) (2,
on aura
STy =n(e—ap=te(z) + (£ —a)y(x),
Sz =n(n—a){e—a) e (x)+ (= —a =Y (r);
¢ (x) et ¢ (x) étant deux fonctions entiéres : il s’ensuit
Go(2) = (@ — a)*n (g} [n— (n — 1) 3.] + (= — @) F ()],

- . . . . .
F (x) étant aussi une fonction entiére. Mais Pexpression
de y, donne '

n 4 v —+r—1
e e g

n—(n—1)y, = Py

(uantité positive pour p-+1_>0 et pour p—+m<_o,
puisque la plus petite valeur de r est 1, et la plus grande
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valeur de n est m — r + 1. Donc, si x est peu différent
de a, la valeur de G, (x) sera positive.
Le coefficient n — (n — 1) 7, serait nul si 'on avait en

méme temps ¢

p=——m et n—m—r-+1;

hy

dans ce cas n serait au moins égal a 2, la plus grande va-
leur de r étant m — 1. Mais, de plus, on aurait

S (x)=A(x—a),
avec A constant, et il viendrait

G,(z) =o,
quel que soit x.
On ne peut supposer . — — I, car y, serait infini.

6. En désignant par G/ (x) la dérivée de G, (x), on a
G (z)=2f 2. frHx —y.([T. [rHz + friz. friiz)

ou

6, (x) = (2 — 3) o fre — LZ frap — G ()
ce qui devient »

1 fr+2x — f‘T 41 2 r r+2,
G, (x) — Fiz r(®) —m[(f Z)— g 1. f),
savoir

I TRU i C PSR | Co NP
G (=) = ey O ) = o O (),

en observant que I'expression de 7, satisfait a 'équation
aux différences finies

Soit maintenant x = @ une valeur qui annule G, (x);
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d’aprés le n° 3 on aura pour x — a + ¢, ¢ étant suffisam-
ment petit,
¢G (z) = h.G:(z),

ou %, sera une quantité positive qui ne s’évanouit pas
avec ¢. En faisant

r+2x 1
Yr+1 h,— ¢ f_ﬁ—x = E ’
el substituant dans la formule précédente, il vient

Sr(a+¢)
fr+|(a+‘)

Si fr+!(a) ne s’annule pas, la quantité H, sera posi-
tive et finie pour des valeurs suffisamment petites de ¢, et
S(a +¢) G, (a+c¢)
F(a—+s) Grpil(a+ e)
méme signe lorsque ¢ sera positif, de signes contraires

lorsque ¢ sera négatif.

G.(a+¢)=H.,e Grii(a +e¢).

par suite les rapports seront de

§ I — Théoréme de M. Sylyester.

7. Nous [dirons que les suites (f) et (G) présentent
une ou plusieurs doubles permanences, lorsqu’a deux
termes consécutifs de méme signe f"~* (x), f" (x) de la
premiére suite correspondent deux termes G,_, (x), G, (x)
de la seconde, aussi de méme signe, et que cette circon-
stance se vérifie dans un ou plusieurs couples de termes.
Le nombre total des doubles permanences ne peut varier
que si une ou plusieurs des fonctions (f) ou (G) changent
de signes, et cela ne peut arriver que si elles s’évanouis-
sent. Nous supposerons donc que la variable x,en restant
réelle et croissant par degrés insensibles, passe par une
valeur a qui fait évanouir I'une de ces fonctions, et dis-
tinguerons Lrois cas :

1° L’une des fonctions correspondantes £ (x), G, (x)
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change de sigue en s’annulant pour la valeur x = a, tan-
dis que I'autre ne s’annule pas. ‘

Soit f" (a)=o, et G, (a) différente de zéro; aucune des
fonctions f~*(a), f"+!(a) ne sera nulle, et G,_, (a),
G, 1 (a) seront positives (n°2).Car, si f7~* (a), f+ (a)
sont de signes contraires, G, (@) sera positive, et pour ¢
positif et suffisamment petit, les fonctions f™~! (« —¢) et
S (@a—e), fr(a—+c¢) et fr+' (a + ¢) offriront les mémes
signes (n° 3); donc le groupe '

fr—_l(x)a Sz}, S (=),

(r) Gr—i (%), Gi(z), Gr(zx),

présentera une double permanence, tant pour xr=a-—¢

que pour x = a+¢. Si 7! (a), f** (a) sont de méme

signe, G, (x) sera négative, et il n’y aura pas de doubles

permanences dans ce groupe, ni pour x = a -+ ¢, ni pour
=a—E€.

Soient, au contraire, G, (a) =o, et f" (a) différente de
zéro: fr=' (a) et f"*' (a) seront aussi différentes de zéro,
et seront affectées du méme signe, car sans cela on aurait
G, (a) >o. Ainsi, dans le groupe (r), les termes de la
premiére ligne conserveront pour x=a=¢ les signes
qui les affectent pour x =«, et si 7 (a) est d’un signe
contraire & celui de f"~*(a) et f7** (a), ce groupe n’offrira
pas de doubles permanences dans le voisinage de x =a.
Si fr(a) est du méme signe que f™~'(a) et f*'(a),
G,(a+c¢) et G,y (a-+c¢) seront de méme signe, et
G, (a —¢) et G, 4 (a~—c¢) seront de signes contraires
(n° 6); donc, si G,_,(a) est de signe contraire a G, (a—z¢),
on gagnera deux doubles permanences; si G,_ (a) est de
méme signe que G, (a —¢), il y aura une double perma-
nence pour x = a — ¢, et une double permanence pour
x=a-+¢.8iG,_,(a)=o,les fonctions G,_, (x), G, (x)
seront de méme signe pour x = a +- ¢, et de signes con-
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traires pour x =a —¢ (n° 6), et 'on gagnera deux doubles
permanences dans cet intervalle.
2° Soient
J'(a)=o0 et G,(a)—o:

il faudra que I'une au moins des fonctions f~*{a),
S+ (a) soit nulle. Soient f™+!(a) =o, et 7' (a) diffé-

rente de zéro : on aura
G—i(a)>0 (n°2) et Grp(azze)>o0(n°B);

en supposant d’ailleurs que f” () change de signe tandis
que x passe par a, sa dérivée f"*! (x) n’en changera pas
(n° 3), etil en sera de méme de la fonction G, (x) (n°4).
Or, si G, (@ == ¢) est négative, le groupe () ne présentera
pas dé doubles permanences pour x=a==¢; si G, (a=¢)
est positive, ce groupe présentera une double permanence
lant pour X =a— ¢ que pour X =a-¢, lorsque f™!(a)
sera de méme signe que f"(a — ¢), et présentera deux
doubles permanences pour x = a -+ ¢, aucune pour
x = a — ¢ dans le cas contraire.
Soit maintenant

S (a)=o0;

il n’y aura pas de doubles permanences dans le groupe (r)
pour x =a —+¢ (n° 3). Si f**(a) est nulle aussi, les
fonctions G,_; (x), G, (x), G, () seront toutes positives
dans le voisinage de x =a (n°3), et il y aura deux doubles
permanences pour x = a -+ ¢. Il en sera de méme si
S*{a) cst de signe contraire a f"(a—+¢), puisque
G,_i(a+¢),G,(a+¢), G,y (a+ ¢) seront encore posi-
tives. Enfin, si f"*(a), différente de zéro, est affectée du
méme signe que f” (a -+ ¢), on aura encore deux doubles
permanences dans le cas de G,_, (@ +¢) > o, et 'on en
aura une seule dans le cas contraire, car G, (a+¢) et
Gy41 (@ + €) seront toujours positives (n° 8). Mais, en
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supposant que f" (x) change de signe dans le voisinage
de x = a, la fonction G,_;(r) changera aussi de signe
(n° 4); donc, si
G (a+¢) <o,
on aura
Gr—(a—¢)>o0;

d’ailleurs G, _,(a) sera positive (n° 2), et f7~*(a), ayant
le méme signe que f" (a + ¢), sera aussi de méme signe
que f"~*(a == ¢); par conséquent les couples correspon-+*
dants

fri(@), foe) et Ga(a), Gele)

présenteront une double permanence pour x=a—¢,
aucune pour X = a —+ ¢, de maniére qu'en ajoutant les
termes f"~*(x), G,_s (x) au groupe (r), on aura une dou-
ble permanence pour x==a—:¢, et une pour r=a-c¢.

Si fr(x) ne change pas de signe en s’évanouissant pour
x=a, sadérivée f™+'(x) en changera (n° 3), ct, comme
on aura

St (a)=o0 e Gm(a)=o,

on pourra considérer les fonctions f"+!(x), G,44(x) au
lieu de f"(x), G, (x).

3° Soit x = a une racine de I'équation f(x)=o. Si
cette racine est simple, f”(a) sera différente de zéro, et
G,(a) = (f'a)? sera positive; ainsi, d’aprés le n° 3, les
premiers deux termes des suites ( f') et (G) gagneront une
double permanence de x =a—¢ a x=a-+¢. Si cette
racine est multiple du degré n, les signes des  +1 fonc-
tions

Sfl=)y f(z)y S(®)sees S (2), S(2)

seront alternés pour x=a —¢, et seront tous égaux
pour x == a -+ ¢ en vertu du méme théoréme; d’ailleurs
les termes correspondants de la suite (G) seront toujours
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positifs dans le voisinage de x =a (n° 5); il y aura donc
n doubles permanences gagnées.
Tous ces raisonnements subsistent encore dans le cas
d’exception signalé au n° 5, c’est-a-dire lorsqu’on prend
u = — m et que quelques-unes des fonctions G, (x) sont

identiquement nulles; il suffit, en effet, gue ces fonctions
soient censées positives.

8. 1l résulte de tout cela que si la variable x croit de
a 4 [3, le nombre total des doubles permanences ne change
pas, ou se trouve augmenté d'un nombre pair par 'an-
nulation de termes autres que f(x), et qu’il augmente
de n unités dans les n +1 premiers termes des deux
suites, lorsque la valeur de x est n fois racine de 1'équa-
tion f(x) = o. En conséquence, le nombre des doubles
permanences gagnées par les suites (f) et (G) dans le
passage de x = a & x =3 est égal au nombre des racines
réelles de l'équation f(x) = o, comprises entre « et [3
(« étant < ), ou le surpasse d’un nombre pair d’unités.
C’est le théoréme de M. Sylvester.

On peut, en suivant la méme marche, et s’appuyant
seulement sur le théoréme du n°® 3, démontrer le théoréme
de Fourier. Cette démonstration serait, si je ne me
trompe, la plus simple de toutes.

On a étendu le théoréme de Fourier a des équations
transcendantes, en supposant que 'une f™(x) des déri-
vées successives ne change pas de signe dans I'intervalle
dans lequel on cherche les racines. Le théoréme de
M. Sylvester est susceptible de la méme extension.

9. En prenant un nombre positif L, et faisant a=—L,
f=o, le théoréme de M. Sylvester donnera, si L est
assez grand, une limite supérieure du nombre total des
racines négatives de I’équation f(x) = o. On trouvera de
la méme maniére une limite supérieure du nombre total
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des racines positives, en remarquant que celles-ci sont
les racines négatives de f(—x)=o, et de la on déduira
une limite supérieure du nombre total des racines réelles,
et par conséquent une limite inférieure des racines ima-
ginaires de P'équation f(x)=o. Cette limite inférieure
sera le nombre des variations de la suite (G) pour x=o.

Si I'on fait p = — m, on parvient ainsi a la régle de
Newton qui forme le sujet de la question 434 des Nou-
velles Annales, 1™ série, t. XVII, p. 186 (¥).

ADDITION A L’ARTICLE PRECEDENT,
Par M. A. GENOCCHI.

M. Sylvester a donné un nouveau théoréme dans le
Philosophical Magazine; il n’est pas entré dans les dé-
tails de la démonstration, qu’il jugeait nécessairement
Sfastidieux, et comme on les simplifie beaucoup a I'aide
des considérations dont nous avons déja fait usage, il ne
sera pas hors de propos d’en exposer ici la démonstration
compléte. Nous la ferons précéder de celle du théorénie
de Fourier, parce qu’on a besoin de préciser mieux 1'é-
noncé de ce théoréme, et que, d’ailleurs, elle peut s’ache-
ver en peu de mots. :

Soit I’équation f(x) = o, et soit x =a une valeur
particuli¢re, pour laquelle s’évanouit en changeant de
signe I'une f7(x) des fonctions dérivées. Les fonctions
voisines f7~!(x) et f"*+'(x) ne changeront pas de signe aux
environs de cette valeur; si elles sont affectées de signes
contraires, le groupe

fr—-l (x)' fr(x)’ /r+| (T

(*) Yavais cité le Calcul différentiel d’Euler. Je ne sais par quelle mé-
prise on a imprimé au lieu de cela Introduction au Calcul infinitésimal.



(15)

présentera une variation pour x = @ —¢, et une variation
pour x=a-¢, le nombre ¢ étant positif et suffisamment
petit. Si les fonctions f=!(x) et f +!(x) sont de méme
signe pour x = a =t ¢, ce groupe présentera deux varia-
tions pour X = ¢ —¢, et deux permanences pour X = a-e¢.
Ainsi, dans le méme groupe, il y aura alors deux varia-
tions perdues et deux permanences gagnées; ce premier
cas ne donne lieu ni 4 une perte ni a un gain.

Si la valeur x =a est n fois racine de I'équation
f(x)=o0,les n + « fonctions

Sfl=x), ), F'(x),..., fr'(x), friz

offriront des signes alternés pour x = a — ¢, et seront
affectées du méme signe pour xx = a +- ¢, en sorte qu’il y
aura dans ce groupe 7 variations perdues et n perma-
nences gagnées.

On conclut de la immédiatement le théoréme de Fou-
rier. En effet, nommons A le nombre des racines réelles
de 'équation f(x) = o, comprises entre deux nombres
donnés « et 3; nommouns ¢ le nombre de variations per-
dues, p le nombre de permanences gagnées dans le pas-
sagede x=o a x =03 (8 >«), par la suite

f) fl@), fix)y, S7(@)...y Friz),

m étant le degré de 'équation; enfin supposons qu’il
arrive s fois dans le méme intervalle qu'un terme de la
suite ( f) s’annule et change de signe entre deux termes
de méme signe, en ne comptant pas les cas o, avec un
terme f” (x), s’évanouissent tous les termes précédents
Jusqu’a f(x) inclusivement. Nous avons la formule

(A) v=p=A4-+ 25,

qui exprime le théoréme de Fourier et donne en outre la
signification de 'excés 2s.
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Maintenant, avec les suites ( f) et (G), dont la forma-
tion est connue, formons une nouvelle suite

(F) F(z), F(x), Fy(z),..., Fa(z),
en posant
F(z) =f(x)G(x) et généralement F,(z)=f(z)G,(x):

les termes de la suite (F) ne pourront changer de signe
que si l'une des fonctions (f) ou I'une des fonctions (G)
en change elle-méme. Nous pouvons distinguer plusieurs
cas.

1° Soit f" (x) une des fonctions () qui change de signe
dans le voisinage de la valeur particuliére x = a; soient
S (a) et fr+!(a) différentes de zéro. Si ces deux fonc-
tions sont de signes contraires, les autres quantités
G,_1 (x), G, (x), G, (x) seront positives pour x = a, et
par suite aussi dans le voisinage de cette valeur. Donc le
groupe

F_i(z), Fi(z), Frp(x)

offrira,comme le groupe correspondant des fonctions ( f),
une variation pour xr==@-—¢ el une variation pour
xr—=a-+E¢.

Si les fonctions f7~* (a) et f"+!' (a) sont de méme
signe, parmi les quantités G,_, (x), G, (x), G,y (%), la
deuxiéme sera négative et les deux autres seront positives
pour x = a, etaussi pour x = a ¢ : don l'on déduit
que dans le groupe correspondant de trois fonctions (F)
il y a deux permanences pour x = a — ¢, aucune pour
X —=a-+¢.

Ainsi, lorsque I'une des fonctions ( f) s’évanouit entre
deux autres qui ne s’évanouissent pas, si celles-ci sont de
signes contraires, le groupe correspondant de trois fonc-
tions (F) n’éprouve ni gain ni perte de variations ou per-
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manences; si elles sont de méme signe, ce groupe perd
deux permanences.
2° Si pour x = a s’évanouissent avec f* (x) les n —
fonctions dérivées suivantes, les n quantités

Grei (), Gria(z).. oy Grinoi(2), Gria(z),

seront positives dans le voisinage de x = a, et par consé-
quent les 7 autres fonctions

F,_H(.’l:), l",_,_z(lﬁ>--~, Fr+n—1(1), F,_,_,,(.T),

présenteront les mémes signes que les fonctions (f) cor-
respondantes ; d’ou il suit qu’il y aura » —1 variations
pour X=a—¢, et n — 1 permanences pour x = a - ¢,
et qu’ainsi on gagnera «# — I permanences.

Remarquons, de plus, que "' (a) étant supposée dif-
férente de zéro, G,_, (a) sera positive, et G, (x) aura
dans le voisinage de x —=a un signe égal a celui
de — f*! (x) fr*!(x), d’aprés ce que nous avons démon-
tré dans le premier article. Donc F,_; (x) aura le signe
de ' (x), et F,(x) aura le méme signe que le pro-
duit — ' (x) f" (x) fr+' (x), c’est-a-dire un signe
égal a celui de f"~* (x) ou F,_, (x) pour x =a —e¢, et
un signe contraire pour X =a-¢; ainsi il v aura
perte d’'une permanence entre F,_, (x) et F, (x); car
S (x)fr+(x) est <o pour x=a—ce, et >0 pour
X =a -+ €.

Mais le nombre 7 peut étre pair ou impair.

Dans le cas de n pair, la fonction " (x) ne changera
pas de signe; si ce signe est le méme que celui de £~ (x),
les fonctions fr—!(x) et f+'(x) seront de signes con-
traires pour x = a — ¢, de méme signepourxr=a +¢:
par conséquent F, (x) et F,,, (x) présenteront toujours
une variation. Si le signe de £ (x) est contraire a celui
de fr='(x), les signes de f'(x) et fr+'(x) seront

Mathémar., 2® série, t. VI. (Janvier 1867). 2
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égaux pour x = a — ¢, contraires pour x = & + ¢, et les
fonctious I, (x) et F,; (x) présenteront toujours une
permanence. Ainsi, dans ce cas, le groupe de n—+ 2
fonctions F,_, (x), ..., F,,. (x) gagnera n — 2 perma-
nences,

Dans le cas de n impair, la fonction f7 (x) changera
de signe, la dérivée suivante f"+! (x) n’en changera pas,
et si le signe de f7+!(x) est égal a celui de ! (x),
les fonctions I, (x) et ', (x) présenteront une perma-
nence pour x = a—¢€, une variation pour x =a ¢,
en sorte que le groupe de n 4+ 2 fonctions (F') gagnera
n — 3 permanences. Si f"+! (x) et f7~! (x) sont affectées
de signes contraires, les fonctions F, (x) et F, (x) pré-
senteront une variation pour X =a-——¢, une perma-
nence pour x = a -+¢; et il y aura par suite n— 1 per-
manences gaguées dans le groupe total de # + 2 termes.

Ce groupe gagnera donc, dans I'un et I'autre cas, un
nombre pair de permanences (qui pourra aussi étre égal
a o).

3° 8i f" (a) est différente de zéro, mais que G, (x) s’éva-
nouisse en changeant de signe pour x == a, les fonctions
St (a) et f"* (@) seront aussi différentes dezéro et offri-
ront le méme signe; de plus, les rapports PACIR ) Ge (=)

S &) G ()
seront de signes contraires pour x =a-—e¢, de méme
signe pour x = a ¢, et par conséquent les fonctions
F.(x) et F,. (x) présenteront une variation pour
x=a—¢, une permanence pour x =a-~c¢. Mais
G,_: (a) pourra étre nulle aussi : dans ce cas, on trou-
vera, d'une maniére semblable, qu’une autre permanence
est gagnée entre F,_, (x) et F, (x); ainsi le groupe

F’-‘(x)’ Fr(x)’ Fr+| (T)

gagnera deux permanences. Dans le cas contraire, si
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F._,(x) a le signe de ', (a —¢), ces deux fonctions of-
friront une permanence pour x = a +- ¢, qui sera perdue
pour x = a + ¢; si elle a le signe contraire, on gagnera
une permanence; donc le nombre des permanences du
méme groupe ne changera pas ou sera augmenté de
deux unités.

4° Enfin, sila valeur x = a est n fois racine de I'équa-
tion f(x) == o, le groupe de n + 1 termes

F(z), F/(z), F.(z),..., F.(z)
gagnera n permanences, car les quantités
G(x), G (z), Gi(z),..., Galz),

étant toules positives dans le voisinage de x = a, les
n + 1 fonctions (I) offriront les mémes signes que les
fonctions ( f) correspondantes.

Soientdonc P le nombre des permanences acquises, V le
nombre des variations perdues par la suite (F) dans le
passage de x == o a X = (3 ; soit s’ le nombre qui exprime
combien de fois un terme de la suite (f') s’évanouit dans
cet intervalle entre deux termes différents de zéro et de
méme signe; soit S un autre nombre entier positif ou
nul. On aura V=P, et, les autres notations étant rete-
nues, on conclura

(B) V--P: -4 —oas +aS.
En combinant les formules (A) et (B), et faisant
tocs— s 48,

on déduira une troisiéme formule qui exprime le nouveau
théoréme de M. Sylvester

V4+v P+p

(c) : — Ao,
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ol t sera un nombre entier positif ou nul, parce que s
n’est pas inférieur a s’(¥).

L’illustre auteur a remarqué qu’on peut dans son pre-
mier théoréme remplacer les doubles permanences des
suites ( f') et (G) par les variations sur permanences con-
sidérées dans les mémes suites, ce qui pourra donner une
limite plus avantageuse du nombre des racines, et qu'au
lieu de ces variations sur permanences, on peut considé-
ver les doubles variations, pourva qu'on les compte dans
les suites (f) et (F').

Il insiste sur I'importance du paramétre p arbitraire
entre certaines limites et regarde l'introduction d’un tel
paramétre dans les criteria comme un fait nouveau dans
I'histoire de I’Algébre. J’engage le lecteur a consulter ‘les
exemples que M. Sylvester a donnés, et, dans un intérét
purement historique, je me borne a observer qu'un Mé-
moire d’Euler, Nova criteria radices eequationum imagi-
narias dignoscendi, renferme des régles pour la décou-
verte des racines imaginaires dans lesquelles entre aussi
un paramétre arbitraire, quoique Euler détermine ensuite
ce paramétre par la condition de rendre le criterium le
plus avantageux qu'il soit possible. (Voir Vovi Comm.
Acad. Petropol., 1768, t. XIII, p. 116 et suiv.)

(*) Suivant I'énoncé de M. Sylvester, le nombre t exprimerait combien
de fois dans Vintervalle considéré un terme de la suite (G) s’annule entre
deux fonctions (F) de méme signe. Cela n’est pas toujours vrai, comme
on peut s’en convaincre par 'examen du cas expliqué ci-dessus au n®29.
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THEOREMES GENERAUX SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES;
Par M. Ave. POULAIN, S. J. (’).

Les questions 777,778 et 779 répondent a un probléme
assez général. On peut former avec elles une suite de théo-
rémes constituant un ensemble, et donnant certains pro-
cédés pour obtenir des équations ayant au plus, ou ayant
au moins, autant de racines réelles qu'une équation
algébrique donnée (**). Cest cette disposition que nous
adopterons.

1. Tutoreme 1. — Soit k une quantité réelle arbi-
traire: léquation

(1) Fay+ hf (@)= o
a au moins autant de racines réelles que f(x)==o.

Premiére démonstration. —— Soient a, b deux racines
réelles consécutives de f(x). Substituées dans le premier
membre de (1), elles donnent successivement -

kf'(a), kf'(b).

Ces deux résultats étant, on le sait, de signes con-
traires, il s’ensuit que I’équation (1) a au moins une ra-
cine réelle entre deux consécutives de la proposée. Donc,
si cette derniére a n racines réelles, I'équation (1) en a
au moins n — 1. Donc elle en a au moins n; car, dans

(*) Cet article renferme la solution des questions 777 a 779. Il nous a
€été remis par V'auteur, alors que les solutions insérées av numéro de no-
vembre 1866 étaient sous presse. P.

(**) Nous ne parlons que des équations algébriques a coefficients réels-
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deux ‘équations de méme degré, le nombre des racines
réelles a le méme degré de parité.

2. Deuxiéme demonstration. — Posons
x
. s
yo= ke f(x);
nous en tirons
x
ek [Flx) 4 kS ().

y et y' étant continues, on peut leur appliquer le théo-
réme de Rolle. Soit » le nombre des racines réelles de

P
Sf(x); ¢t ne pouvant s’annuler, y a précisément n ra-
cines réelles. Donc y’ et, par la méme, le second facteur
de y', en a au moins n —1. Donc ce facteur en a au
moins n, car il est de méme degré que f'(x).

3. Tatorime II. — L'équation
{2) F(x) - flz)+af' () +af" () +. .+ a"f"(x),

dans laquelle a est une quantité réelle arbitraire, a au
plus autant de racines réelles que I’équation f(x)=o.

Ce théoréme, qui n’est que la question 777 généralisée,
donne une sorte de contre-partie du théoréme I.

Premiére démonstration. — On a évidemment
F(z)==f(z) -+ aF (z);
d’ou
(3) flx)=F(x) — aF (z).
Si f(x) a n racines réelles, je dis que F () n’en a pas

plus de n. Car autrement F (x) — aF/(x) en aurait plus
de n, d’aprés le théoréme I. Or cette expression étant
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précisément égale a f'(x), en vertu de I'égalité (3), cette
hypothése est impossible. |

Deuxiéme démonstration. — On raisonne comme au
théoréme I sur I'expression

S L B
a a?

am™t! ?

Y =

dont la dérivée est
¥y oem fix).

4. Tutorime TII. (Généralisation du théoréme 1.) —
Soient

(4 Fla)==o
une équation algébrique donnée, et

)

{5) 0(2)::.’l+A‘z+Azz'+...+APZP,

une equation auxiliaire en z, satisfaisant a cette seule
condition que toutes ses racines soient réelles. Son de-
gré p peut étre quelconque par rapport au degré m de
l’équation (4). Je dis que I'équation

(6) F ()= £ (z) + Auf” (@) -+ s f" (&) ...+ Apf? () = o,

Sormée & Uaide des deux precédentes, a au moins autant
de racines réelles que la proposée

S(=z)=o.
Je dis que le théoréme est vrai dans le cas ou I'équation
auxiliaire ¢ (z) = o est de degré p, pourvu qu'il soitvrai
lorsqu’on prend i sa place I'équation de degré p — 1

! 2 ’ !
@ (30 = Tq%j()—z — 1+ Az + A, 22+ .. .—f—A;,_'zl'-‘ =x o0,

I r .
7 ¢lant une des racines de ¢ (z) = o.
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En effet, formons I'expression
(7) Fu(2) =f(2) + A\ f () + A, f7 (&) +. . AL Sfr
puis cette autre
(8) F,(z) = F,(z)— kF, (z.

Développée, celle-ci donne

Fo(z)-f(2) -+ A | f' () + A, L f7(2) .+ | fP
(9) —E —k

(@) A S (@) A S (5) et Ay
car il est facile de s’assurer que

1, A —hk A, —k.., —k
sont les coefficients successifs de

9u(2) (1— 43) - 9 (2).
Par hypotheése, F, (x) a au moins autant de racines

réelles que f'(x). Mais k étant réel, puisque ¢ (z) = o
n’a que des racines réclles, I'équation (8) montre que

F, (x) a au moins autant de racines réelles que F, ().
Done.... '

On voit donc comment, de proche en proche, on est
amené a démontrer le théoréme dans le cas ou I'équation
auxiliaire est du premier degré. Mais alors I’énoncé n’est
autre que celui du théoréme 1. Donc....

5. Tutorime IV. (Généralisation du théoréme II.) —
Soient

(r0) Sflz)=o
une équation algebrique donnée,
(11) 9(3) =1+ A3+ A2 +. ..+ A, P=0

une équation auxiliaire en z, dont toutes les racines
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sont réelles, mais dont le degré p est quelconque par
rapport au degré mde f (x) = o,
(12) Y(2)==1+B,z+B,z2+...
le polynéme obtenu en développant le quotient—%z—),

?

suivant les puissances croissantes de z: je dis que U’é-
quation

(13) F (2) = f(«} B, f' (x) + B, f” (x) +...+ B, f" (z) =0,

Sormée a Uaide des deux précédentes, a au plus autant
de racines réelles que la proposée.

Nous avons dit que ce théoréme est une généralisation
du théoréme II. En effet, dans celui-ci on a

Y{(z)=1-+az+a*z"+....

Ce polynome est le quotient de 1 par 1 — az.

Démonstration du thécréme. — Montrons 1° que
Péquation
(14) F(2) = f(2) + S f' (£} = $1 f"(2) +.. ~+Su f7()

a au plus autant de racines réelles que f'(x)=o, S, étant
le polyndme homogéne complet de p variables et de de-
gré n, formé avec les inverses des racines de 9(z)=o,
dans lequel tous les termes distincts ont pour coefficient
) < . 1 1 o
Punité. En un mot, si on appelle LR les racines

de ¢(z)=o0,0na
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Je dis que la propositidn est vraie dans le cas ou I'é-
quation auxiliaire ¢ (z) = o est de degré p, pourvu

qu’elle soit vraie lorsqu’on prend a sa place I'équation de
degré p — 1,

_o_elz)
9 (2) = 7= 0

v, .
; €tant une des racines de ¢ (z) =o.

En effet, S|, S,,... étant déduites de ¢, (z) comme S,,
S;,... le sontde ¢ (z), formons V’expression

(15) Fi(2) = £ (2) + 8,/ (2) + 8,/ (2) . .+ 8, f7 (),

puis cette autre

(16) Fy(z)= Fy(7) + hF, (&) + K (2] 4. ..+ A F" (x).
Développée, celle-ci donne

)= /i) + S, | S (2] + S, 'f"(x)+...+sm | S~
+ k| + kS,

+ K

=S @) +S S8 S (w) . A S fala).

Le reste du raisonnement est tout semblable a celui du
théoréme I1I.
Maintenant je dis 2° que le polynome

(17) x(2) =1+ 82+ 8,22+ ...

n’est autre quc le quotient de 1 par ¢ (z).
Montrons encore que si la proposition est vraie pour

xi(z) =1+ S z+8,22+.. .,
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par rapport a ¢, (z), il en est de méme dans le cas actuel,

L KL I 1.
8 Scy(z) T e(z)(1—kz) 1 —hkz | 1— kz
\ ’
T I W
1— Az 1— 4z ¢, (8) (1 — kz)

¢ étant un nombre quelconque, indépendant du degré p
de ¢(z), et Rgy, un reste dont le terme de degré le moins
élevé renferme za une puissance au moins égale 3 g—+1.
Si 'on désigne par C une certaine quantité qui ne con-
tient pas z, 'équation (18) développée donne,

1 ~7 ) ~/ ‘ sz]‘H
=1+8, i z-+85, |z + Sy gl -
vz) P | 1 — Az
+~k | kS, kS Ryt
— & - . (2
.y ¥
Cazo+t R4,
—ﬁ:x-—I—S.z—.—Szz’—w—...+qu'l+ - 4= .,
1—hz  9(z)

Si Von développe les deux derniéres fractions, on
trouve que tous les termes du développementont 27+ en
facteur ; donc elles n’influent pas sur les coefficients des ¢

1
4 z
premiers termes. Mais g est quelconque. Donec....

premiers termes de

- Donc la loi est vraie pour les ¢

6. Avant de continuer, il est bon de faire une obser-
vation sur les polynomes (11) et (12), ¢’est-a-dire sur ¢ (2)
et Y (z). Arrétons ce dernier a B, 27. Si 'on forme le quo-

. 1 , )
tient ;[—_-)) on trouve un développement dont 'ensemble

\
des p premiers termes est ¢ (z), pourvu que g ait été
pris supérieur ou égal a p.
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En effet, R ., ayant le méme sens que précédemment,
nous pouvons poser

1 R,
1 —_— . ) - 7
) 9(32) ¥ 9 (%)
d’ou

! gy Boer
(20) G ~g(2) = (2)

. . 1 . .
Donc, si 'on pousse le quotient e jusqu’au terme
z
en z7, on retrouve ¢ (z). On peut méme le pousser jus-
qu'au lerme en z7, seulement les ¢ — p derniers coeffi-
cients seront nuls. A partir de 277!, des termes étrangers
commenceraient a apparaitre.

Si ¢ a été pris inférieur a p, on peut, en calculant le

. T .
quotient T retrouver les ¢ premiers termes de o (z),
Z '
mais au dela les coefficients peuvent différer. Cela sc voit
au moyen de I’équation (20).

7. Nous avons donné pour chacun des théorémes 11
et III une démonstration directe. 1l est facile de montrer
que 'un quelconque est la conséquence de Pautre.

Pour cela établissons la proposition suivante :

8. f(x), 9(2), V(z) étant des polynomes définis
comme dans le théoréme III, avec cette seule diffé-
rence que l'équation ¢ (z)==o0 n'est plus assujettie a
aucune condition, si I'on pose
(21) F(z) = f(z) + A S (x) &+ A f”(x) +. ..+ Am (1),
on a inversement

(22) f () = F(x) - B, F' () - B, F” () ...+ B, F"(x).

Dans I'expression (21) nous avons mis en évidence A,,,
ce qui semblerait indiquer que ¢(z) est au moins de
degré m; mais c’est uniquement pour introduire plus de



(29)
symétrie dans les calculs, rien n’empéchant de supposer
que A, A,_,...., sont nuls.

Démonstration. — De I'égalité (21) nous tirons suc-
cessivement

F (2) = f(@ +Af (2) +Af" () 4. +An f™(2),

Friel=: ... .. f @ -+Af"(x) ... + Ao f™2),
X IR L7 (@) 4+ Apa fm(2),
[ 3 € I N P, e S™(x).

Considérons ces équations comme un systéme de m -1
équations du premier degré propres a donner les m 1
inconnues

Sz, f'(=x), f'(z),..., Sfm(x).
Tirons la valeur de la premiére f'(x) et constatons qu’elle
est identique avec celle donnée par 'égalité (22). Poury
arriver proposons-nous un probléme plus général.

9. On demande de résoudre le systéme suivant de
m <~ 1 équations @ m -1 inconnues :

[ Ch =a=Ar +Ay x4+ Ap T,
CC = .....x+Ax,+...+ Ay 2,
‘,04) ) C, =—=........... X+ ..+ Ap_s ¥y,
Dkt
Cm-—l — Tm—1 -+ Ax Ly
VG o= e Ty

De ce systéme, on déduit le systeme équivalent

| &, = %Ci+1C, +1C 4. ..+ 1y Cp,
&, :.-_:.....MC.—?—NC:—!—...-*—X"._JCM,
» e R )-Cz+‘..+)\m__ C,,.,
(25) ;T 0 ‘ 2
Ly T e vieeee 3Cpoy 4+ 2, Ch,
T T ceeineene ieeeaeeees 2Ch

La premiére de ces équations n’a pas besoin d’étre éta-
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blie; la seconde peut I’étre ainsi. On peut considérer x,
comme l'une des inconnues du systéme de m équations
obtenues en supprimant la premiére du systéme (24).
Or ce nouveau systéme peut encore se déduire de I’ancien
en permutant circulairement les indices o, 1, 2,... m,
dans les lettres C et x, et remplagant C, par o. Or cette
permutation, effectuée dans la formule qui donne x,,
fournit équation cherchée.

On établit de la méme maniére les autres relations.

Il s’agit maintenant de donner un moyen simple de
calculer %y, 1;,...2,. Les expressions de ces quantités
en fonction de A,, A,,... A, sont compliquées. Mais
nous allons prouver qu’elles sont égales aux coefficients
1, By, By,... B, de §(z).

En effet, de I'équation (19) nous tirons
(26) 1 — Ry = ¢(2).4(z).

En égalant a zéro les coefficients des mémes puissances
de x, prises dans les deux membres, nous aurons

’

r 0o Bp+AB, , +~AB,.~. . A, .1,
O0=:..e.oeeBu A By .. —Ap_-1,
(?7) [+ J S veerea By yi- L A Any T,
..... et e et et e e
O i e e B +A 1,

) G cee e . . e .o 1

Si nous comparons ce systéme au systéme (24) et que
nous appliquions les formules (25), nous trouvons im-
médiatement, en regardant B, B,._;,. .. B;, 1 comme les
inconnues,

Bn=1n,
Bm—l = )'m—l N
B, =%,

1= .

Donc, etc.
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Ayant résolu ainsi le systéme (24), on résout facile-
ment le systéme (23) qui n’en est qu’un cas particulier,
et I'on trouve I'égalité (21) que I'on cherchait a établir.

10. Tatorime VI. — Réciprogquement, si F(x) est
donné, et que f (x) soit défini par I'égalité (22), F (x)
satisfait a 'égalité (21).

C’est la une conséquence du théoréme précédent, car
on avu (n°6) que 1, Ay, A,...., sont les coefficients du

, T
développement de 3

11. Ceci posé, il devient facile de montrer que le théo-
réme IV est une conséquence du théoréme III. Formons
I’égalité (21). Par hypothése, F'(x) a au moins autant de
racines réelles que f'(x). Donc, inversement, f(x) en a
au plus autant que F (x). Mais, d’apres I'égalité ( 22),
Jf'(x) est précisément égal & Pexpression qui fait 'objet
du théoréme IV. Donc, ete.

Ou démontre de la méme maniére le théoréme IV au
moyen du théoréme II1.

12. Les calculs précédents donnent lieu a quelques
remarques que nous indiquerons rapidement.

Remarque 1. — Les équations (27) nous donnent
sous une forme trés-symétrique les relations qui existent
entre les coeflicients d’un polynéme g (x) et ceux du

quotiént ;(I?) développé suivant les puissances ascen-
dantes de x.
Remarque Il. — Tout polynéme
o(z) =14+Axr A2 4. . A"

peut étre mis sous forme de déterminant de la maniére



sulvante :

I B, B, B,... B,
r 1 B, B... B, |
p t Bi.... Bu |
(1)  e@=|us o '0 1... B,,,_JE*
e e e i
™=t o o... B i
™ o .. 1 ’

1, By, B,,. . .. étant les coefficients du quotient
¢

En effet, remplacons les A par des B dans les équa-
tions (24), et posons

Ca' - I,
C -z,
C.=x%,

les formules (25) nous donneront

Ty T A - At 4. L. o ?(.z').

Or, sinous étudions directement le systéme non ré-
solu, nous voyons que le dénominateur de x,, c’est-a-dire
le déterminant du systéme, est égal a I'unité; donc x,
est égal simplement a son numérateur. C’est un détermi-
nant qu’on déduit du précédent par une régle connue.
On trouve ainsi Pécriture (28).

Remarque III. — Le dernier calcal du n° 5 nous
montre les relations qui existent entre les racines d’une
équation algébrique quelconque ¢(x) = o, et les coeffi-

cients de ¢ (x) = —. Sion appelle a, b, c,... ces ra-

9 (x)
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cines, on a

m=n+ B o

Si l'on suppose ¢ (x) arrété au degré m, et qu'on
appelle @, &', ¢,. . . ses racines, on a, a cause de la ré-
ciprocité qui existe entre ¢ (z) et ¢ (x),

Remarque IV. — La remarque précédente nous ap-
prend a résoudre le systéme suivant de m équations & m
inconnues,dontla solution directe offrirait desdifficultés :

Les inconnues a, b, c,... sont les inverses des racines

du polyndme obtenu en poussant jusqu’au degré m le
quotient de I'unité par

T+A A2,

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VL. (Janvier 1367.) 3
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question T80

(voir 2* série, tome V, pace 479);

Par M. LAISANT,

Officier du génie.
Soient m un nombre pair, et I'équation
Agxm — A " Ay — . — At + A, 0,
oit Ao, Ay, As,..., A, sont des nombres positifs.
Soient Hle plus grand des rapports

A, AL A A,
A, A, A Ams

b

et hle plus petit des rapports

Ar A, A, An
—_— —_ — e
A, A, A Am—l,

l’équation proposée aura toutes ses racines comprises
entre H et h si 'on a H> h, et toutes ses racines ima-
ginaires si ’on a H = h ou <h. P.

Je réunis les termes Ayx™ et A; x™ ! en mettant A, x™?
en facteur; je procéde d'une facon analogue pour tous les
autres groupes de deux termes consécutifs, si bien que
I’équation s’écrit

’

A (r Al> Ay (2o A
N et e — — A, a7 r—
‘ Ao, ! ( A,

Am—-v

+ A, a7 (.r— )—l—A,,.:o.

\ m—2
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Sous celte forme, il est évident que la plus grande va-
A;
leur H de , = est une limite supérieure des racines
2
de I’ equatxon, puisque toute valeur de x supéricure a H
rend le premier membre positif.
De méme j’écris I'équation sous cette autre forme :

A A
i hr (e 2) e (s )

\ v/
A
— An_, <.r —_— A,,:.) = 0.

Toute valeur de x plus petite que la plus petite des va-

A,
leurs de 22 N = TV rend le premier membre positif.
1

Donc % est une limite inférieure des racines.

Donc, si H>>£, toutes les racines réelles de I'équation
seront comprises entre ces deux valeurs, si H <%, il n’y
aura pas une seule racine réelle; et si H="7, il en
sera de méme, car le résultat de la substitution de H ou
de % dans le premier membre est certainement positif.

Note. — Autres solutions de MM. Graindorge; Bodemer, professeur au

collége de Mulhouse; Maffiotti, éléve de M. Genocchi; Besson, éléve du
lycée de Besangon; Touren, maitre répétiteur au lycée de Grenoble.

Question T81

(voir 2° série, t. V, p. 480) ;

Parn M. LAISANT,
Officier de génie.

Enonct wecrirtt, — Sotent m un nombre impair, et
U'équation

Ajxm —A ™" Aya™ — A 2 — A, = o,

oit Aoy Ay,..., A, sont des nombres positifs.



(36)
Soient H le plus grand et H' le plus petit des rapports
A AL A An

el ] — —y e

AD A2 A( Avm—l

Soit h le plus petit des rapports

A A, Y
A A A s

l'équation n’a aucune racine supérieure & H, ni infé-
rieure a H', et en outre elle ne peut en avoir quune
P h , . h 13
seule inférieure a S Il en résulte que si H = — ou < >
2
Uéquation n’aura qu’une racine réelle.

Pour prouver cc que j'avance, j’écris I'équation ainsi :

AN
Ay ! <-l‘ —_ TA: ) + A, xm3 <.t —_ .A_Z) +

0/ I\g

+ A il PPN
" Am—l -

Si je remplace x par H ou une valeur plus grande, le
premier membre sera toujours positif; par H' ou une va-
leur plus petite, il sera constamment négatif (les valeurs
positives de x sont seules en question, car I’équation n’a
évidemment pas de racine négative). Donc toutes les
racines sont comprises entre H' et H.

. ko,
De plus, il faut montrer qu’au-dessous de = il ne peut
y avoir qu'une seule racine. Pour cela je considére ’équa-
tion dérivée
mA, "' — (m — A 2™ (m— 2) A2 —
- 2Am—1 x -+ Am—l = Oo.

Pour avoir une limite inférieure des racines de cette
équation, il suffit, d’aprés le théoréme précédent (ques-
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tion 780), de prendre le plus petit des rapports

m—2 A, m—4 A, 1 A,
- -2, T ., oD,
m—1 A, m—3 A, 2 An_.

A plus forte raison pourrai-je prendre la plus petite
des quantités sulvantes :

1 A, I Al 1 A,

—_— —

2

Y —_—

2 A 2 A 2 Ans
pour limite inférieure. Or la plus pelite de ces quantités
est évidemment % h. Ainsi, la dérivée n’a pas de racine
inférieure a g; il en résulte nécessairement que I'équa-

tion proposée n’en a pas plus d’une au-dessous de cette
valeur.

_™

Cette racine inférieure a 5 ne peut d’ailleurs exister

A
ue dans le cas ou — surpasse H’, et c’est entre ces deux
9 H

derniéves valeurs qu’on devra la rechercher s'il y a lieu. -

Question 788
(voir 2° série, t. V, p. 528);

Par M. GAYOU,

Candidat 4 PEcole Normale.

Xy, Xoy X3, Xy, x5 désignant les racines, prises dans

un ordre quelconque, de léquation
x4 prd 4 qx' -1+ s=o,

ona

EH ("61'5"!-1'51'2‘*—1'11'3)‘*‘1% (1'5331 “+ &, 25+ Lyxy)
&5 (2,2 T Xy T 1)+ 2 (257 2y Tyx,)

4zl (2 2y, ) = — 27,

(S. Reavis.)
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Le premier membre de I’égalité qu'il s’agit de démon-
trer peut se mettre sous la forme

zox, s (T + &y 2) A x (X T+ T)
2 &y (T - By X)X Ty X (X - Ty X))

+ xyxx (xy + oy 4+ x8).

Or, dans I'équation, le coefficient de x* est nul ; donc

) x, + x4+ a3 + Xy 4+ x5 = 0,
et, par suite, on peut remplacer la somme précédente
par la suivante :

— 2, T Ty (X X)) — 2 Xy (B ) — X, Xy Xy (T + T

\
— Xy Xy (L) A T) — Xy L Ty (X X

En effectuant les calculs, et réduisant les termes sem-

blables, on obtient I'identité
— 2 (XL Ly X Ty T, Ty X X, iy Xy Ty
L Xy T X, T X X)) = — 27

Note. — La méme question a été résolue, a peu prés de la méme ma-
nic¢re, par MM. Laisant, officier du génie; J. Palmade, éléve du lycée Na-
poléon; Louis Mallet, Alfred Giard, du lycée de Douai; Vaison, du lycée
Saint-Louis; A. Chauliac, du lycée de Bordeaux; Barnédes, du lycée Char-
lemagne; J. Chérot, du lycée Napoléon; A. Soudan et H. Vivarez, de
Sainte-Barbe; H. Nouaux, de I’Ecole Sainte-Geneviéve; Annequin, du
lycée de Grenoble. M. J. Fretz, éléve de 'Ecole Polytechnique de Zurich,

donne une propriété analogue pour une équation d’un degré quelconque,
mais I'énoncé en est trop long pour pouvoir trouver place ici.

Question 789
( voir 2° série, t. V, p. 528);
Par M. H. NOUAUX,
Eléve de ’Ecole Sainte-Geneviéve ( classe du P. Joubert ).
On donne une parabole et un cercle ayant pour cen-
tre le sommet de la parabole. Chaque point de la pa-
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rabole étant pris comme péle, on trace la polaire cor-

respondante. Déterminer lenveloppe de cette droite.
(LAsant.)

Je prends pour axe des ordonnées la tangente au som-
met de la parabole, et pour axe des abscisses I'axe de la
parabole. L’équation de la polaire d’un point (x4, yy)
sera

(1) yr=p(z+x).

Ce point étant sur le cercle, ses coordonnées doivent
vérifier I'équation du cercle; donc

(2) x? + y? =R

Appliquant la méthode générale pour trouver l'enve-
loppe d’une droite, je considére y, comme une fonction
dexy, et je prends les dérivées par rapport a x; des équa-
tions (1) et (2); on a

’

YV = P>
¥y, +x =o.

¥, désignant la dérivée de y, par rapport a’x, on a

yl:;;

donc
{3) Py + yx, =o.

Pour avoir I'équation de la courbe enveloppe, il suffit
d’éliminer x et y, entre les équations (1), (2) et (3);
or, les équations (1) et (3) étant du premier degré, par
rapporl & x, el y,, on en conclut

N
yl:;z/_'_)')?, -— s

plr
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on aura donc
PPyt prat =R (p* 4yt ),
ou, supprimant le facteur p? + y2,
P ar=R: (p* + ),

hyperbole ayant pour axe transverse le diamétre du cer-
cle, et dont I'autre axe est le double du paramétre de la
parabole.

Note. — Solutions analogues de MM. Soudan et Vivarez, de Sainte-
Barbe; Pellet, du lycée de Nimes; Chérot, du lycée Napoléon; Chauliac,
du lycée de Bordeaux; A. Violet, du collége de Sorréze; E. Martinolli, du
collége Chaptal; Sandier, du lycée de Lyon; Watteau, de ’Ecole Cen-
trale; Vaison, du lycée Napoléon; Giard, du lycée de Douai; Gayou, du
lycée de Poitiers; Alfred Jalouzet, du lycée Louis-le-Grand; Baer,
Houbre, du lycée de Strasbourg; Carriage, du lycée de Besangon; Grain-
dorge. M. Martinolli généralise la question en considérant un cercle dont
le centre est sur une comque quelconque. M. Annequin prend aussi une
conique quelcongue, le centre étant au sommet. M. Paul Capin, maitre
d’é¢tudes au lycée de Toulouse, trouve une propriété analogue pour le
paraboloide et la sphére.

Démonstration géométrique et généralisation
de la méme question ;

Par M. A. DE GROSSOUVRE,

El¢ve du collége Stanislas (classe de M. Gros).

Le licu cherché est la polaire réciproque du cercle
par rapport a la parabole; or, la polaire réciproque
d'une courbe du second degré est une courbe du second
degré; le lieu cherché est donc une courbe du zecond
degré.

Pour déterminer cetie courbe, je remarque que les



(41)
tangentes du cercle ont pour poéles les points ou I'enve-
loppe touche les polaires des points de contact.

Si 'on prend les tangentes (A) au cercle paralléles &
I'axt de la parabole, les poles de ces tangentes sont situés
a l'infini sur les tangentes (B) & la parabole aux points
ou cette courbe est rencontrée par les droites (A). Le
lieu est donc une hyperbole. Pour avoir ses asymptotes,
je considérerai ces droites comme les langentes aux points
situés a linfini. Ces asymptotes sont donc les polaires
des points ou les tangentes (A) touchent le cercle, c’est-
a-dire deux droites passant par le point O et paralléles
aux droites (B). Par conséquent, les asymptotes sont per-
pendiculaires aux droites (C) qui joignent le foyer aux
points ot la directrice de la parabole est rencontrée par
les droites (A); par suite, I'angle des asymptotes avec
I’axe est complémentaire de I'angle des droites (C) avec
I’axe, de sorte que si p et R représentent le paramétre de
la parabole et le rayon du cercle, la tangente de I'angle

des asymptotes avec I’axe est égale a 2.

R

L’axe dela parabole est évidemment un axe de I'hy-
perbole; je dis, de plus, que les points M et N, ou le
cercle rencontre I'axe, sont les sommets de I'hyperbole.
En effet, d’aprés une propriété connue de la parabole, le
point M étant situé sur axe a pour polaire une droite
perpendiculaire a I’axe, et rencontrant cet axe en un
point symétrique du point M, par rapport au sommet de
la’ parabole; donc ce point n’est autre chose que le
point N. Donc les points M et N sont les sommets de
Uhyperbole.

Dans le cas ot le paramétre de la parabole est égal au
rayon du cercle, ’hyperbole est équilatére.

Considérons d'une maniére générale un cercle situé
dans le plan de la parabole; la polaire réciproque de ce



, (42)

cercle, par rapport i la parabole, est une hyperbole; en
effet, les tangentes (A) au cercle, paralléles a I'axe, ont
pour poles des points situés a 'infini sur les tangentes (B)
a la parabole, aux points ou cette courbe est rencorftrée
par les droites (A), et les directions des tangentes (B)
sont les directions asymptotiques.

En second lieu, déterminons le centre de I'hyperbole :
ce point est le point d’intersection des asymptotes, c’est-
a-dire le point d’intersection des polaires des points de
contact du cercle avec les tangentes (A); par suite, ce
centre est le pole de la droite qui joint les points de con-
tact des tangentes (A) avec le cercle : cette droite étant
perpendiculaire & ’axe, son péle se trouve sur I'axe;
donc, quel que soit le cercle considéré, 1'byperbole cor-
respondante a son centre sur I'axe de la parabole, et si
P'on considére différents cercles ayant leurs centres sur
une méme perpendiculaire 4 I’axe, les hyperboles cor-
respondantes ont le méme centre.

Tous les cercles précédents passent par les points cir-
culaires de I'infini ; donc toutes les hyperboles sont tan-
gentes 4 un systéme de deux droites imaginaires paralléles
al'axe de la parabole ; les points ou ces droites coupent
le cercle ont pour polaires des droites imaginaires conju-
guées tangentes a I'hyperbole et passant par les points
circulaires de I'infini; ces droites, par leurs intersec-
tions, déterminent donc les foyers de I'hyperbole.

Nous avons vu que les directions des tangentes (B)
sont les directions asymptotiques; si 'on suppose que le
centre du cercle se déplace sur un diamétre de la parabole,
son rayon demeurant constant, les directions des asymp-
totes des diverses hyperboles que 1'on obtiendra en pre-
nant les polaires réciproques de ces cercles seront con-
stamment les mémes, et, de plus, toutes ces hyperboles
scront égales; car, si I'on déplace le centre du cercle
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d’une certaine longueur, tous ses points décriront des
droites paralléles et égales, et les polaires de ces points
se déplaceront en sens contraire de la méme longueur.
Note. — M. Barnéde donne aussi une solution géométrique par la théo-

rie des polaires réeiproques; MM. Niébylowski et Lepage, a I'aide de 1a
méme théorie, généralisent la question.

GORRESPONDANGE.

1. Avis des Rédacteurs. — Nous prions nos Collabo-
rateurs de vouloir bien se conformer aux indications sui-
vantes : 1° écrire lisiblement et correctement; 2° dis-
poser les calculs avec ordre ; 3° donner leur nom, leur
qualité et leur adresse, méme lorsqu'ils veulent garder
I'anonyme devant le public; 4° mettre chaque article sur
une feunille séparée, pour que nous puissions réunir les
articles émanés de divers Correspondants et relatifs au
méme objet; 5° placer en téte de chaque question réso-
lue le numéro de la question, le renvoi a la page ou elle
a été proposée, le nom de Pauteur de la solution et
I'énoncé de la question.

En adoptant ces simples mesures, nos Correspondants
faciliteront notre travail, bien plus considérable qu’ils
ne pensent. Nous recevons quelquefois des articles si
remplis d’abréviations, d’incorrections, de ratures, qu'il
nous faudrait les recopier en entier, si nous voulions en
faire usage. Il n’est pas raisonnable de nous imposer une
telle fatigue.

2. M. Mention, professeur & Paris. — « La méthode
indiquée par M. Roger Alexandre, pour.résoudre 'équa-
tion du quatri¢me degré, est répanduc depuis longtemps.
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Voila plus de six ans que je la donne aux éléves de di-
vers établissements ; elle était méme sur mes feuilles d’'in-.
terrogation a Sainte-Barbe et 4 Sainte-Geneviéve.

» Je n’ai point, contre mon habitude, nommé I'auteur
de cette méthode, parce que je ne la tenais de personne.

» Au sucplus, j’en parlerai avec quelque dévelop-
pement dans l'ouvrage qui m’occupe maintenant, un
volume de Mélanges. »

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

Session de juillet 1866.

17 Question. — Trouver une courbe plane telle, que
la projection de son rayon de courbure sur une droite
fixe située dans son plan ait une longueur constante.

2° Question.— Trouver dans un plan vertical la courbe
sur laquelle doit &tre assujetti & se mouvoir un point pe-
sant partant d'un point donné, avec une vitesse initiale
donnée en grandeur et en direction, pour que la pression
du mobile sur cette courbe soit a la composante normale

. k

de son poids dans le rapport constant T
k est positif ou négatif suivant que la pression et la
composante normale du point sont dirigées dans le méme

sens ou en sens contraire.
On examinera particulierement les cas suivants:

k=o, k=441, h=—+2, hA=+3, b=—1.
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
(ANNEE 1866).

Composition de Mathématiques.

Dans une ellipse donnée, on inscrit un parallélo-
gramme ayant pour diagonales deux diamétres conjugués
quelconques AA’, BB'.

Aux sommets de ce parallélogramme, on méne les
normales & I'ellipe ; ces normales forment un second pa-
rallélogramme MNM'N'.

1° Démontrer que les diagonales de chacun des deux
parallélogrammes ABA’B’, MNM'N’ sont respectivement
perpendiculaires aux cdtés de I'autre.

2° Trouver le lieu des sommets du parallélogramme
MNM'N’, quand on fait varier les diamétres conjugués.

3° Trouver le lieu du point d’intersection de la dia-
gonale NN’ et de la tangente en M au lieu précédent.

CGNCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE
(ANNEE 1866).
Composition de Mathématiques.
Etant données une parabole
r’=apx
et une hyperbole équilatére

xy —=m?,
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ayant pour asymptotes I'axe et la tangente au sommet
de la parabole, on propose :

- 1° De former I'équation ayant pour racines les ab-
scisses ou les ordonnées des pieds des normales com-
munes aux deux courbes;

2° De déduire de cette équation que le nombre des
normales communes réelles est au moins un et au plus
trois;

3° De démontrer que lorsque 7p* est > 2m',iln’y a
qu'une normale commune réelle.

Composttion de Géométrie descriptive.

On donne une sphére pleine; on la coupe par un cone.
On enléve de la sphére la partie qui est dans 'intérieur
du céne. On demande de représenter par ses projections
la sphére solide dans laquelle on a pratiqué ainsi une
entaille conique. Le centre de la sphére est projeté en
(0', O). Les points O’ et O sont a 100 millimétres de la
ligne de terre. Le rayon de la sphére a go millimétres
de longueur. La surface conique de 'entaille est engen-
drée par la droite A’B’ qui tourne autour de I’axe EF.
Ces deux droites sont dans le plan mené par le centre de
la sphére parallélement au plan vertical de projection.
Pour les déterminer, on donne les dimensions suivantes:

OA = 6o™™

0B =30
0O'D' = 3o
0'C' =45

N. B. — Prendre pour ligne de terre unc droite pa-
rallele aux petits cotés de la feuille de dessin et a égale
distance de ces cotés.
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Calcul trigonométrique.

Etant donnés, dans un triangle ABC, les cotés, savoir:

a= 12418':78
b=128381,17
¢ = 34218,95

trouver les trois angles.

Lavis a Uencre de Chine.

Faire le lavis a I'encre de Chine d’une surface cylin-
drique de 10 centimétres de diameétre sur 15 centimetres
de hauteur. Ce cylindre devra se détacher sur un fond
formé d’vne teinte plate grise; il reposera sur un socle
dont la surface plane sera indiquée par une teinte plate
d’'une trés-faible intensité.

Le modelé de cette surface cylindrique pourra étre
fait a teintes fondues ou adoucies, ou bien a teintes
plates superposées.

On admettra que le rayon de lumiére a pour projec-
tions horizontale et verticale des lignes inclinées a 45 de-
grés sur la ligne de terre. Le cadre limitant le dessin aura
24 centimétres de haut sur 18 centimétres de large.

Composttion francaise.

L’¢éloquence et la poésie élévent des monuments plus
durables que ceux des sculpteurs et des peintres. Nous
avons encore les poémes d’'Homére, de Virgile, les dis-
cours de Démosthénes, de Cicéron. Ou sont les statues
d’Achille, d'Ulysse? Quels monuments rappellent les
triomphes de Philippe et d’Alexandre? O est le tombeau
de Marcellus?

Déve]opper cette pensée.



(438)

QUESTIONS.

791. Si E (¢) désigne la partie entiére du nombre g;
P1y P2> Ps3s-.- lasuite des nombres premiers 2, 3, 5, 7,...;
S, »la somme des produits jaj des » nombres1,2,3,...,7;
F., (x) un polynéme du degré et a coefficients entiers,

on aura

n+1)nln—1).(n—j4+1
S,',,.:( : 1 ?n)w,( ! )FJ'—‘l (n),
. PTEPIEP e

Pexposant ¢ d’un nombre quelconque p étant donné par
la formule

=0
J
[ E——.
' 2 (p—1)pt
p=
(SYLvesTER.)

792. Quand on change deux cercles en deux autres
cercles, au moyen de la transformation par rayons vec-
teurs réciproques, le rapport du carré de la tangente com-
mune au rectangle des diameétres est le méme dans la
figure primitive et dans la figure transformée.

(J. Casev) (¥).

793. Déterminer dans un plan deux systémes de neuf

points conjugués

Uy Ayyeeey Qyy Ay,

biy bagee bs, b,
Jouissant de la propriéié qu’étaut pris au hasard deux
couples de points correspondants a; et b;, a; et &;, il
existe toujours un autre couple de points correspondants
ay et by et un seul tel, que les deux triangles a; a;q; et
b; b; b; soient semblables. (LacuEree.)

(*) The educational Times.
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RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE D'UNE COURBE
ET DE SA POLAIRE RECIPROQUE (*);

Par M. CHEMIN,

Eléve ingénieur des Ponts et Chaussées.

Je dirai que deux points sont correspondants, quand
'un sera le point de contact de la polaire de 'autre avec
son enveloppe.

Je prendrai toujours un cercle pour courbe auxiliaire
de transformation.

Soient M un point de la premiére courbe, M'l’ la

TFig. 1.

| 7 it
yz

droite qui lui correspond dans la transformation. On a,
entre les points M et M/, la relation

OM.OM' = a?,

a étant le rayon du cercle de transformation. A chaque

(*) Voir, sur le méme sujet, un Mémoire de M. Mannheim inséré dans
le Journal de M. Liouville, 2° série, t. XI (1866), p- 193, intitulé : Trans-
Sformation par polaires réciproques des propriétés relatives aux rayons de
courbure, P.

Aun, de Mathémat., 2® série, t. VI. (Février 1867). 4
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point tel que M répondra un point M/, et le lieu géomé-
trique de tous ces points sera la transformée par rayons
vecteurs réciproques de la courbe lieu des points M. Sup-
posons, pour un moment, que nous ayons déterminé cette
transformée; alors nous pouvons facilement voir que la
courbe polaire réciproque de la courbe (M) pourra étre
engendrée de la maniére suivante : ce sera I'enveloppe du
coté M'l! d'un angle droit, se mouvant de maniére que
I'un de ses cotés passe constamment au point O, centre
du cercle de transformation, tandis que son sommet se
meut sur la courbe (M'). La considération du centre in-
stantané de rotation nous donne immédiatement le ppint
de contact. Pour cela, menons en M’ la normale a la
courbe (M'), en O la perpendiculaire 8 OM/, et de leur
point de rencontre ¢ abaissons la perpendiculaire ct; le
point ¢ est le point de contact de M’ avec son enveloppe.
Les deux points 7 et M sont deux points correspondants,
d’aprés la définition donnée plus haut. Notre but est de
déterminer la relation qui existe entre les rayons de cour-
bure des deux courbes en ces points, relation qui s'ex-
prime, ainsi qu'on va le voir, par une formule d’une
remarquable simplicité.

Dans le cours de cette recherche, nous représenterons
constamment par :

v 'angle formé par la tangente et le prolongement du
rayon vecteur, cet angle étant compté dans le sens des
angles croissants;

n la normale polaire;

p le rayon de courbure;

ds 1'élément de courbe;

d§ Vangle de contingence;

dw V'élément d’angle polaire.

Chacune des quantités aura V'indice (1) quand elle se
rapportera a la courbe M’, I'indice (2) pour la courbe
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lieu des points ¢; quant a la courbe M, les quantités qui
en dépendent ne seront affectées d’aucun indice.
Nous ferons constamment usage des formules sui-
vantes :

(1) db —=do -+ dv,
(2) ds = ndw = pd0,
(3) v+, —w;

leur démeanstration étant connue, nous nous dispensons
de la rapporter.

Soient, sur la courbe (M'), m ct m' deux positions in-

Fie. 2

(M

finiment voisines du sommet de I'angle droit dont on a
parlé plus haut; soient p et ' les points de contact avec
leur enveloppe des deux cdtés correspondants my, m'p/;

. N PPN
soient a Vangle pOm, a, Vangle p'Om', nous avons
immédiatement

N
pO0p = oy — a 4+ dw, = du,.
Mais .

do,=do; &0t dw,=a —a+ do.

Or

o] o
@I o=y W= — (¢ =+ dv,);



(52)

donc
(4) dwy, = dw — dv,.
L’inspection de la fig. 2 montre immédiatement que
msm' = db, = dw.
Maintenant cherchons n, : c’est la longueur comprise

Fe. 3.

.
m\
/
n
"
n

t

T T,

entre le point p et la perpendiculaire 08 & Op. Le

triangle rectangle 108 donne

-(-)?1.2:: E X pa, ou bien ;1:2: ;2-; Ty

d’ou
—2
n,

(5) =

De la formule (2) nous déduisons

dow,

P2 = R, ;6.,

Toutes les quantités qui entrent dans le second membre
de cette relation sont connues; nous avons douc

—

n, dw — dv,

— >< —————

r, do

(6) pi=
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Mais de la formule (3) nous tirons
dv + dv, = o,

et portant dans (6)

P’=r_, do —;'—: de
Mais

6 _ n d . n,’ n

To =73 dome =700

Or on a facilement

R, 1 n 1

————ane

== b — v
r, sin e, r sine
Substituant et remarquant que r7; = @4, nous arrivons a

a? . .
, — ———» ou bien .sin®e = a2,
psin®e

D’ou ce théoréme remarquable :

Tutonime. — Le produit des rayons de courbure aux
points correspondants de deux courbes polaires réci-
proques U'une de Uautre, multiplié par le cube du sinus
de l'angle formé par la tangente avec le prolongement
du rayon wecteur (angle compté comme on I'a dit plus

haut), est égal au carré du rayon du cercle de transfor-
mation.

Cette relation est réciproque : on voit facilement que
I'angle vy en p est égal a I'angle vy, ¢t comme v, +v =1,
il en résulte que

Gb+v=n Oou sine,=—sine.

En partant du point ¢ et en déduisant par polarité réci-
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proque le point M, on obtiendrait la relation
papi Sind o, = a?,
ou, d’aprés ce qu'on vient de dire,
ppasin® v = a’.

On pourrait arriver a cette relation d’'une maniére
moins directe, mais presque aussi simple, en procédant
comme il suit. Soit ma la droite qui correspond au

point M de la courbe donnée; menons la tangente MA,
nous obtiendrons le point de contact de ma, en prenant
son intersection avec la.perpendiculaire OA abaissée du
point O sur MA. Or on a, par les triangles semblables,

Om.0OM = Oa.OA.
Mais
0_”—1-—0—1\’—1:::1'-’; donc Oa.OA — a’.

Donc la courbe polaire réciproque par rapport a un cercle
d’une courbe donnée est la transformée par rayons vec-
teurs réciproques de la podaire de cette méme courbe par
rapport au centre du cercle de transformation.

A propos de la démonstration de la formule qui lie les
rayons de courbure aux points correspondants de deux



courbes réciproques,

S

(1)

\

+ — =2, (Nicoraipks)

o |
I

J'ai énoncé (Nouvelles Annales, 1. V, 2° série, p. 170)
une formule analogue pour les courbes podaires

,

(2) ;:

— £

rn

SN

Cette formule se raméne aisément a

12 pp
po
p étant la longueur de la perpendiculaire abaissée de
Porigine sur la tangente a la courbe donnée. Ces deux
formules vont nous résoudre la question. Entre les rayons
de courbure p et p; en M et A, nous avons

Mais
) . 1 2 sinv
L:smu; done —=2_"F e
r P| r r-

La formule (1) donne

n, n,
—_— 4 — = 2.
£ &
Mais
ny=— An, = MO == »,

d’aprés les propriéiés des podaires; done-

(3) mo_no__, _psine
£ pr r

Mais n,== an,, el des triangles semblables Oma, On, a,



on déduit

Oa
T Om
Or
Om Om
Oa = 3 d’ot n,; == ———-
sinv sin’e
Et, puisque OM.Om = a?,
n?
Om—= —;
=
d’ou
«? n, a*
(4 ‘) ng = —p— et — =
rsinte P2 pa7sin’e
Done
n n e
Z 2 —0=0
£ pa
donne, cn substituant,
psine a?
r parsinte

ou bien, en divisant par r et chassant le dénominatcur,

pes sinde == a2
€. Q. F. D.

Appliquons & un cas qui puisse fournir une vérifica-
tion. Une conique étant donnée, si on la transforme au
moyen d’un cercle ayant son centre au foyer, on obtient
un cercle; donc

g2 == const.;
par suite,

g sin®v == const., mais sin¢ = cos/,

¢ ¢lant Pangle formé par la normale ct le rayon vecteur
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issu du foyer; donc

p cos*i = const.,

propriéié connue des bconiques. Cette méme formule per-
mettrait de montrer que la polaire réciproque d’une spi-
rale logarithmique est une courbe du méme genre.

On pourrait en déduire beaucoup d’autres conséquences
que je développerai peut-étre plus tard.

PROPRIETES DU QUADRILATERE CIRCONSCRIPTIBLE
A DEUX CERCLES;

Par M. Georcrs DOSTOR.

1. Le quadrilatére circonscriptible a deux cercles est
un trapéze étoilé, qui est inscriptible dans le cercle con-
struit sur la distance des centres comme diamétre.

Soient O, O’ les centres des deux cercles, R, R’ leurs
rayons, et D la distance des centres.

Représentons par a chaque ¢6té transversal du quadri-
latére, tangent intérieurement aux deux cercles, et par &
chaque coté tangent extérieurement a ces cercles; dési-
goons de plus par x, y les deux diagonales du quadrila-
tére : elles sont perpendiculaires a la ligne des centres et
interceptent sur cetie ligne un segment que nous appel-
lerons d.

Indiquons enfin par 2a, 2[5 les angles compris entre
les cOtés opposés du quadrilatére, exprimés les uns par a
et les autres par b.

2. Nous avons de suite

(n d = acosa = b cosf,
() Dsing =R -+ R’, Dsinp =R —R".
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La relation (I) exprime que:

Les cotés du quadrilatére circonscriptible & deux
cercles sont inversement proportionnels aux cosinus de
leurs inclinaisons sur la ligne des centres.

Et les égalités (II) donnent

. . RR’
(1) sin’z — sin? § — cos’f — cos? 2 = 4-1)-2—-

3. Le point de concours 1 des deux tangentes inté-
ricures et celui E des deux tangentes extérieures divisent
la distance des centres OO’ == D en parties harmoniques
dans le rapport de R a R’; si donc des points 1, E nous
abaissons les perpendiculaires p, g sur les tangentes qui
n’y passent point, et que nous appelions P, Q les pieds
de ces perpendiculaires, les points P, E, situés sur b,
diviseront harmoniquement, dans le méme rapport, I'in-
tervalle D cosf3 compris entre les points de contact du
coté b et les points I, Q partageront harmoniquement,
dans le méme rapport de R & R, la distance D cosa qui
sépare les points de contact du coté a. D’apreés cela, il est
aisé de voir qu'on a la proportion

R—p R
p—R R’
d'ou lon tire
2RR’ 2RR’

(111 . 2RR_ 2RR
(1) P=RIR ~ Dsina

On trouverait de méme

2RR’ 2RR’

T=RKR—R ~ Dsinp

{Iv)

4. Désignons par a’ et a” les deux segments que déter-
mine le point I sur le coté a; la perpendiculaire p forme
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avec les deux tangentes intérieures et le ¢6té b deux

triangles rectangles qui donnent

p =a’'sin(z — B) = 2" sin (a + B),
d’ou I'on déduit

a' +a” _ sin(a + B) + sin{e — B) 2 sina cos
= —=y

p  sin{x+ B)sin(x—B)  sin’x — sin’B

ou, en ayant égard a (1) et (III),

__2008B X psina 2RR’ D?
T sina — sintf =2cospx D ><4RR’
On a donc
(V) a=DcosB, b=Dcosa.

Ainsi, dans le quadrilaiére circonscriptible & deux
cercles, chaque cété est égal & la distance des centres
projetée sur l’autre c6té (colé adjacent).

Ou encore :

Chaque coté est égal a la distance qui sépare les
points de contact situés sur I’autre cite.

5. Dans les expressions (V), mettons a la place de
cosf3, cosa leurs valeurs tirées des équations (II), et
élevons au carré, nous trouvons pour les carrés des cotés
( @ =(D+R—R')(D-+R—R),

{VI) 3 , ,
b*—= (D + R --R)(D—R —R).

6. Les égalités (I) et (V) donnent les relations remar-
quables
(VII) d == D cosacosf,
(vir) ab = Dd,

dont la derniére exprime que:
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1° Le produit des cotés du quadrilatére circonscrip-
tible a deux cercles est égal & la distance des centres
multipliée par la distance des diagonales;

2° Le produit des deux tangentes, I’ une intérieure et
Uautre extérieure, est égal & la distance des centres
multipliée par la distance des cordes qui joignent les
points de concours des tangentes.

7. Par I'égalité (VIII), on a de suite

(IX) d?== (D-+R+R’)(D+R—R’) (D+R'—R) (D—R—R’).
— P

8. Passons aux diagonales. Le quadrilatére considéré
comme convexe étant inscriptible, nous avons

axa=uxy+ bx b,
d'ou
(X) xy = a* — b.

Donc /e produit des diagonales est égal a la diffé-

rence des carrés des cétés adjacents.
9. Les relations (VI) donnent
a*— b =D'— (R — R'}*— D'+ (R + R')’= 4RR/,
de sorte que
(XI) zy = 4RR/,
c'est-a-dire que :

Le produit des diagonales est égal au produit des
diamétres des deux cercles.

10. Par les deux extrémités de la droite qui joint les
poiuts de concours des tangentes dans le cercle O/, menons
des paralléles a la ligne des centres jusqu’a la rencontre
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de la droite qui joint les points de concours des tangentes

dans le cercle O; nous formons deux triangles rectangles

qui donnent

(2) z+y=2asina, =—y=2bsinf,

d’ou l'on tire

x — asine + bsinf,

3) . .
y =asine — bsinB,

et, en ayant égard aux valeurs (II) et (VI),

! A
x:RT)R VD+R—R)(D+R —R)
R—R
+ =5 VD+R+R)(D—R—R),
(X11)
y::R_;B VD+R—_R)(D+R —R)
/__
+B DR\/(D+R+R')(D—B—R’);

telles sont les valeurs des deux diagonales.

11. Si nous introduisons les valeurs (VI) dans les éga-
lités (2), nous obtenons

%) - ( x +y —2Dsinacosf,

% x — y = 2Dsinf cosa,
qui donnent

(XII) x=Dsin(z~+B), y =Dsin(a—B§);
d’ou

x _ sin(a+ B)
(X1V) y  sin(e—p)
et par suite,

o GBR'sin(a +B)

(XV) T sm(a—B)
‘ . 4RRsin (x—B)

~ T sin(a+8)
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12. Des relations (4) on tire encore

(XVI) if%ﬁ;’

(;[ui démontre que :

Dans tout quadrilatére circonscriptible & deux cer-
cles, la somme des deux diagonales est & leur différence
comme la tangente du demi-angle des cotés intéricurs
est & la tangente du demi-angle des cotés extérieurs.

13. Les mémes relations (4) donnent aussi
z* — y? =4 D? cosx cosB X sine sinB = 4 Dd sin  sin .
Or par (II) on a
4R*— 4R"*=4D’sinasin B;
il vient donc, en divisant,

x2— y? d
XVII —_—— =
Ainsi la dﬁrence des carrés des diagonales est a la
différence des carrés des diamétres comme la distance
des diagonales est a la distance des centres.

14. Elevons au carré la seconde des égalités (4), nous
obtenons
z* + y*=axy + 4D*sin*p cos’a.

Substituons les valeurs fournies par (XI) et (1I) et nous
trouvons, pour la somme des carrés des diagonales,
(XVIII) 224 y?= 4R? (D'+ R"*— R?) -+ 4R’ ( D+~ R"—R"?);

d’ou, en vertu de (XI),

z’+9* R
(XIX) — =g

xy

D>+ R'?— R?) + }—l:—, (D*+ R*—R"?).



(63)

NOTE SUR UN PROBLEME D'ANALYSE INDETERMINEE ;
Par M. E. CATALAN. ’

Extrait des Atti dell’ Accademia de’ Nuowvi Lincei.

Prosrime. — Trouver plusieurs cubes entiers, consé-
culifs, dont la somme soit un carré (*).

L

A cause de la relation

2
L T L [f_(_"_zﬂ] ,
on a
L+ (z+1P+. ..+ (2 4y —1)?
y
::g(zx—ky—l)[4x’+4(y—l)x+2y(y—|)];
ou, en représentant par s la somme des y cubes, et en

posant .

(0 2 +~y—1:=2,
(2) 16s =a2yz (y*+ 22 —1).

(*) Cette question m’a été suggérée par la lecture d’un beau Mémoire
de M. Angelo Genocchi ( Note sur quelques sommations de cubes ). Bien que
ce savant géométre y donne les solutions rationnelles de V’équation géné-
rale

D {rrPa(r+2rP (T — )=y,
il m’a semblé intéressant de chercher les solutions entiéres de 1’équation
particulié¢re
(x4l (x4 —1) =0t
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D'aprés I'égalité (1), y et z sont de parités différentes.
Par suite, 2 yz et y* + z* — 1 sont divisibles par 4.
Donc s sera un carré si le second membre de I'équa-
tion (2) est un carré.
Soient

(3) 2y2=0a, y*+2+1=f, y+2z3=) z—y=—p, s=1t3
nous aurons
(4) aB=168 a+P+1=3, B—a-+1==p.

Ainsi la question se réduit & trouver deux multiples de 4,

a, 3, tels, que oaf3, &« + B+ 1, 3 — ot~ 1 soient des
carrés.

1I.

L’élimination de 3, entre la premiére et la troisiéme
des équations (4), conduit a

(5) 64t + (pP—1P=(2a + p* —1).

Les solutions entiéres de cette équation sont données par
les deux systémes de formules

(6) x4 pt—i=ui+ 02, pR—r1=—wi— e, 4= uv,

(6') 22+ p*—1= w4 03, pl—1==2uv, 8t =u*— o
d’oa l'on tire, soit

(7) x=v¢ [r=u

soit

(7) 2a=(u— o, 2B=(uto).

Ainsi, , B ou leurs doubles sont des carrés.

1II.

Les équations (7) équivalent a

(8) 2yz=¢}, ¥4 z2'—1=u
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Soit y = ;—’ z, Bq— étant irréductible; on déduit de la

(9) Y=prv 2=97

7 étant un nombre entier. De plus, y et z étant de pa-
rités différentes, il en est de méme pour p et ¢; en
outre, y est impair. Enfin, a cause de 2yz = v2, 2 pgest
un carré; ce qui prouve que des deux nombres p, ¢,
l'un est un carré et Uautre le double d’un carré.

Au moyen des valeurs (9), la seconde équation (8)
devient

(10) (P+g)y—w=1.

Dans chaque cas particulier, I’équation (10) fera con-
naitre les valeurs de y et de u. On aura ensuite

J— ) —+1 o y?
(r1)  y=p x:(l——’)-z—l——w, .r:_zpq/lb_.
Iv.

Si I'on répéte sur les formules (7') des calculs ana-
logues aux précédents, on trouve

(8) frz=(u—r¢) 2(y+z2—1)=(u+v}P=4u"?,

(9") y=Pv =4

(10") (P +g)y—2u=1,
—p)y+! T

() r=rr x:(_"____;___, s=1ﬂ17~4~—;

cette fois, p et g sont des carrés, Uun pair, Uautre im-

pair ("‘) .

(*) Il ne m’a pas été possible de trouver une solution de ’équation (10’).
Pourrait-on démontrer qu’elle n’en admet aucune?
Ann. de Mathémat., 2¢ série. t. VI (Février 1867.) 5
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V. — AppLICATIONS.
1° p =8, ¢ = 9. L’équation (10) devient
. 1459 —wr=—1.

Elle est vérifiée par y =1, u =123 d'ou x =1. En lais-
sant de cdté cette solution connue, on en trouve une in-
finité au moyen de la relation

u—+9 \/m = (12 -+ \/1—4_5)“4.'-
Par exemple, n =1 donue

u—6948, 7=>577;
puis
y =4616, x =289, s=/(3.577.6948).
Ainsi

289° + 290° +. . . + 4go4* = (3.577.6948 ).
2° p =2, ¢ = 25. L’équation (10) est
6299 — ur—1.
Les valeurs les plus simples sont
y=313, u—=—1850 (*);

d’ou

y =626, x=3600, s—=(5.313.3925).
On a donc

3600° + 3601° +. ..+ 4225° =(5.313.3925)"

3° Si dans la relation

u + 7 V629 = (7850 + 313 \/629)"""",

(*) La Table X de Legendre ( Théorie des nombres, t. 1°T ) renferme une
faute typographique : au lien de 1850, on doit lire 7850.
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on suppose n =1, on trouve
u == 7850°+ 3.7850.313%.629 — 7850 (78507+ 3.313*.629),
9 = 3.78502.313 + 313%. 629 = 313 (3.7850* + 313*. 629).

Or
7850" = 61622500, 313* = g7960,
3.313%.629 = 184867503, 313%.629 = 61622501;

donc
u — 1850 {61622500 + 184867503) = 7850.246490003
= 1934946523550,

7 = 313 (184867500 + 61622501) = 313. 246490001
= 97151370313.

Si ces valeurs sont exactes, on doit avoir
629.77151370313* — 1934946523550* = 1.

En effet, .
771513703137 == 595233194 1173657717969,

629.77151370313* = 3744018048998230704602501,
1 934 c;465235502 = 374401 8048998230704602500 R

.....................................

Des valeurs préeédentes de y et de u, on tire

¥y =27 = 154302740626, == ?—312—2

=88y 249758600,
z 4+ y — 1 = 1041543{99225;
s= <f'21)2_—_ (967493261775.97181370313 %
Ainsi
887240758600 -+ 887240758601° + . .. + 1041543499225
== (967473261795.97151370313 ).

o
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SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE;
Par M. A. SARTIAUX,

Eléve ingénieur des Ponts et Chaussées.

Deux courbes du troisiéme ordre ont, comme on sait,
neuf points communs; ces neuf points ne sont pas dis-
tincts, c’est-a-dire qu’il faut un dixiéme point pour dé-
terminer les courbes passant par ces points. Cela ressort
de I'équation générale s; + As’, = o des courbes du troi-
siéme ordre passant par l'intersection des courbes s; = o
et s, =o.

Cela posé, considérons les intersections d'une courbe
du’ troisiéme ordre par un triangle, et les courbes du
méme ordre passant par les points communs. Supposons
trois des points, chacun étant pris sur un coté du triangle,
en ligne droite, et forgons les courbes passant par ces neuf
points a passer par un quatriéme point situé sur la ligne
droite qui en contient déja trois; ce qui est toujours pos-
sible d’aprés ce qui a été rappelé plus haut Il est évident
alors que la courbe du troisiéme ordre se décompose en
une droite et une conique, c’est-a-dire que les six points
restants sont sur une conique. Donc :

1° Si par trois points en ligne droite d’une courbe du
troisi¢éme ordre on fait passer trois droites, les six autres
points d’intersection sont sur une conique.

Comme sur une tangente d’inflexion il y a trois points
de la courbe en ligne droite, nous voyons que :

2° Si par un point d’inflexion d’une courbe du troi-
siéme ordre on méne trois sécantes, les six points d’in-
tersection sont sur une conique.
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Supposons enfin que les trois droites coincident, et
nous arrivons i cette conclusion : ' :

3° Si I'on méne par un point d’inflexion d’une courbe
du troisiéme ordre une sécante, on peut mener une co-
nique ayant aux deux points d’intersection un contactdu
deuxiéme ordre avec la courbe.

Si donc nous voulons avoir le nombre des coniques qui
ayant en un point donné d’une courbe du troisiéme ordre
un contact du second ordre, ont aussi en un autre point
un contact du second ordre, il suffit de remarquer qu’il y
a autant de ces coniques que de droites joignant le point
donné aux points d’inflexion de la courbe. Or une courbe
du troisi¢éme ordre a en général neuf points d’inflexion
on a donc ce théoréme :

I. Parmi les coniques qui ont avec une courbe du
troisiéme ordre un contact du second ordre en un point
donné de cette courbe, il y en a en général neuf qui ont
encore avec la courbe un contact du second ordre en un
autre point.

Trois de ces coniques seulement sont réelles, puisque
trois seulement des points d'inflexion sont réels. On voit
par application du théoréme 1°:

Que les points de contact des conigques correspon-
dantes a trois points d’inflexion en ligne droite sont sur
une méme conique ayant avec la courbe un contact du
second ordre au point donné.

Il suffit pour le voir de faire concourir au point donné
les trois sécantes passant par les points d’inflexion en
ligne droite. Par les neuf points d’inflexion passent,
comme on sait, douze droites sur lesquelles ces points
sont distribués par groupes de trois. Ainsi les neuf points
de conlact des neuf coniques ayant avec la courbe deux
contacts du second ordre, dont'un en un point donné,
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sont distribués sur douze coniques ayant entre elles et
avec la courbe un contact du second ordre au point
donné. Lorsque la courbe du troisiéme ordre a un point
double, le nombre des points d’inflexion se réduit a trois;
on n’a plus que trois coniques qui correspondent aux
points d’inflexion. Lorsque la courbe a un point de re-
broussement, il n’y a plus qu’un point d’inflexion et par
suite une conique. C’est le théoréme I énoncé par M. de
Jonquiéres (Nouvelles Annales, 2° série, t.IV, p.508) (¥).

II. Nous avons vu que si de trois points en ligne droite
d’une courbe du troisiéme ordre on méne trois sécantes,
les six points d’intersection sont sur une conique. Sup-
posons, comme application de ce théoréme, que des trois
points d'intersection de la courbe avec une tangente on
méne trois sécantes, que I'une d’elles soit tangente a la
courbe en un point et que les deux autres sécantes qui
sont confondues passent par ce point de contact, la co-
nique passant par les six points sera une conique ayant
avec la courbe un contact du troisiéme ordre en un point,
du premier en un autre. Donc:

1. 8i d’un point d’une courbe du troisiéme ordre on
méne les quatre tangentes distinctes de la tangente au
point donné, on peut mener trois coniques ayant en l'un
des points de contact un contact du troisiéme ordre
avec la courbe et qui touchent la courbe en un autre
point.

C'est le théoréme II énoncé a l'endroit cité. Ce
deuxieme point de contact s’obtient en joignant le point
de contact de 'une des tangentes aux points de contact
des trois autres tangenles et prenant le troisiéme point

(*) On ne tient pas compfe, en énoncant ces résultats, des solutions
singuliéres qn’introduit la présence soit d’'un point double soit d’un
point de rebroussement.
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d’intersection de ces sécantes avec la courbe. Comme un
point double diminue la classe de deux uniiés, un point
de rebroussement de trois, il ne reste dans ces cas qu'une
de ces coniques ou aucune.

Revenons au cas général et considérons les points de
contact des coniques ayant un contact du troisiéme
ordre avec la courbe en I'un des points de contact des
quatre tangentes menées d’'un point O de la courbe; ces
points sont par groupes de deux sur des droites qui con-
courent au point O. En effet, les points de contact des
quatre tangentes sont sur la conique polaire du point O,
conique tangente en O a la courbe. Si I'on prend les in-
tersections avec la courbe de la tangente au point O, de
la sécante joignant deux des points de contact des tan-
gentes et de celle qui joint les deux autres, les trois points
d’intersection sont en ligne droite, d’aprés la réciproque
évidente du théoréme I. Ce résultat ressortait encore du
théoréme de M. Chasles cité au bas de la page 505, en
considérant parmi les coniques passant par les quatre
points de contact des tangentes : 1° la conique polaire;
2° les coniques composées de deux droites joignant deux
a deux les points de contact des tangentes. On peut encore
appliquer le théoréme 1°, et 'on a cet énoncé :

IV. Supposons que d’un point O d’une courbe du
troisiéme ordre on méne les quatre tangentes distinctes
de la tangente au point O. On peut, en chacun des
points de contact de ces tangentes, mener une conique
ayant en ce point un contact du quatriéme ordre avec
la courbe; ces coniques la rencontrent encore en un
sixiéme point. Ces points, joints aux points de contact
correspondants, forment quatre droites qui passent par
le point ou la tangente au point O rencontre la courbe
du troisiéme ordre.
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V. On peut encore tirer du théoréme 1° la conclusion
connue qui suit :

Les vingt-sept points de contact des tangentes me-
nées des points d’inflexion a la courbe jouissent de cette
propriété qu'une conique peut y avoir avec la courbe un
contact du cinquiéme ordre.

Nota. — On pouvait encore arriver a trouver le
nombre des coniques ayant avec une courbe du troisiéme
ordre deux contacts du second ordre dont I'un en un
point donné. 1l suffit de rappeler que lorsqu’une sécante
rencontre une courbe algébrique, si p est rayon de cour-
bure en un des points d’intersection, a I'angle de la sé-
cante avec la normale, on a

1

pcosta
(MaNNEEIM.)

Si la sécante passe par un point d’inflexion et que I'on
imagine, ce qui est toujours possible, une conique os-
culatrice en I'un des points d'intersection et tangente en
’autre, cette conique sera, d’aprés la relation, osculatrice
au second point. On tirera les mémes conclusions que
précédemment. ‘

On peut enfin déduire de cette étude une propriété des
surfaces du troisiéme ordre.

Par une droite donnée on méne les douze plans tan-
gents 4 une surface du troisiéme ordre. Il existe pour
chaque point de contact onze surfaces du second ordre
osculatrices en ce point a la surface, tangentes en un
autre et telles, que suivant les trois droites qui joignent
le point de contact aux points d’intersection de la surface
avec la droite donnée, les deux surfaces ont un contactdu
troisiéme ordre.
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Les seconds points ou les surfacee se touchent s’ob-
tiennent en prenant les intersections avec la surface des

droites joignant deux points de contact des plans tangents.

SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 751

(voir 2° série, t. V, p, 48);

Par M. Armano LEVY,
Eléve du lycée de Metz.

La surface de révolution engendrée par une ellipse
de Cassini tournant autour de son axe non focal est
coupée par un plan bitangent suivant deux cercles.

En général, si U’on coupe le tore par un plan paralléle
& l’axe du tore, la surface engendrée par la révolution
de la section plane ainsi obtenue autour de son axe
(paralléle a celui du tore) sera coupée par un plan
bitangent suivant deux cercles. (DagBoux.)

L’ellipse de Cassini est une courbe du quatriéme degré
ayant deux points doubles, les points ou tous les cercles
de son plan rencontrent la droite de I'infini; ces deux
points, considérés comme symétriques par rapport a 'axe
non focal, engendreront, par la rotation de la courbe, un
parallele double, courbe d'intersection de toutes les
spheéres avec le plan de I'infini. La section du tore par un
plan bitangent a quatre points doubles, a4 savoir deux
points sur le cercle de I'infini et les deux poiuts de tan-
gence; par ces qualre points et par un point quélconque
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de la courbe faisons passer une conique : elle coupe la
courbe en un point, plus en quatre points doubles, c'est-
a-dire en neuf points. Or une conique ne peut couper
une courbe du quatriéme degré qu'en huit points, a
moins d’en faire partie; donc la conique fait partie de la
section. La courbe étant du quatriéme degré contient
encore une autre conique ayant deux points sur le cercle
del’infini. La section est donc composée de deux coniques
rencontrant la droite de I'infini aux mémes points que
tous les cercles du plan, c’est-a-dire de deux cercles.

Coupons le tore par un plan paralléle a son axe, la
surface engendrée par la révolution de la section plane
ainsi obtenue autour de son axe (paralléle a celui du
tore) a un paralléle double a l'infini. Par la méme dé-
monstration que la précédente, on peut faire voir que la
surface ainsi obtenue est coupée par un plan bitangent
suivant deux cercles.

Note.— Autres solutions de MM. Marques Braga, Viant, éléves de VEcole
Polytechnique; Renaud, éléve du lycée Louis-le-Grand.

Question 763;
Par M. Ferpinano ROUX,

Eléve du lycée de Nimes.
Trouver la forme générale d’une fonction telle, que

(1) ¢l@+x)elz—y)=[o(=)+e(r)]le(z) —o(r)]
(3.Cn. Durain.)

Si Pon différentie cette égalité par rapport a x, il vient
p(z+ )¢ (c—y)+¢(z+r)ele—ry)=2¢(x)¢'(2).

Différentiant celle-ci par rapport & y, on a

s+ )¢ (e—y)—¢ (r+r)p(z—y)=0;
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P (z—r) _¢'(x+7)
¢(z—r) ¢z +r)

— const.

Toute fonction qui vérifie I'équation (1) est donc du
nombre de celles qui ont un rapport constant avec leurs
dérivées secondes.

1° Celles pour lesquelles ce rapport est zéro sont de la
forme
dx 4+ u,
puisque

" ___ .
9 =05

d’ailleurs une telle fonction vérifie I'équation (1) si
p = o.

2° Si u et v sont deux fonctions qui satisfassent a la
condition

¢ () =ay(x),

Au —+ pv la vérifiera évidemment; ce sera donc la forme
la plus générale des fonctions qui la vérifient, puisque
cette condition ne laisse indéterminés que deux coeffi-
cients de leurs développements en séries, a savoir ¢ (o)
et ¢’ (o).

Or on connait deux solutions immédiates e*'=, ===,
donc
o(x) = AeVa p.c"‘/;.

Substituons cette valeur dans I'équation (1), en posant

ela+r)Va — P c(“)’)‘/‘:: q,

il vient, aprés réduction,

2/__) - (3 7(!__
(p+2) 0 (b =+ p7) 5 =0,
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ce qui ne peut se réduire a une identité que si 'on a
ou A—=o0 e p=—o, ou A= —p;
donc la forme générale qui résout le probléme est
) (e",;— e"'/‘;).
Elle se décompose en deux autres: pour a positif = m?®,
b (em.r —_ e—»m:) ;
pour a négatif = — m?*, d’aprés le théoréme d’Euler,
2) \/—-1 sinmz.
On a donc les trois types
rxz, A(e™ — ¢=mE) . Asinma.

Note.— Cette question, qui dépend au fond de Yintégration d’une équa-
tion aux diflérentielles partielles, a été résolue en outre 2 peu prés de la
méme maniére par MM. Niébylowski, éléve de I'Ecole Normale; Haag,
ingénieur des Ponts et Chaussées; Bignon, de Lima. M. C. Laduron, de

Liége, emploie le développement en série, et n’obtient sous forme finie
qu’une solution particuliére.

Question T18;
Par M. G.-R. MAFFIOTTI,

Eléve de M. Genocchi, 4 Turin.

8i équation f (x) = o a toutes ses racines réelles, it
en est de méme de celle-ci

af (x) + bf' (z) +¢f" (z) +...=o0,
les constantes a, b, c étant telles, que I’équation
a+bz4cz’+...=o0

n'ait que des racines réelles.
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“On sait que si les racines de 9 (x) = o sont toutes
réelles, 1'équation

p{x) —ay'(z) =0

n’aura que des racines réelles, « étant une quantité réelle
arbitraire. J'applique ce théoréme & ’équation f(x) == o,
en donnant a « la valeur xy, et j’obtiens 'équation”

fiz)— =z f'(x)=o,

qui aura toutes ses racines réclles; le méme principe
appliqué a cette derniére équation, en donnant a « la
valeur x,, donne I'équation

flx)—a | f1(2) + x0, f7 (x) =0,

__Izi

qui aura aussi loutes ses racines réelles. On obtient avec

le méme procédé, en donnant a a la valeur x4, ’équation
P ’ LH q

a racines réelles

Sf(x)— =z if’(.r) -z, !f”(.r)—.r..t,.r_,f”’(.t):; 0,

S Xy | —r Iy

—I3l

== Ty Ty

et ainsi de suite. La loi d’aprés laquelle se forment les
coefficients de f (x), f' (x), f” (x),... dans ces équations
et dans celles qu’on en déduirait en appliquant successive-
vement le théoréme énoncé ci-dessus est évidente. Ces
coefficients sont ceux qu’aurait une équation dont les
racines seraient Xy, Zs, X3,.... De sorte que, aprés avoir
appliqué m fois le théoréme [ je supposerai que m est le
degré de f(x)], Jarriverai a une équation de la forme

Sl(x)—z2z fl(x)+ 3o,z f7 (2)—. .. 2 20en 20 f™(x) =0,

et cette équation aura toutes ses racines réelles. Il est
clair maintenant que pour rendre cette équation iden-
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tique avec I'équation (1) il suffit que les quantités arbi-
traires Xy, X,..., I, soient prises égales aux réciproques

3

des m racines de 1’équation (2). Le théoréme est donc
démontré.

Question T79;
Par M. G.-R. MAFFIOTTI,

Eléve de M. Genocehi, a Turin.
Supposant toujours que l’équation
(1) a+bz+czt+...=o0
ait toutes ses racines réelles, je fais

1
a—+ bz +cz24 ...

—A—+Bz+Cz2+...;

cela admis, je dis que si l’équation f(x) = o a toutes
ses racines imaginaires, il en est de méme de

(2) Af(xz)+Bf'(z)+Cf" (x)+...=o.

Si f(x) = o a toutes ses racines imaginaires, on sait
qu’il en est de méme de

S(z)+af' () +2f" (2)+...+a" f"(zx)=0
(c’est la question 777).

En suivant la méme méthode que j'ai suivie dans la
question précédente, j’applique a I'équation f(x) =o le
théoréme susdit, en prenant pour « la valeur x,; j'ap-
plique ensuite le méme théoréme a 1’équation résultante,
en prenant pour « la valeur x,, et ainsi de suite. Aprés m
de ces opérations [ m éiant le degré de f(x)], jarriverai
a une équation qui aura toutes les racines imaginaires, et
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qui sera de la forme

(3) (&) +Suf" (z) +[8 (z2:) + 8:] f7 (2)

+[S(zx z;) + 8 (z} ) + S, 1/ (&) +...= o,
on S,=xf + ... +xh, et S(x;x:,), S(x,x,2,),

S (x}x,)... sont les fonctions symétriques a deux,
trois,. .. lettres de Xy, Lgye vy Tp.

On démontrerait simplement cette formule, si cela
était nécessaire, en faisant voir qu’elle est vraie pour
n 41 facteurs, si elle est vraie pour 7n; cela suffirait,
puisqu’elle est vérifiée pour n =1, 2,....

Voyons maintenant s’il est possible de trouver pour x;,
Zsy. ..y X, des valeurs réelles telles, que les coeflicients
de I'équation (3) soient identiques avec les coefficients de
Péquation (2).

Si 2z, Zs,..., 2, sont les m racipes de I'équation (1),
on aura par hypothése

I

(z—2)(2—2) (2 — 2)... (32— 2n)

—A+Bz+Cz*4....

On a d’ailleurs

1 1 I 1
= —— I+ —2+ 52+ ...

z— 3, z, z, 2]

I T I I
= ——|1+=—2+ 5 2"+ )

3— 2, Z, 2, 2}

1 I o 1
= ——\I+—2 4 =52 +. )

z— 2, Z3 Zg z3




(80)

Donc, en multipliant membre 4 membre,

A+ Bz+Cz2°4...

:—l——t 1+zS.+z’[S(—-I-i> +Sz]
2y 23040 2y 212,
e [S <L 1 L>+ s (12 1) +s,]+...%.
242,23 2, 2,

Cette équation devant étre identique, puisque les deux
membres représentent également le développement d’une
méme fonction suivant les puissances ascendantes de la
variable, on aura

|

C—_ ' [s (LL) +s,],...,
- Zy Breee By FIR ) R

d’ot I'on conclut que pour rendre I'équation (3) iden-

tique avec I'équation (2) il suffit de prendre pour x,,

Xy, ..., X, les réciproques des m racines de I'équation (1).
C. Q. F. D.

Note. — Les questions 778 et 779 ont aussi été résolues par M. de Gros-
souvre.

Questions 182, 183 et T84

(voir 2° série, t. V, p. 480);

Par M. Roserr DURAND,

Eléve du lycée de Caen (classe de M. Toussaint).

783. i une figure qui reste toujours semblable & une
figure donnée se meut de maniére que trois de ses droites
passent par des points fixes, toute autre droite de la
figure passera aussi par un point fixe. (Perersen.)
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Lemume. — 8 Uon prend sur une droite ABD, assu-
jettie a passer par un des points A d’intersection de
deux circonférences, un point C tel, que ses distances
CD, CB aux points B, D oi la droite coupe les deux
circonférences soient dans un rapport constant k, ce
point décrira une circonférence.

En effet, soit A’ le second point d’intersection; me-

nons A’D, A’C, A’B,on a

CB

=%
d’ou

BD

ey —¥ 3 .
(1) ) “+1

Le triangle A’ BD étant toujours semblable a lui-méme,
puisque les angles A’ DB, A’BD sont constants, donne

A'D

(2) "ED-— :k’,

et, en multipliant les égalités (1) et (2),

A'D

— = (4 A =C.
b (A+1) C

Ainsi le triangle A’CD a un angle constant A’ DC com-
pris entre deux cdtés dont le rapport est constant : il est

Ann. de Mathémat., 2¢ sévic, t. V1. (Février 1867.) 6
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toujours semblable a lui-méme ; par suite, Iangle A’CB
est constant, et le point C décrit une circonférence de
cercle passant par les points A, A’ communs aux deux
premiéres circonférences, ce qui démontre le lemimne.

Considérons maintenant trois droites A'C/, B'C’,
A’B’ d’une figure satisfaisant aux conditions de I'énoncé,
qui passent par trois points fixes B, A, C.

Dans le mouvement, le triangle formé par ces droites
reste semblable a lui-méme; les angles sont donc con-
stants et ses sommets décrivent trois circonférences qui
se coupent au point O.

En effet, soit O le point d’intersection des circonfé-

Fic. 2.

\/

rences décrites sur AB, AC comme cordes, on a

AOB == AC'B,
AOC = AP’/ _C s
retranchons BOC —=BA' C;

donc O appartient a la circonférence décrite sur BC.

Une quatriéme droite EF de la figure sera déterminée
par le point E ou elle coupe A’C’ et par I'angle C'EF
qu’elle fait avec cette droite.

EC’ . .
Or le rapport g est invariable; donc, en vertu du
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lemme précédent, E décrit une circonférence passant
par O et par B. Soit G le point ou elle rencontre EF;
I’arc BG mesure le double de I’angle constant C' EF : le
point G est donc fixe et le théoréme se trouve démontré.
2° En transformant la figure par la méthode des po-
laires réciproques, on obtient le théoréme 782, savoir :

782, Si une figure qui reste toujours semblable a une
JSigure donnée sec meut de maniére que trois points dé-
crivent des lignes droites, tout autre point de la figure
décrira une ligne droite. (PeTersen.)

3° Si nous supposons les trois points A, B, Cen ligne
droite, la figure représente un quadrilatére complet et
trois cercles circonscrits a trois -des quatre triangles qui
le composent : ces trois cercles passent par un méme
point. On en conclut par analogie que le cercle circon-
scpit au quatriéme triangle B/ C’' A’ passe aussi par ce
point. On pourrait le démontrer directement de cetle
maniére

OB’ C’' = OB’'A = QCA==0CB = 0A'B=04A'C';

le quadrilatére OA’ B’ C’ est donc inscriptible; done, etc.
Les triangles qui ont pour sommet O et pour bases deux

Fic. 3.

colés opposés du quadrilatére sont semblables puisqu’ils
6.
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ont deux angles égaux chacun a chacun OBC’' = OCA’,
OC’A’ = OB’ A’ comme inscrits dans les mémes seg-
ments. De 1a le théoréme suivant :

784. Si l'on éte a un quadrilatére complet successi-
vement chacun de ses cotés, les cercles circonscrits aux
quatre triangles qu'on obtient passeront par un méme
point, et les triangles qui ont pour sommet ce point et
pour bases les deux c6tés opposés du quadrilatére seront
semblables. (PeTERSEN.)

Note. — La question 784 a été résolue en outre par MM. Laisant;
Driant; Victor Strekaloff, de 1'Université de Saint-Pétersbourg; Lamiche,
Laugier, du lycée Louis-le~-Grand ; Paul Besson, du lycée de Besancon;
Moreau, du lycée Saint-Louis; Paul Vivier, du lycée de Strasbourg; de
Villepin, du collége Stanislas; Welsch, du lycée de Metz; Thomas, du
collége de Melun.

CORRESPONDANGE.

1. M. Ch. Ruchonnet, de Lausanne. — « Dans votre
numéro de septembre dernier, vous avez publié un tra-
vail sur 'approximation, dans lequel I'auteur anronce :
1° que la connaissance des m premiers chiffres d’un
nombre suffit toujours pour en calculer la racine carrée
avec m chiffres exacts quand la premiére tranche n’a
qu’un chiffre, et, quand elle a deux chiffres, toutes les
fois que le premier n’est point inférieur a 4; 2° que cette
méme connaissance suffit toujours pour calculer avec
m chiffres exacts la racine cubique quand la premitre
tranche a moins de trois chiffres, et, quand elle en a
trois, toutes les fois que le premier n’est pas inférieur
@ 3. Mais il y a moyen d’établir une formule de laquelle
se déduisent tous les cas ou I'on peut se borner a m chif-
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fres du nombre considéré, ceux ou il suffit d’en calculer
m — 1, etc., en supposant toujours que la racine soit
demandée avec m chiffres exacts. Cette formule est ap-
plicable d’ailleurs aux racines de tous les degrés.

» Remarquons d’abord que I'erreur relative qui affecte
la racine n**"* d'un nombre approché par excés est moin-
dre que la n®™ partie de I'erreur relative du nombre lui-
méme. Désignons ce dernier par a, et soit « Perreur
absolue qui affecte sa valeur approchée, laquelle sera par
conséquent @ -+ o, puisque nous la supposons approchée
par exceés : L'erreur relative de la racine n*™ est égale a

va—+a— 'V"Z.
va
Désignant yVa + « par x, ya par y, et multipliant haut
et bas par la somme

.Z'"—l +~-£I‘_2] + ‘L»h—l?)-') + e e ,+_ ‘7-”—1’

le numérateur devient «; quant au dénominateur, il
b bJ
prend une valeur plus grande que na, et qui se réduit

N . 3 . n~TTTTT—
a na quand on fait « =o.L erreur velative de ya + « est
q v
donc moindre que — cest-a-dire que la n®" partie de
na

I'erreur relative de la valeur approchée de a + «.

» Remarquons ensuite que I'erreur qui atfecte la valeur
approchée d’un nombre décimal est moindre qu’une
unité de 'ordre de son m*" chiffre, lorsque 'erreur re-

I
k10"
vient le nombre quand on place la virgule a la suite de
son premier chiffre significatif, Cela est évident. Conce-
vons qu'on ait partagé a, a partir de la virgule, en tran-
ches de n chiffres, et désignons par H ce que devient «
quand on transporte la virgule 4 la suite de la premiére

lative est inférieure a » k désignant ce que de-
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tranche a gauche, laquelle peut avoir moins de n chif-
fres : VH est ce que devient ya quand on en transporte
la virgule i la suite du premier chiffre significatif, et, par
suite, 'erreur qui affecte la valeur approchée de ya est
moindre qu'une unité de Uordre de son m® chiffre, si
1

VH. 1om—t
d’aprés le théoréme de tout a 'heure, pour que ya puisse
¢tre connu avec m chiffres exacts, il suffit que « satis-
fassc a l'inégalité

son erreur relative est inférieure a Donc,

74 I

na ’\‘/ﬁ 10m—! )
» Elle a toujours lieu, si I'on a calculé m —+ 1 chiffres

« \ . @ .
de a ; car alors oeta plus forte raison —, est moindre
na
I
0™

que —> tandis que le second membre est plus grand

que _1%7" puisque VH est plus petit (.lue 10. 1l suffit donc

toujours de connaitre m —+ 1 chifires d'un nombre pour
calculer sa racine n'®"¢ avec m chiffres exacts. Cherchons
les cas ou 'on peut se borner A en calculer m, ou m —1,
ou ctc.

» Appelons pl'exposantde la puissance de 1o alaquelle
appartiennent les plus hautes unités de @ : p est positif
ou négalif, selon que a est plus grand ou plus petit que
Punité, etilest égal a zéro, si a est compris entre 1 et 10.
1l suffira des m premiers chiffres de @ pour avoir Va
avec m chiflres exacts, si 1'inégalité précédente subsiste
quand on y remplace a par roP~™+!, car cette puissance
de 10 estune unité de Pordre de celles que représente
le m#me chiffre de a. Effectuant la substitution, puis mul-
tipliant les deux membres par 10™*, notre inégalité de-
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vient

107 < H

na '\'/ﬁ,
ou, en désignant par & la valeur que prend a quand on
transporte la virgule 4 la suite du premier chiffre signi-
ficatif,

1 1
< ==
vH
Chassant les dénominateurs et élevant les deux membres
a la puissance 7, on arrive a ce résultat que la connais-
sance des m premiers chiffres de a suffit toutes les fois
qu’on a 'inégalité

nh

(rh)* > H.

» Considérons en particulier les racines du second de-
gré; il faut alors faire n = 2. La premiére tranche de «
contient soit un, soit deux chiffres. Si elle n’en contient
qu'un, on a

H=—1,

et I'inégalité précédente, résolue par rapport a %, de-
vient
/ I
L T> Za
condition toujours satisfaite , puisque % est compris
entre 1 et 10. Si la premiére tranche de a renferme deux
chiffres, alors H =10 A, et notre inégalité devient

/t>l4—0:2,5.

Donc : la connaissance des m premiers chiffres de a

suffit toujours pour obtenir \a avec m chiffres exacts
lorsque la premiére tranche & gauche n’a gu'un chiffre,
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et, lorsqu’elle en a deux, toutes les fois que le nombre
qu’elle forme n’est pas inférieur a 25.

» Pour les racines cubiques, il faut faire n =3, et la
premiére tranche de a peut avoir un, deux ou trois chif-
fres. Si elle ne contient qu'un chiffre, on a H=~#, et
I'on a H=10% si elle en contient deux. L’inégalité ci-
dessus, résolue par rapport a %, donne, dans le premier

cas,
1
h > \/Ea ]

et, dans le second,

Or, h éiant par définition plus grand que 1, ces deux iné-
galités ont toujours lieu. Si la premiére tranche est for-
mée de trois chiffres, alors H = 1004, et il vient

10

» Donc : la connaissance des m premiers chiffres de a
suffit pour obtenir Y a avec m chiffres exacts lorsque la
premiére tranche a gauche contient moins de trots chif-
Jres, et, lorsqu’elle en contient trois, toutes les fois que
le nombre formé par les premiers chiffres de aest,abs-
o o
—> soit a
27

traction faite des wirgules, supérieur a

1924......

» Dans les racines des degrés supérieurs, il arrive sou-
vent qu'on peut opérer avec moins de m chiffres de a. Par
un raisonnement en tout semblable au précédent, on dé-
montrera que la_connaissance des m — 1 premiers chif-

fres de a est suffisante pour obtenir Va avec m chiffres
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exacts lorsqu’on a I'inégalité

h\".
(’l’;‘(‘;) >H.

Déja,dans les racines de troisiéme degré, cette inégalité a
lieu toutes les fois que la premiére tranche de a ne ren-
ferme qu’un chiffre, et que le nombre formé par les pre-
miers chiffres de a est, abstraction faite des virgules,

L . . 10 .
supérieur a — soit a 6o85......
27

» Il faut remarquer que, puisque c’est une valeur de a
approchée par excés qu'on emploie, quand on aura cal-
culé les m premiers chiffresde sa racine n**™, il n’y aura
pas lieu d’augmenter le dernier chifite d’une unité. »

2. M. H. Picquet, sous-lieutenant du génie. —
« Dans Particle que vous avez inséré sous mon nom dans
votre numéro du mois d’avril dernier, j'indiquais un
moyen de simplifier quelquefois le résultat d'une trans-
formation polaire, lorsque par suite de la transformation
d’un cercle en une conique les énoncés venaient a perdre
tout I'intérét de la simplicité. Au lieu d’introduire cette
conique dans le nouvel énoncé, le moyen consistait a in-
troduire le cercle décrit sur le grand axe de cette conique
comme diamétre, lequel satisfaisait a certaines conditions
résultant de celles qui étaient imposées & la conique; j’ai
donné des exemples d'une pareille simplification. Jai
résolu a ce propos une question donnée par M. Mann-
heim, qui me fait remarquer une chose bien évidente,
c’est que :

» Un cercle a pour polaire réciproque par rapport a
un cercle une conique dont le cercle podaire par rapport
au foyer résulte aussi de la transformation du premier
cercle par rayons vecteurs réciproques.
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» Il n’est donc pas étonnant de voir des cercles ayant
méme centre radical se transformer en d’autres cercles
jouissant de la méme propriété dans la méthode de trans-
formation que j'exposais. Dés lors, voici comment il
faudra résoudre la question de M. Mannheim. Transfor-
mons toujours par polaires réciproques la propriéié sui-
vante :

» Toutes les circonférences circonscrites aux triangles
conjugués a une conique ont pour centre radical com-
mun le centre de cette conique.

» Les transformées de toutes ces circonférences seront
des coniques confocales inscrites respectivement daus les
triangles conjugués a une conique fixe; les cercles po-
daires de ces coniques par rapport au foyer commun se-
ront les transformés par rayons vecteurs réciproques des
premiers cercles, donc ils auront méme centre radical,
d’ont suit I'énoncé de M. Mannheim. Quant a la déter-
mination de ce point, elle reste toujours la méme (2° série,
t.V,p.152). La démonstration n’exigeait donc pas la con-
naissance de la propriété suivante (2° série, t. V, p. 149) :

» Langle sous-lequel on woit du foyer commun de
deux coniques confocales les points de contact d’une
tangente commune est égal a U'angle sous lequel se
coupent les cercles décrits sur leurs grands axes respec-
tifs comme diamétres.

» Ce théoréme n'en persiste pas moins comme pro-
priété curieuse, et les considérations qui précédent en
donnent Texplication philosophique. La méthode de
transformation persiste aussi, mais simplifiée, puisqu’on
n'aura qu’a trausformer par rayons vecteurs réciproques
les propriétés des cercles considérés, pour avoir les pro-
priétés correspondantes des cercles ayant pour diameéties
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les grands axes des coniques obtenues par transformation
polaire. Tout ceci s’étend naturellement a I'espace.

» Pour faire voir combien la considération de la po-
daire d’une conique par rapport & un foyer simplifie
quelquefois les questions, méme sans I'intervention d’au-
cune transformation polaire, je pourrai, par exemple,
résoudre la question suivante proposée dans le numéro
de juillet dernier :

» Les axes des paraboles qui ont pour foyer un point
donné et qui passent par deux autres points donnés sont
paralléles aux asymptotes de Uhyperbole qui a pour
Sfoyers les deux derniers points donnés et qui passe par
le premier point.

» 11 a été démontré (p. 146) que lorsqu’une conique a
pour foyer un point F' et passe par deux points A et B,
sa podaire par rapport au point F est tangente aux cercles
décrits sur FA et sur FB comme diamétres. En supposant
que la conique soit une parabole, on voit :

» 1° Qu'il y a quatre paraboles ayant pour foyer un
point donné et passant par deux points donnés : deux
sont imaginaires, puisque les cercles se coupant au
point F n’ont que deux tangentes communes; 2° que les
axes des deux paraboles réelles sont paralléles anx

rayons de ces cercles qui aboutissent aux points de con-
tact des tangentes communes.

» Soient
/\
C00' =«, 00'=d,
on a
o8 — R—r . __,\,/(l’—(.R—r)’
C Ot—_—————d ’ anba__———————ﬁ_r .

Considérons maintenant I'hyperbole ayant pour foyers
les points A et B et qui passe par le point F; elle a son
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centre en |, et I'angle que forment ses asymptotes avec AB
est donné par

b Ver— a?
tangB = » = —

Or sa distance focale est 24, son grand axe 2 (R — r);
donc

Vd* — (R—rp

tangfi = R—7

= tangz, dou x=2§.

C. Q. F. D. »

PUBLICATIONS RECENTES.

('Tous les ouvrages annoncés se trouvent a la librairie de Gauthier-Villars,
quai des Augustins, 55.)

Note du Rédacteur. — Sous ce titre, nous nous pro-
posons de donner la liste des ouvrages qu’on veut bien
nous adresser et dont nous ne pouvons donner un compte
rendu détaillé. Nous reviendrons, s’il y a lieu, sur quel-
ques-uns de ces ouvrages dans notre Bulletin bibliogra-
phique, que nous reprendrons aussitdt que nous en aurons
le loisir. Nous ferons connaitre les titres des Mémoires
insérés dans les Recueils scientifiques 4 partir du 1°" jan-
vier 1867. P.

Painvin. —- Théorie des surfaces polaires d’un plan.
In-8 de 198 pages; 1866. (Extrait des Mémoires de la
Sociéié de Lille.)

PonceLer. — Traité des proprietés projectives des fi-
gures, t.11. In-4 de virr-452 pages; 6 planches; 1866.
Ce volume, qui termine la collection des ceuvres de Mathe-

matiques pures de lillustre auteur, comprend : Théorie des

centres des moyennes harmoniques. — Théorie générale des
polaires réciproques. — Analyse des transversales appliquec
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auzx courbes et aux surfaces géométriques, — Divers Mémoires
extraits du Recueil de Gergonne, etc.

Pouora. — Mémoire sur les trigones, tétragones, hexa-
gones, etc. In-8 de 1v-32 pages; 1865.

Il s’agit des polygones curvilignes formés par les intersections
mutuelles de diverses courbes d’un faiscean de courbes du méme
degreé.

Pouora. — Des réseaux . In-8 de 16 pages; 1865.

Pourra. — Théorie générale des faisceaux et des in-
volutions, avec des applications aux tracés des courbes
de différents ordres. In-8 de 6o pages; 1865.

Poupra. — Perspective-relief. In-8 de 36 pages; 1 pl.;
1866.

Poupra. — De linvolution plane. — Propriétés du
tétraédre polaire. In-8 de 1v-20 pages; 1866.

CasteLnav. — Cours de Mathématiques appliquées, a .
I'usage des candidats aux emplois d’agents secondaires
et de conducteurs des Ponts et Chaussées. Lecons pré-
paratoires renfermant toutes les matiéres exigées, etc.
— Théorie. 2 vol. gr. in-8 de xx1v-120 pages et de
1v-208 pages. — Pratique. 2 vol. gr. in-8 de 1v-6o
pages et de 1v- 116 pages; 1866.

De Fasry, ancien éléve de 'Ecole Polytechnique. —
Discussion sur la maniére dont est présenté ordinai-
rement le premier principe du calcul différentiel, et
proposition d’une explication nouvelle de ce principe.
n-8 de 1v-76 pages; 1866.

L’auteur de cette brochure ne veut pas que la tangente soit
la limite de la sécante, parce que, « pour qu’il y ait vraiment
une variable avec une limite, il faut qu’il y ait entre la variable
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et sa limite une différence vraiment essentielle; de sorte qu'il y
aurait contradiction A ce que 'une se confondit avec 'autre. »
Pour M. de Fabry, la ‘dérivée est le quotient des valeurs zéro
de Ay et Az qui satisfont & I’équation '

F(z+ 8z, y +8y)—F(r, y)=o0.

DELsaux, de la Compagnie de Jésus. — Résumés de Phy-
sique mathématique : 1° Capillarité ; 2° Optique géo-
métrique. In-8 de x-64 pages et de vir-120 pages;
1865-66.

Commencement d’une suite de monographies concises sor les
principaux points de la Physique mathématique.

Rucnonner. — Exposition géométrique des propriéiés
générales des courbes; 2° édit. suivie d’'un 7raité sur
le calcul des incommensurables. In-8 de 6 pages;

4 pl.; 1866.

QUESTIONS.
794. Démontrer qu’'on a identiquement

XY +Y*Z+ 2°U +-U*X == o,
cn pl‘enant
X=x(xy —:3)

Y =2 — zp2,

Z—=—y(xy—12),
U= —(7°— z2?).

(HermiTE.)
795. Soit
x? o
?(t);:l+.l—-*l.25;4+ i e T
x? o

; B e = ..
1.2.3  1.2.3.4.5 1.2...272 +1 '
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on propose de démontrer qu’en faisant successivement

o () — a(=)],

R

w(2) = = [o () — 3a (2],

7 () = = [2a () — S ()],

9ive () = = [9¢ (x) — (27 +1) gips ()],

la fonction ¢; (x) ne contiendra que des puissances posi-
tives de la variable, et d’en trouver ’expression.
(Hermrre.)

796. On propose de démontrer que la circonférence
de D'ellipse, dont les axes sont 2a et 25, est égale a la
circonférence du cercle dont le rayon R est déterminé
par la formule

4R;:\/a’(2+\/;)+b2(2—-\/;)

+va (2 —y2) + b2 (2 + V2),

en négligeant seulement la huitiéme puissance de P'ex-"
centricité, et 'on demande de construire R.
(HermiTE.)

797. Démontrer que lout quadrilatére dans lequel les
diagonales sont entre elles comme les produits des cotés
qui comprennent ces diagonales est inscriptible dans un
cercle.

798. Trouver dans une sinusoide (transformée d'une
ellipse quand on déroule un cylindre sur un plan) des
arcs a différence rectifiable. Quelle est la courbe qui



(96)
pour la sinusoide joue le méme role que I'ellipse homo-
focale dans la théorie des arcs elliptiques a différence
rectifiable.

799. L’enveloppe des droites coupant une cycloide
sous un angle constant est une cycloide égale.
(Fourer.)

800. L’enveloppe des droites coupant une épicycloide
sous un angle constant est une épicycloide semblable.
(Fourer.)

801 (*). Si pos Pi> Pose-rs Gos §15 Gs5-.. sont des nom-

bres entiers tels, que £2 ait une limite finie ou nulle, la
»q 7 )

n

. . s, e )y
limite de la série 2t — P /

9o Qo G Fvq919q:
tité incommensurable.

—... est une quan-

(G.-C. pE Morcan, M. A))

802. p et ¢ désignant des nombres premiers respecti-
vement des formes 18n + 5 et 18n + 11, il est impos-
sible de décomposer en deux cubes, soit entiers, soit
fractionnaires, aucun des nombres suivants :

P> 2ps 4p*

7 2¢% 4y
(SyLvesTER.)

) Tiré du journal anglais The e¢ducational Times.
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MOUVEMENTS RELATIFS A LA SURFACE DE LA TERRE;
Par M. C.-E. PAGE,

Professeur a I’Ecole d’Artillerie de Vincennes.

La terre tourne autour d’un axe ayant lui-méme un
mouvement de translation dans Iespace.

Nous savons que dans ce cas 'accélération relative
d’un point en mouvement par rapport a la terre est la
résultante de Vaccélération absolue, de 1'accélération
d’entrainement prise en signe contraire, enfin de I'accé-
lération centrifuge composée.

Il nous faut d’abord déterminer 1’accélération d’en-
trainement, cest-a-dire P'accélération d’un point en
repos par rapport a la terre. Cette accélération est la
résultante de l'accélération centripéte due au mouve-
ment de rotation et d’une composante égale et paralléle
a ’accélération dont I’axe est animé dans son mouvement
de translation.

Or, les forces qui agissent sur tous les points de la
terre et qui déterminent le mouvement de translation
agissent nécessairement sur le point que I'on considére.
Par suite, la composante due au mouvement de traunsla-
tion entre a la fois dans I’accélération absolue et dans
I'accélération d’entrainement; cette derniére étant prise
en signe contraire, la composante due au mouvement
de translation disparait. D’ou I'on conclut que dans les
mouvements relatifs a la surface de la terre on peut faire
complétement abstraction du mouvement de translation.
L’accélération d’entrainement se trouve réduite a 'accé-
lération centripéte, qui, prise en signe contraire, donne
'accélération centrifuge.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VI, (Mars 1867.) 7
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Le mouvement de rotation de la terre donne donc
naissance a l'accélération centrifuge et a I'accélération
centrifuge composée.

Toute accélération nous représente I'effet d’une force
a laquelle elle est proporuonne]le par conséquent a
toutes les autres forces qui sollicitent un corps en mou-
vement.

Sur la terre, il faut joindre deux nouvelles forces qui
sont : la force centrifuge et la force centrifuge composée.

En appelant m la masse du corps, & la perpendiculaire
abaissée du centre de gravité sur I'axe, la force centrifuge
est dirigée suivant le prolongement de cette perpendicu-
laire et égale & m.h.w®.

En appelant v la vitesse relative du corps, o Pangle
que cette vitesse relative fait avec I'axe, v.sina est la
composante de la vitesse perpendiculaire a I'axe, la force
centrifuge composée est égalea 2.w.v.sina : elle est per-
pendiculaire a la fois a4 P'axe de rotation et 4 la compo-
sante v.sina.

Pour bien préciser le sens dans lequel elle agit, cou-
chez-vous suivant I'axe, les pieds au pole sud, la téte au
pole nord : la terre tourne autour de vous de droite i
gauche. Transportez-vous parallélement 4 vous-méme,
de maniére que vos pieds coincident avec le centre de
gravité du mobile, regardez dans le sens de la compo-
sante v.sina : la force centrifuge composée est dirigée
de gauche a droite.

11 nous reste a déterminer la vitesse angulaire w. Cest
la vitesse du point dont la distance 4 I’axe est de 1 métre.
La durée d’une révolution dela terre est ce qu’on nomme
le jour sidéral, qui est de 23" 56™ 4°,1 ou 86164%,1, d'otr

2.7

= W = o",000073.
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Pesanteur.

La pesanteur est la force qui fait tomber les corps 4 la
surface de la terre : c'est la résultante de lattraction
exercée par la terre et de la force centrifuge.

L’attraction varie avec la distance au centre de la terre;
la force centrifuge varie avec le rayon du paralléle :
donc la pesanteur doit varier en grandeur et en direction
avec le déplacement du corps. .

Mais la distance moyenne de la surface au centre de la
terre est d’environ 6376000 métres; le rayon du paral-
léle, pour les points suffisamment éloignés du péle, est
aussl trés-grand. Ainsi, a la latitude de Paris, il est d’en-
viron 4780000 métres; les déplacements que nous ob-
servons a la surface de la terre sont généralement trés-
petits relativement a ces dimensions. Par suite, nous
pouvons admettre que dans toute I'étendue du déplace-
ment la pesanteur conserve une intensité constante et
une direction fixe.

Nous avons vu que, a toutes les autres forces qui agis-
sent sur le mobile, il faut joindre la force centrifuge et la
force centrifuge composée. Or, la combinaison de la force
centrifuge avec la force d’attraction donne la pesanteur :
donc, quand on tient compte de sa pesanteur, il suffit
d’ajouter & toutes les autres forces la force centrifuge
composée.

En appelant p le poids du corps, la force centrifuge
composée a pour valeur

2.0.p

. 2.0,000073
Losing — ———————
g 9,81
= 0,0000148.p.0.sina.

<p.v.sina

Ainsi, pour un corps pesant 1 kilogramme, la force cen-
7.
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trifuge composée est égale & un poids de 148 dix-milli-
grammes multiplié par la composante v.sina. En sup-
posant cette composante de 500 métres, ce qui est & peu
prés la plus grande vitesse que ’on imprime aux projec-
tiles de l'artillerie, la force centrifuge composée est de
7%, 4o par kilogramme.

11 ne faut pas oublier que dans tout ce qui précéde
on a supposé que le mobile était assez éloigné du pole
pour que les variations de la perpendiculaire abaissée de
son centre de gravité sur l’axe de rotation fussent négli-
géables ; mais si I'on était trés-rapproché du pdle, il fau-
drait tenir compte de ces variations. Nous reviendrons
sur cette observation importante dans la discussion des
problémes.

Mouvement d’un corps assujetti & rester sur un plan
horizontal.

Prenons pour axe des x une horizontale dirigée de
I’ouest vers est ;

Pour axe des y la trace horizontale du plan méridien
dirigée du nord vers le sud;

Pour axe des z une verticale dirigée dans le sens de la
pesanteur. _

Représentons par A la latitude : c’est I’angle que le
plan horizontal fait avec I'axe de rotation.

En supposant le corps soumis seulement a I'action de
la pesanteur et de la force centrifuge composée, les équa-
tions différentielles du mouvement sont

2
(fi—: = 26».cos)‘.j—: —_ 2m.sinl.i—{,
dy . dx
F — 2mw.8IN\. d_t,
d*z

. dx
TZIT = —-20).(‘051.-(17 + g.
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Le corps étant assnjetti a rester sur le plan horizontal,
on doit avoir

dz o d’z

- = 5 — 0.

dr 7
En représentant par R la résistance normale du plan,
les équations deviennent

d’z . %Y
E;—._.—~2w.sm .E’
d*y -
= 2w. «—
e w . Sin dt7 .
o= 2w.COS ) s R
= w.C .dt"i-g ';

Multipliant la premiére par dx, la seconde par dy, et
ajoutant, il vient

dx dr dy dy

—.d{— —.d{-=)=o.

de (dt) + & <dt) °
Intégrant et déterminant la constante par la condition
que la vitesse initiale soit égale 2 V, on a

dx\? dy ’_ 2
(~,,—,)+(;,—)-v-

En intégrant chacune des deux premiéres équations sé-
parement, et représentant par ¢ l'angle que la vitesse
initiale V fait avec I’axe des x, on a

dr

= V.cosy —2w.sink.y,

d .
71% = V.siny — 20.cos).x.

e . der d , . ,
Eliminant = etd;: entre ces deux équations et la précé-

S I

e ..
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dente, on en tire

( V.cos{\? [ V.sin} \? v
—_——) + |+ — | = —
20,80} ( 20.8in4 4w, sin* 2

c’est I'équation d’une circonférence dont le rayon est
égal a '

\4

—_—
2,810 A
et dont le centre a pour coordonnées

° V.cosy
= T

V.sind
Y Xy = — —

T 2w.sink 2w.S810 A

En prenant sin} = 0,75, ce qui est a trés-peu prés la
valeur correspondant 4 la latitude de Paris , on a
,._Y,.,T_ zo _—Lr =9132.V.
2w,.S1Nn A 0,000109\)
Par conséquent, sous la latitude de Paris, une bille lan-
cée sur un billard de marbre, avec une vitesse de 1 métre,
au lieu de se mouvoir en ligne droite, tend a décrire une
circonférence de 9132 métres de rayon.
Si nous appelons ' la vitesse angulaire avec laquelle
le rayon tourne autour du centre, il est facile de voir
que nous aurons

w' == 2a.sin) == 0,0001005.

Cette vitesse angulaire o’ estindépendante de la vitesse
initiale V; de sorte qu’en supposant que le mouvement
puisse se continuer, le corps décrirait toujours la circon-
férence entiére dans le méme temps et reviendrait au
point de départ au bout de 57376 secondes.

En représentant par E le chemin parcouru dans le
sens de la vitesse initiale V au bout du temps ¢;
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Par d la déviation latérale a droite au bout du méme
temps ¢, nous aurons

\

E—= ———— sine’.ty, d=—=—v-—
2 w.SIn A

T 2w.sin) (1 — cosw'e).

Tant que P'arc w’. ¢ reste trés-petit, nous pouvons déve-
lopper sinw'.z et cosw’.t en séries trés-convergentes. Si
nous prenons le premier terme de chaque série, nous

avons

w.sin )

E=V.:, d=V.esink.t?y, d=— v Ez;

la force constante qui pousse le mobile vers la droite est

2®.51n ) .

m.20.5ln k.0 = <P .02 0,0000111.p.0;

g
la troisiéme équation
0= — 'zw.cos)‘.l—lf + g — R
dt m
fait voir que la résistance R, c’est-a-dire la pression exer-
cée par le mobile sur le plan horizontal, varie avec la
direction de la vitesse. Lorsque le corps marche dans le
sens du méridien, la pression R est justement égale au
poids p 5 mais lorsqu’il marche de I'est a I'ouest, la pres-
sion est augmentée et devient

» <! N zw':OS),V)

-3

Elle est diminuée de la méme quantité quand le corps
marche de I'ouest a l'est.

Sous I’équateur, sin} == o; la force centrifuge com-
posée devient perpendiculaire au plan horizontal; elle
ne peut engendrer aucune déviation latérale, elle pro-
duit seulement des différences de pression suivant le sens
du mouvement.
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Au poéle, cosA = o, la force centrifuge composée est
dirigée dans le plan horizontal ; mais les formules trou-
vées en supposant le déplacement du corps insensible
relativement a la longueur de la perpendiculaire abaissée
de son centre de gravité sur I'axe ne sont plus appli-
cables. Il faut nécessairement tenir compte des varia-
tions de la force centrifuge.

Prenant pour origine le pole méme; pour axe des z,
I'axe de la terre; pour axes des x et des y, deux axes rec-
tangulaires quelconques situés dans le plan horizontal,
les équations différentielles du mouvement sont

dax o
—_— T — 20— + .7,
. at’ {
d?y dx )
T
R
0 27 ¥ —— —.

Multipliant la premiére par d.r, la seconde par dy, et
ajoutant, il vient

dzx dx dy dr\
Zd- <:i—t:) +7{‘t—d. <—d—t> = (.’L‘d.’l‘+_}’d}’).

En intégrant et représentant par V la vitesse initiale,
on a

dx? dy? . )

wr T g = Ve (@ ).
Multipliant la premiére par y, la seconde par x, puis
retranchant la premiére de la seconde, on a

ary d*x

T =Y —20(zdz + ydy);

en intégrant
dy dx
L —-=

2 2
dt ‘ydt w(z + 1)
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nous avons donc les deux équatious
dz? + dy* = [V* + w?(2* + y?)].d?,
zdy — ydxr = o(x* + y*).dt.

Eliminant dt entre ces deux équations, il vient

w(zdzr+ydy) V(zxdy—ydz)

. \/x"—i— ¥? x+ y?

Cette équation s’intégre immédiatement. En remarquant
que la direction de I'axe des x étant arbitraire, on peut
toujours supposer qu'elle coincide avec la direction de la
vitesse initiale, on a

w \/;'7:—__7—’ = V.arc. <tang = Z)-
x

C’est I'équation d’une spirale engendrée par un point
glissant sur une droite, avec une vitesse constante V,
tandis que cette droite tourne autour d’un point avec la
vitesse angulaire constante w.

En représentant par E le chemin parcouru dans le
sens de la vitesse initiale au bout du temps ¢, par 4 la
déviation a droite au bout du méme temps, on a

E=V.t.cosw.t, d=V.t.sinw.r.

En employant la formule trouvée précédemment, on
aurait, pour les valeurs de ces mémes quantités,

E—=—sin20.t, d= AL (1—cos2w.t).
20 2w
Tant que I'arc wt est assez petit pour qu’on puisse se
borner & prendre le premier terme du développement du
sinus et du cosinus, on trouve dans les deux cas les
mémes valeurs pour E et pour d.
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Mouvement d’un corps entiérement libre.

La force centrifuge composée étant tonjours perpendi-
culaire a 'axe de rotation, oun rendra les calculs plus
faciles en prenant :

Pour axe des z une paralléle 4 'axe de la terre dirigée
du sud au nord ;

Pour axe des y le rayon du paralléle prolongé;

Pour axes des x une horizontale dirigée de I'ouest a
Iest.

En représentant toujours par A I’angle que la verticale
fait avec le plan du paralléle, les composantes de la pe-
santeur seront :

Suivant Paxedes y..... g.cosk;
Suivant 'axe des z..... g.sind.

Le mobile étant entiérement libre et soumis seulement
a l'action de la pesanteur et de la force centrifuge com-
posée, on aura les équations différentielles

dz dy

(l) —d[‘ ——20).-(—1-‘-7
dry dy

(2) 7};‘——-26).;1—[—b (05),
K

(3) _(dt: == — g.sin)

Ces trois équations s’intégrent immédiatement, et, en
représentant par U, U, U, les trois composantes de la
vitesse initiale, on a

d.

g::U —20.%,

2]

%—: \ - 20.Z — g,c08).¢,
dz

P U,— g.sin).¢.

.
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Cette derniére équation s'intégre une seconde fois et
donne

I .
z2== Uyt — - g.sink.t.
2

Multipliant équation (1) par dzx, et I'équation (2) par
dy, puis ajoutant, il vient

dr [dx dy dy\ .
—;j—;.d(—(—a) —+ (—[t‘d <-‘-l-[-> = — g.(‘,OS)‘.d_y,

en intégrant,

dz2 d 2
71?.{_ %:U”—(—Uf — 2g.cosh.y.

dx .
Remplacant - bar sa valeur (U — 20.y), on en tire

dy

dt — — .
VU +2(20U —g.cosd)y — fa?.y*

Pour intégrer cette expression, posons

20.U—g.cosk=n
et

Ul 4o2ny—4fot.y’=(a+20y).(6 —20y),
puis
(a +20.5)=(b— 20.7).2%,

nous aurons
dz

w.dt =
2241

En intégrant et posant

Yoy,
Vb
il vient

w.t = arc(tang = z) — arc (tang = £),
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d'ou
2 (4 + tango .2} .
T (1 — k.tange.t)?

Remplacant z* par sa valeur, on en tire

n . .
20.¥ :2—“-‘--(1 —cos20.t) + U sin20.1).

Mettant cette valeur de 2 .y dans P'équation

dzx
t—h—:U—zm_y,

et intégrant, on a

2=z Vet — —

n ; sin2w.t
2w

) +U,(cos2e.t—1).
2w

Le probléme est complétement résolu, car, en rem-
placant n par sa valeur, nous avons les coordonnées
du mobile en fonction du temps au moyen des trois
équations

1 .
xﬁm[g.cos).(zw.t—smzm t)
+20Usin20-t + 20U, (cos2w.t —1)],
(A) y':zl—r[g.cos)..(coszm.t—- 1)
| @
+ 20U sin2e.t — 20U(cos2w.t —1)],

g.sin}. o
Z:U,.t——”—————-——'
\ 2

I1 ne reste plus qu’a discuter ces équations.
Mouvement d’un corps tombant librement sans
vitesse initiale.

En faisant U = o, U, = o, U, = o, les équations (A)
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se réduisent a

g-cos5).(20.t —sin2w.t)

X o= 4(»’ Py
_ g.cos).(cOs2w.t—1)
Yy = 40), )
.sin).z?
g — &:SmAL

2

Les deux premiéres font voir que :

Quand un corps tombe librement, sans vitesse ini-
tiale, sa trajectoire relative se projette sur le plan du
paralléle suivant un arc de cycloide.

En effet, sur le prolongement de 'axe OY prenons une

longueur
__g.cos)h

= e

aC
.
du point C comme centre, avec Ca pour rayon, décrivons
une circonférence, puis faisons rouler cette circonférence
sur P'axe OX avec une vitesse angulaire 2w.

G

i
!
|
!
|
|
|
!
I
'Y
C

Le point a, {ixe sur la circonférence et qui a I'origine
coincidait avec le point O, décrit la cycloide ad, et au
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bout du temps ¢, les coordonnées du point a sont

g.cosd .
= —+(2w.t —sin20.17),
fo
g.cos)
)'__”4 — (cos2w.2—1).
(]

"

La seconde et la troisieme équation représentent la pro-
jection de la trajectoire relative sur le plan du méridien.
Les composantes de la vitesse sont

dr .COS h

I:gz > (1 —cos2w.t),
®

dy g.cosk 2.t

—_ = — -sin2w.

det 2w ’

= ink.t

— == — g.sin).t.

dt g

En faisant usage de ces formules, il ne faut pas perdre
de vue que les équations différentielles sont établies dans
I'hypothése d'un déplacement assez petit relativement
aux dimensions de la terre, pour que l'intensité de la
pesanteur puisse étre regardée comme invariable dans
I'étendue de ce déplacement. Il est nécessaire de déter-
miner les limites entre lesquelles cette hypothése peut
étre admise.

D’aprés une formule connue, en représentant par R le
rayon de la terre, par % la différence de hauteur, la varia-
tion de g correspondant a la hauteur % est donnée par
Pexpression

2/

§-

Or, la valeur moyenne de R est 6366 0ooo métres : il

s’ensuit que pour une différence de hauteur de 3000 me-
1

tres, la valeur de g varie de prés de 4.
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En calculant pour la latitude de Paris le rayon de la
circonférence qui engendre la cycloide, on trouve

%",ﬂ = 303743650 métres.

Cette circonférence roule avec la vitesse angulaire 2w
double de celle de 1a terre; elle ferait donc un tour entier
en 43082 secondes. Par conséquent, elle décrit un quart
de degré en 29°,918. Cette durée correspond a une hau-
teur de chute de 4380 métres. Il s’ensuit que les formules
ne doivent jamais étre appliquées que pour des valeurs
de ¢ bien inférieures & 30 secondes.

La longueur de I'arc 2 w.t doit donc toujours étre
moindre que 0™,00438.

L’arc 2.t étant toujours trés-petit, cos2w.t et
sin 2 .t peuvent étre développés en séries trés-conver-
gentes. Nous arrétant au terme

(2w.1)

1.2.3.4.5°

nous aurons des valeurs exactes jusqu’a la vingt-sixiéme
décimale; multipliant par le rayon qui est un nombre
5 P yon q
de neuf chiffres, nous pourrons pousser l’exactitude jus-
’ P p
qu’a la seiziéme décimale.
En effectuant les développements, on a

.Cosh . ot?
- B0 00,
g.cosh.t? + o.cosk.w? 2
C— § ,
’ 2 2.3
g.sinl.2?
- 2

Changeons les axes, et .prenons :
Le nouvel axe des z dirigé suivant la verticale en sens
contraire de la pesanteur;
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Le nouvel axe des y dirigé suivaut la méridienne et
du nord au sud;
L’axe des x restant le méme.
Représentons par x4, y1, z, les coordonnées rapportées
aux nouveaux axes, Nous avons

xr, = x,

¥y, =y.sink — z.cos),

2, == z.sin} +- y .cosh;
d’ou

I , 2
.r,:;.g.t.g.cos).w.t,

1 | \
_1-,:-2-.g.t’.g.51n).cos).w’.t‘,

I 1

z,:——;.g.t2 1——-?;cos’.).:,)’.t2 .

1
I.e facteur ;.g.t2 est la hauteur de chute correspon-

dant a I'hypothése de 'immobilité de la terre. On voit
qu'en tenant compte de la rotation, cette hauteur doit
&tre un peu diminuée.

Le mobile est dévié vers Dest et vers le sud ; mais cette
derniére déviation est beaucoup plus faible que la pre-
miere.

Pour la latitude de Paris et pour ¢ = 20 secondes, on a

l m
;g.t’: 1971,60,
z, =  0,1266555,
¥= 0,0006931,
z, = 1971,5993g00
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NOTE SUR LA DIMINUTION DE LA CLASSE D’UNE COURBE;
Par M. L. PAINVIN.

1. Je ne m’occuperai, dans cette Note, que des points
doubles.

Lorsque le point double est un point double ordinaire,
c’est-a-dire ayant deux tangentes distinctes, la classe de la
courbe se trouve diminuée de deuxr unités, et de deux
unités seulement.

Lorsquele point double est un point de rebroussement,
c’est-a-dire lorsque les deux tangentes coincident, la di-
minution de la classe est, dans le cas le plus général, de
trots unités; mais elle peut étre supérieure a ce nombre.

Voici la proposition qu’on peut énoncer :

« Si la tangente de rebroussement a avec la courbe
» un contact proprement dit de 'ordre p, c'est-a-dire si
» elle rencontre la courbe en (p + 2) points coincidant
» avec le point de rebroussement; si, en 'méme temps,
» cette tangente a, avec la premiére polaire d’'un point
» quelconque, un contact effeciif de l'ordre (p —k),
» c’est-a-dire si elle rencontre la premiére polaire
» en (p—k- 1) points coincidents, la classe de la
» courbe sera diminuée de

(p — k =+ 2) unités;
» le nombre entier kpeut varier depuis o jusqu’a (p — 1).»

Ainsi, lorsque la tangente de rebroussement a avec la

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VI. (Mars 1867.) : 8
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courbe un contact effectif de I'ordre p, la diminution de
la classe peut varier de 3 & (p 4+ 2) unités. Je remarque-
rai que, lorsque la tangente de rebroussement a avec la
courbe un contact effectif de 1'ordre p, elle est en méme
temps tangente multiple de l'ordre p de multiplicité;
dans le cas actuel, tous ses points de contact coincident
avec le point de rebroussement.

2. Pour établir cette proposition, je rappellerai
d’abord que les points de contact des tangentes qu’on
peut mener d’'un point a une courbe sont donnés par les
intersections de la courbe avec la premiére polaire du
point; et lorsque la courbe posséde un point double, les
droites qui passent par le point double ne sont pas,
quoique satisfaisant=a la condition analytique du con-
tact, des tangentes proprement dites.

Prenons le point de rebroussement pour origine et la
tangente pour axedes y, puis rendons homogénel’équation
de la courbe en représentant les coordonnées d’un point

pal‘

ll'&

et f Nous admettrons que le terme en zm—7—!

soit le premier & partir duquel tous les termes renfer-
ment, jusqu’au dernier, le facteur x; le dernier terme
sera z"~*x?, puisque I'origine O est le point de rebrous-
sement et que la tangente est Oy. Nous supposerons, en
second lieu, que le terme en z"~P+*=! soit le premier &
partir duquel le facteur x entre dans tous les termes,
jusqu’au dernier, avec un exposant au moins égal a 2; le
terme qui précéde, en z™P*=*  ne contient le fac-
teur x qu’a la premiére puissance ; quant aux termes qui
précédent celui-ci, ils renferment le facteur x a des puis-
sances quelconques égales ou supérieures a 1'unité. En
mettant ces diverses circonstances en évidence, I'équation
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de la courbe pourra s’écrire :
" C=gm(2,y) 2o (7, y) . 2P (2, ¥)
P Ty (2, ) P gz, ) S
—i- zm—P+"~’-Z‘?p_k+| (J‘,J’)
(r) ¢ = g 2 ki (75 0)
oz Pkl o, g (Ed) e
+ " xhg i, (2, y) + 2" P2} (Axr + By)

- zm—z x? == 0.

Les fonctions ¢, sont des fonctions homogénes en x et y
et de degré i; les exposants ,j de x, dans la seconde
ligne, ont des valeurs égales ou supérieures a 'unité; les
exposants iy, Iy,... i, ont des valeurs égales ou supé-
rieures a 2.

Le nombre entier k peut varier depuis zéro jus-
qua (p —1). Lorsque k =1, tous les termes, a partir
du terme en z™P~* exclusivement, renferment x avec un
exposant au moins égal a 2; lorsque k = p — 1 I'avant-
dernier terme ne contient le facteur x qu’a la premiére
puissance.

Il est visible, d’aprés I’équation (1), que I'origine O est
un point double de rebroussement pour la courbe C; en
outre, la tangente de rebroussement rencontre la courbe
en (p—+ 2) points coincidant avec le point O, car
pour x = o le premier membre de ’équation (1) est divi-
sible par y7+*; et, comme l’origine O estun point double,
la tangente de rebroussement aura donc avec la courbe
un contact effectif de l’ordre p.

La premiére polaire d’un point (2, §, y) du plan a
pour équation ‘

¢ dC  dC_
“d.r'pdj T =%
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c’est-a-dire

don
'—0“‘[ e (ly +?<Pm—|('rv.7)—|

de d ;
+ [t g “"’;’+<m—p—m,,-w<x»y>]zm*""
.d —i. .d —i. i
~+ zm—p—t [a.z'—%%:—t' + gt _?';f—ﬂ +y(m—p)aigp_j(z,y)
—+ iax'! -?p—i+|(x’.7)] —+

e gm—pH— | g d‘?P—ﬁ-H 4+ ?’x d?ﬁ—"""
dx dy

+q(m—p+k—1)T 9ptrii (7, 7)

B (z,r)]

dcpl’—"'-'l“"
dy

oy (m—p 4+ k)xsgp i, (7,)

—+ i ozt Pp—-k—iy+1 ('7373')]

d Pp—h—iy+1

A gmph—t [ax‘} + Bt

;Ao cde; ’
-+ 2" [ax'h%iﬂ—ﬁx’,,(z—}" +7(m—3).z’(A.:c+B_y).

+ ipaxy gy, (.z‘,y)]

+z"3ax! A+-Ba2 By (m—2) 2’ +2ax (Az+By)|+2" 220z,

Le point O est un point simple pour la premiére polaire
d’un point quelconque, la tangente est la droite Oy. En
faisant £ =0, on constate que le premier membre de
I’équation (2) est divisible par y?~*+'; car le terme du
moindre degré en y provientde ¢,_;;4 (0, y); et, d’aprés
les hypothéses admises, ¢,_;4 (, ¥) ne renferme pasle
facteur x. Ainsi la droite Oy rencontre la premiére po-
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laire en (p — k1) points coincidant avec le point O;
la tangente de rebroussement a donc avec la premiére
polaire d’'un point quelconque un contact effectif du
(p — k)™ ordre.

Il est facile de voir que, si a partir du terme en z™~7~!
inclusivement, tous les termes de I'équation (1) renfer-
ment le facteur x avec un exposant au moins égal a 2, la
droite Oy a, avec la premiére polaire P, un contact ef-
fectif du p®mordre ; car alors le dernier terme g,_,, (x,y)
de la troisi¢me ligne disparaitra, et tous les termes de
I'équation (2) s’annuleront jusqu’au terme en z"~7+* ex-
clusivement.

Ce cas particulier se déduit évidemment de I'expres-
sion précédente (p — k), en y supposant k = o; on peut
ainsi regarder le nombre entier k comme variant de zéro
a(p—ru).

Il résulte de ces considérations que la courbe C et
la premiére polaire P ont (p —k—+ 2) points com-
muns coincidant avec le point O, savoir : deux points
provenant de ce que la polaire P passe par le point
double de la courbe, et (p—k) points provenant de I'ordre
du contact, c’est-a-dire (p — k) points communs consé-
cutifs sur la direction Oy.

Donc, le nombre des tangentes proprement dites ou
la classe de la courbe de C est diminuée de

(p — k -+ 2) unités.

3. Yai dit que la tangente de rebroussement, qui a
avec la courbe un contact effectif de lordre p, était
une tangente multiple de Uordre p de multiplicité.

Pour le démontrer, rappelons la définition des tan-
gentes multiples :

. Une tangente est multiple de I'ordre p lorsque, parmi
les tangentes menées a la courbe d’un point quelconque
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de cette droite, il y a toujours p tangentes coincidant avec
la droite considérée.

Déterminons ce nombre dans le cas de la tangente Oy ;
pourcela,il nous faut étudier I'intersection de la courbe C
avec la premiére polaire d’un point quelconque de la
droite Oy.Or, la premiére polaired’un point quelconque
de Oy se déduira de’équation (2) en y supposant a=o0;

on trouve ainsi

' dan .
L0 == Lﬁ—‘—;— 7qp,,,_,(.r,_y)J —-— .
[p Z9p+ +(m—p—1)aiop iy (=, j)] Zmp=2

do,_; . N
- gn—p—t [@z‘—?‘;}:—*'l -y (m —p).r'q;‘,,_‘j(x,y)J “+..

Lo, A
e [3‘ l—?fi}hj g (m— p i k=) gy ki (£, )]

e gm—ph—1 [[3 at, _q’fj_'lt'.

+- zm—H [ﬁ.r‘ ‘P‘;“ “+ 7y (m— 2) 2 Az + By)]

"3 [BB + gy (m — 2) )L

Le point O est aussi un point de rebroussement pour
la polaire P/, et Oy est la tangente de rebroussement.

Pour reconnaitre quel est le nombre des points coin-
cidant avec O et communs aux deux courbes C ou (1)
et P’ ou (3), rappelons d’abord ce fait dont il est facile
de se rendre compte :

Si deux courbes ont un point double commun et les
mémes tangentes distinctes en ce point double; si, en
outre, ces tangentes ont, avec l'une des courbes, la pre-
miére un contact effectif de ordre I, la deuxiéme un con-
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tact effectif de 'ordre J, et que, pour les branches cor-
respondantes de la seconde courbe, les ordres de contact
effectif de ces tangentes soient au moins égaux aIetJ,
les deux courbes en question auront

(4 +1+17)

points communs et coincidant avec le point double.
Prenons maintenant deux courbes ayant en commun
un point double ordinaire avec tangentes communes, et
donnant comme cas particuliers les deux courbes (C)
et (P’); puis cherchons le nombre des points communs a
ces deux courbes et coincidant avec l'origine.
. Or, les équations des deux courbes (C) et (P’) seront
évidemment données par les deux équations suivantes :

Ci==0 == gu(&, ) + 3gn_i (L, )) -+... 4 2" P 29,0(2, )
2P gy (2, ) 2P Al g i (,y)
Pt g, o (2,))

i P T (2 — XY ) @pkmiyt (£5)

- 2P (T (2 — MY ) gpiei, (25 )

4 2T (2 — 1Y) Qumin (5 )

"z (2 —\y) Az - By ) +z"x(x - hy),

dom i
=0 [ﬁ e = P Py (x’f)J -+
dt?p_,_ B { m—p—2
@.b____ “+(m—p—1)Tgpin{Z,y) | 2P

. o, ; )
. gm—p—! [@ § LOp—itt —y(m—p )& gp_j(x, }’)] -+
—- znx~/)+lt+1 [px (f_?P:_‘:_'.

Ay m—p+k—1)2 (22— Ry )pp—b—irt1 (T, y)_l
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—+ z”"l"‘"'—'[pxi,—' (x —Ay) ‘.ﬁ’_;_");"i

Fy(m—p B 2t (2 — zy)qop.‘_f,u,nj

. (I? —
—+ zm [(Sx',;-' (x —Xy) —:l_y g

+qg(m—2)z(x— ly)(A:L‘-—!—B}')»I
+ 23 [BB + y(m — 2)] x(x —hy),

en y supposant A nul.

Mais les deux courbes C, et P, ont un point double
commun, et les deux tangentes communes x =o,
x — ly = o. La premiére tangente x = o0 a, avec la
courbe C,, un contact effectif de I'ordre p, et, avec la
courbe P, un contact effectif de I'ordre (p —1); la
deuxiéme tangente x — ly =0 a, avec la courbe C;, un
contact effectif de I'ordre (p — k), car elle la rencontre
en (p — k + 2) points coincidents, et,avecla courbe P’
un contact effectif de 'ordre (p —k —1), car elle la
rencontre en (p — k -+ 1) points coincidents. Ainsi, dans
le casactuel, I=p—1, J = p — k—1 ; donc les deux
courbes C; et P, ont (4+1-+1J) ou (2p —k =+ 2) points
communs coincidant avec l'origine O. J’ajouterai qu'il
n’est pas possible de former les équations de deux courbes,
telles que C, et P, ,ayant un point double commun et méme
tangente, et possédant plus de (2p — k + 2) points com-
muns coincidant avec le point double, lorsqu’on impose
en méme temps & ces deux courbes la condition de don-
ner, comme cas particulier, les courbes C et P’. Car la
tangente x = o a d'abord, avec les courbes C, et P',, le
méme contact respectif qu’avec les courbes C et P; quant
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a la tangente x — Ay = o, elle ne peut pas avoir avec
la courbe C,; un contact d’ordre supérieur a (p — k) ;
car il faudrait pour cela introduire le facteur (x — 1y)
dans la fonction ¢, ;. (7, y); et alors, en supposant
A =o0, on trouverait x* comme facteur dans le terme
en z"P+=2  ce quiserait contraire aux hypothéses ad-
mises. On raisonnerait de méme par la courbe P',.

Nous conclurons de la, en supposant 2 = o, que les
deux courbes C et P’ ont (2p — k + 2) points communs
coincidant avec le point O.

* Ainsi,le nombre des tangentes, distinctes de Oy, qu'on
peut mener a la courbe d'un point quelconque de Oy, est
diminué de (2p —k—+ 2) unités; et si, de ce dernier
nombre, nous retranchons le nombre (p — k -+ 2) des
tangentes non eflectives qui correspondent 4 un point
quelconque du plan, il reste p, c'est-a-dire que, parmi
les tangentes effectives qu'on peut mener a la courbe
d’un point quelconque de I’axe Oy,ily en a p qui coinci-
dent avec la droite Oy. Donc la tangente de rebrousse-
ment est une tangente multiple de I'ordre p de multipli-
cité. Il est visible d’ailleurs que I'ordre de multiplicité ne
peut pas étre supérieur a p, puisque cette tangente n’a,
avec la courbe C, qu’un contact effectif de I'ordre p.

4. Une remarque analogue se présente lorsqu’on sup-
pose la classe de la courbe invariable, c’est-a-dire lors-
qu'on se donue 'équation tangentielle de la courbe.
Dans ce cas, c’est 'ordre de la courbe qui se trouve di-
minué par la présence d’une tangente double.

Une tangente double ordinaire, c’est-a-dire une tan-
gente double dont les deux points de contact sont dis-
tincts, diminue 'ordre de la courbe de deux unités, et de
deux unités seulement.

Lorsque les deux points de contact coincident, c’est-a-



((122)

dire lorsque la tangente double est une tangente d’in-
flexion, on peut énoncer la proposition suivante :

« Si, parmi les tangentes qu’on peut mener du point
» d’inflexion 4 la courbe, il y en a (p + 2) coincidant
» avec la tangente d’inflexion (alors le point d’inflexion
» est en méme temps un point de rebroussement d’or-
» dre p pour la courbe C); si, en outre, parmi les tan~
» gentes qu’on peut mener du point d’inflexion de Ca la
» premiére polaire d'une droite quelconque, il y en
» a (p—k—+1) coincidant avec la 1angente d’inflexion
» (alors le point considéré est un point de rebroussement
» d’ordre (p — k) et non d’inflexion pour cette pre-
» miére polaire), P'ordre de la courbe sera diminué de

(p — k -+ 2) unités;

» le nombre entier k peut varier depuis zéro jusqu’a
p (p—1). »

Pour établir les diverses parties de cette proposition,
il suffira d’interpréter les calculs précédents dans le sys-
téme des équations tangentielles ; et nous . considére-
rons x, y, z comme les distances d’une tangente quel-
conque de la courbe C aux trois sommets d’un trian-
gle abc. Dans ce systéme, I'égquation

dC  _dC dC
@ —:—Bzy—q—,g_

représente la premiére polaire d’une droite quelcon-
que (e, 3, 7) du plan.

Cette interprétation repose sur le théoréme suivant,
analogue & celui que j’ai démontré dans la théorie des
surfaces polaires d’un plan, et que je ne ferai qu’énon-
cer :

« Le nombre des points de rencontre d'une droite
» (a,(,7) avec une courbe, donnée par son équation tan-
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» gentielle, est égal au nombre des tangentes communes
» a la courbe et a la premiére polaire de la droite; ces
» tangentes touchent la courbe aux points on elle est
» rencontrée par la droite considérée. »

Ceci posé, nous voyons, par 1’équation (1), que le
sommel a du triangle abc appartient a la courbe C; que
la droite ab (x =10, y = 0) est une tangente double
dont les deux points. de contact coincident, c’est-a-dire
une tangente d’inflexion ; et enfin que, par le point a,
passent (p -+ 2) tangentes coincidant avec la droite ab.

L’équation (2) nous montre que le point a appar-
tient aussi 2 la premiére polaire de la droite quel-
conque (a,(3,7) ; que la droite ab est une tangente simple,
et enfin que par le point a passent (p —k+1) tan-
gentes a la premiére polaire coincidant avec la droite ab.

Or, les deux équations (1) et (2) ont en com-
mun (p — k- 2) solutions nulles (x =0, y =0); on
peut se rendre compte de ce fait en se plagant de nouvean
dans le systéme des coordonnées-point.

Donc la courbe C et la premiére polaire P d’une droite
que]conque om(p—k-i— 2) tangentes communes coincidant
avec la droite ab. Par conséquent, le point ou la droite
quelconque («, {3, ) rencontre la ligne ab équivaut a
(p—k-+2) points d’intersection de cette droite avec la
courbe C; mais ces points, quoique satisfaisant aux con-
ditions analytiques qui expriment qu’un point appar-
tient a une courbe, ne sont pas, a proprement parler, des
points de la courbe C.

Donc, Lordre de la seconde courbe C est diminué
de (p — k + 2) unités.

Je remarquerai, en outre, que le point a est un point
de rebroussement d’ordre p pour la.courbe C.

En effet, I'équation (3) est la premiére polaire d’une
droite quelconque (O, f3, y) passant par le point a; et
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comme, d’aprés la discussion du n° 3, les équations (1)
et (3) ont en commun (2p — k + 2) solutions nulles
(x = o0, y = 0), il en résulte que cette droite rencentre
la courbe C en (2p — k—+ 2) points coincidant avec le
point a. Mais, si de (2 p — k+ 2) on retranche (p —k—+2)
(nombre des points improprement dits de la courbe au-
(uel équivaut chaque point de la droite ab), il reste p ;
p est donc le nombre des points effectifs de la courbe
coincidant avec le point a. Ainsi, une droite quelconque
passant par le point @ y rencontre la courbe en p points
effectifs coincidents ; d’ailleurs, la tangente est unique;
le point a est donc un point de rebroussement d’ordre p
pour la courbe Cj il est en méme temps un point d’'in-
flexion. :

Le méme raisonnement, appliqué a la courbe P, nous
montre que le point a est, pour la premiére polaire P, un
point de rebroussement d’ordre (p — k); mais il n’est
plus, pour la courbe P, un point d’inflexion, car la
droite ab est alors une tangente simple.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 673

(voir 2 série, tome I, page 479);
Par M. LAISANT,
Lieutenant du génie.

Inscrire dans une parabole un triangle abe sem-
blable & un triangle donné ABC, et dont un des som-
mels a soit silué en un point donné sur la courbe. Cas
particulier ou le triangle ABC est équilatéral.
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Soit a le point donné sur la parabole donnée (*).J ap-
pelle AB le plus petit des deux coés AB, AC, et je
méne par a une corde quelconque af8 que je considére
comme homologue de AB. Je construis sur af3 un triangle
semblable 4 ABC. Le probléme a deux solutions et me
donne deux sommets y,y, homologues a C. L’intersection
des lieux géométriques de ces points y, y, avec la para-
bole fournira la solution de la question. Or, 'angle Say

ay AC ,, .
est constant; le rapport — = — I’est aussi. Donc on

afl  AB
obtient le lieu du point y en réduisant tous les rayons af3
dans un méme rapport et en faisant tourner, tout d’une
pitce la courbe obtenue de 'angle a, laquelle courbe est
nécessairement une parabole. De méme, le licu de 7, est
une parabole égale qui aurait tourné du méme angle
en sens contraire. Notre intention n’est point ici de
développer le calcul, assez fastidienx du reste, auquel
donne lieu la recherche des points communs. Nous fe-
rons seulement observer que, suivant la position du
point a sur la parabole donnée, et les valeurs de 'angle &

AC
et du rapport +=» les paraboles y,7, peuvent couper cha-

cune la parabole donnée en trois ou deux points, ou en
un seul point (non compris le point @ nécessairement
commun). Le cas de deux points communs est particu-
lier, car il suppose un contact. En résumé, le probléme
peutavoir depuis six solutions jusqu’a deux. Il peut méme
n’en avoir qu’une, s’il s’agit d’un triangle isocéle, et que
I'angle ¢,ac,, formé par les deux solutions obtenues, soit
égal a T'angle A. Cela arrive lorsque le point a est le
sommet,

Les paraboles y, y; sont plus petites que la parabole

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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donnée dans I’hypothése AC<ZAB. Elles lui deviennent
égales dans le cas d’un triangle isocéle. Dans le cas du
triangle équilatéral, on a en outre A = 6o degrés; de
sorte que les éléments du calcul sont fixés. Comme nous
n’avons pu trouver dc¢ forme simple pour ce calcul, ni
dans I'exposition, ni dans les résultats, nous nous arré-
tons ici, ayant simplement montré i quelle question
peut se ramener le probléme.

Note. — Une remarque analogue a celle que fait M. Laisant servirait a
mettre en équation le probléme plus général : Inscrire dans une courbe

\

donnée un triangle semblable a un triangle donné. Dans quel cas le pro-
bléme relatif a la parabole est-il susceptible d’une construction par la
régle et le compas? P.

Question T73
(voir 2° série, t. V, p. 884);

Pan M. Avreren GIARD,

Eléve du collége de Douai (classe de M. Painvin).

Etant donnée une équation réciproque f (x)=o,
quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que l’équation en y, obtenue en posant

I
x4 - =y,
x

soit elle-méme réciproque ?

Je rappellerai d'abord que sil’on pose x + -l; =y, on

a la relation

n Y A '_I:_E n—s ___ (_IZ_:—_@LR_;—__E) n—6_4 ..
SR A A " 2.3. d
—p—1)(r—p—2)...(n— 2p+
+(-1)n (_” _]’__')(" 21)3;) \n—2p l))"‘”P—{—...
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Cette formule a été établic dans les Nouvelles Annales,

t. XX, 1861, p. 155.

Cela posé, considérons une équation de degré pair,
dont les coefficients des termes équidistants des extrémes
soient égaux et de mémes signes. Les antres cas se ramé-
neront au précédent par la suppression des racines - 1
ou —1.

Soit donc I’équation

on:n _{_Alxin—l +A2x2n—2 - ..+ An_‘ .l,‘"'H —+ A,,Z‘"

LA, 2t . 4 Ax-A, 0.

Divisons par x",

/ 1
Ao ( + I )—{—A|(.l‘""’ —4- ,ITI-:> —’—...—%—»A,.-.(.z‘ — ;) —&—A,,:::O.
“ll .‘l.

Si Pon pose .r—%—i:y, et que l'on développe les bi-

1 . .
nomes de la forme z" + — d’aprés la formule (1), I'équa-
£

tion en ) est
Apy® Ayt - (A —nAg) "t 4 [Ay — (n— 1) A Jym3
—3
—I—[ ‘—(n——:z)AQ—%—nf-z—— An] yrh

-+ [ s—(n—3)A;+(n—1) 1—;:—4- A,] s

*’.—[As—('l—é.) A(”r‘(ﬂ-?-)n ;5Ar" n (n——é')(n—_S)Ao]fn_s

..............................................
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k
'/A,;,_,——(n—zk+3)A,k_,+(rz~—zk+5)—-—22—i—gA,;f_,,
"*(”—2&'—*—7)(”—2‘_*_?);”—2‘*3)AM—-7+
+ (=0 (n —2k4+2r4+1)
-+ —_ 3 _ —_ n—2l+|
/ ><(rz 2k 4+ 2)(n 223/:—!—3) n 2‘+”A“_»r—l+
s (n— 2k + 2)(n — 2k + 3).. (n~l—2
=0T =3) 2.3...(h—2)
(n-—zl—}—z) (n—/l—l)
o y Vo=t
+ (=) (r —1) 1)
’ k
[ Mok —(n— 2k 4+ 2)Auicat (n— 2k + §) L py,

2

ok — 2k 4 2)
(n—nkp) 22k 2)
2.3
nzk

“+ (—1)y(r—2k+27)

+ X(”—21n‘+l)(ﬂ—')l"—+—z) (n_zl_,_,._lA“ -
2.3...r
(n— 2k +1)(n—2k—+02). ’n—A_g
1)t (g —
= =) 2.3...(A—1)
I e R

4+ [Anmi— 3An s + 54— A +...
(=1 (2r+ A r—1+. T —3) AR (n—1)A ]y
+[An— 280+ 240 ..+ (— 1) Apar 4. . TE2A, T 2A]=0.
Pour écrire les derniers termes nous avons supposé
n pair. Si n était impair, on aurait :

+[Ant — 3+ 54+ ..
+(—1) (2r-+1)Apar —1+...2=(n—2)A;mnA )y
+[Aw— 2Apa+ 248, ..
+(—1)2A ,r+...22A,m24A,]=o.
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Pour exprimer que cette équation est récipraque si
elle est de degré impair, nous écrirons que les coefficients
des termes équidistants des extrémes sont égaux et de
mémes signes, ou égaux et de signes contraires. Si elle
est de degré pair, nous écrirons que ces coeflicients sont
égaux et de méme signe, ou que le terme du milieu est
nul et que les coefficients équidistants sont égaux et de
mémes signes, ou égaux et de signes contraires.

1. Soit n=12p. Alors le nombredes termes est 2p—+1,
il y a un terme du milieu en y"~? et 'on a les conditions :

)

Ay=A,—2A,,+2A,.

+(—1) Ausar+. .. 2A T 2A,,

.‘\| = A,,_.v - 3[\.,,_3 -+ 5A,,_5. .

(=10 A+ E (=314, = (r — 1) A,

(n—p+2)n—p+7r)
2...1
R seerieuean s T T

+ (—1)(r—p+a2r-+i) Ap—2r

>
|
S
+
N
0
I
~x
+
R
—
N
|
[SE]
l
N
S——
>

{(n—p+2)(n—p-+3)... (ll——l;)-—l
Fin—1) Y
2.3... (Z —1)
’ |

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VI (Mars 1867.) 9



(n—p)(n—p+1)...(n—p+r—2)
2 3...r

(=1} (a—p+2r—1)

Pour écrire la derniére égalité nous avons supposé p pair,

14

de sorte que Sestun nombre entier. Si p était un nom-

bre impair, on aurait :

Ay —(R—p4-3)Ap s \
+(—|)’(n——p+7r+1)(n—p+j)m(r”_p+r) Apary
e T T T RPN
{ (r—p + 2) ..(n——p—:3>
=+ (n—2) —3 A,
2... 2
2
P+ 1)\
(n——p—f—z)...(n— S )
Fn 1 A,
2... 2




Appi—(R—pH 1) A e |
rn—p)(n—p—+1)..(n—p+r—2
+(-—l)’(ll——p+2r—l( P) p2.3)...(r i )Ap—!r-i-l
o TS
— (r—p)(rn—p +2). .(n-—-p_:5> }
*+(n —2) A,
2.3... 01
2
(r—p)(n—p+1) -(ﬂ—’ﬂ)
—— A,
2.3.. P+t
i 2

»--+ sontdes nombres entiers.

p—1 p+3
T

2

p étant impair,

Si on exprime que le terme du milien est nul, on
pourra mettre le double signe devant les seconds mem-
bres des relations précédentes, et I'on aura de plus la con-
dition :

Si p est pair,

n—p+1

A, —(n—p—+2)Ap .+ (rn—p+4) Api—...

(n—p+1)r—p—+2)..(p—p+r—ri)
2.3...r

+(—1)(n—p+ 2r) Ay o ...

(n—p—i—l)(n—p—i—z).‘.(n—g—z)

*+(rn— 2)
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Si p est impair,
) n—p+1

A,,—(n—-,z+2)Al,_2+(n—~p+4 Api+...

(n—p+1)in—p—+2).ln—p+r—1) A

+(—0)(n—p—+2r P p—rr s
(n—p+l)(n——p+2)...<n_l)~_:—-5>
d=(n —3) —3 A,
2.3.. .P =
(n—p-{—l)(n——p—l-z)...(n——P-_-:—g)
T —1) pp— A=o
2.3...’ >

2. Supposons maintenant n impair : soit 7 =2p +1;
alors le nombre des termes est 2p + 2, les deux termes
du milieu sontde degré n —p et n —p —1, et l'on ales
conditions :

Ao [An— 28, +2A, ...
+(—1) 28, ... TE2A, T2 24, ],
Ao [Au — 3A0 -+ 5A, ..
H(—1)(2r +1)Ausrey . ..2E (n — 2) AyTERA, ]

Ap—(R—p+2)A, st i e
[ el e
+(——-l)’(n—/)+'zr)(n—l)+l)"'(”_p+r_lAp_,,

2...T
e e T
(r—p+1){n—p-+2)... <n—;>
*+=(n—2) A,
2.3... (fl—)———l>
2
(r—p +1)... (ll—g—-l)
T+ n A,




n—p)n—p=+1)..(n—p—+r—o2)
2.3...r

+(—l)"(n—p+2r—l)( Apir

Il
1

2.3...%2
2

En écrivant la derniére égalité nous avons supposé p pair;
si p était impair on aurait:

2.3... 0!

| _ 2




(z—p)(r —p+1)...(2—p+r—2)

-4—(———])"(”—[)—4—'2}‘———]) A[:—zr+|

2.3...r
e e eee e P
(n—li)("—P+l)...<n—p_:5> >
+(n—2) A,
2.3... 2!
(n——p)(n—p+|)...<n—l)—:3>
- 2.3.. 2! *
3. 5 |

Si T'on suppose A, =1 dans le cas ou n est pair et

lorsqu’il y a un terme du milieu, on a 3 égalités pour dé-

. . n n
, lerminer Ay, Aoy A,y ilreste donc <n — ;) ou coefhi-

cients arbitraires.
Si I'on suppose qu'il n’y a pas de terme du milieu,
c’est-a-dire si 'on écrit que le coefficient de ce terme est

2, . .
égalités; il restera donc

n n
nul, on aura S+ 1ou

n—+ 2" n—2 . e 2, .,
n -— > ) ou 5 coeflicients indéterminés.

. . . n
Si 1 est impair, on aura

1 soalités d o
égalités, et il n’y aura

n—+1 n—1I . . .
plus que (n — S on coefficients arbitraires.
2

La question se traiterait de la méme maniére si I’équa-
tion donnée en x n'avait pas de terme du milieu. Si, le
terme du milieu manquant, les coefficients des termes
équidistanis des extrémes étaient égaux et de signes con-
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lraires, on raménerait P'équation a la forme étudiée en
divisant par x*—1.

Applications. — 1° Considérons I’équation
28+ A2t 4+ Ayt + Ayt + Ay + A x+ 1 =o.
L’équation en y sera
rP+A7+(A—3)y +A;—2A,=o.

Pour que cette équation soit réciproque, il faut que
I'on ait, d’aprés les formules générales (2),

l:—_A3‘—2Ax, A|:Az_3
ou
1= —A;+2A, A =—A,+3.

Prenons A, arbitraire, on a

A=A +3, A;=—2A,+1
ou
= — A+ 3, A;—2A,—1.
L’équation en y devient
r+Ary*+Ay—+1=o,
ou
r+Ay—Ay—1=—o;
et 'équation en x prend I'une des deux formes
s x84 A+ (A 3) 2
1
) | +@A+1)2—(A+3)a*+Ax+1=o0,

2 Az — (A, — 3)a*

(2) _;_(2A|+1)x3—(A,——3)Iz+A1~’7+':0-

2° En appliquant les mémes méthodes au huitiéme
degré, nous aurons trois types d’équations de ce degré
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doublement réciproques, savoir :

2* 4+ A+ Axt - fA T+ (2A,— 1)zt

() + A 24 Azt + A + 1= 0.

(2) oA &'+ fat+ JA 2+ 0+ A B+ far+ A e+ 1= 0.

(3) +A T +42+ 24,25+ 52+ 24, B+ 2 +A x+1=0.
Note. — Autre solution de M. Bodemer, professeur au collége de

Mulhouse.

Question T

(voir 2° série, t. V, p, 548);

Par M. A. LEMAITRE,
Maitre répétiteur an lycce de Besangon.

Deéemontrer :

1° Que le mouvement de l'angle droit donné par
Newton pour tracer la cissoide est produit par le roule-
ment d’une parabole sur une autre parabole égale a la
premiére.

2° Que les lignes décrites par les différents points du
plan de la parabole mobile sont des courbes du troi-
siéme degré. (Sept espéces différentes,d’apreés la classi-
fication de Newton.) De la, pour toutes ces courbes, une
génération mécanique semblable a celle de la cissoide.

2° Que les roulettes ainsi obtenues ont une génération
géométrique simple (par points); faire voir, en outre,
comment on peut passer de cette génération géometrigque
& la génération mécanique (mouvement conlinu).'

(E. Hasrcn.)

1° Supposons que, dans le roulement de la parabole MS',
le sommet 8’ se soit trouvé en contact avec le sommet S
de la parabole MS; le point de contact étant venu en M,
Pare MS’ est égal a 'are MS, et, a cause de I'égalité des
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deux paraboles, les points homologues seront, pour cette
position de la figure, symétriques par rapport a la tan-

'

b
\

S
\\\‘
\\\‘\\\

gente commune aux deux courbes. Le point I/ symé-
trique du point F est le foyer de la parabole MS’, et se
trouve, d’aprés un principe connu, sur la directrice F'P
de la parabole MS. Dans le mouvement de la para-
bole MS/, il décrira cette directrice; tandis que la direc-
trice FP’ de la parabole MS’ passe constamment par le
foyer F symétrique de I/, en vertu du méme théoréme.
Du reste, la distance F'P’ du foyer F 4 la directrice est
constamment égale & FP, et le sommet S’ est le milieu de
cette distance.

On a donc un angle droit FP'F’, dont un c6té passe
par un point fixe F, et 'extrémité F’ de I'autre coté
constant en longueur décrit une droite fixe distante du
point fixe F d’une longueur égale a celle du coté F'P’.
Le point 8’ décrira donc une cissoide, d’aprés la régle de
Newton, ce qui justifie la premiére partie de I’énoncé.

29 Soit P, un point du plan de la parabole, entrainé
dans le mouvement de celle-ci; ce point, par rapport a
la tangente commune, restera constamment symétrique
du point homologue P, pris dans le plan de la parabole
fixe. Le probléme se raménce donc a trouver le lieu du
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symétrique de ce point par rapport aux tangentes de la
parabole.
L’équation de la tangente a la parabole, rapportée a
son axe et a la tangente au sommet, est

(1) m_y::m’.z‘—i-—’z—),

m étant variable.

Les coordonnées du point P étant e, 3, celles du point P/,
son symétrique par rapport a la droite dont I'équation
est (1), étant X,Y,Véquation de la droite perpendiculaire
a la droite (1), et qui joint ces deux points, est
(2) m(y —B)+(z —a)=o.

Le point d’intersection des droites (1) et (2) étant le
milieu de la droite (a, B) (X, Y), ses coordonnées satis-
font aux relations
X+« Y+

b} ==

2 2

Remplagant x et y par ces valeurs dans les équations (1)
et (2), on obtient les égalités

m(Y +B)=m(X + a)+ p,
m(Y—8)+X—a=o,

entre lesquelles il suffit évidemment d’éliminer m pour
obtenir P'équation du lieu, ce qui donne

(@ — X)(¥ — B)(Y + B) = (« — X)(a + X) -+ p(Y — B).

On obtient une vérification de cette formule en faisant
a=0, =0, Cest-a-dire en supposant que le point
qui décrit la courbe est le sommet de la parabole mobile.
On trouve

_ x>
p+Y

9

— XY =X*4+pY?,, ou Y’=—

ce qui est 'équation de la cissoide.
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Une autre vérification consiste a faire o = Z—, B=o.

On doit retrouver la directrice, et le cercle de rayon nul
qui a le foyer pour centre. C’est ce qui a lieu :

<§_x>Y2: (\g— x)z(g + x> +pY,
'(

) .
—x> (’3 +x> +Y: (‘—’-e-x) —o,
2 2
[£+x]|[v+ (£-x)] =
2 2
Il résulte de 1a que ces courbes du troisiéme degré

peuvent étre engendrées par le roulement d'une para-
e sur une autre.
bol t

ou

(Sl

ou

3° Au lieu de considérer le point P comme lié au
mouvement de la parabole, on peut le considérer comme
lié au mouvement de I’angle droit FP'F’, mouvement qui
est une conséquence du premier. Du point P, nous
abaissons la perpendiculaire PQ sur la droite P'F’. La
longueur de cette perpendiculaire est constante. Ainsi la
génération d'une quelconque de ces courbes ne différe de
celle de la cissoide, donnée par Newton, que parce que,
au lieu de choisir le point milieu S’ du c6té constant FP’
de I'angle droit, on prend une longueur FQ constante
sur cette droite; en ce point Q, on éléve une perpendi-
culaire de longueur constante. L’extrémité P’ de cette
perpendiculaire décrit la courbe.

On peut trouver le centre instantané de rotation des
points liés au mouvement de I'angle droit F'P’F. D’aprés
la génération premiére, on sait ue ce point parcourt la
parabole fixe, et n’est autre que le point de contact M des
deux paraboles. Ceci va nous fournir un moyen de reve-
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nir de la deuxiéme génération a la premiére. En effet, la
vitesse du point F' est dirigée suivant F'P.

Le centre instantané de rotation se trouve done sur
la perpendiculaire F’M menée par le point F/ a cette
ligne.

Le point qui est actuellement en F se déplace d’une
(uantité infiniment petite sur la direction infiniment
voisine de la droite FP’. La vitesse de ce point est donc
dirigée suivant FP'; et, par suite, le centre instantané de
rotation se trouve sur la perpendiculaire MF a cette
droite. Ce point n’est donc autre que le point M, inter-
section de MF et de MF”'.

Pour revenir de la génération par points que nous ve-
nons d'indiquer a la génération premiére, par le roule-
ment de la parabole mobile sur une parabole fixe, il faut
d’abord démontrer que le lieu du point M est une para-
bole. Il suffit pour cela de démontrer que MF = MF".
Soit A le point ou la droite mobile FP’ rencontre la
droite mobile F'P. Joignons AM : les deux triangles rec~
tangles sont égaux comme rectangles, ayant I’hypoté-
nuse F'M commune, et le c6té AF égal au coté AF', a
cause des deux triangles rectangles égaux APF, AP'F’;
par suite MF = MF"’.

Or, les deux triangles APF, AP'F’ sont égaux comme
rectangles ayant deux angles opposés par le sommet, et
un coté FP égal par hypothése au coté FP'. (Poir la
génération de la cissoide et celle des autres courbes
qui s’en déduit.) De I'égalité de ces deux triangles,
résulte celle de leurs hypoténuses FA, F’A; de celle-ci,
comme on 1’a vu, I’égalité des triangles AFM, AF'M, et
celle de M et de F/M. Le lieu du centre instantané est
donc une parabole.

Pour démontrer que la courbe roulante est une para-
bole,il faut démontrer que tel est le lieu du centre instan-
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tané sur le plan mobile de I'angle droit FP'F. Mais la
distance du point M au point I/ mobile sur la droite F'P
est constamment égale 4 la distance FM a la droite FP’
du systéme mobile. Le point M se trouve donc sur une
parabole mobile, ayant '/ pour foyer, et la droite FP’
pour directrice.

Note. — La méme question a été traitée par MM. Soudan et Vivarés,
€léves de Sainte-Barbe; Ferdinand Roux, du lycée de Nimes. M. Laisant,
-a Yoccasion de cette question, a traité le cas d’une courbe quelconque
roulant sur une courbe égale.

QUESTION.

803. Lestransformations usitées en Géométrie, comme
la similitude, le procédé des rayons vecteurs récipro-
ques, etc., ont pour eflet de conserver sans altération
certains éléments des figures, tels que les angles, etc.
Montrer que les formules suivantes sontla forme la plus
générale de celles qui sont relatives 4 la sous-tangente et
a la sous-normale en coordonnées rectangulaires ou en
coordonnées polaires. Les quatre premiéres conservent
ces longueurs dans une courbe quelconque, sauf un rap-

port fixe :7” qui peut devenir I'unité; les quatre suivantes
les changent 1'une dans P'autre, sauf encore le rapport
fixe =.
n
I. Conserver, sauf un rapport constant :l—n- :
1° La sous-tangente en coordonnées rectangulaires

z==mz, + A, y=By;
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2° La sous-tangente en coordonnées polaires
1
0—=mb, +A, r— —m—;
n
4B
4]
3° La sous-normale en coordonnées rectangulaires
z=nz,+A, y=ymy®+B;
4° La sous-normale en coordonnées polaires
6 = nb,+A, v—=mr, + B.

m
I1. Changer, sauf un rapport constant —

1° La sous-tangente en sous-normale (coordonnées
rectangulaires)

—_-'" 2 nz .
z»_;_y,+A, y + Be™y

2° La sous-tangente en sous-normale (coordonnées po-
laires)

I

9: : —_———
mr,+ A, r 76 B’

3° La sous-normale en sous-tangente (coordonnées
rectangulaires)
x =nrlogy, +A, y= Jznzx. + B;

4° La sous-normale en sous-tangente (coordonnées
polaires)

n
0= -+ A, r=mb, -+ B,
r

(HatoN DpE Lo GOUPILLIERE.)
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PUBLICATIONS RECENTES.

(Tous les ouvrages annoncés se trouvent a la librairie de Gauthier-Villars,
quai des Augustins, 55.)

Georce SaLmon. — Lessons introductory to the mo-
dern higher Algebra (Legons introductives a I'Algebre
supérieure moderne) ; 2° édit. In-8° de xvi-296 pages;
Dublin, 1866.

Cet ouvrage, que nous n’avons pas besoin de recommander
A nos lecteurs, est indispensable & qui veut connaitre I’Algébre
moderne, dont le principal caractére est I'étude de certaines
fonctions qui jouent un réle considérable, soit dans la théorie
des équations, soit dans la Géométrie analytique. La scconde
édition est presque le double de la premiére. Relativement &
P'usage des nouveaux mots, 'auteur n’a adopté que ceux qu’on
n’aurait pu éviter sans de longues périphrases. Voici le relevé
des mots recueillis dans la table alphabétique :

Bezoutiens. — Canonisants. — Catalecticants. — Combi-
nants. — Commutants. — Concomitants. — Contragrédience.
— Contravariants. — Covariants, — Discriminants. — Ema-
nants. — Evectants. — Hessiens. — Invariants. — Jacobiens.
— Osculants. — Quadrinvariants, — Tact-invariant (*).

Voila de quoi enrichir le Dictionnaire de M. Littré.

TurQuan (Louis-Victor). — Théses présentées a la
Faculié des Sciences de Paris. 1° Algebre : Résolu-
tion numérique des équations a plusieurs inconnues ;
2° Mécanique : Stabilité de I’équilibre des corps flot-
tants. In-4° de 1v-104 pages; 1866.

La premiére thése a pour objet la résolution directe des

(*) Imprimé par erreur fact-invariant dans les Comptes rendus et dans
nos Annales.
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équations A plusieurs inconnues, c’est-a-dire sans recourir a I'éli-
mination, sujet déja traité par Sarrus et par M. Ossian Bonnet.
M. Turquan donne un procédé exempt de toute incerti-
tude.

Huco (C'* Léopold). — Théorie des cristalloides élé-
mentaires. Gr. in-8° de 6o pages; 4 pl.; Paris, 1867,
Gauthier-Villars.

L’auteur a donné lui-méme une idée de ce travail dans les
Nouvelles Annales de novembre 1866.

PrLucker.— On a new Geometry of space (Sur une nou-
velle Géométrie de 1’espace). In-4° de 78 pages; Lon-
dres, 1866. (Extrait des Transactions philosophiques.)

Les beaux travaux de M. Plucker lui ont valu la médaille de
Copley pour 1866.

Prateau (Jules). — Recherches expérimentales et théo-
riques sur les figures d’équilibre d’une masse liquide
sans pesanteur. In-4° de 66 pages; 1866. (Extrait des
Mémoires de I’ Académie de Bruxelles.)

Suite des recherches dont nous avons déja parlé en 1866,
p. 182.

Lamarce (Ernest). — Sur la stabilité des systemes Ui
quides en lames minces. In-4° de 168 pages; 1866.
(Extrait des Mémoires de I' Académie de Bruxelles.)

Suite et fin du Mémoire dont nous avons analysé la partie
théorique. (Poir t. V, p. 181.)

¢

Genoceur (Angelo).— Alcune. . . Sur quelques nouvelles
relations modulaires. In-4° de 16 pages; Naples.
(Extrait des Mémoires de I’ Académie de Naples.)
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NOTICE BIOGRAPHIQUE SUR EDMOND BOUR.

Lue a la Société Philomathique de Paris le 15 décembre 1866,
par M. le Secrétaire de la Société.

\

C’est un deuil public quand vient & mourir I'un de
ces hommes que leur génie et les travaux d'une longue
vie ont faits illustres entre les savants de leur temps;
mais une tristesse plus amére encore saisit tous les amis
de la science lorsque, au travers de leurs plus chéres es-
pérances, la mort frappe tout & coup, en pleine jeunesse,
une haute et puissante in telligence.

Edmond Bour fut ainsi pleuré. — Comment mérita-t-il
ce supréme hommage ? Le simple récit de sa vie le dira
peut-étre. )

Jacques-Edmond-Emile Bour naquit a Gray, en Fran-
che-Comté, le 19 mai 1832. Dés son enfance, il se fit
remarquer par son intelligence et son ardeur a I'étude, et,
grace a ces heureuses dispositions, parvint a acquérir,
dans un petit Collége communal, les éléments de cette
solide instruction, ou, pour mieux dire, de cette érudition
littéraire que révélaient sa conversation et ses écrits.

Regu bachelier és lettres au sortir du Collége de Gray,
il aborda, au Lycée de Dijon, I'étude des sciences, et,
en 1850, 4 'dge de dix-huit ans, aprés une année de
Mathématiques spéciales, il fut admis a I'Ecole Poly-
technique. Classé par les Examinateurs d’admission
le 64° parmi les go éléves de sa promotion, il s'éleva
bientot au premier rang, qu'il conserva jusqu’a la sortie
de 'Ecole ; aussi I’ Académie des Sciences de I'Instiiut lui
décerna-t-elle, dans sa séance publique du 27 décem-

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VI. (Avril 1867.) 10
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bre 1832, le prix annuel fondé par Madame la Marquise
de Laplace en faveur de Iéléve sortant le premier de
I'Ecole Polytechnique.

Lléve ingénieur des Mines le 15 novembre 1852, Bour
fut promu, le 14 juillet 1855, au grade d’ingénieur de
troisiéme classe et envoyé a I'Ecole des Mines de Saint-
Etienne comme professeur d’Exploitation des mines et de
Mécanique. Nommé, le 5 décembre 1857, ingénieur de
deuxiéme classe, répétiteur du cours de Géométrie descrip-
tive i 'Ecole Polytechnique en 1859, professeur a ’Ecole
des Mines en 1860, il occupa, le 2 mars 1861, 4 'age de
vingt-neuf auns, I'une des deux chaires de Mécanique a
I’Ecole Polytechnique.

Quelques dates résument ainsi la carriére officielle de
Bour; mais unc minutieuse analyse de ses travaux pour-
rait seule donner une idée compléte des progrés que lui
doivent les sciences mathématiques. A cette sérieuse
étude, dont elle ne saurait comporter les longs dévelop-
pements, cette Notice doit au moins suppléer par un ra-
pide apercu des sujets traités dans des Mémoires désor-
mais célébres.

Le premier travail personnel de Bour qui ait appelé sur
lui la sérieuse attention de ses professeurs fut une théorie
nouvelle de l'électro-dynamique, qu’il produisit dans ses
examens a I'Ecole Polytechnique. Trés-appréciée alors
par M. de Senarmont, de regrettable mémoire, cette
théorie n’a, malheurcusement, jamais été publiée.

Encore éléve a 'Ecole des Mines, Bour soumit, le
5 mars 1855, a I’Académie des Sciences, un Mémoire sur
lintégration des équations différentielles de la Méca-
nique analytique. « Les géométres liront avec intérét,
dit, au sujct de ce travail, M. Liouville, au nom de ia
Commission chargée de l'examiner, le Mémoire de
M. Bour. C’est dans les excellentes lecons de M. Bertrand
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que M. Bour a surtout puisé les idées premiéres de son
travail ; 'éléve s’est montré digne du maitre. Nous pro-
posons a I’Académie d’approuver le Mémoire de M. Bour
ct d’en ordonner l'insertion dans le Recueil des Savants
étrangers. »

Ces conclusions furent adoptées, et le Mémoire parut
a la fois dans le Recueil des Savants étrangers, t. XIV,
les Comptes rendus, t. XL, et le Journal de Mathéma-
tiques, t. XX.

Dans ce remarquable travail, Pauteur commence par
établir, en complétant un théoréme de M. Bertrand, que
U'on peut arriver, de proche en proche, 4 mettre la solu-
tion compléte d’un probléme de Mécanique sous la forme
canonique de deux séries d’intégrales conjuguées deux a
deux, telles, que 'une quelconque d’entre elles, combi-
née avec toutes les autres pour former la fonction de
Poisson, donne I'unité avec sa conjuguée et zéro avec tout
le reste. Il démontre ensuite, et c’est 1 la partie essen-
tielle de son Mémoire, que la connaissance d’une inté-
grale quelconque permet d’abaisser de deux unités 'ordre
de I'équation aux dérivées partielles du probléme, sans
toutefois servir & réduire de nouveau le degré de 1’équa-
tion transformée, 4 laquelle cette intégrale devient étran-
geére.

Cette ressource épuisée, Bour, remarquant que 'équa-
tion réduite obtenue admet des intégrales étrangéres a la
question, montre que, si ’on connait une de celles-ci, on
peut souvent abaisser 'ordre de cette équation réduite,
en divisant les intégrales inconnues en plusieurs groupes,
donnés par des équations distinctes, ce qui est bien dans
la nature des problémes ordinaires de Mécanique.

A ce premier travail de Bour était réservée, apres celle
de I’Académie, une autre consécration, la plus flatteuse
que piit désirer le jeune auteur, le suffrage posthume de

1o.
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Iillustre Jacobi. Depuis 1837, le monde savant attendait
impatiemment I'apparition, annoncée dés cette époque,
d’un important ouvrage de ce grand géométre sur la Mé-
canique analytique.

« La publication posthume de ce travail, dit Bour lui-
méme, vient de commencer dans le Journal de Crelle,
par les soins de M. Clebsch, et c’est avec une bien vive
satisfaction qu'en tenant compte de la différence entre le
couronnement de I'ceuvre d'un maitre et les essais incer-
tains d’un éléve, j’ai retrouvé dans la nouvelle méthode
de Jacobi I'identité la plus parfaite avec celle que j’ai eu
I’honneur de soumettre a I’Académie des Sciences dans la
séance du 5 mars 1855. »

Devant une pareille déclaration, tout commentaire de-
vient inutile, surtout si I'on observe qu’a apparition de
ce Mémoire Bour n’avait pas vingt-trois ans.

Ce brillant succés obtenu par Bour au commencement
de sa carri¢re lui valut, dela part du Ministre de I'In-
struction publique, I'autorisation de subir les épreuves
du doctorat &s sciences mathématiques, sans justifier des
grades inférieurs. Il soutint ses Theses, devant la Faculté
des Sciences de Paris, le 3 décembre 1855.

La premiére, relative a la Mécanique céleste, traitait du
probléme des trois corps, célébre par I'étude dont il avait
été Vobjet de la part des plus grands géométres. Bour ap-
pliqua & cette question les régles indiquées dans son pré-
cédent Mémoire, et les résultats qu'il obtint firent sensa-
tion dans le monde savant. Quelque temps auparavant,
Jacobi, aprés avoir fait remarquer qu’on pouvait consi-
dérer 'un des corps comme fixe, avait donné les équations
du mouvément des deux autres sous une forme qui parait
n’avoir rien de commun avec celle sous laquelle se pré-
sentent d’ordinaire les équations différentielles de la Mé-
canique analytique. Bour fit plus : il parvint & réduire le
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cas général A celui du mouvement dans un plan, ct i ra-
mener les équations du probléme, ainsi simplifiées, a la
forme canonique. Son travail se résumait en ce théoréme
remarquable :

Pouriniégrer le probléme des trois corps dans le cas
le plus général, il suffit de résoudre le cas ot le mouve-
ment a lieu dans un plan, et d’avoir ensuite égard a une
fonction perturbatrice égale au produit d’une constante
dépendant des aires par la somme des moments d’iner-
tie des corps autour d'un certain axe, divisé par le
carré du triangle formé par les trois corps.

La seconde Theése consistait en une Etude sur lat-
traction qu'esercerait une planéte, st I’on supposait sa
masse répartie sur chaque élément de son orbite, pro-
portionncllement au temps employé a la parcourir. La
solution de ce probléme, recherchée pour la premiére
fois par Gauss, en vue de la théorie des perturbations,
recut de Bour tous les développements qu’elle compor-
tait.

Peu aprés ces nouveaux travaux, par lesquels le jeune
géometre soutint et accrut encore sa renoinmée naissante,
il recut, de la part de I'illusire Biot, avec une lettre qui,
elle seule, constituait un titre d’honneur, quelques vo-
lumes de Mémoires mathématiques, dont le vénérable
savant tragait ainsi histoire :

« Cette précieuse collection de Mémoires de Lagrange
tire son origine de d’Alembert; il la composa avec des
exemplaires que Lagrange lui envoyait de Berlin. Il en fit
présent a Condorcet, sous la condition de la transmettre
a quelque jeune homme laborieux quand elle ne lui serait
plus nécessaire. Elle est venue successivement, sous la
méme condition, de Condorcet 4 Lacroix, de Lacroix a
M- Biot, avec addition de plusieurs autres piéces. M. Biot
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la donna a4 J. Binet. Binet n’en ayant pas disposé de
son vivant, elle est rentrée dans les mains de M. Biot, qui
la transmet, sous les mémes conditions, 4 M. Bour,
comme un témoignage d’estime pour son zéle et pour les
beaux travaux mathématiques par lesquels il s’est an-
noncé aux amis des sciences. » .

Cette distinction unique, récompense éclatante de tra-
vaux heureusement accomplis, était en outre, et surtout,
une marque de confiance qui obligeait 'avenir. Chacun
sait comment Bour avait déja justifié cette confiance,
lorsque la mort est venue, longtemps avant I'heure, I'ar-
racher a ses persévérantes et fécondes recherches, sans
lui laisser méme le temps de décerner, a son tour, cette
glorieuse récompense. Ce fut son collégue et ami,
M. Mannheim, qui dut assurer le sort de ce précieux
dépét : il le transmit & I’Académie des Sciences, et cette
compagnie décida qu’elle-méme décernerait cette récom-
pense a un jeune savant, qui en disposerait ensuite sui-
vant les intentions du premier fondateur.

« Persévérez invinciblement, écrivait Biot a son jeune
protégé, dans la voie ot vous avez déja commencé a mar-
cher avec tant de succeés.... Si vous poursuivez votre car-
riére scientifique avec le méme courage que vous y avez
porté daabord, chaque nouveau pas que vous y ferez sera
pour vous un accroissement d honneur.... » Fortifié par
ces sympathiques encouragements contre I'abattement
qu’il avait tout d’abord éprouvé en se voyant privé, par
son éloignement forcé de Paris, des plus précieuses res-
sources scientifiques, Bour se remit a I'ccuvre avec une
ardeur nouvelle. Le 25 février 1856, il avait présenté a
I’Académie des Sciences un Mémoire sur les mouvements
relatifs (Comptes rendus, t. XLII); le 5 janvier 1857, il
en donna un autre sur la résolution des équations nu-
wériques du troisitme degré au moyen de la régle a
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calcul (Comptes rendus, 1. XLIV). Enfin, il aborda'étude
des surfaces qui peuvent s'appliquer les unes sur les au-
tres sans déchirure ni duplicature, question proposée
par I’Académie des Sciences pour le grand prix de Ma-
thématiques en 1861. Le Mémoire, désormais célébre,
que Bour soumit au jugement de I’Académie, confirma
une fois de plus I'incontestable supériorité de son auteur.
« M. Bour, dit M. Bertrand dans son Rapport (séance du
25 mars 1861), ne s’est proposé rien moins que I'intégra-
tion compléte des équations du probléme, dans le cas ou
la surface donnée est de révolution. Les méthodes ordi-
naires du calcul intégral ne semblent pas ici applicables;
il a mis & profit une indication rapide, jetée comme en
passant par Lagrange dans un de ses Mémoires, et dans
Papplication de laquelle I'illusire géométre signalait lui-
méme de graves difficultés. Cette méthode consiste d’a-
bord & former une solution compléte de I'équation diffé-
rentielle du second ordre, dans laquelle figurent cing
constantes arbitraires, et & en déduire la solution géné-
rale par la variation de ces constantes. Les difficultés que
Lagrange avait apergues et signalées ont été trés-habile-
ment et trés-heureusement surmontées dans le Mémoire
n° 1. La Commission espére que le savant auteur géné-
ralisera sa belle analyse, et que le Calcul intégral recevra
par la un perfectionnement notable. 1l sera juste de rap-
porter a Lagrange la gloire d’avoir ouvert cette voie
nouvelle, mais le concours actuel occupera néanmoins
une place dans I'histoire de son développement.

» En résumé, la Commission accorde le prix de Mathé-
matiques au Mémoire inscrit sous le n° 1, ayant pour
devise : Je plie et ne romps point, dont Pauteur est
M. Bour, professeur & 'Ecole Polytechnique. »

Ce magnifique travail a paru dans le XXXIX¢ Cahier
du Journal de I’Ecole Polytechnique, mais légérement



(152)
modifié dans sa forme, 'auteur ayant séparé de ses théo-
ries purement géométriques les recherches analytiques
auxquelles elles I'ont conduit, recherches relatives a I'in-
tégration de certaines équations différentielles partielles
du premier et du second ordre.

Dans sa Théorie de la déformation des surfaces, le
probléme une fois mis en équation dans les termes les
plus généraux, Bour en recherche la solution par trois
méthodes distinctes.
~ La premiére, tout analytique, conduit, par I'emploi
des coordannées symétriques, 3 une équation différen-
tielle dont V'intégration générale, dans certains cas ou elle
se simplifie, est étudiée dans le Mémoire spécial annoncé
plus haut.

Dans sa deuxiéme méthode, fondée sur 1’usage des
coordonnées géodésiques, I'auteur parvient a dégager,
d’un assez grand nombre de relations secondaires, celles
qu'il nomme équations fondamentales, et d’ ou se déduit,
i son point de vue, toute la théorie des surfaces.

Aprés avoir interprété géométriquement les fonctions
qu’elles renferment, et montré que tout dépend, en défi-
nitive, de ces éléments, parfaitement définis, analytique-
ment et géométriquement, Bour déduit de ces équations
fondamentales, parmi certaines propositions nouvelles, le
théoréme de Gauss sur la constance de la courbure en
chaque point des surfaces qui se déforment; il les applique
ensuite, soit 4 des problémes se rattachant directement a
la question proposée, soit a d’autres, un peu étrangers
peut-&tre a ce sujet, mais dont la solution prouve bien la
puissance de ces équations fondamentales, et confirme
I'importance capitale que lauteur leur attribue. Clest
aiusi que, dans un chapitre relatif au développement des
surfaces réglées, Bour commence par déduire des for-
mules la théorie compléte des surfaces, puis détermine,
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alors seulement, les surfaces réglées applicables sur di-
verses surfaces : ellipsoide de révolution, hyperboloide a
une nappe, hélicoide réglé.

De méme, a l'occasion du développement des surfaces
de révolution, dont 'étude lui fournit ses résultats Jes
plus impbrtants, Bour, ayant découvert ce théoréme re-
marquable, que toute surface hélicoidale est applicable
sur une surface de révolution, étudie, toujours a I'aide
de ses équations fondamentales, les hélicoides en général,
avant de traiter quelques exemples intéressants. Enfin,
s'écartant franchement de 'objet principal de son Mé-
moire, il montre toute P'importance de ses formules
fondamentales, en les faisant servir, dans un chapitre
épisodique intitulé : Applications diverses, a I'étude des
surfaces qui ont leurs courbures principales égales et
opposées, de celles & courbure moyenne constante, et
enfin de celles dont les courbures principales sont partout
égales et de méme signe. Bour applique aussi avec un
égal succés les coordonnées symétriques imaginaires a
des problémes du méme genre.

La théorie de la déformation des surfaces se termine
par l'exposé et I'application de la troisiéme méthode,
signalée au début de cet apercu. Cette méthode, d’aspect
bizarre, qui ne semble, au premier abord, se justifier que
par le succés, constitue cependant par ses résultats, d’a-
prés son auteur lui-méme, ce qu’il y a de plus neuf et de
plus inattendu dans toute cette théorie géométrique.

A la fin de ce grand ouvrage, Bour annongait I'appari-
tion prochaine d'un appendice sur la théorie des sur-
faces caustiques, théorie qui, suivant ses propres ex-
pressions, présente des rapports fort curieux avec celle
de la déformation des surfaces. Le temps lui a matheu-
reusement manqué pour achever ce complément de son
ceuvre.
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Dans les séances de I'Académie des Sciences des 17 fé-
vrier, 10 et 17 mars 1862, Bour analysa son beau Mé-
moire sur l'intégration des équations différentielles
partielles du premier et du second ordre, qui fait suite
au précédent et se trouve, comme celui-ci, dans le
XXXIX¢® Cahi¢r du Journal de I’ Ecole Polytechnique.

Aprés un court exposé de I'éiat de la question, I'au-
teur  résume et compléte ses recherches sur ce vaste
sujet; il rappelle le théoréme fondamental qu’il avait
démontré antérieurement, au tome XIV du Recueil des
Savants étrangers, et en déduit une nouvelle méthode
d’abaissement des équations différentielles de la Dyna-
mique. Passant ensuite aux équations du premier ordre,
il applique sa méthode a l'intégration des équations dif-
Sférentielles de la ligne géodésique sur une surface quel-
conque, probléeme dont il avait annoncé la solution
comme second appendice au Mémoire sur la déformation
des surfaces. Il termine par des considérations impor-
tantes sur l'intégration des équations du second ordre.
A cette occasion, M. Liouville s’est exprimé ainsi (séance
du 10 mars 1862 del’Académie des Sciences) :

« .... Dans les pages peu nombreuses insérées aux
Comptes rendus, chaque mot est une idée. J'ai donc eu
le bonheur de voir M. Bour répondre entiérement a ce
que j’annongais de lui comme Rapporteur d'un premier
travail présenté a I’Académie en 1855. Désormais M. Bour
a son rang fixé prés des maitres. Il ne s’agit plus d’un
jeune homme donnant des espérances, mais d'un grand
géomeétre qui a tenu les promesses brillantes de sa jeu-
nesse. »

Bour avait alors trente ans.

A la suite de ces succés, il fut inscrit sur la liste des
candidats au fauteuil laissé vacant a I’Académie des
Sciences par la mort de M. Biot. Ses titres nombreux et
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brillants semblaient assurer son élection : cependant
I’Académie, faisant entrer en ligne de compte, outre la
valeur des travaux, la durée de la carriére scientifique,
crut devoir lui préférer un autre géomeétre, qui depuis
longtemps s’était fait connaitre par de savantes recher-
ches. Pour les amis de Bour, pour I’Académie elle-méme,
ce n’était que partie remise; a ses yeux, ce fut partie per-
due. « Faut-il s’en étonner? disait quelques années plus
tard M. Cournol sur la tombe de son jeune ami. Nous
avons tous nos tristes pressentiments, et quelque chose
apparemment lui disait trop bien qu’il n’avait pas le
loisir d’attendre ! »

Aprés cette déception, qu’il ressentit trop profondé-
ment, Bour ne publia plus qu’un Mémoire, inséré en 1863
dans le Journal de Mathématiques, 2° série, t. VIII. Ce
travail, digne des précédents, se rapporte au mouvement
relatif, dontil parvint a mettre les équations sous la forme
canonique; la question se trouva ainsi, au point de vue
de l'intégration, ramenée a celle du mouvement absolu.
Cette théorie forme dés maintenant un complément in-
dispensable a la Mécanique analytique. Bour I'appliqua
d’abord au mouvement relatif d’'un ensemble de points
libres, puis a celui d'un systéme a liaisons quelconques.
Enfin, il se servit de la méthode d’intégration dont il a
été question plus haut, a plusieurs reprises, pour traiter
quelques problémes intéressants : mouvement des projec-
tiles dans le vide, en tenant compte du mouvement
diurne, et mouvement d’un solide de révolution, puis
d'un corps quelconque, libre de tourner autour de son
centre de gravité fixé sur la terre.

Au milieu de tant de laborieuses recherches, Bour sui-
vait assidiment les séances de la Société Philomathique
de Paris, dont il était membre depuis le 7 avril 1860, et
a laquelle il communiqua des Notes intéressantes, cntre
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autres : sur la composition des rotations, sur les ciénes
circulaires roulants.

Le 28 janvier 1863, I’Académie de Besangon décerna
le titre de Membre associé correspondant 4 ce jeune géo-
métre, déja I'une des gloires de la Franche-Comté.

Dans les derniéres années de sa vie, Bour parait s’étre
surtout occupé de rédiger, avec un soin infini,. pour le
publier, le Cours de Mécanique qu’il professait & I'Ecole
Polytechnique.

Le premier fascicule de cet ouvrage, contenant la
Cinématique, a seul paru, quelques mois avant la mort de
son auteur; mais le Discours préliminaire, chef-d’ceuvre
de logique et d’érudition, suffita faire juger de V'esprit de
I'ceuvre. En quelques pages claires et concises, Bour défi-
nit ’objet de la science, trace les voies par lesquelles elle
le poursuit et l'atteint, et parvient a faire pressentir déja
cette admirable unité de la Mécanique que la suite de son
Cours affirmera constamment.

La publication de ces belles lecons, connues seulement
jusqu’ici de quelques éléves de I'Ecole Polytechnique,
sera heureusement continuée, grace aux soins de 'amitié,
stire de confirmer par une ceuvre de plus le témoignage
de toutes celles qui perpétueront le nomn de Bour.

Bour est mort le 8 mars 1866, dans sa trente-quatriéme
année, au Val-de-Grace (1), ou, quelques semaines aupa-
ravant, il était allé chercher les soins dont le privait
I’absence de sa famille, et le repos indispensable qu’il

(1) La ville de Gray a réclamé les restes de son enfant. Une souscrip-
tion faite parmi les compatriotes de Bour a permis de lui élever un
monument au cimetiére et de faire exécuter son buste destiné a ’hétel
de ville.

Bour a toujours conservé un tendre attachement pour sa ville natale :
il lui faisait réguliérement don de toutes ses publications; aussi les ma-
nuscrits trouvés aprés sa mort ont-ils été offerts a la bibliothéque de
Gray. :
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n’avait pas hésité a sacrifier pour remplir, jusqu’a épui-
sement de ses forces défaillantes, ses devoirs de professeur.
La maladie qui I'a tué, activée, sinon provoquée, par les
fatigues de deux grands voyages, 1'un en Algérie, pour
Pobservation de I'éclipse du 18 juillet 1860, I'autre en
Asie Mineure, pendant I'été de 1863, pour de longues
explorations métallurgiques , minait depuis longtemps
cette santé précieuse, lorsqu’a éclaté tout a coup la cata-
strophe supréme. Nul pourtant ne la pressentait si pro-
chaine parmi ses amis, dont I'espérance obstinée survi-
vait encore a de trop rudes épreuves! « C’est toujours un
spectacle douloureux, a dit M. le colonel Riffault devant
cette tombe sitot ouverte, de voir la mort frapper la jeu-
nesse. Mais combien 1'émotion n’est-elle pas plus pro-
fonde quand, & la douleur de la famille, vient s’ajouter
un deuil public, quand celui qui part avant I’heure a déja
donné le droit de dire sur sa tombe : Une grande intelli-
gence vient de s’éteindre. » Et, aussi bien, le temps, qui
amortit les plus cruelles impressions, adoucira peut-étre
un jour pour la famille et les amis d’'Edmond Bour I'a-
mertume de la perte du fils et de I'ami; il n’affaiblira
jamais les regrets qu’a laissés a tous ceux qui cultivent
« ces hautes connaissances, le plus digne, le plus impé-
rissable objet des efforts de I'homme, » cet esprit éminent,
éteint dans la plénitude de sa puissance créatrice. Qu’est-il
besoin, d'ailleurs, de redire ces choses & ceux-la mémes
qui, par la plus touchante inspiration, viennent d’adop-
ter, en quelque sorte, la sceur du grand géométre, de
P’ami dont ils déplorent la perte irréparable ?
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NOUVELLE THEORIE
DU DEPLACEMENT CONTINE D’UN CORPS SOLIDE;

Par M. PICART.

1. On peut considérer un corps solide en mouvement
comme une figure géométrique qui se déplace d'une ma-
niére continue en restant constamment égale a elle-méme,
et, & ce point de vue, comme 1'égalité de deux figures est
un cas particulier de 'homographie, la question du dé-
placement d’un corps solide apparait comme une face
du probléme plus général de la déformation homogra-
phique continue d’une figure géométrique quelconque.

2. Si T'on désigne par x, y, z les coordonnées d'un
point d'une figure, et par X, Y, Z les coordonnées du
point homologue de la figure homographique, on sait
que la correspondance des deux figures est définie par les
relations

(v _ Az +By—+Cz—+H
- —mz—{—n]+pz+l ’
() Y:A’.r+B'y+C’z+H'

mr + ny + pz + 1
A’z 4+ B’y + C"z + H”

me —+ ny -+ pz <+ 1 E

Z=

le plan représenté par I’équation
mx + ny +pz—+1=0

correspond, dans la premiére figure, aux points a I'infini
de la seconde.
Si les points homologues de deux figures sont tous a
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distance finie, ce plan doit étre-a I'infini, et les for-
mules (1) peuvent s'écrire, dans ce cas,

X—z=Azxz+By +Cz+H,
(2) Y—yr=Az+By+Cz+H,
Z—z=Az+B'y+Cz+H.

3. Supposons maintenant que les deux figures soient
infiniment voisines : cela revient 4 dire que les dounze
coefficients A,, B, C, H, A', B/, C', H’, A", BY, C”, H" sont
infiniment petits. Désignons ces coefficients par da, db,
dc, dh, da’, db', dc', dk’, da”, db", dc", dh", et par
dx, dy, dz les différences infiniment petites X — x,
Y —y, Z — z. Les formules (2) deviendront

S dr = zda + ydb -+ zdc + dh,
dy = zxda’ + ydb' + zdc’ + di’,

(3)
( dz = zda” + ydb” + zdc" 4 dh’.

Ces équations expriment les variations infiniment pe-
tites des coordonnées de chaque point d’une figure lors-
que cette figure se déforme infiniment peu, en restant
homographique a elle-méme; et si I'on suppose que les
coeflicients da, db, dc, dh, da’, db', dc', dh', da’,. ..
soient des fonctions du temps, elles formulent la loi la
plus générale de la déformation homographique continue
d’une figure.

Il serait facile de déduire de ces formules un grand
nombre de propriétés géométriques de cetie déformation.
Mais nous laisserons de cdté cette étude générale pour
arriver tout de suite au cas particulier, plus intéressant,
du déplacement continu d’une figure invariable.

4. 11 faut d’abord chercher quelles doivent étre les va-
leurs des coefficients da, db,..., pour que la figure,
dans son déplacement infiniment petit, reste égale a elle-

*
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méme. Il suffit d’exprimer que la distance de deux points
quelconques (x, y, z), (2,5, 2') de la figure est inva-
riable. Or, le carré de cette distance est, en coordonnées
rectangulaires,

(& —xP+ (' =P+ (2 —3);
on doit donc avoir

(2! — z) (da' — dz) + (y' — 5 ) (dy' — dy)

(4) + (& —z) (dd —dz)=o,

ou, remplacant dx, dy, dz par leursvaleurs (3) en xx, y, z
et dx’, dy’, dz’ par leurs valeurs semblables en x’,
'z
(2" —xVda+ (y —y)db + (2 — z)*dc”
¥ — ) (s — ) (db + da')
z'— x) (2 — z) (de + da”)
"— ) (2 — z) (de' + db") = o,

(

et cela quels que soient x, y, z et 2, y', z'. Parsuite,

(
(5) « E
+(r

( da:o, db' =0, de” = o,
) db +da' = o0, dec—+da” =0, dc + db”"—=o.

Les formules relatives au déplacement continu d’'une
figure invariable sont donc

dr = ydb' + zdc + dh,
(7) dy = — xdb + zdc’ + dI,
dz —= — zdc — ydc' + dh”.

Les coefficients de x, y, z formentles éléments du dé-
terminant gauche symétrique
o db dc
(8) —db o de’ |

}—(Ic —de o
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or, on sait qu'un déterminant gauche symétrique d’ordre
impair est égal 4 o, ce qui se voit immédiatement si I'on
remarque que le changement des lignes en colonnes et des
colonnes en lignes, qui n’altére pas un déterminant, a ici
pour effet de changer les signes de tous les éléments et
par conséquent le signe du déterminant lui-méme. On
en conclut que, dans le déplacement infiniment petit le
plus général d'une figure invariable, il n’y a pas de point
sans vitesse.

5. Si les termes dh, dh', dh" sont constamment nuls,
les formules (%), qui deviennent

dx = ydb + zdc,
(9) dy = — zdb + zdc',
dz — — zde — ydc',

représentent le mouvement d’une figure invariable au-
tour d’un point fixe qui est ici I'origine des coordonnées,
et si les quantités de, dc’, dh" sont constamment nulles,
les mémes formules (7), qui se réduisent a

‘ dzx = ydb + dh,
(1o) ? dy = — xdb + dI,

dz = 0,

représentent le déplacement d'une figure invariable pa-
rallélement a un plan qui est ici le plan des xy.

6. Revenons au mouvement le plus général exprimé
par les formules (7).

Le déterminant (8) étant nul, il existe des valeurs
de X, ., v propres a vérifier le systéme d’équations

2.0 —pdb —vdc —o,
(r1) A\db+ p.0o —vdd =o,
\.de + pdc’ +v.0 = o,

Ann. de Mathém., 2¢ série, t. VI. (Avril 1867.) 11
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c'est-a-dire qu’il existe des facteurs A, p, v tels, qu'en
multipliant la premiére des équations (7) par 1, la ’
deuxiéme par p, la troisiéme par v, et ajoutant ensuite
ces trois équations, on obtienne un résultat indépendant
de x, y, z. Or, ces facteurs peuvent toujours étre regar-
dés comme les cosinus des angles «, 3, y qu'une certaine
direction faite avec les axes de coordonnées, et alors

dzcosa -+ dy cos B + dzcosy

est la projection du déplacement du point (x, y, z) sur la
direction (e, 3, 7). D’ou 'on conclut qu’i/ existe une di-
rection (a, 3, y) sur laquelle les déplacements des diffé-
rents points de la figure ont des projections égales.

On trouve

dc’
COS % — —————————————
\/(l[)’ ~+ de?r + de'?
dc
(I‘_),) (‘Osﬁ:——_;.__+.’_’
v db* + dc* + dc'?
db
COS 7 == ———=———
\ v db* 4 de* + dd'?

Prenons pour axe des z une paralléle a la direction
(2, B,7) : celarevient a supposer

dc—=o0, dd =o,
ct les formules (7) se mettent sous la forme

‘ dr = ydb + dh,
(13) ¢ dy:—xdb+d/l',
| dz = dh".

Les deux premiéres de ces équations, tout a fait sem-
blables aux deux premiéres des équations (10), montrent
que le déplacement, estimé parallélement au plan des xy,
peut étre regardé comme produit par une rotation au-
tour d'un axe paralléle a Paxe des z.
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De 14 ce résultat bien connu, énouncé pour la premiére
fois par Poinsot en 1834, que tout déplacement infini-
ment petit d'une figure invariable peut étre produit
par un mouvement de rotation instantané autour dun
axe qui glisse infiniment peu sur lui-méme.

En prenant I'axe de rotation pour axe des z, on a les
formules simples

dx — ydb,
(14) dy = — xdb,
dz = dh",

dans lesquelles db est la quantité angulaire de rotation,
et dh” la quantité de glissement.

Des formules (7) et (14) on peut déduire sans difliculté
toutes les propriétés géométriques du déplacement infi-
niment petit d’'un corps solide, en tant qu’il ne s'agit
que des vitesses des différents points du corps, propriétés
qui font Pobjet d’'un beau Mémoire de M. Chasles
(Comptes rendus, 26 juin 1843).

7. Mais hatons-nous de passer a un sujet moins étudié,
a la question des accélérations.
Les équations (7) diflérentiées donnent
{ d*x=yd*bh + zd*c + dydb + dzdc + d*h,
(18) ¢« d*y = — xd*b + zd*c — dxdb + dzdc’ 4 d>1,
d’z = — zd*c — yd*c — dxdc — dydcd’ + d* 1’
ou, en remplacant dx, dy, dz par leurs valeurs (7),

[ d*r=— (db* + dc*) x + (d*b — dedc’) x
+ (d*c + dbdc’) = + dbdh' + dedh” + d*h,

Y ¢ d*y = — (d*b + dcdc' ) £ — (db? + dc’?) y

i

16) + (d* — dbde) z — dbdh + de' Ak + 1Y,
d?z — — (d:’c — dbdc') x — (d*c' 4 dbde) y

— (de? 4 de”)z  — dedh — dc' db' 4 4*R".
.
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Si I'on prend pour axe des z 'axe instantané glissant,
il faut faire dans ces équations

dc—=o0, dd’=o0, dh=o0, dh =o;
elles deviennent ainsi

d*x = — zdb? + yd?*b + 3zd?c + d*h,
(17) d*y = — xd*b — ydb* + zd*c' + d*k/,
d*z = — zd’c — yd’c’' +z.0 + d*h*.

Les coefficients de z, y, z sont les éléments du déier-
minant gauche
—db d*b de,
—d*b — db* did .
—d* —d¢ o

La valeur de ce déterminant est
— db? (d?c* + d¥c't);
elle ne s’annule que pour

db —=o,
ou

— ’—
d*¢c—=o0, d*—=—o,

c’est-a-dire sculement dans le cas ot le corps n’a qu’un
mouvement de translation et dans celui ou I'axe instan-
tané conserve la méme direction. Donc, dans le déplace-
ment continu le plus général d'un corps solide, il existe
un point dont l'accélération est nulle. Les coordonnées
de ce point sont fournies par les équations

( xdb® — yd*b — zd*c = d?h,
(18) xd*b 4 ydb? — zd*c’ = d*F/,
? zdic + yd*cd = d*h".

8. Pour déterminer sa position, il faut d’abord fixer
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la signification géoméirique des quantités d?c, d*c’,
d*h,d*R' AR,

On voit facilement, en différentiant les formules (12),
que, —da et — df3 étant les compléments des angles
que le nouvel axe instantané fait avec les axes des x et
des y, on a
(19) d*c=4dbdp, d*¢ = — dbda.

Si I'on prend pour plan des yz un plan paralléle a ce
nouvel axe, da sera nul, et par suite on aura

dd = o.
df3 sera 'angle que forment les deux axes instantanés
consécutifs; par conséquent d*c sera le produit de la
quantité de rotation instantanée db par U’angle infini-
ment petit dB des deux axes consécutifs.

"Les quantités d*h, d*h’ sont les déplacements paral-
léles aux axes des x et des y que subit Porigine des coor-
données par la rotation autour du nouvel axe instantané.
Si I'on prend pour origine des coordonnées le pied de la
plus courte distance des deux axes et qu’on désigne par dp
cette plus courte distance, on reconnait immédiatement .
que
(20) d*h=o0, d*F =db.dp.

Quant a d*h”, cest la wariation de la quantité de
glissement dh".

Lors donc qu’on prend pour axe des z 'axe instantané
glissant, pour plan des yz le plan paralléle aux deux axes
instantanés consécutifs, et pour origine le pied de la plus
courte distance de ces deux axes, les formules qui don-
nent P'accélération prennent la forme

( d*x = — xdb* + yd*b + 2dbd,
(21) dy = — zxd*b — ydb* + dbdp,
d’z = — xdbdf + d* A",
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Par suite, le point sans accélération a pour coor-
dounées
dhn"
dbdp’
dp  d*h"d:b
Y= Tdpdb>

arh” dp.d*b  d*h'd*b?

FE TR T apdb T dpdb

T ==

(22) )

9. Silon transporte I'origine en ce point sans changer
la direction des axes de coordonnées, les formules de I'ac-
célération deviennent

d*zx = — zdb* + yd*b +_zdbdﬁ,
(23) (dy = — x2d*b — ydb?,
! d*z = — zdbdp.

Elles ne sont autres que celles qui exprimeraient 1ac-
célération des différents points du corps si celui-ci tour-
nait sans glissement, avec la méme vitesse de rotation,
autour d’un axe passant par l'origine des coordonnées,
ct paralléle, dans ses deux positions consécutives, a 'axe
instantané glissant. On appelle, pour cette raison, le
point sans accélération centre des accélérations.

10. La derniére des équations (23 ) montre que 'accé-
lération d’un point, estimée parallélement a I’axe instan-
tané, est proportionnelle a la distance de ce point au
plan passaut par le centre des accélérations et paralléle
aux deux axes instantanés consécutifs.

Si P'on multiplie la premiére des équations (23) par x,
la deuxié:mne par y et la troisiéme par z, et qu'on les
ajoute, on obtient

zdPe 4 ydly 4 zd?s = —db? (2* + y?),

ou, cn désignant par r la distance de Yorigiue au point
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x,y, 2, et par p la distance de ce point a I'axe des z,

(24) Chr+ldy+ Eaa=—ap. £
r r r r
De la le théoréme suivant : La composante de I’acce-
lération dans le sens du rayon wecteur d'un point du
corps est directement proportionnelle au carrvé de la
distance de ce point & Uaxe des z, et en raison inverse
de sa distance @ l'origine.

11. Les formules (21) ou (23), jointes aux formules (14),
fournissent immédiatement la solution d’une série de
(uestions sur les accélérations, comme par exemple le
lieu des points sans accélération tangentielle ou sans accé-
lération normale, le lieu des points dont I’accélération
normale est perpendiculaire ou paralléle a I'axe instan-
tané, etc. Elles font connaitre le plan osculateur et le
rayon de courbure de la trajectoire de chaque point du
corps, et elles permettent, connaissant les trajectoires de
deux des points du corps et la surface sur laquelle s’ap-
puie constamment un troisi¢éme point, de déterminer tous
les ¢léments nécessaires & la construction de ce plan oscu-
lateur et de ce rayon de courbure,

On peut consulter & ce sujet un Mémoire intéressant
de M. Resal, inséré au XXXVII¢ Cahier du Journal de
U'Ecole Polytechnique, ou le Traité de Cinématique

pure du méme auteur.

12. Le calcul des suraccélérations, et en général des
accélérations de divers ordres, se ferait comme celui des
accélérations simples, en différentiant successivement les
équations (7) qui expriment les composantes des dépla-
cements paralleles aux axes de coordonnées.

Nous n’entrerons pas dans ces développements, le but
de ce travail étant seulement d’établir, par un procédé
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nouveau, les formules propres a la résolution de toutes

les questions que I'on peut se poser sur le déplacement
continu d’un systéme invariable.

NOTE SUR LES SURFACES GAUCHES DU SECOND DEGRE;
Par M. H. DURRANDE,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Nimes.

INTRODUCTION.

1. L’homographie a pris une place importante dans
Pétude des sections coniques; aussi, presque tous les
ouvrages classiques parus dans ces derniers temps en
exposent les principes et en montrent les applications
les plus usuelles en Géométrie plane; mais il me semble
que ces notions prendraient plus d’importance encore
aux yeux des €léves si on leur montrait la simplicité que
I'usage de 'homographie peut apporter dans la théorie
des surfaces, et principalement dans les considérations
que I'on emploie en Géométrie descriptive afin d’éviter de
se servir de ’analyse. Sans doute on peut trouver des ap-
plications du genre de celles que j’ai en vue dans de trés-
beaux Mémoires de M. Chasles, que ’on doit regarder
comme un des principaux créateurs de la Géométrie mo-
derne; mais il n’est pas souvent facile de se procurer ces
Mémoires, disséminés dans divers recueils. Parmi les
nombreux ouvrages de Géométrie descriptive, je citerai
I'excellent Traité de M. de la Gournerie, qui démontre
les propriéiés des surfaces gauches du second degré par
des considérations d’homographie; mais cet ouvrage n’est
pas précisément un de ces Traités élémentaires qui sont
entre les mains de tous les éléves, et j’ai pensé qu’il ne
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serait peut-étre pas inutile de résumer une théorie des
surfaces réglées du second degré dans laquelle on ne ferait
usage que de considérations géométriques. Cette Note n'a
d’autre objet que de tracer aux éléves de Mathématiques
spéciales le programme d’une lecon qu’ils développeront
eux-mémes avec la plus grande facilité.

Je suppose que le lecteur posséde les principes de I’ho-
mographie plane, qu’il trouvera exposés dans plusieurs
excellents ouvrages élémentaires ; nous nous servironssur-
tout de I'existence des points doubles dans deux divisions
homographiques sur la méme droite, des théorémes sur
les coniques résultant des intersections de droites homo-
logues de deux faisceaux homographiques, ou considérées
comme enveloppes de droites mobiles déterminant des
divisions homographiques sur deux droites fixes situées
dans un méme plan.

Enfin je prie le lecteur de vouloir bien tracer lui-
méme les figures indiquées dans les démonstrations, ce
qui ne présentera aucune difficulté.

HOMOGRAPHIE DANS L’ESPACE.

2. Définitions. — Si, par deux droites fixes situées
d’une maniére quelconque dans l'espace, on fait passer
deux faisccaux de plans, on dira que ces deux faisceaux
sont homographiques s’ils déterminent deux divisions
homographiques sur la méme droite ou sur deux droites
différentes.

Deux faisceaux homographiques déterminent deux di-
visions homographiques sur une transversale quelconque,
ce qui se justifie absolument comme pour les faisceaux
rectilignes, en montrant que le rapport anharmonique de
quatre segments pris sur la transversale est égal au rap-
port anharmonique des sinus des angles diédres formés
par les plans qui divisent la droite.
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On sait que lorsque deux droites sur lesquelles sont
wracées deux divisions homographiques coincident, il ne
peuty avoir plus de deux points doubles, sans quoi tous
les points correspondants coincident; ceci est d’'une
grande importance pour ce qui va suivre.

Nous appellerons axe d’un faisceau de plans la droite A
par laquelle passent tous les plans du faisceau, et nous
désignerons par [ A, B] le systéme de deux faisceaux ho-
mographiques de plans ayant les droites A et B pour
axes; nous verrons que 'on peut encore attacher une
autre signification a cette notation.

Les axes A et B d’'un systéme sont évidemment eux-
mémes des transversales des deux faisceaux et sont par
conséquent divisés homographiquement par les plans qui
les composent, ce qui revient encore a dire que les droites
résultant de I'intersection des plans homologues du sys-
téme déterminent des divisions homographiques sur lés
axes.

Tout plan sécant détermine, dans un systéme [ A, B],
deux faisceaux homographiques rectilignes.

Je vais indiquer maintenant, sous forme de théorémes,
les propriéiés générales d’un systéme [ A, B] de deux fais-
ceaux homographiques, puis j’examinerai séparément les
diverses surfaces réglées qui peuvent résulter d'un pareil
systéme suivant la position relative des axes.

3. Tatonime I. — Etant donnés deux faisceaux ho-
mographiques de plans, le lieu des droites d’intersection
des plans homologues est une surface du second degre.

(Je conviens d’appeler surface du second degré une
surface dont toutes les sections planes sont des courbes
du second degré; ou bien encore, une surface qu'unc
droite ne peut rencontrer en plus de deux points, a moins
d’¢tre entiérement située sur la surface.)
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Premiére démonstration. — En se placant au premier
point de vue de la définition précédente, il suffit de re-
marquer que tout plan sécant détermine, dans le plan
[A, B], deux faisceaux rectilignes homographiques, dont
les droites homologues déterminent une conique par
leurs intersections mutuelles.

Deuxieme démonstration. — En se placant au second
pointde vue, il suffit de remarquer que les deux divisions
homographiques détermindes sur une transversale quel-
conque du systéme [ A, B] ne peuvent avoir plus de deux
points doubles, a moins de coincider complétement.

Cororraire. — TZoute droite qui détermine sur deux
droites quelconques A, B deux divisions homographi-
ques décrit une surface du second degré. Car cette droite
peut étre considérée comme intersection de plans homo-
logues d’un systéme [ A, B].

Tatorkme 1I. — Les intersections d’une surface ré-
sultant d’un systéme de deux faisceaux homographi-
ques de plans par une série de plans paralléles sont
deux coniques homothétiques.

Lemme. — Etant donnés deux systémes composés
chacun de deux faisceaux homographiques rectilignes
[0,0], [0y, 0], si les droites de l'un des systémes
sont respectivement paralléles a celles de Uautre, les
deux coniques résultantes sont homothétiques, quelles
que sotent les positions des sommets des faisccaux.

Ce lemme, évident pour les coniques a branches infi-
nies, se démontre aisément de la maniére svivante,
quelle que soit la forme des coniques. Soient OM, O'M’
deux cordes paralléles de la conique [ O, O']; le diameétre
conjugué de ces cordes est la droite qui joint leurs mi-
licux et qui passe, par conséquent, par le point I ou sc
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coupent les droites OM’, O’ M; ce diamétre est donc la
médiane du triangle OIM ; soient de méme O, M,, O' M
deux cordes de la seconde conique [O,,0'] paralléles
entre elles et 4 OM, O’'M’; par hypothése, O, M sera
paralléle 2 OM’ et O, M, a O’'M; donc les deux triangles
OIM, O,I, M, auront leurs cotés paralléles, donc leurs
médianes seront aussi paralléles; ce qui démontre que
les deux coniques [0, O], [0y, O] ont un méme sys-
téme de diamétres conjugués et sont par conséquent
homothétiques.

Démonstration. — 1l est évident qu'une série de plans
paralléles détermineront dansun systéme [ A, B] des cou-
ples de faisceaux rectilignes homographiques; tous ces
systémes rectilignes projetés sur I'un des plans sécants se-
ront bien dans le cas des systémes rectilignes [O, O],
[ Oy, O'] qui ont été considérés dans le lemme précédent ;
leurs sommets seront placés d’une maniére quelconque,
mais les droites correspondantes dans les différents sys-
témes seront paralléles; donc toutes les coniques résul-
tantes seront des courbes homothétiques.

Systémes homothétiques dans l’espace. — Nous dirons
que deux systémes [ A, B], [ A;, B, ] composés chacun de
deux faisceaux homographiques de plans sont homothé-
tiques si leurs axes A et A, B et B, sont respectivement
paralléles et si les plans correspondants des deux sys-
témes sont paralléles.

Ceci posé, I'application du lemme qui nous a servi déja
a démontrer le théoréme II fournit immédiatement le
théoréme suivant :

.

Tutorkme II. — Tout plan sécant détermine dans
deux systémes homothétiques de plans deux systémes
homothétiques rectilignes, et par suite dans les surfaces
résultantes des coniques homothétiques.
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Les trois théorémes que nous venons d’énoncer renfer-
ment, comme on va le voir, toute la théorie des surfaces
réglées du second degré.

La notation qui nous a servi a représenter un systéme
de faisceaux homographiques de plans nous servira a re-
présenter en méme temps la surface résultant de l'inter-
section des plans homologues des deux faisceaux.

Nous allons étudier maintenant les diverses surfaces
que peut donner le systéme [ A, B].

CONES DU SECOND DEGRE.

4. Yappelle cone du second degré toute surface co-
nique dont toutes les sections planes sont des coniques,
ou qui ne peut ¢tre rencontrée par une droite en plus de
deux points.

Tatorime 1. — Toute surface [ A, B] dont les axes
homographiques se rencontrent est un coéne du second
degreé.

La surface est du second degré d’aprés le théoréme I du
n° 3, et toutes les génératrices rectilignes passent par le.
point de concours des axes.

Propriétés des cones du second degré. — Dans tout
cone du second degré, les sections par des plans paralléles
sont homothétiques (3, théor. II). Ces sections sont 'une
quelconque des trois coniques.

Toutes les coniques homothétiques obtenues en cou-
pant le cone par des plans paralléles ont leurs centres
sur une méme ligne droite qu’on nomme diamétre con-
jugué de la direction des plans sécants; ceci se démontre
par des considérations géométriques fort simples.

Tout plan mené par le sommet du cone divise en deux
parties égales les cordes paralléles au diamétre conjugué
de ce plan; encore trés-simple 4 démontrer.
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Tout plan mené par le sommet du cone qui est le
centre de la surface se nomme plan diamétral.

Ceux de ces plans qui sont perpendiculaires aux direc-
tions des cordes qu’ils divisent en deux parties égales se
nomment plans principaux.

On trouve aisément les trois plans principaux d'un
cone; ainsi on commencera par faire voir que le plan qui
contient les génératrices faisant entre elles un angle
maximum est un plan principal; il suffira pour cela de
mener un plan sécant perpendiculaire & I'une de ces gé-
nératrices, et on verra facilement que I'intersection des
deux plans est un axe de la conique déterminée dans le
cone par le plan sécant; puis on verra que le plan mené
par la bissectrice de I'angle maximum perpendiculaire-
ment au premier plan principal est un second plan prin-
cipal; enfin le troisiéme est le plan mené par le sommet
du cone perpendiculaire a I'intersection des deux pre-
miers.

Parmi les sections elliptiques du cone, on doit remar-
quer deux séries de plans paralléles donnant des sections
circulaires; ces plans sont nécessairement perpendicu-
laires a un plan principal.

Du reste, I'étude purement géométrique des propriétés
du cone est tellement simple, que je n’en parle ici que
pour tracer un programme complet de la théorie des sur-
faces réglées du second degré.

Mais de méme que dans I’homographie plane il y a
deux modes de génération des coniques, nous aurons aussi
deux modes de génération des surfaces réglées : soit en
les considérant comme lieu des intersections de plans, on
bicn comme enveloppes de plans mobiles ; le théoréme I
relatif au cone correspond au premier mode, le suivant
correspond au sccond.

Tutorime Il. — Tout plan divisant homographique-
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ment deux droites fixes et passant par un point fixe a
pour enveloppe de ses positions un céne du second degré

tangent aux deux plans menés par chacune des droites
¢t le point fixe.

On voit en effet que le plan mobile qui décrit bien une
surface conique a pour trace sur un plan quelconque une
tangente a une conique tangente aux traces des deux
plans fixes; c’est I'application du théoréme correspon-
dant d’homographie plane.

5. On pourra représenter un coéne du second degré
considéré comme surface résultante d’un systéme homo-
graphique par la notation [ A, By], qui exprimera que
les axes A et B des deux faisceaux se rencontrent, ou
que leur plus courte distance est nulle.

Les différentes maniéres d’établir la correspondance
des plans homologues des deux faisceaux seront les difté-
rents modes de génération du cone.

Exemples. — Droite s'appuyant sur une conique ct
passant par un point fixe.

Plan passant par un point fixe et tangent a une co-
nique.

.

6. COnEs suPPLEMENTAIRES. — S7 par le sommet d’un
cone [ Ay, By] on méne les plans tangents & ce cone et
des perpendiculaires a ces plans, le lieu de ces perpendi-
culaires est un cone du second degré [a,,b,], qu'on
nomme le cone supplémentaire du premier.

1l est aisé de voir en effet que les faisceaux ayant pour
axes les droites a,, b,, respectivement perpendiculaires
aux plans tangents suivant A, et By, et pour intersec-
tions es droites m, perpendiculaires aux plans tangents
suivant les arétes M, du premier cone, sont homographi-
ques ; car les trois plans tangentsen A, By, M, forment
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un angle triédre, et les trois perpendiculaires & ces plans
@y, by, m, un triédre supplémentaire dans lequel les an-
gles diédres sont les suppléments des faces du premier;
or on peut dire que le plan tangent mobile suivant My
divise homographiquement les deux faces fixes; donc
dans le systéme [a,, b,] les deux faisceaux sont homogra-
phiques, puisque le sinus de I'angle diédre de deux plans
est égal au sinus de I'angle de la face supplémentaire.

Ainsi donc la surface [a,, b,] est un cone du second
degré, et la démonstration précédente justifie suffisam-
ment la dénomination de cénes supplémentaires. D’ail-
leurs, comme pour les triédres supplémentaires, les pro-
priétés des deux cones sont réciproques.

Tout le monde connait les belles propriétés des cones
supplémentaires indiquées par M. Chasles; aux deux
séries de sections circulaires ou plans cycliques corres-
pondent dans le cone supplémentaire deux droites qui
leur sont perpendiculaires et que I'auteur de la Géomeé-
trie supérieure nomme lignes focales du second cone, et
il y a toujours réciprocité.

Je terminerai ce qui concerne le cone par l'indication
de ces deux énoncés de M. Chasles, qui sont des appli-
cations immédiates des théorémes I et IT du n° 4.

1° 8, autour de deux droites fixes situées dans un
méme plan, on fait tourner deux plans rectangulaires,
ladroite d’intersection de ces deux plans décrira un céne
du second degré dont les plans cycliques seront respec-
tivement perpendiculaires aux deux droites.

2° Etant donnés denx plans fixes, si un point de leur
intersection commune est pris comme sommet d un angle
droit mobile, dont les cotés se meuvent dans deux plans
JSixes respectivement , le plan de cet angle enveloppera
un céne du second degré tangent aux deux plans fixes
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et dont les lignes focales seront perpendiculaires a ces
deux plans respectivement.

On résoudra encore trés-simplement par les considéra-
tions précédentes la question suivante :

Trouver le lieu des points de l’espace dont les dis-
tances & deux droites fixes qui se coupent sont dans un

rapport constant.
(La suite prochainement. )

NOTE SUR CERTAINS PARADOXES ET SOLUTION
DE LA QUESTION 705

Par M. J.-J.-A. MATHIEU,

Capitaine d’artillerie.

Ou emploie souvent avec trop peu de circonspection
un genre de raisonnement qui en exige beaucoup, ct qui
consiste, dans les questions d’analyse appliquée, a juger
a priori du nombre des conditions géométriques par celui
des équations, ou réciproquement.

De l'abus de cette pratique peuvent résulter de nom-
breux paradoxes dans lesquels la Géométrie est mise en
contradiction avec I'Algébre. Quaut 4 I'erreur, elle vient
toujours de ce qu’en toute rigueur il n’est permis de rai-
sonner de la sorte qu’a posteriori, c’est-a-dire qu’aprés
une discussion compléte des équations, qui peuvent, en
se confondant, en se séparant ou en se dédoublant, dé-
mentir bien des conclusions prématurées.

Il m’est facile de présenter divers genres d’exemples
qui justifieront suffisamment ces réflexions critiques, dont
appréciera peut-étre 'opportunité le lecteur qui aura

_€té frappé, comme je I'ai été, de voir certaines ques-
Ann. de Mathémat., 22 série, t. V1. (Avril 1867.) 12
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tions d’examen se jouer trop hardiment du danger que je
signale.

On regarde comme généralementdéterminé le probléme
de la construction d’un polygone de 7 co1és, lorsqu’on a
2n— 3 conditions ou équations ; pourvu seulement que
les angles, s’ils sont tous connus, ne soient pris que
pour n—1 conditions, la Géométrie ayant démontré
la nécessité de cette restriction. On expliquera, par
exemple, que le probléme de la construction d’un poly-
gone inscriptible dont les  cotés sont donnés doit étre
considéré comme déterminé, en disant tout simplement
que la sujétion d’inscriptibilité, qui force le cercle de
trois sommets a passer par les n—3 autres, fournit
les n —3 équations complémentaires. Cependant ce
raisonnement, qui ne trompe pas dans ce cas, conduit a
un grossier paradoxe, si 'on remplace la sujétion d’in-
seriptibilité par celle de circonscriptibilité, susceptible
pourtant, comme la premiére, de fournir n— 3 équations.

La recherche du lieu du point d’intersection des deux
droites de chaque systéme unissant les quatre points ou
une conique fixe est rencontrée par les cotés d’'un angle
variable dont le sommet occupe un point fixe, semble
& priori une question indéterminée, faute d’'un nombre
suffisant d’équations. On sait bien cependant que le point
dont il s’agit reste sur une droite invariable qu'on a
nommée la polaire du point fixe.

En ne consultant quele nombre des équations, I'indé-
termination parait plus grande encore, si on demande
le lieu des centres de toutes les coniques qui peuvent pas-
ser par les quatre points ot un cercle a centre fixe et a
rayon variable rencontre I'une quelconque des courbes
d’un systéme de coniques homothétiques. Ces centres
sont cependant tous sur une conique déterminée.

Un exemple trés-simple d’un dédoublement d'équation
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se rencontre, comme on sait, dans la question des coni-
ques équilatéres. On voit I'équation qui exprime 1'égalité
des carrés des axes se dédoubler, et I'Algébre se mettre
d’accord avec la Géométrie, en imposant deux conditions
pour que Dellipse soit équilatére, tandis qu'une seule
suffit pour que ’hyperbole le soit (¥).

La théorie des surfaces de révolution du deuxiéme de-
gré fournit un exemple d’'une equauon dont le dédou-~
blement est plus facile a deviner qu’a opérer. Cest sur
cet exemple que j’avais cherché a appeler I'attention des
lecteurs des Annales, en proposant cette question qui
n’a pas été résolue :

Expliqguer comment il se fait que deux conditions
soient nécessaires pour qu'une surface du deuxiéme
degré soit de révolution, lorsqu’on sait qu’il suffit que
Uéquation en S ait deux racines egales.

On peut, en effet, exprimer qu’une surface du deuxwme
degré est de révolution en écrivant tout simplement que
I’équation en S, prise sous la forme ordinaire des équa-
tions du troisiéme degré, a deux racines égales. On n’ob-
tient ainsi qu'une seule équation entre les coefficients, et
on serail exposé a croire qu’il suffit d'une condition pour
qu’une surface du deuxiéme degré soit de révolution, si
on ne découvrait par d’autres moyens qu’en réalité il en
faut deux. On peut deviner alors que I'équation unique
doit se dédoubler; mais saisir la maniére dont le dédou-
blement s’opére n’est pas chose facile. Cette difficulté est
précisément ce qui rend le cas intéressant, comme exemple
du danger des conclusions prématurées, puisqu’il montre
qu’on peut avoir de grandes peines, non-seulement & dé-
couvrir & priori, mais & vérifier & posteriori qu'une équa-
tion en se dédoublant équivaut & deux conditions.

{*) Paradoxe expliqué par M. Gerono, t. XVII, p. 77
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Voici maintenant une méthode pour déduire de la
théorie des racines égales la double condition qu’on ob-
tient autrement, méthode qui met d’ailleurs bien en évi-
dence la particularité par suite de laquelle 1'équation
en S a besoin de deux conditions pour avoir deux racines
égales.

Je représenterai par
F(z)=(z—a)(z—B)(x—9)+M(z—§)(z—7)

T +N(z—a)(z—7)+P(z—a)(z—f) =0
le type général des équations en S. La seule particularité
a remarquer est que les trois coefficients M, N, P sont
tous trois de méme signe. Je supposerai qu’il n’y en a
aucun de nul, pour rester dans le cas général.

Posons maintenant
p(z)=(z—a)(z—B) (r—1);

F(x)
¢ (=)
F(z)¢' (z) —F'(z)9(=)
=M (z—f)* @ —9)'+N(z—a) @—9)* +P(z—a) (x — B)".

Pour une racine double, a, de F (x) = o, on aura

o=M(a—f)(e—7y)+Na—ala—y)+Pla—a)(a—Bp).

par dérivation de on obtiendra I'identité

Mais M, N, P étant de méme signe, cette égalité ne
peut avoir lieu que si deux des différences sont nulles.
Soit donc @ =a = f; en substituant dans F (x), il
viendra

F M(z —
————~(x) ::x—'/+P+N+————(I 7)-
(2 —a) xr—a _

Comme F (x) doit étre divisible par (x — a)?, et que
M n’est pas nul, il faudra que 'on ait encore a =y. On
trouve donc, finalement, les deux conditions

a=f=r1.
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CONSTRUCTION DES AXES D'UNE ELLIPSE DONNEE
PAR DEUX DIAMETRES CONJUGUES;

Par M. L. TROUILLET,

Eléve de Mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis
(classe'de M. Vacquant).

Je rappellerai d’abord les propriétés suivantes de I'el-
lipse : ~

1° Un point M d’une droite AB de longueur constante,
glissant sur deux axes rectangulaires Ox, Oy, engendre
une ellipse dont les axes sont dirigés suivant Ox et Oy,
et égaux a 2MA et 2 MB.

2° La normale au point M s’obtient en joignant ce
point au point P de concours des paralléles menées aux
axes par les points A et B.

3° Si AB et A’B’ sont deux positions rectangulaires
de la droite mobile, les diamétres OM et OM’ sont con-
jugués. En effet, I'égalité des triangles PMA, OA’M’ en-

traine celle des angles @ et A@’, et par suite la
perpendicularité de la normale PM sur le diamétre OM'.
Donc, si OM| est paralléle & MP et terminée & AB,
MP = OM' = OM, et 'angle M', OM’ est droit.

D’ou la construction suivante :

Soient OM, OM’ les diamétres donnés; je méne sur
OM'la perpendiculaire OM, = OM' : si je décris, du
milieu H de MM/, pour centre, avec OH pour rayon, une
circonférence qui coupe MM, en A et B, les axes seront
dirigés suivant OA et OB, et MB, MA seront leurs demi-
longueurs.
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Remarque. — On a, dans le triangle OMM',,
—_—1 —_—3 3  e—
20H + 2MH = OM -+ OM, ,
et

—_——2 ——2 , TN
MM, = OM + OM, — 20M.OM| cos MOM,.

Posant
OM =ada', OM, =1V,

MB—=a, MA=10b, MOM =9,

il vient
2 (a+b>’+2 (a_b\),:a”—k-b",
2 2
d'on
@+ b =a'* - b7,

et

(a—b)=a'"+ b"* — 24'b'siny,
d’ou

ab=—a’b'sinb.

(Théorémes connus. )

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 165

(volr 2* sérle, tome V, page 336);

Pax M. GAYON,
Candidat & ’Ecole Normale.

On partage les cétés d’un carré en n parties égales;
par les points de division on méne des paralléles aux
cotés, de maniére & partager la figure en n® petits
carrés. Pour se rendre d’un sommet du carré donné au
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sommet opposé, on peut suivre plusieurs lignes brisées
différentes; pour tous ces chemins, il y en a qui sont
minimums et égaux entre eux : on propose d’en trou-
ver le nombre. (J.-Ch. Duparn.)

Il est facile de constater I’existence de ces chemins mini-
mums, et de voir qu’ils sont tous égaux a lasomme de deux
cOtés du carré donné, c'est-d-dire 4 2n petites divisions.
De plus, tous ces chemins comprennent n divisions hori-
zontales et n divisions verticales. Le probléme revient
donc a trouver le nombre des permutations avec répéti-
tion de deux sortes de lignes répétées chacune n fois. Ce
nombre est donné par la formule

P, __C,,wnn(?n—|)(211—2)...(n+1\
P,.P,  m 1.2.3...

Remarquons que ce quotient est précisément égal a la
somme des carrés des coefficients du binéme, et que,
comme 'indique M. Bertrand dans ses Exercices, on peut
I’écrire sous la nouvelle forme

2.6.10.14...(fn — 2)
1.2.3...n )

Note. — La méme question a été résolue par MM. Annequin, du lycée
de Grenoble; Mandagot et Daujon, du lycée Saint-Louis; Violet, de
I'Ecole de Sorréze; Giard et Crépin, du lycée de Douai; Leclere, du lycée
de Douai; Laisant, capitaine du génie.

Question 19%

(volr 2° série, t. VI, p. 94 ).

Cette question, qui ne consiste que dans une identité a vérifier, a été
résolue par MM. Paul Laugier, Gautier, du lycée Louis-le-Grand; San
dier, du lycée de Lyon; Honoré Pi, de Sorréze; Jourdan, du collége
Chaptal ; Lemoine, du lycée de Saint-Omer; Welsch, Rouhier, Driant, du
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lycée de Metz; Plane, du lycée de Besangon; Perronne, du collége Sta-
nislas. M. Paul Mansion met le premier membre de I'identité sous forme
de déterminant et arrive par quelques transformations a un détermi-
naat dont une colonne ne contient que des zéros. La place nous manque
pour citer une dizaine de solutions qui nous sont parvenues depuis que
ceci est imprimé.

Question 792

(voir 2°* sérle, t. VI, p. 48);

Par M. A. VAISON,

Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Vacquant).

Quand on change deux cercles en deux autres cer-
cles aumoyen de la transformation par rayons vecteurs
réciproques, le rapport du carré de la tangente com-
mune au rectangle des diamétres est le méme dans la
figure primitive et dans la figure transformée.

(J. Casex.)

Si f(x, y) = o est I'équation d’une courbe, I'équation
de sa transformée par rayons vecteurs réciproques, sui-
vant une puissance k positive ou négative, l'origine étant
le pole dela transformation, est

f( e Ay >=o.

x? +y2’ x? +y2

Considérons cn particulier les cercles représentés par
les équations suivantes :

(1) z'+ y'—2ax —2by + M=o,
(2) 24 y'—2a'x—2by+M =o.

Le péle de transformation étant Yorigine, et ce point
étant d’ailleurs situé d'une maniére quelconque dans le
plan des deux cercles, les transformées suivant la puis-
sance k des courbes (1)} et (2) seront deux cercles repré-
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sentés par les équations suivantes :
2ak 2bk k2

3 2 o — — —
(3) x4+ y i x M y—i—M_.o,

2a'k 26’k A?

(4) z’+y2——ﬁ;—x——ﬁ,—-y+-lﬁ,=0.

Cela posé, remarquons que le carré de la tangente
commune 4 deux cercles, dont la distance des centres est d
et dont les rayons sont R et R’, est

d—(R—R')? ou &—(R+R'),

suivant que l'on considére la tangente commune exté-
rieure ou la tangente commune intérieure. Or, dans les
deux cercles représentés par les équations (1) et (2),

dr=(a—a' )+ (b—b),

R—R' =ya+ ' —M— ya'+ 6" — M,

R R = yar 5 5 M 4 ya 5 5.

Donc le rapport du carré de la tangente commune au
rectangle des diamétres est, pour ces deux courbes,

M-+M —a2aa’ —20b" +2y(a’4+b2—M)(a’* + 6> — W)
4@+ —M) (@ +6"— M)

’

ou bien

M+M —2aa’ —2bb —2y/(a?+b*— M)(a"*+ b’ — M)
4y(a b= M) (" 57— )

Le premier convient a la tangente commune exté-
rieure, le second i la tangente commune intérieure.

Les rapports correspondants pour les cercles repré-
sentés par les équations (3) et (4) sont respective-
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ment

a? ,41 ba k? ‘z) <(l"ﬁ" b2 42

W
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)

azk: b2 42 A3 a'? £2 b’ f2 k2
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k?
M

)

a'z kz b2 A2 A? a’t k? b'2 k k2
— — — _|_ — — q—

4 M‘ M m> ( Mz M M>
expressions qui, aprés réduction, sont identiques res-
pectivement aux expressions (5) et (6). La question est
donc résolue.

Note,— Autres solutions de MM. Laisant, Keehler, capitaines du génie;

Fouret, sous-lieutenant du génie; E. Pellet, ¢léve du lycée de Nimes; Paul
Vivier, du lycée de Strasbourg; Williére, professeur a Thuin (Belgique).

Question T97
(voir 2° série, t. VI, p, 95);
Par MM. D’ANNOUX er CAFFARELLI,
Eléves en Mathématiques élémentaires.
Tout quadrilatére, dans lequel les diagonales sont
entre elles comme les sommes des produits des cétés qui
comprennent ces diagonales, est inscriptible.

1. Lemme I. — Etant donné un quadrilatére ABCD,
sil’on fait varier ses angles sans modifier les longueurs
des c6tés, on peut amener ce quadrilatére a étre in-
scriptible. (Théoréme connu.)

2. Lemme 1. — &, dans le quadrilatére variable
dont nous venons de parler, une des diagonales aug-
-mente, U'autre diminue.

“
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En effet, quand AC augmente, les angles B et D aug-
mentent. On le voit en considérant les triangles ACD,
ACB, dont deux codtés gardent la méme longueur pen-
dant que le troisiéme, AC, augmente. La somme B + D
des angles opposés a ce coté augmente. Donc la somme
A + Cdiminue, puisqu’on a constamment

A 4+ C+ B + D=4 droits.

Donc un au moins des angles A et C diminue. Donc la
diagonale BD, opposée & ce c6té, diminue comme étant
le troisiéme c6té d’un triangle dont deux c6tés gardent la
méme longueur pendant que 'angle qu’ils comprennent
diminue.

3. Démonstration du théoréme. — Soient L, L' les
diagonales du quadrilatére proposé, £ et I’ les diagonales
du quadrilatére inscriptible qui a les mémes cotés que le
premier.

Si on applique & ce dernier quadrilatére le théoréme
relatif au rapport des diagonales, on trouve, pourle rap-
port ;—,, I'expression que I'hypothése atiribue a —Ilf'; On

a donc
1A
(1) =1

On peut en conclure / = L, /! = L/, car si I'on avait

(2) I>1L,
on aurait inversement, d’aprés le lemme II,
(3) <L

Or, le systéme des inégalités (2) et (3) est incqmpa-
tible avec 1’égalité (1). Done. ...

Note. — M. Périer, éléve du lycée Charlemagne, a résolu la question
a peu prés de la méme maniére.

——
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QUESTIONS.

804. Etant donnés m nombres en progression arith-
métique, trouver le nombre de leurs combinaisons » a n,
ayant la propriété que la somme des » nombres compo-
sant chaque combinaison ne surpasse pas le plus grand
des nombres donnés. (Joseph Saccar.)

805. On donne deux surfaces (S), (S'), la premiére
fixe, 'autre se rapprochant indéfiniment de celle-ci. D'un
point A de (S) et dans le plan tangent a cette surface on
méne des tangentes a (S'). Quelle est la limite des posi-
tions de ces tangentes lorsque (S') tend vers (S), de fagon
que le point ou (§') est touchée & chaque instant par un
plan paralléle au plan tangent mené par le point A a (S)
décrive une ligne qui coupe cette surface sous un angle

fini? ~ (Ossian BonneT.)

806. On donne cinq droites arbitraires, on prend un
groupe de quatre de ces droites et I'on construit le couple
des deux droites qui les rencontrent. D’un point quel-
conque de I'espace on meéne la droite qui rencontre les
deux droites de ce couple.

On pourra ainsi mener de ce point cinq droites, puis-
qu'il y a autant de couples de deux droites qu'il est pos-
sible de former de groupes de quatre droites avec les cing
droites données. Démontrer que les cinq droites ainsi dé-
terminées sont dans un méme plan. (MANNHEIM. )

807. Démontrer directement la propriété corrélative
de la précédente.

808. U = o étant une équation algébrique, Uy, Us,...,
U.,..., les dérivées successives du premier membre :
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1° L’équation U = o aura des racines imaginaires, si
I'on n’a pas, pour toutes les valeurs de n etdex,

Un 2 Un—l-Un+|
—2
1.2...7 1.2...(r—1).1.2..(~+1)
4o Un—z-Un+1
1.2...(r—2).1.2...(n+2)
— 2 Un—a'Un+3

1.2...(r—3).1.2.. . (n+ 3) +. . >0,

I’existence d'un couple de racines imaginaires étant ac-
cusée, chaque fois que 'équation obtenue en égalant a o
le premier membre de I'inégalité précédente n’a pas
toutes ses racines imaginaires.

2° Le méme théoréme subsistera si 'on remplace les
dérivées Uy, U,,... par les dérivées de la fonction suivante,

V=U+AU + AU, +...4+ A,
formée au moyen des coefficients d'une équation a racines
toutes réelles,
2™ — A 2"+ Ay a™r— . A, =—o,
d’'un degré égal ou inférieur au degré de U= o.
(J.-J.-A. MaTniEU.)

R09. Décrire un cercle qui rencontre trois droites
données de maniére que les cordes interceptées par ces
droites sur ce cercle soient égales a une longueur donnée.

810. Méme probléme quand on remplace les trois
droites par trois circonférences.

PUBLICATIONS RECENTES.

(Tous les ouvrages annoncés se trouvent & la librairie de Gauthier-Villars,
quai des Augustins, 55.)

Darsoux (Gaston). — Théses présentées a la Faculté des
Sciences de Paris. 1° Sur les surfaces orthogonales ;
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2°Propositions de Mécaniqueetd’ Astronomie données
par la Faculté. In-4° de 1v-48 pages; Paris, 1866.

Houer (Jules). — Recueil de formules et de tables
numérigues. In-8° de rxxi-64 pages; Paris, 1866,
Gauthier-Villars. — Prix : 4 fr. 5o c.

1l en sera rendu compte prochainement.

Cuzrint (Domenico). — Sugli assi... Surles axes cen-
traux des forces et des rotations dans U équilibre et le
mouvement des corps. In-4° de 56 pages et 1 planche;
Bologne, 1866.

Hermite. — Sur 'équation du cinquiéme degré. In-4°
de 74 pages; Paris, 1866. — Prix : 5 fr.

Résolution de I'équation par les fonctionselliptiques. Réduc-
tion a la forme ¢* — x —a—=o.

Gournerie (Jules pE LA). — Recherches sur les surfaces
réglées tétraédrales symétriques, avec des Notes par
Arthur Cayley. In-8° de xvin-288 pages ; Paris, 1867,
Gauthier-Villars. — Prix: 6 fr.

Cet ouvrage contient, avec divers développements, la ma-
tiére de trois Mémoires présentés i I’Académie et jugés dignes
d’étre insérés dans le Recueil des Savants étrangers, sur le Rap-
port d’'une Commission composée de MM. Bertrand, Chasles
rapporteur.

Grunert. — Archives de Mathématiques et de Physzqap,
t. XLVI, 1™ livraison, 1867.

Ofterdinger et Nagel, Sur le quatriéme porisme de Fermat. —
Zajaczkowski, Sur le probléme de la rotation d’un corps solide.
— Spitzer, Intégration de I'équation différentielle

in dn—-l d
{—y-i—) y:v<x2‘£+y3‘)-

x -
dxz» dz"—!
— Franz Muller, Condition pour qu'une équation ait des ra-
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cines égales et de signes contraires. — Dienger, Sur la théorie
des équations différentielles. — Borsch, Sur I'erreur moyenne
de plusieurs mesures trigonométriques. — Thiel, Sur une pro-
priété de 'hyperbole, p. 45. (Le lieu du centre de gravité d'un
triangle dont l'aire et un angle restent constants est une hy-
perbole.) — Koutny, Construction des lignes d'intensité d’un

ellipsoide. — Seeling, Sur le développement de |/A en frac-
tion continue. (M. Seeling forme une transformée au moyen de
deux réduites consécutives. )

SyLvester, Ferrers, evc. — Jowrnal trimestriel de
Mathématiques pures et appliquées, n° 31, t. VIII,
1867.

Worontzoff, Généralisation de certaines formules étudices
par M. Blissard. — Ferrers, Recherche de I'enveloppe de la
droite qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées d’un
point d’une circonférence sur les cétés d'un triangle inscrit
(hypocycloide i trois rebroussements). — Cayley, Sur les co-
niques qui passent par deux points et touchent deux lignes don-
nées. — Cayley, Sur les coniques qui touchent trois lignes
données, et qui passent par un point donné — Walton, De
quelques transformations relatives au calcul des opérations. —
Salmon, Sur quelques formes spéciales de coniques (coniques
se réduisant A un point ou & deux droites). — Power, Sur le
probléme des quinze écoliéres. (Il s’agit de conduire en pro-
menade quinze éléves pendant sept jours consécutifs, groupées
trois par trois, de maniére que deux d’entre elles ne se trou-
vent pas ensemble plus d’une fois dans les sept jours. Nombre
des solutions : 15567 552 000!) — Steen, Sur les équations
linéaires aux différences partielles a intégrales particuliéres toutes
de la méme forme. — Shiafli, Solution d'une équation aux dif-
férences partielles

dw dw\? +b dw z dw‘) 2 te dw + dw\? .
gl —_——r— x — ) =1.
“ z dy “dz dz dy A

7

— Ellis, Ktude sur une formule algébrique. — Ferrers, Théo-
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rémes relatifs au systéme des coniques qui passent par quatre
points donnés. — Cayley, Sur un lieu relatif au triangle (lieu
des points tels, que les pieds des perpendiculaires abaissées de
ces points sur les cotés d’un triangle fixe soient en ligne droite.
Il faut savoir que M. Cayley dit que deux droites sont perpendi-
culaires relativement i une certaine conique, quand chacune
d’elles a son poéle relatif A cette conique sur l'autre droite. On
trouve une cubique.) — Monro, Sur une intégrale, — Jeffery,
Sur ellipse sphérique rapportée A des coordonnées trilinéaires.

Borcraror. — Journal fiir die Mathematik (Journal de
Crelle), 1. LXVII, 17 livraison. ’

Clebsch, Sur la surface de Steiner (surface du quatriéme ordre
coupée par un plan tangent suivant deux coniques. Son équa-
tion peut se mettre sous la forme

22l + 22} +xl 2l — 22,2, 252, =0,
x,, x;, etc., étant des fonctions du premier degré.) — Schwarz,
Sur les surfaces réglées du cinquiéme degré. — Konigsberger,
Sur la transformation du second degré des fonctions abéliennes.
— Geiser, Sur deux problémes géométriques (courbes du troi-
siéme degré). — Hankel , Expression des fonctions symétriques

au moyen des sommes de puissances.— Cayley, Sur une trans-
formation géométrique,

Scaromircu, Kanr et Cantor. — Zeitschrift.... Journal
de Mathématiques et de Physique. 12° année, 1867,
17 livraison.

Steinschneider, Abraham le juif, Savasorda et Ibn Esra : frag-
ment sur Phistoire des sciences au x1°® siécle. — Lommel, Sur
les coordonnées lemniscatiques (lemniscatische). — Enneper, Sur
quelques théorémes appartenant a la théorie des fonctions ©.—
Hunyadi, Sur quelques identités (identités qui résultent du
développement de déterminants qui ont deux colonnes identi-
ques). — Huryadi, Sur la résolution des triangles sphériques
dont les trois hauteurs sont données.



PROBLEMES ET THEOREMES (*);
Par M. J. STEINER.

1. Etant demandée une section conique passant par
trois points donnés, et ayant en un point quelconque
d’une courbe donnée du degré n un contact du deuxiéme
ordre avec elle, le nombre des solutions du probléme
sera en général

3n(n—1).

Si les trois points donnés se trouvent en particulier
sur la courbe elle-méme, le nombre des solutions sera di-
minué de deux pour chacun de ces points, de sorte que
si les trois points se trouvent a la fois sur la courbe, le
nombre des solutions sera

3n(n—1)—6=3(n+1)(n— 2).

2. Quel est le nombre des sections coniques ayant un
contact du deuxiéme ordre avec une courbe donnée du
/legl‘é nenun quelconque de ses points, et en outre :

1° Passant par deux points donnés et touchant une
droite donnée;

2° Passant par un point donné et touchant deux
droites données;

3° Ayant trois droites données pour tangentes?

3. Etant demandée une section conigue passant par

(*) Ces questions, auxquelles de récents travaux aussi bien que le nom
de leur auteur donnent de I'intérét, se trouvaient a la suite d’un Mémoire
inséré par extrait dans les Comptes rendus de I’Académie des Sciences,
t. XXXVII, p. 156. Nous publierons ce Mémoire prochainement. P.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. V1. (Mai 1867.) 13
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trois points donnés, ct touchant en deux points qucl-
conques une courbe donnée du degré n, le nombre des
solutions du probléme sera en général

I—(n——l)n(n—i— y(n+2)—4(n—1)n

2

% (r* 4+ 2n® — qn* + 6n).

Si un, deux ou trois des points donnés, que nous ap-
pcllerons a, b, ¢, se trouvent sur la courbe, le nombre
des solutions diminuera par degrés; or, il y aura quel-
ques-unes de ces sections coniques qui seront en contact
avec la courbe aux points donnés mémes, et, chaque fois
que cela a lieu, deux des sections coniques coincident en
une seule. Si, par exemple, le premier point a se trouve
sur la courbe, celle-ci sera en contact par le point a avec
n* 4+ n — 4 des sections coniques, de sorte que le nombre
des solutions sera diminué pareillement de » + n — 4.
Et si 'on ne compte que celles des sections coniques qui
ne sont pas en contact en a, leur nombre sera diminué de

2(n' 4+ n— 4).

Si le second point b se trouve aussi sur la courbe, lc
nombre des sections coniques, qui ne sont en contact
ni par @ ni par b, sera diminué encore de

o (nt+n—6);

et enfin, si le troisiéme point ¢ se trouve aussi sur la
courbe, le nombre des sections coniques n’étant en con-
tact ni par a, ni par b, ni par ¢, diminuera encore de

2(n 4 n—38),

de sorte que le nombre restant de ces sections coniques ne
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sera que

! .
—(nt2nt— 210> — Hn -+ 72)
a /

(n—=3)(rn—2)(n+3)(n+4)—2n—3)n,

N -

attendu que le nombre i retrancher était en total
6(n* +n — 6).

l.e nombre des autres sections coniques se réduit a
n®+4n—8 qui sont en contact par un des points @, b
ou ¢, plus 3 qui sont en contact para et b, par a et ¢
ou par b et ¢; en comptant chacune des premiéres deux
fois et chacune des derniéres quatre fois, nous aurons le
nombre juste

3(nn+n—8)xX2+3X4{=6(nr+n—0).

Mais, en ne comptant qu'une seule fois chacune de ces
seclions coniques en contact par les points @, b, ¢, ce
qui donne le nombre 3 (2* 4+ n — 7), le nombre de toutes
les sections coniques ne sera que

| =

1
(n' 4+ 20> — 150 -+ 30):; nn(n—3)(n—+5)+ 15,

k]

r

ct alors
3(n*+n—23j

sections coniques peuvent éire regardées comme ayant
disparu.

On remarquera que cette proposilion contient entre
autres celle-ci : Par trois points donnés passent en
général quatre sections coniques doublement tangenies
& une section conique donnce (ou bien touchant deux
droites données), qui a éié démontrée par M. Poncelet.

13,
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4. Les propositions suivantes sont une conséquence
des développements donnés au n°® 3.

1. Etant demandée une section conique ayant un
contact du deuxiéme ordre avec une courbe donnée du
degré n en un point a donné sur elle, et étant en outre
en contact avec elle par deux autres points quelconques,
le nombre des solutions du probléme sera en général

i(n‘ “+on®— 21 n*— 6n + 72).

1I. Etant demandée une section conique ayant, avec
la courbe donnée, un contact du troisiéme ordre en un
de ses points donnés a, et €tant encore en contact avec
elle par un autre point quelconque, le nombre des solu-
tions sera en général

nin—1—8.

5. Pareillement, la proposition spéciale suivante est
un corollaire de celle donnée au n°1.

Etant demandée une section conique ayant deux con-
tacts du deuxiéeme ordre avec une courbe donnée du
degré n, le premier en un point donné a et le second en
un point quelconque, le nombre des solutions sera

3n(n—1—aq.

6. Quel est le nombre des sections coniques étant
en contact par deux: points avec une courbe donnée n,
el en outre :

1° Passant par deux points donnés et touchant une
droite donnéee, ou bien

2° Puassant par un point donné et touchant deux
droites données, ou bien

30 Touchant trois droites données?
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7. Par rapport aux propositions données aux n°* |
et 3, nous remarquerons encore les cas spéciaux sui-
vants :

I. Une courbe donnée du degré 2n ayant trois
points n tuples (¥), mais aucun autre point multiple outre
ces trois-la, si I’on demande une section conique pas-
sant par ces lrois points , et ayant en outre avec la
courbe :

1° Un point quelconque de contact du deuxiéme
ordre, le nombre des solutions est 3n (n— 2), ou bien

2° Deux autres points de contact quelconques, le

nombre des solutions est -;- n(n—z2)(n—3) (n+3).

II. Une courbe donnée du degré 2n ayant deux
points ntuples et un point (n — 1) tuple , mais aucun
autre point multiple outre ceux-la, si l’on demande une
section conique passant par ces points, et ayant en outre
avec la courbe :

1° Un point quelconque de contact du deuxiéme
ordre, le nombre des solutions est 3 (n+ 1) (n — 1), ou
bien

2° Deux autres points de contact quelconques, le

nombre des solutions est é (n41) (e —1) (n—2) (n+4).

1I. Une courbe donnée du degré (2n — 1) ayant
trois points (n— 1) tuples, mais aucun autre point mul-
tiple, si ’on demande une scction conique par ces trots
points, et ayant ¢n outre avec la courbe :

1° Un point quelconque de contact du deuxieme
ordre, le nombre des solutions est 3 (n +1) (n — 1), ou
bien

(*) Point n tuple, point multiple par lequel la courbe passe n fois.
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2° Deux autres points de contact quelconques, le

. T
nombre des solutions est 5 (n+1)(n—1)(n—2) (R+4).

IV. Une courbe donnée du degré (2 n — 1) ayant un
point ntuple et deux points (n—1) tuples, mais au-
cun autre point multiple, si I'on demande une section
conique passani par ces points, et ayant en outre avec
la courbe :

1° Un point quelconque de contact du deuxiémeordre,
le nombre des solutions est 3n (n — 2), ou bien

2° Deux autres points de contact quelconques, lc

nombre des solutions est é n(n—-2)(n—3)(n+3).

8. Deux cercles osculateurs quelconques d’une sec-
tion conique étant donnés de grandeur et de position,
trouver le lien du centre de cette conique ct de toutes ses
semblables. Le lieu (I’enveloppe) de la droite qui passe
par les deux points de contact de ces cercles avee la sec-
tion conique variable est une courbe de la sixieme classe.

9. Les polygones de plus grand périmeétre inscrits a
une cllipse ont le périmétre égal. (Foir t. XXXVII,
p- 189-191 du Journal de M. Crelle.) Trouver ce péri-

métre, Uellipse étant donnde.

10. 1. Z7rouver parmi tous les triangles de plus grande
p s peus §

aire inscrits & une ellipse donnée celui dont le péri-

métre est un maximum ou un MINimum.

II. Trouver parmi tous les triangles de plus grand
périmétre inscrits & une ellipse donnée celui dont U'aire
est un maximum ou un minimum; ou, plus généra-
lement :

. L. Trouver parmitous les polygones de plus grande
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aire inscrits a une ellipse donnée celui dont le périmétre
est un maximum ou un minimum; et

1. Trouver parmi tous les polygones de plus grand
périmétre inscrits & une ellipse donnée celui dont I’aire
est un maximum ou un Mminimum. ‘

Quant au quadrilatére, la derniére question (1) a
trouvé sa réponse dans mon Mémoire déja cité (1. XXX VII,
p- 184 du Journal de Crelle, savoir : L'aire du quadi-
latére est un maximum ou un minimum, selon que ses
c6tés sont paralléles aux diamétres conjugués égaux ou
aux axes de l’ellipse. Mais la réponse a la premiére
question (T) est pareillement facile pour le quadrilatére
et peut presque étre énoncée par les mémes mots, sa-
voir :

Parmi tous les quadrilatéres de plus grande aire in-
crits & une ellipse, le périmétre de celui-la est un maxi-
mum = u qui a les axes de Uellipse pour diagonales
(ow dont les cotés sont paralléles aux diamétres conju-
gués égaux), et le périmétre de celui-la est un minimum
=uy qui a les diamétres conjugués égaux de l'ellipse
pour diagonales (ou dont les cotés sont puralléles anx
c6tés de Uellipse). En indiquant par a et b les demi-axes
de Pellipse, on a

n=4Va+ b, u, =2 (a+ /))\;;
done

w— il = 8 (a— b

12. 8i nous désignons par a et b, a, et b, les axes
de deux sections coniques confocales, par cxemple de
dewx cllipses ¢, el €%, el si ces axes onl celle relation que

7
N Iz
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il y aura un nombre infini de triangles & la fois inscrits
& la courbe €* et circonscrits a la courbe €}

1
Et siles axes ont cetie relation, que
11 a*:b*:.b,ta,,

il y aura un nombre infini de quadrilaiéres a la fois
inscrits & la courbe €* et circonscrits a la courbe €.

13. Quelle est la relation qui doit avoir lieu entre les
axes de deux sections coniques confocales ¢* et €}, pour
qu'un polygone puisse étre & la fois inscrit a l'une et
circonscrit & l’autre ? Dés qu'un polygone peut étre dé-
critde la maniére demandée, on sait, d’aprés une belle
proposition de M. Poncelet, qu’il existe une infinité de
polygones jouissant de la méme propriété. Tous ces po-
lygones ont le périmétre égal, ctils ontle plus grand
périmétre parmi tous les polygones inscrits a la courbe ¢?,
et ils ont le plus petit périmétre parmi tous les poly-
gones circonscrits a la courbe ¢f (t. XXXVII, p. 189).

Berlin, au mois de novembre 1852.

NOTE
Sur les degrés de maltiplicité des solutions indiquées par le principe de
correspondance, suivie d'une application de ce principe a une démonstration
des relations pliickériennes ;

Par M. ZEUTHEN.

Le principe de correspondance, dit & M. Chasles,
s’énonce ainsi (voir Nouvelles Annales, 2° série, t. V,

p- 195):

« Lorsqu’on a sur unc droite L deux séries de points
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x et u tels, qu'a un point x correspondent a points u, et,
a un point u, {3 points x, le nombre des points x qui
coincident avec des points correspondants u est « + 3 (¥).

» En effet, représentons par les lettres x et u les
distances des points des deux séries & une origine fixe
prise sur L. On a entre ces distances une relation telle
que

of (Au” +Bu* "'+ .. .)

BT A B T L L 0

ct les points x qui coincident avec des points correspon-
dants « sont donnés par I'équation

(2) Az TR 4 (B4-AYa®TE~ g L =0.. . »

Une seule difficulté s’éléve souvent dans 'application
de ce principe, celle de trouver combien de fois un point
ou I'on sait qu’un point x coincide avec un ou plusieurs
points correspondants u est compté dans le nombre
a + f3. C’est d’'un moyen qui peut servir a résoudre cette
difficulté que je parlerai ici.

Si 'on prend les distances x et « pour abscisses et or-
données dans un systéme de coordonnées, 1'équation (1)
représentera une courbe dont les points d’intersection
avec la droite x = u ont pour valeurs communes des deux
coordonnées les distances des points cherchés sur L a
Porigine prise sur cette droite. Si l'on sait qu’en un
point p de L un point x coincide avec un ou plusieurs
points correspondants u, la distance de p a lorigine
prise sur L sera donc égale aux deux coordonnées d'un

(*) Nous ne nous occuperons pas ici a part du théoréme analogue sur
les droites d’un faisceau; car les propriétés qui y sont relatives sont des
conséquences immédiates de celles des points d’une droite.
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point ¢ qui, dans la représentation graphique, est com-
mun a la courbe (1) et 4 la droite x =u, et le nombre
de coincidences de points correspondants qui ount lieu
au point p est égal a celui des points communs a la
courbe (1) et a la droite x = u qui coincident en ¢. Ce
dernier nombkre dépend : 1° de celui des branches de la
courbe (1) qui passent par ¢; ct 2° du nombre et des
ordres des contacts qu'elle y a avec la droite x = u.

1° Soit y le nombre des points v correspondants a un
point x qui coincident avee lui s'il est au point p, et 0
celui des points a correspondants & un point u qui coin-
cident avec lui §'il est au point p, et supposons que
729d. Alors le point ¢ de la courbe (1) sera multiple de
'ordre 9, 4 moins qu’une droite menée par ¢ paralléle-
ment 4 I'axe des x ne touche en ce point une branche de
la courbe, c’est-a-dire & moins qu'un point u qui corres-
pond & un point x infiniment peu éloigné de p ne soit
a une distance de p qui est infiniment petite d’un ordre
supérieur. Dans ce cas exceptionnel, on trouve ’ordre
du contact par une comparaison des ordres des infini~
ment petites distances de p a deux points x et u qui se
correspondent, et 'on aura de cette maniére le nombre
qu’il faut soustraire de d. On doit obtenir le méme résul-
tat en faisant une semblable soustraction de y.

2° Si une branche de la courbe (1) a au point ¢ un
contact avec la droite x = u, la valeur de x — « qui cor-
respond & un point de cette branche infiniment peu éloi-
gné de ¢ sera infiniment petite d’un ordre supérieur.
Daus ce cas, un des points « qui correspondent a un point
x infiniment peu éloigné de p doit étre infiniment plus
prés de x que de p. Si cela a lieu, une comparaison
exacte des oridres de ces quantités infiniment petites ser-
vira a déterminer 'ordre du contact.

Le procédé que nous venons d’exposer permet, au
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moins en beaucoup de cas, de trouver les degrés de mul-
tiplicité des coniques exceptionnelles qui appartiennent
a un systéme de coniques. Il fournit donc directement
les coefficients que j'ai trouvés d’une maniere trés-diffé-
rente dans un Mémoire sur la détermination des caracté-
ristiques des systémes de coniques qui a été inséré dans
plusieurs numéros des Nouvelles Annales pendant la
derniére moitié de ’année passée. Au lieu de nous occu-
per de nouveau des systémes de coniques, nous donne-
rons d’autres exemples du procédé exposé, en employant
le principe de correspondance & une demonslratlon des
formules de M. Plicker.

Les équations plickériennes, dont il y a trois indé-
pendantes 'une de I'autre, ont lieu entre les six nombres
suivants : 'ordre m d’une courbe algébrique quelconque
ou le nombre de ses intersections, réelles ou imagi-
naires, avec une droite; sa classe n ou le nombre des
tangentes qu’on y peut mener par un point; les nombres
d de ses points doubles, d’ de ses points de rebrousse-
ment, ¢t de ses tangentes doubles et t’ de ses tangentes
d’inflexion. On peut donner a ces équations les formes
suivanies :

m(m—1)=n +2d-+3d,
(3) ¢ n{n—1)==m--2t -+ 31,
3(m—n)=d' —1'.

Commencons par démontrer la deuxiéme. Prenons,
a cet effet, deux droites fixes L et M dans le plan dc
ia courbe; menons par un point x de L une tangente
a la courbe, et soit z le point ou celle-ci rencontre M.
Menons ensuite par z 4 la courbe une tangente diffé-
rente de la premiére, et soit u le point ou celle-ci
rencontre L. Alors & un point x correspondent n points z
ct a chacun de ceux-ci (7 —1) points u, par consé-
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quent A un point x, n (n —1) points u. De méme,
un point u déterminant des points correspondants x
exactement de la méme maniére que si on I'avait pris
pour un point x, ce qui fait I'équation (1) symétrique
dans cet exemple, 4 un point u correspondent n (n — 1)
points x. Donc
x=B=n(n-—1),

¢l, par conséquent, L contient 21 (n —1) points x qui
coincident avec des points correspondants .

Cette coincidence a seulement lieu aux points ou la
droite L rencontre : 1° la droite M 2° les m tangentes a
la courbe donnée a ses points d’intersection avec M;
3o les ¢ tangentes doubles; et 4° les ¢’ tangentes d’in-
flexion de cette courbe. Désignons le premier de ces
points par p’ et respectivement par p”, p”, p*¥ des points
appartenant aux trois autres groupes.

1° Le point ¢’, qui sur la courbe représentée par I'équa-
tion (1) correspond a p’, est multiple de l'ordre n (n —1),
ct, en général, aucune des branches de cette courbe n’est
cn ce point, ¢’, tangente a la droite x = «. Par consé-
quent 22 (n — 1) des coincidences cherchées ont lieu en p'.

2° Le point ¢”, qui sur la courbe (1) correspond & un
des m points p”, est un point simple ou la tangente, a
cause de la symétirie de cette courbe par rapport a la
droite x = u, y est perpendiculaire. Les m points p” ne
donnent donc que des solutions simples.

3° Le point ¢"”, qui sur la courbe (1) correspond & un
des t points p”, est un point double, et aucune des bran-
ches n’y touche la droite & = u. Par conséquent, deux
coincidences ont lieu en chacun des ¢ points p”.

4° Le point ¢, qui sur la courbe (1) correspond a un
des ¢’ points p', est un point de rebroussement ordinaire
ou la tangente est la droite x = u. Par conséquent, trois
coincidences ont lieu & chacun des ¢ points p.
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On trouve donc

on(n—1)=n(n—1)+m—+ 2¢t+ 3¢,
d’ou
nin—i)=m—+ 2¢+ 3¢.
€. Q. F. D.

La premiére des trois équations se déduitde la deuxiéme
par le principe de dualité (on peut aussi la démontrer
d’une maniére analogue).

Dans la preuve de la troisieme des équations (3) on
emploie une seule droite, fixe mais arbitraire, L, dans le
plan de la courbe donnée. Par un point x de cette droite
on méue une tangente a la courbe qui la coupera en
m — 2 points z.

Désignons par u le point ou la tangente a la courbe a
un point z rencontre L. Alors, 4 un point x correspon-
dent n (m — 2) points z, et a chacun de ceux-ci un seul
point u; par conséquent a un pointx, n (m—2) points u;
a un point u correspondent n points z, et a un point z,
(n — 2) points x, par conséquent i un point u, n (n— 2)
points x. L.e nombre des points x qui coincident avec des
points correspondants u est donc

n(m—oa)+n(r—2)=n(m-+n—4).

Cette coincidence n’a lieu qu’aux points ou la droite L
rencontre : 1° la courbe donnée elle-méme; 2° ses d’ tan-
gentes aux points de rebroussement; 3° ses ¢ tangentes
doubles, et 4° ses 1’ tangentes d’inflexion. Désignons
maintenant par p’, p”, p”, p'* respectivement des points
de ces quatre groupes.

1° Le point ¢/, qui sur la courbe que représente main-
tenant I’équation (1) correspond a un des m points d'in-
tersection p’ de L avec la courbe donnée, est muliiple de
l'ordre (n — 2), et comme les tangentes a toutes les
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branches sont paralléles & P'axe des x, aucune de ces
branches nc scra tangente a la droite x — u. Par consé-
quent 7 — 2 coincidences de points correspondants x
et u ont licu a chacun des m points p’.

2° Le point ¢”, qui sur la courbe (1) correspond & un
des d’ poiuts p”, n’est qu’un point simple qui a la paral-
léle a I'axe des x pour tangente d'inflexion. La courbe (1)
y coupe donc seulement la droite x = «. Les d’ points p”
ne donnent donc que des solutions simples.

3° Par le point ¢”, qui sur la courbe (1) correspond a
un des 7 points p”, passent deux branches de cctte
courbe qui toutes deux y sont tangentes a unc paralléle
a I'axe des u, et qui par conséquent toutes deux coupent
la droite i = u. Par conséquent, deux coincidences ont
licu a chacun des points p”.

4° Le point g%, qui surla courbe (1) correspond a un
des ¢/ points p', est un point de rebroussement ou la tan-
gente est paralléle a la droite u = 4ux, de fagon que la
droite u = x n’y aura que deux intersections avec cette
courbe. Par conséquent, deux coincidences ont lieu a
chacun des ¢’ points p'.

On a donc

n{m—+n—4)=m(n—o)+d +2t+2t.

En éliminant ¢ au moyen de la deuxiéme équation (3)
on trouve la troisiéme.
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NOTE SUR LES SURFACES GAUCHES DU SECOND DEGRE

(suite et fin, voir page 168);

Par M. H. DURRANDE,

Profesceur de Mathématiques spéciales au lycée de Nimes.
q p

CYLINDRES DU SECOND DEGRE.

7. Tutorkme I. — Lorsque les axes A et B de deux
Jaisceaux homographiques sont paralléles, la surface
résultante est un cylindre du second degre.

On pourra représenter le cylindre par la notation
| A, A’]. pour indiquer par I'identité des lettres I'identité
des directions des axes.

Tutorkme II. —— Tout plan qui divise homographi-
quement deux droites données ct qui reste paralléle a
une droite fixe enveloppe un cylindre du second degré
dontles génératrices sont paralléles a la droite, et qui
est tangent aux deux plans menés par les denx pre-
mieres droites parallélement a la direction fixe.

HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE.

8. Jappelle hyperboloide 4 une nappe une surface ré-
glée du second degré a centre unique, dont les sections
planes peuvent étre une quelconque des courbes du se-
cond degré, mais dont les génératrices rectilignes ne pas-
sent pas par un méme point.

Tatorkme I. — La surface résultant du systéme de
Sfaisceaux homographiques [ A, B], dont les axes ne se
rencontrent pas, est un hyperboloide & une nappe.

Nous savons déja que la surface est du second degré,
que toutes les sections par des plans paralléles sont des
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coniques homothétiques. De plus, il est facile de voir que
’on peut obtenir les trois genres de coniques par des sec-
tions planes ; car si, par un point quelconque de I'espace,
on construit le systéme homothétique [ A,, B, ], le méme
plan sécant donne des courbes homothéiiques dans les
deux surfaces (th. III du n° 3); car le cone [ A,, B, ]
admet les trois genres de sections planes; donc il en est
de méme de la surface [A, B].

Reste a prouver que c’est une surface a centre; on le
fait simplement de la maniére suivante :

Par I’axe A menons un plan paralléle a I'axe B, et par
celui-ci le plan homologue du premier; ces deux plans
se coupent suivant une droite By paralléle a B et rencon -
trant A ; répétons la méme construction en échangeant
les lettres A et B. Soit I le point de rencontre des droites
Ay, By, et 1’ celui de B et A, 5 si nous coupons la surface
| A, B] par deux plans paralléles entre eux et a ladroite 11/,
ct menés 4 égale distance de celte droite, on voit aisé-
ment que les deux coniques ainsi déterminées seront
égales, mais inversement placées par rapport au point O,
milieu de I : ces deux coniques, que I'on sait étre homo-
thétiques, sont en effet circonscrites a deux parallélo-
grammes égaux, mais inverses par rapport au point O.
l.es sommets de ces parallélogrammes sont les rencontres
des droites A, A, B, B, avec les deux plans paralléles.

Le point O est donc bien évidemment le centre de la

surface.

Tutoreme Il. — La surface [ A, B] admet les mémes
plans diamétraux et diamétres conjugués que le cone
homothétique [ Ay, B, | ayant son sommet au centre.

b] 0

Ceci résulte évidemment de ce que tout plan sécant
mené par le centre commun des deux surfaces donne des
courbes homothétiques et concentriques. Par conséquent,
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les deux surfaces ont les mémes plans principaux; or
les plans principaux du céne donnent pour sections prin-
cipales un point et deux systémes de droites; donc, dans
I'hyperboloide [ A, B}, nous aurons une ellipse connue
sous le nom d’ellipse de gorge et deux hyperboles.

De la plusieurs modes hien connus de génération de la
surface.

Tutorime HI. — Le céne [A,, B,] homothétique et
concentrigue & la surface [ A, B] est asymptote a cette
surface.

En effet, tout plan mené par 'axe commun perpendi-
culaire a I'ellipse de gorge coupe le cone suivant un sys-
téme de deux droites qui sont les asymptotes de 'hyper-
bole que ce plan détermine dans la surface [ A, B].

Trtorime IV. — Toute section diamétrale de la sur-
Jface [A, B] est I'enveloppe des projections des généra-
trices rectilignes, la projection se faisant parallélement
& la direction conjuguée.

C’est une conséquence de ce que les sectious paralléles
sont des courbes homothétiques et ont leurs centres sur le
diametre conjugué. Sil’on considére en effet une section
diamétrale et deux sections paralléles et équidistantes de
la premiére, et quel’on projette les courbes obtenues sur
le plan de I'une d’elles parallélement a la ligne des cen-
tres, les projections se réduisent a deux coniques con-
centriques et homothétiques. La portion d'une généra-
trice quelconque, comprise entre les deux sections égales,
se projette suivant une corde de leur projection commune;
et comme son milieu doit se trouver sur la section dia-
métrale, la projection de la génératrice sera donc tan-
gente a cette section.

Remarque. — Cette démonstration repose sur un théo-
Ann. de Mathémat., 2¢ série. t. VI. (Mai 1867.) '4
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réme bien connu des coniques homothétiques et con-
centriques, et qui s’étend facilement aux surfaces du
second degré; ainsi : Si deux coniques sont homothéi-
ques et concentriques, toute corde de l'une tangente a
lautre est divisée en deux parties égales au point de
contact, et réciproquement.

8¢ deux surfaces du second degré sont homothéti-
ques et concentriques, toute section faite dans l'une
tangentiellement a [l’autre a son centre au point de
contact.

Cela vient de ce que les deux coniques ou les deux sur-
faces ont les mémes systémes de diameétres conjugusés.

Corollaire 1. — Les sections principales de la surface
[ A, B] sont les enveloppes des projections orthogonales
des génératrices sur les plans principaux, et par consé-
quent les contours apparents de la surface.

Corollaire 11. — Les plans tangents a la surface, pa-
ralléles 4 une droite donnée, forment un cylindre circon-
scrit dont la courbe de contact est la section diamétrale
conjugudée de la droite.

9. On donne en Géométrie descriptive plusicurs défi-
nitions de I’hyperboloide a une nappe; nous allons voir
que toutes ces définitions sont identiquues.

Tutorime V. — Etant données trois droites A, B, C
non situées dans un méme plan, une droite mobile qui
s’appuie constainment sur ces droites fixes décrit une
surface [A, B].

En effet, pour construire une génératrice de la sur-
face, il sutlit de prendre un point quelconque sur la
droite C et de faire passer un plan par ce point et cha-
cune des droites A, B; l'intersection de ces deux plans
est une génératrice. Or, il est bien évident que les
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deux faisceaux de plans ainsi déterminés sont homogra-

phiques.

Remarque. — 8i, au lieu de prendre les droites A et B
comme axes des faisceaux, on prend A et Cou Bet C,
les surfaces résultantes sont identiques, ce qui tient pré-
cisément a ce qu'une génératrice détermine des divisions

homographiques sur A, B, C.

Taeorime VI. — L’hyperboloide admet deux modes
de génération rectiligne, cest-a-dire que toute droite
mobile s’ appuyant sur trois quelconques des génératrices
décrit la méme surface.

Il suffit de démontrer que toute droite qui rencontre
trois génératrices G, G’, G” de la surface [A, B] les ren-
contre toutes, et par conséquent est enliérement située
sur la surface. Soit H une droite satisfaisant 4 cette con-
dition ; les deux faisceaux [A, B] doivent déterminer sur
cette droite deux divisions homographiques ; mais comme
ces deux divisions ont déja trois points doubles (H, G),
(H, G’), (H, G"), elles coincident, ce qui revient & dire
que tous les couples de plans homologues doivent se cou-
per sur la droite H, ou bien que la droite H rencontre
toutes les génératrices de la surface (A, B].

Ainsi se trouve démontrée aussi simplement que pos-
sible, je crois, I'existence des deux systémes de généra-
trices de la surface [A, B]; cette démonstration prouve
d’ailleurs que toute génératrice du systéme H rencontre
une génératrice du systéme G, et réciproquement.

Corollaire. — Deux génératrices d’un méme systéme
ne se rencontrent jamais, car sans cela toutes celles de
Pautre systéme seraient dans un méme plan, et en parti-
culier les trois directrices A, B, G, ce qui est contre I'hy-
pothése.

14.



( 212)

Tutorkme VII. — Sur trois génératrices de la sur-
face appartenant & un méme systéme, on peut corn-
struire un parallélipipéde dont le centre est le centre
méme de la surface, dont les trois arétes opposées sont
trois génératrices paralléles du second systéme.

Ceci est démontré partout.

Tatoreme VIII. — Dans le parallélipipéde construit
sur trois génératrices, il n’y a que six aréles formant un
hexagone gauche qui appartiennent a U'hyperboloide;
la diagonale du parallélipipéde qui ne rencontre au-
cune de ces six aréles est le diaméire conjugué de la
section diamétrale qui passe par les milieux des six
arétes genératrices.

On verra sans difficulté que les six plans tangents a
I’hyperboloide, menés par les milieux des six arétes, sont
paralléles a la diagonale du parallélipipéde qui ne ren-
contre pas ces six droites; cette diagonale est donc bien
le diamétre conjugué de la section diamétrale qui passe
par les points de contact.

Corollaire 1. — L’hexagone gauche formé par les
six aréles génératrices du parallélipipéde se projette sui-
vant un hexagone circonscrit & la conique diamétrale, la
projection étant faite parallélement a la diagonale dia-
métre cofnj ugué.

Corollaire 11. — Si le parallélipipéde est un cube, le
plan diaméiral passant par les milicux des six arétes gé-
nératrices devient un plan prineipal, puisqu’il est per-
pendiculaire 4 la diagonale conjuguée ; de plus, la projec-
tion de I'hexagone gauche devient un hexagone régulier;
doncla conique principale est un cercle et ’hyperboloide
est de révolution.

Tatorime IX. — Etant données deux droites A. B,
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non situées dans un méme plan, et une conique fixe
rencontrant ces deux droites, une droite mobile rencon-
trant ces trois directrices décrit un hyperboloide [A, B].

Il est évident, en effet, que les deux faisceaux [A, B]
sont bien homographiques, puisque le plan de la conique
directrice détermine, en les coupant, deux faisceaux rec-
tilignes homographiques.

A ce théoréme se rattache évidemment cet énoncé de
M. Chasles:

8i, par deux droites fixes A, B, on méne deux séries
de plans perpendiculaires entre eux respectivement, le
lieu des intersections des plans homologues est un hy-
perboloide a une nappe dont les plans cycliques sont
perpendiculaires aux deux droites. (Question analogue
a celle du cone, n° 6.)

Voici encore quelques questions qui se rameénent aisé-
ment aux précédentes :

1° Etant données deux ellipses homothétiques et
situées dans des plans paralléles, on prend un dia-
métre quelconque dans la petite et une corde égale ct
paralléle dans la grande; les droites qui joignent les
extrémités de ces deux paralléles décrivent un hyper-
boloide a une nappe.

2° Etant données trois ellipses homothétiques dans
trois plans paralléles, les centres étant en ligne droite, et
celui de la plus petite étant le centre d’homothétie in-
verse des deux autres, toute droite mobile, s’appuyant
sur ces trois courbes, décrit un hyperboloide & unc
nappe.

3° Le lieu des points dont les distances a deux droites

fixes non situées dans un méme plan sont dans un rap-
pori constant est un hyperboloide a une nappe.

La solution de cette question se raméne au théoréme
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de M. Chasles énoncé précédemment; on en trouvera
une solution dans un Mémoire de ce savant (Journal de
Mathématiques, t. 1°7, 1836, p. 324).

PARABOLOIDE HY PERBOLIQUE,

10. Tatoriue 1! — S, dans le systéme [A, B] de
deux faisceaux homographiques, U'un des axes s’éloigne
a Uinfini, c¢’est-a-dire sitous les plans de I'un des fais-
ceaux deviennent paralléles, la surface du second de-
gré est dépourvue de centre et n’admet pour sections
que des courbes a branches infinies.

Ce théoréme est évident, et on voit que la nouvelle sur-
face que I'on nomme paraboloide hyperbolique a cause
de la nature de ses sections planes, et que nous pourrons
représenter par [A, B,], est la limite vers laquelle tend
un hyperboloide [ A, B] lorsque son centre s'¢loigne
indéfiniment.

Le cone asymptote de 'hyperboloide se transforme,
dans le cas du paraboloide hyperbolique, en un systéme de
deux plans.

De méme que pour I'hyperboloide a une nappe, les
diverses définitions du paraboloide sont les différentes
maniéres de faire correspondre les plans homologues des
deux faisceaux. Le mode le plus ordinaire cousiste a faire
passer par les mémes points d'une droite C les plans ho-
mologues du systéme [ A, B.], ce qui revient a dire
que la surface ¢st engendrée par une droite mobile s’ap-
puyant sur deux droites fixes A, G, en restant paralléle a
un plan fixe nommé plan directeur.

Comme pour I'hyperboloide, nous avons encore un dou-
ble mode de génération, car une droite rencontrant trois
génératrices les rencontre toutes, et par conséquent est
entiérement sur la surface. 1l est d’ailleurs facile de s’assu-
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ver que ces nouvelles génératrices sont elles-mémes paral-
leles 4 un second plan directeur paralléle aux droites A, C.

La surface homothétique remplacant le cone asymp-
tote est, comme nous l'aveus dit, un systéme de deux
plans; ces plans sont paralléles aux plans directeurs. Les
sections planes de ce systéme sont des courbes du méme
genre que les sections planes de la surface par les mémes
plans sécants.

Voici quelques questions sur le paraboloide hyper-
bolique :

1° Une droite mobile, s’appuyant sur trois droites
paralléles a un méme plan, décrit un paraboloide.
Double mode de génération.

2° Le lieu des points équidistants de deux droites
fixes non situées dans un méme plan est un parabo-
loide hyperbolique. Si les droites se rencontrent, c’est
un systeme de deux plans, surface du méme genre que

le paraboloide.

3v Le lieu des normales & une surface gauche quel-
conque en tous les points d’une méme géneratrice est

S
an paraboloide hyperbolique.

Je ferai remarquer, a I'occasion de cette derniére ques-
tion; que le raccordement de deux surfaces réglées qui
ont une génératrice commune se rattache a ’homogra-
phie; il était aisé de voir que les points de contact des
plans tangents qui coincident forment deux divisions
homographiques sur I'aréte commune. Il en résulte que,
lorsque les deux divisions ont trois points doubles, c’est-
a-dire lorsque les deux surfaces ont trois plans tangents
communs sur une méme génératrice, elles se raccordent
complétement tout le long de cette génératrice.
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SUR L’EQUILIBRE DES FLUIDES;
Par M. J. MOUTIER.

On démontre & priori le principe d’Archiméde dans
tous les Traités de Physique en considérant une portion
de la masse fluide en équilibre sous ’action de son propre
poids et des pressions extérieures qu’elle supporte. On
peut déduire de ce principe fondamental tous les théo-
rémes de I'hydrostatique.

Considérons en effet un filet cylindrique incliné dont
les bases w, o’ soient dirigées obliquement par rapport
aux génératrices; en appelant o la section droite du filet,
¢ la distance des centres de gravité des deux bases, d le
poids de 'unité de volume du fluide, le poids de la masse
fluide contenue dans l'intérieur du filet a pour expres-
sion Q = ald.

Il y a équilibre entre le poids Q du filet et les pres-
sions extérieures qui s'exercent normalement sur les
divers éléments de sa surface; chacune de ces forces peut
se décomposer suivant deux directions, I'une paralléle,
'autre perpendiculaire aux génératrices du filet. Le
poids Q du filet et les pressions p, p’ que supportent les
deux bases du filet sont les seules forces qui fournissent
des composantes suivant la premiere direction; si on
appelle o, a/, 8 les angles aigus que forment les trois
forces p, p', Q avec les génératrices, les trois compo-
santes p cosa, p' cosa’, Q cosS doivent se faire mutuel-
lement équilibre; en tenant compte du sens dans lequel
ces forces agissent,

p'cosa’ = pcosz + Qcosé.
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D’ailleurs, si I'on tient compte des relations
Q =o0ld, ¢ =wcosa =o' cosa’,

' )
'—, =2 ~+ lcos6.d.
w w
Si l'on représente par z la différence de niveau des
centres de gravité des deux bases w, o', /cos6 = z,
P_p

’

~ + zd.
w (4]

Cette relation s’applique a deux points quelconques
pris dans lintérieur de la masse fluide, méme lorsque la
ligne droite qui joint les deux points n’est pas entiére-
ment contenue a I'intérieur du fluide. 1l suffit d'imaginer
dans ce cas un contour brisé allant d’un point a P'autre
dans I'intérieur du fluide, et d’appliquer successivement
la méme relation aux sommets consécutifs du contour.

On déduit de cette relation les propositions fondamen -
tales de I'hydrostatique :

1° La pression en un point est indépendante de
lorientation de l’élément.

2° La pression en un point est égale a la pression
en un autre point du liguide augmentée du poids d’une
colonne liquide ayant pour base lunité de surface et
pour hauteur la différence de niveau des deux points;
c’est la le principe de la transmission des pressions.

3° La pression est la méme en tous les points d’un
méme plan horizontal.

La relation précédente s’étend aisément au cas de pa-
rois planes d’étendue finie. Soient en effet p la pression
supportée par un élément » d’une paroi plane d’éten-
due S, z la distance de cet élément & un plan horizontal
arbitraire mené a I'intérieur du fluide, w la pression en
un point de ce plan, Z la distance du centre de gravité
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de la paroi S i ce plan:

1—7':: o + z.d,
o

pP-ow 4 wzd.

La pression P supportée par la paroi est la somme des
pressions p,

P—=aS + diwz-=—=oS -- SZd;
par suite,

P
-g:ts—!—dz.

Pour une autre paroi plane, on a de méme

s
g—; —o+dZ’,
done
4
g:%—{—d(Z—Z’).

Des raisonuements analogues s’appliquent a I'équilibre
des liquides soumis a des forces autres que la pesanteur,
pourvu toutefois que ces forces varient d’une maniére
conlinue en passant d’un point 4 un point voisin. On
¢tablit sans difliculté que la pression en un point est
indépendante de l'orientation de I'élément, et si on ap-
pelle surface de niveau le lieu géométrique des points ou
la pression est la méme, on arrive a cette conséquence
que la surface de niveau doit étre normale en chacun de
ces points a la résultante des forces qui sollicitent le
fluide.

Il suffit de considérer un point de la surface de nivean
comme le centre d'un parallélipipéde rectangle infini-
ment petit dont les arétes soient paralléles a la normale
a la surface qui passe par le point considéré. La masse
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tluide contenue dans ce parallélipipéde élémentaire est
en équilibre sous I’action des pressions extérieures et de
la résuliante R des forces qui sollicitent le liquide; cette
derniére force est appliquée au centre de gravité de la
masse fluide. D’aprés les propriétés de la surface de ni-
veau, les pressions qui s’exercent sur les faces latérales
du parallélipipéde élémentaire sont égales deux a deux et
directement opposées et se font mutuellement équilibre.
Il doit donc y avoir équilibre entre la force R et les pres-
sions supportées par les bases du parallélipipéde; ces deux
derniéres forces étant normales a la surface de niveau, la
force R doit étre également normale a cette surface.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questions T60 & 762

(voir 2* série, t. V, p. 240 et 18%);

Par M. G.-B. MAFFIOTTI,

Eléve a I'Université de Turin.

M. Painvin, dans un article sur les tétraédres inséré
dans les Nouvelles Annales, t. XIX, p. 29o, fait usage
de formules qui conduisent immédiatement a la solution
des questions 760, 761,

760. Etant donnée une surface du second ordre,dont
le centre est O, il y aura une infinité de tétraédres con-
jugués par rapport a cette surface et en méme temps
circonscrits a une sphére dont le centre est un point
arbitrairement choisi C; si R est le rayon de la sphére
inserite, si 1 est le point d’intersection du rayon wvec-
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teur OC avec le plan polaire du point C par rapport a
la surface, on a la relation
1 T 1 Cl
R?{ — — =)= =
(a’ + b? c’> or’

2a, 2b, ac représentant les valeurs algébriques des axes
de la surface du second ordre. (Parnvin.)

Soient M, (x4, y1, 21), Ms (X3, y1, 23), etc., les som-
mets du tétraédre. M. Painvin pose

x, ry, Xy x,

NARE RN LI dD
D -= , = ;i a;z=a, =1, — = D,.
i 2; 23 34 da,
|
| a, a, a, a;

Alors I’équation du plan d’une quelconque des faces du
tétraédre, celle qui est opposée au sommet M, (x,, 5., z.),
sera

dD dD dD

(l) I'ﬂ;‘*}—yg)’—r—f-zdzr

-+ D, =o.

En dounant a r les valeurs 1, 2, 3, 4, on obtiendra les
équations des quatre faces du tétraédre.

L’équation de la surface du second ordre rapportée a
son centre et a ses axes est

z? 7? z’
—+7}7+ 1.

L’équation du plan polaire du point x,, y,, 2z, par rap-
port a cette surface est

xx, Y 22,
— 4= 4 ==,
aﬁ bl cl

Le tétraédre étant conjugué, cette équation devra Ctre
identique avec I'équation (1). On a donc

dD . dD . dD
(2) — S =—bpZ, == 7

a’  dy, — D v’ dn, D &
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En développant le déterminant D et en tenant compte
des équations (2), on a

‘D, + D, + D;+ D, =D,

(3) Dz} + Dz} + Dy} + D, 2! = — a*D,
’ D, y?+ D,y? + Dyy; + Dyl = — 62D
\ Di2} + D;z) + D2} + Doz} = —e?D;

Dz, y, + Dyzoys + Dy ys + Dz y, = o,

(4) Dz 2, + Dyxy2, + Dyay3, + Dyx2, = o,
D.yiz +Dyy.2, + Dyyszs + Deyizy = 03
dr, dr, dx, dz,

dD dD dD dD
Tl T

dD dD dn dD

& .: dzg  ds

= o,

_—_0,

Ces derniéres équations expriment que la somme des
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