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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

CONSIDERATIONS SUR LES EQUATIONS DU SECOND DEGRE
A DEUX ET TROIS VARIABLES;

Par M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathematiques spéciales au lycee Napoleon.

SECONDE PARTIE.

I. Les coordonnées d'un point par rapport a des axes
ox, oy, oz faisant entre eux les angles ¢, ¢, » étant x,
¥ 2, celles du méme point par rapport a des axes de
méme origine faisant entre eux les angles @, ¥, Q étant

X.Y, Z. soit
ax!+a'y* + a’z 4+ 2byz+ 20wz + 20" xy
=AX? 4+ A'Y' '+ A"Z:'+ 2BYZ + 2B’ XZ + 2B” XY.
Comme on a identiquement

24y 4= 27 4 2y3¢059 4 223 €05 + 24y COSw
= X! 4 Y+ 22 4- 2YZ cos® 4+ 2XZ cosY + 2XY cosQ.



(6)
il s’ensuit
(a+2) a2+ (a'+2)y*+ (¢"+ 1) 2242 (b + A cosg) yz
—+2 (b + rcosy) zz + 2 (b4 ) cosw) zy
=(A+2)X'+ (A'+ X)) Y+ (A"+2)Z*+2(B + Xk cos®) YZ
+ 2 (B + ) cos¥)XZ + 2 (B” 4+ X cos2) XY.

Si I'on détermine A de telle facon que le premier
membre soit le produit de deux fonctions entiéres en x,
> 2, le second membre sera également le produit de
deux fonctions entiéres en X, Y, Z.

De la deux équations ayant les mémes racines; ce
sont :

(a+2)(b+ hcosg)? + (a’ 1) (&' + hcosd)?
+ (a” +2) (" + 2 cosw)? — (a + %) (a’ +)) (@’ + 1)
~— 2 (b 4+ rcosg) (& +)cosd) (b4 cosw) =0
et
(A=+2) (B~ hcosd) + (A" + %) (B + Xcos¥)?
+ (A”~2) (B” +rcosQ)? — (A=) (A +21) (A" +1)
— 2 (B+Xcos®) (B + rcos¥) (B” + LcosQ)=o.

Développées, ces équations deviennent

my —n)\—pi+ 6 =o,
M@ —NM—Pr+ A=o0.

Si 'on pose, pour abréger,

m =1 — cos’¢ — €08’y — 0s’w + 2 oSy cosY COSw,
n=asin’e + a'sin’y 4 a”sin*w + 25 (cosy cosw — cosg)
~+ 24/(cos g cosw — cos )
~+ 26"(cos ¢ cosy — cosw),
p==bl—aa" 4 b?*—a"a+b"" — ad
+ 2(ab — ' b") cosg + 2(a’ b' — b"b) cosy
—+ 2 (a”b"— bb') cosw,
—d=ab' + d' 0+ a" b — aa’ a” — 2 bbb,
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et pareillement

M=1—cos*® —cos? ¥ — cos?Q -+ 2.cos® cos¥ cos,
N =Asin?® -+ A’sin’¥ -+ A" sin’Q
~+ 2B (cos¥ cosQ — cos®)
+ 2B'(cos cos® — cos¥)
+ 2B” (cos ® cos¥ — cos2 ),
P=B*—A'A" + B""— A”A+ B" — AA’
+2( AB —B'B")cos®
+ 2 (A’B'—B”B )cos¥
~+ 2 (A"B"— BB')cosQ,
—A=AB’+ A'B"? + A”B"* — AA’A” — 2BB'B’,

les coefficients de ces équations sont proportionnels,
donc

m_n__p_ ¢

) —_ = = =
() M N P A

Nous avons ainsi trois relations. Nous pouvons en
faire dépendre des développements analogues 4 ceux que
nous avons présentés dans la premiére partie de ce tra-
vail.

Remarquons avant tout que si les deux systémes d’axes
sont rectangulaires, ces relations se réduisent a

, a+a +a"=A+A+A,
~ b’ —a' a’ +b"?*—a"a + b"*— aa’
(') © =B—AA"+B?—A"A—B"—AA,
ab?*4+a' b+ a"b"* — aa’a” — 250" "
\ = AB*+ A’B’* 4+ A”B”* — AA’A” — 2BB'B”".

On voit par la que les coeflicients de 1'équation en s ne
changent pas quand les axes coordonnés se changent en
d’autres rectangulaires comme les premiers. Cest ce
qu’'on déduit souvent de considérations différentes.
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Les relations (1) pourraient s’établir elles-mémes au
moyen de I'équation en s formée pour des axes obliques.

II. Théorémes d’ Apollonius étendus aux surfaces du
second degré.
Soit

PR
;;-FZ','—!—F—":O

I'équation d’un ellipsoide rapporté a ses axes, et soit

Xz Y VA

srtmtaTI=e

I’équation de cette surface par rapport a trois diamétres
conjugués qui font entre eux les angles ¢, ¢, . Les rela-
tions (1) appliquées a ces équations deviennent

1 — c0s?p — C0S*P — COS*» —~ 2 COS P COSY COSw
1

sinfe  sin?y  sin’e 1 L.
a7 T T Py
= 1 1 [ =T 1 1
TRt ah et aa
1

a’? b’ ¢’

=—

atbic:

Donc
a'? + b’z -+ 't = a’ + bz -+ cz’
a'* b e’ (1 — costy — cosTP — €08 4~ 2€08g €OSY COsw )
=a*b*c?
et

b ¢ sin’g + ¢'*a'?sin?y + a'tbsinte = b*c* + cta* + atl?,

c’est-a~dire que :
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1° La somme des carrés de trois diamétres conjugués
est constante;

2° Le parallélipipéde construit sur trois diamétres con-
Jugués a un volume constant;

3° La somme des carrés des faces est constante.

Ces théorémes s’étendent aux deux hyperboloides.

II. Soit

Az 4+ A y* 4+ A"z + 2Byz 4+ 2B 2z + 2B"xy + 2Cx
+2Cy+2C"24+D=o0 ’

I’équation d’une surface du second degré ayant un centre
q greay ’
et soient P, ¥, £ les angles des axes coordonnés.
Si lorigine est transportée au centre (« Y}, Péqua-
g P Py 7 )y
tion deviendra

Ax? + Ay~ A"2* +2Byz + 2B az 4+ 2By + Ii:o,
en désignant
Ca+CB+C"y+D par %:
on a comme ci-dessus (p. 7)

— A=AB?*+ A'B” + A"B"*— AA"A" — 2BB' B”

ou
A B I
A=|B” A’ B
B B A"
En conséquence,
cC B W A C P
L=—C |C A" B|—-C|B” C B
¢ B A B C" A
A B C A B B
~¢"|B” A €|+ DB A B |
B B ¢ B B A"




(1o0)

d'ou
A B” B C
B” A/ B (
L=
Bl B AII C”
cC ¢ ¢ D

Je passe de la a un systéme d’axes formé par trois dia-
métres conjugués faisant entre eux les angles ¢, ¢, w.
L’équation de la surface se change en

aX’+a’Y1+a”Z’+%::o.

Les carrés des trois demi-diamétres positifs ou négatifs
étant désignés par u, v, w, nous aurons

L 1 L ” L
ll(t+Z:O, @ u-{—K:o, a w-—{—K:o,

et les relations du n° I donneront

M . N
m L [sin'e sin?d  sin?e)
— —( + o+ )
A u v ar
P A
- L/ + i + 1\ L3
A2 \up o wu Al umv,
d’ou l'on tire
M L3
W == e — ——
m At

L
u+4)+w:Pa—’

sing  sin’d  sin’e m A
=— — = N.
7 + v + W ML

Supposons que les trois diamétres conjugués soient les
axes de la surface.
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Alors la derniéve de ces trois équations donnera

LZ
uo =+ ow - wu:K; N.

En’ conséquence, u, v, w, carrés des demi-axes, seront
les racines de 1’équation

3

L L: L
V’—l—-K3 NV + MA—‘ZO'

Vi—p =
A?

IV. Soient données deux équations

Ax*+ Ay’ + A"z22+ 2Byz
~+2B'awz+2B"zy 4+ 2Cr + 2Cy+2C"z2+ D=0,
ar’+a'y* 4+ a" 2+ 2byz
+ 20'xz+ 2b"xy +2¢cx + 2y + 2¢" 2+ d=o,

qui représentent deux ellipsoides ou deux hyperboloides
égaux rapportés, le premier & des axes faisant entre eux
les angles @, ¥, Q, le second a des axes dont les angles
sont ¢, Y et .

D’aprés I’équation obtenue ci-dessus, les denx surfaces
seront égales, si 'on a

l
P:;‘—/ el A—JI\=§TII
et
L3 14
) M;:I)Iy’,
d’ou

~

é_l‘; PJR——.]:?’NE'— L%I\[%
=1) () =) G)=() G)

V. Si les deux équations du second degré représentent
deux paraboloides elliptiques ou hyperboliques égaux.
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les conditions d’égalité seront, avec A =0, d =o,

P /L\T/N\?  /L\7 /M\?
=) G) =) ()
Nous pouvons déduire de la une équation du second
degré donnant les deux paramétres d’un paraboloide.
Soit
,,,2 22

;—-+—,—2-l‘:0
VN 4

la seconde équation du paraboloide considéré, en coor-
données rectangulaires.

Les conditions précédentes deviendront

1 2 1

3 s VR
L:G) N ):G) N
1 { 1 1 l

’ + !
PP r P
Ici
0 0 0 —I
1
o - 0 o
. V4 — !
|l = I ———-)—',
o o — o rp
])
l—1 o o o
Donc
* 3 '
P /L\" N S L\
1 <7/ —(p+rt (1 ’
d’ot
P . NL?
l—L—“l et p+p = T
P
Ainsi
1
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Done p et p’ seront les racines de I'équation

, ‘L \? LM
m‘—N(l—);\> m'———p—z—:

\ /

Si les premiers axes coordonnés sont rectangulaires,
cette équation sera
L :
v (A+ A4 [(B?-e— B+ B ATA"— A"A—AA’)’] ©
L
(RPFB?+ B —A'A”"—A"A—AA')’

= 0.

VI. Les deux équations du second degré représente-
ront deux cénes égaux, si 'on a, avec L =0, {=o,
AZ O, ')zo,

AN_(P\ o [A\IM p‘)s
=l G)a=G)

VII. Les deux équations du second degré donneront
deux ellipsoides ou deux hyperboloides semblables, si

T'on a

L 1/
FETRE
L.
SN =g
1‘3 1 l.c
T MEEm

|-

3 L 4
K__l M\Tp L [ANT [\T L (ANY e
=:(5)5=20) &) =2(5) (R)"

Les conditions de similitude sont donc

1 1 2 3
p_ /¢ N AN d\? [m\*
P~ \a (ﬁ - (A ﬁ) ’

et d'ailleurs il faudra que I'on ait K> 0.
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VIII. Pour deux paraboloides, il résultera de la une
seule condition de similitude, a savoir

N\* M P
n) " m p
Cette condition peut s’obtenir par I’équation en ©.

Deux paraboloides seront semblables si leurs parameétres
sont proportionnels. Cela donne

et
lin LM
K=
d’ou
1 1 1 1 1
__N L'i pa ?_ M)'i Li /)1
<=3 () (&) =G G) (7
Donc
N MV(P :
n (;7; /_)>
ou
NY_M P
7(/ —m ])
De plus,
L 1
N L 2 ps 2
"—z(z) ('p‘)
ou

M\? /L\? p
x=(3) (7) ¥
K étant le rapport de similitude.

Y . A . .
Iélimination de 3 meénerait au méme résultat par les

relations du numéro précédent.
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I1X. Des c)lindres elliptiques ou hy perboliques.

L’équation générale
Ar*+4A'y?’+ A"z 4+ 2Bys

+ oB'xz+2B"xy +2Cxr +2Cy +2C"2+ D=0

représente un cylindre elliptique ou hyperbolique, lors-
que I'on a

B”*—AA’Z o,

| A B” B ‘ i A B C
i B” A" B |=0 et \ B” A’ €' |=o.
B B A" B B C

Si nous prenons pour origine un centre (o, 3, 7), I'é-
quation devient

Ax*+ A'y*+ A"z + 2Byz )
+2B2z24+2B"7y +C2+4-C B + C"y+ D =o0.

Les coordonnées «, 3, y satisfont aux équations

Az +B'B+B'y + C = o,
B2+ A'B-+ By 4+ C' = o,
B'za+ BB + A"y + C"=o,

dont les deux premiéres donnent

| By+C B’
|By+C A
= e

AN —B"

B” By-+C

b= g

AA'—B™

iA B'7+C‘
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Cae +CB4+C"y+D

Il en résulte

B” B'y+C "A B'y+C A B
s _ "y 4+ D)
(’,A' B-y—e—C’l R B +c'l+ (€ + ‘B" A’!
o AA’—R™
B” B A B LA B[
‘C‘ ‘ IBN ‘+C IB” A’l‘
—_RB"”: -
B”C ,lA C A B
— D
C‘A’C" (‘IB"C' + }B”A’I
A/ — B2 *

Le coefficient de y est le déterminant

A B” C

R” A" C |,

B" B ¢

il est done nul.
D’ailleurs, 'autre terme est le déterminant

A B’ C ]
BI/ AI C/
ccogop
Donc
A B"C
7 ’ Cl
S c ¢pl| 1
Ca—{-(,’(;y‘.. Cy + D:W:A—,’
€en pOSn’ilﬂl
A B C
IL,=|B” A" C'| et A =—AA"—DR",
¢ ¢ D

Ainsi I'équation de la surface rapportée au. centre est

Az? 4+ A'y? +- A2+ 2Byz + 2B xz -+ 2B" 1y + % =o
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L,
aX?+a' Y+ —A—_—_o

I’équation aux axes correspondante.
Nos relations fondamentales donneront ici

M N P

1 a—+a —ad

Donc, si u et v désignent les carrés des demi-axes dé-
terminés par les équations

ﬂu+£—'—0 a'u+Ii—0
A, A,
ces relations deviennent
M N _
- L, /1 1 2y }
A\ v Al wo
d’oun
Uy = —— — —'2-, u+0:§!‘—'-
P Al P a,

Donc u et v seront les racines de 'équation

N L,

M L?
P A,

2 — — —
v V=% 5

Soit considéré un second cylindre ayant pour équation

ax* +a'y*+ a’z* + 2byz
“2b'az 4 2b"zy + 2ex+ 2’y +2¢"z24+d=o0

par rapport a des axes faisant entre eux les angles ¢, ¢, 0.
En supposant
b//2 —_ aalz o’
Ann. de Mathémat., 2° série, t. IV, (Janvier 1865.) 2
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les deux cylindres sont égaux si I'on a

L N L, n

AP 8,p
et

1M O'm

P dip

conditions que 10!1 peut mettre sous luno de ces deux

formes
J L
_L, M>2 p 3
— m p)’

. E_A' P\? /m\*
1,__6.;'N—¢?_, p M

X. Les deux cylindres, au lieu d'étre égaux, scront
semblables si I'on a

!

A, L N
J, I, n

o

n i, N L,
PR
m I} M L2
AT S P TN
12K P aj

d'ont

ce qui donne

N)\: MP
; —_I)I;

XI. Les deux cylindres deviennent chacun le systéme
de deux plans, si 'on a

Li=o, !, =o;

alors la condition d’égalité devient

()&=



on
P M N\:?
pm_ \rn)’

résultat aisé a vérifier.
XIl. Gylindres paraboliques.
Si I'équation
Az Ay?4+ A"2?
~+ 2Byz 4+ 2B'az+2B"zy 4+ 2Cx +2Cy + 2C"z24+D = o

représente un cylindre parabolique, les termes du sc-
cond degré y forment un carré parfait.
Alors
B*—A'A"=n, AB — B'B"=o,
B'?—A’"A=o0, A'B'—B’B=—o,
B"?— AA' =0, A"B"— BB’ —o;

d’ou il snit que P =0, A;=o0, et L est indépendant de D.

Les relations trouvées pour deux cylindres elliptiques
ou hyperboliques sont satisfaites par la méme. Elles ne
donnent rien a ’égard des cylindres paraboliques, a
moins qu'on n’en déduise une nouvelle relation qui ne
devienne pas illusoire par les égalités qui viennent d’étre
écrites. Cest ce que nous allons faire au moyen de I'a-
nalyse suivante.

Les conditions générales d’égalité pour deux cylindres
sont



et

B 3)(

ou bien
L ' il L 1
N2A|°p8_‘_L.0M3
7 P &) T\ m
ou
(N sa p_ L (M)
\r_z -13'3._" L \m)’
ce qui fait
N\ HL (M\®
n) "R \m)’
en posant
p _P
H= 4—5—.’ h= é“
Expression de H. — La surface étant un cylindre, on

a les équations

A B P C B” N

B” A’ B = o, ¢ A B =o,
B B A ¢’ B A"

A C P A B C

B ¢ B |=o0, |B A € |=o,
BI C// A// BI 'B Cll

En faisant

AB —B'B"=¢, A'B'—B’'B=¢', A"B"—BB'=¢’,
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la premiére donne tour a tour
A (AA"—B?) — B ¢—B""=o,
A'(A"A —B?)—B""— B s — o,
A”(AA' —B"")—Bs —B'¢d—=o.

Les autres donnent

(€ (aa—B) —Ce'— =0,
(#) C'(A"A —B?)—C"s— Cs" =0,
2 C"(AA' —B"?)—Ce — C'e=o.

Par I'élimination de AA’ — B2, on obtient
(A"C' — BC" )¢ + (A”C — B'C") ¢ = o;
on aura de méme

( CII BI ) sI ~+ (AC’ —_ B/rc) E//= 0’
(A'C—B"C)e"+ (A'C"— BC) ¢ = o;

de sorte que
, A"’ — BC” Y A'C’ —BC
:"—Allc__B/Cl/ € = A/c__ BIIEI €.

Substituons dans H les valeurs que fournissent les
équations (i) pour A’A” — B*, A"A— B, AA'— B™”, et
ces valeurs de ¢’ et de ¢”. Nous aurons

C (C"* C"— 2C'C"cos®) (A'C —B'C') (A"C— B'C")
—C/(C"*4 C* — 2C"Ceos¥) (A”C’ BC”) (A'C—BC))
—C(C* + € — 2CC cos0) (A'C"— BC') (A’C— B'C’)

H= CC'C’(A'C—B"C) (BC—B'C)

Voila une expression de H applicahle a tout cylindre
elllpuque ou hyperbolique.

Au cas d’un cylindre parabolique, comme B = yA’A”,
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B=vA’A, B'= \/AA’ nous aurons
A'C—B'C= /A (CYA —C Vi),
A"C'—BCY — A”( \/A”—— c” N AI),
A"C—BC'= \/A”( VA" —C"\JA ),
A'C—B"C'= VA (C yA' —C'y&),
A'CY—BC — \/A' (C” \/A/ \/X/?),
(c
(¢

\/A”_ C”\/X)’
BC— B'C'= VA7 (C VA —C'V/A).

Au moyen de ces expressions, H devient

C (€ +C"—2C'C"cos®) (C YA —C' YA ) (C YA"—C'VA)

+C/(C"4- € —2C"Ceos ¥) (C' A" —C"YA') (C'VA —C yA')

i — FC(C L7 —2CC 0s0) (C'YA —C VA") (C'VA —C'YAT)
cCC(CyA'—C'ya)’

A (L4 €7 —2C'C"ATA" 4 A (C"24-C)
—2C"CYA"A + A" (G + C'?) — 2CC' AN
—a(CyA —¢ VA) (CYA"—C"YA ) coso
—2(CyA'—c/A) (C'yA —cC VA") cos ¥

=2 (C"VA —C yA”) (C"yA — C' JA") cos@
- (cya—cya) '
Pour A” = o, cette valeur de H se réduit a
(CYyA'— C' VA )+ (A +4A)
+2C”y/a (C VA'— /A ) coso
He +2C" VA (C'VA — C VA7) cos¥ — 2C”’\/X[\_’cosﬂ.’
(cyaA’—cC'yA)
(CYA —CVA)+C(A+A")+2C"(CYyA' —C'yA)

= >i(\/:\—cosd> — A cos¥) +C"7 (A +A'— 2 JAA cos ) )

(cva'—cya)

A'C—PB (¢ = \/A ”
puis
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Si, en outre, A'=o,

H— C'? 4+ C"*"— 20’ C” cos®
== C’z .

Si on avait A”= 0, A = o, on aurait

G4+ (" —2CC" cos ¥

H
C:

’

Autre expression de H au cas du cylindre parabo-
lique. — Les équations

AB—B'B"=r¢,

AB—B'B=¢,

A// B'//_ BBI p— 5”
donnent

B'B” B B”B e , BB e
b TR AT Ty AT w ey

d'ou I'on tire
N/

B B e'e
A'A"— B! = 'E; e+ E] E”—I— B/B”,

BI ’ elle
"A —Bt—= — ” _
A"A B€+B,,€+B,,Ba
B” B” ee’
AA""B”:EE +—EE,+__B§7.

Si 'on porte ces valeurs dans la premiére expression
de H, en mettant a la place de ¢’ et de ¢” leurs valeurs en e,
puis si I'on fait ¢ = o, on trouve

B (B”*++B"—2B'B"cosd) (A”C —B'C”) (A'C —B"C’)

— B'(B”*4 B?— 2 BB" cos ¥} (A"C'— B C") (A’C—B"C’)
4 —B(B -+ B"—2DB c0s2) (A'C'— BC') (A"C—B'C")
= B"°A”(BC—B'C') (A’C — B"C/) g
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B'B” B'B BB’
g A= A=p
(B + B"*— 2B'B"cos®) (BC — B'C’)(BC — B"C”)
~+(B“*+ B?* — 2B”Bcos ¥) (B'C'—B"C”) (B' C' — BC)
i — F(B'+ B — 2 BB cos0) (B'C’— BC) (B'C'—B'C')
- B”*(BC—B'C')?

d’ou, & cause de A =

Quand on élimine B, B’ et B” de cette formule, on re-
tombe bien sur I'expression de H précédemment établie.

La condition d’égalité pour deux cylindres paraboli-
ques sera la formule

(N\? HL, /M\?
) =57 ()
en y employant la valeur de H trouvée ci-dessus, et en
attribuant & % une valeur analogue.
Soit
y*—2qr=o

la seconde des équations données pour les deux cylindres.

Alors

n =sin%y,
la & ¢ o 0o —g
L= 1|0 d | = o 1 o | =—gq
¢c ¢ d —q o d
A et + " —2¢c” cosd .
h = =1.
C'l
Donc
N 1 L, (M\:
sinfy H™ — g2\ m ’
PP=— LH /M 2sin“'
7= N \m v

1

LH\*M
q = _N“ — Sin’y.




(25)
Si P'équation se rapporte a des axes rectangulaires, et
qu’elle soit y* —2Qx =o,

L H 3
Q= (— T) M.
De la on conclut que

q:QsinW =9 sin3

m I —C05%¢— COS™ — €082~ 2 €059 COSY COS

™ ™
Au casde w =— et p ==, Clest
2 2

g = Qsiny.




