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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

CONSIDERATIONS SUR LES EQUATIONS DU SECOND DEGRE
A DEUX ET TROIS VARIABLES;

Pax M. H. LEMONNIER,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée Napoléon.

SECONDE PARTIE.

I. Les coordonnées d’'un point par rapport a des axes
ox, oy, oz faisant entre eux les angles ¢, ¢, » étant x,
¥ 2, celles du méme point par rapport a des axes de
méme origine faisant entre eux les angles @, ¥, Q étant
X.Y, Z, soit

ari+da'y + a’z 4+ 2byz+ 20 a2+ 20" xy
= AX?2 4+ A" Y '+ A”"Z* 4 2BYZ + 2B’ XZ + 2B” XY.
Comme on a identiquement

24y 4 27 4 2Y3 €059 + 222 €05 ~+ 24y COSw
= X'+ Y + Z* 4- 2YZ cos® + 2XZ cos¥ + 2XY cosQ,



. (6)
il s’ensuit
(@+2)2+ (a'+2)y + (" + ) 2+2 (b + ) cosg) yz
—+2 (b + hcosd) xz + 2 (b"+ 2 cosw) zy
=(A+2)X+ (A'+ X)) Y+ (A"+ %) Z*+2(B + X cos®) YZ
~+ 2 (B’ 4 2 cos¥)XZ + 2 (B” + ) cos Q) XY.

Si 'on détermine X de telle facon que le premier
membre soit le produit de deux fonctions entiéres en x,
¥, 2, le second membre sera également le produit de
deux fonctions entiéres en X, Y, Z.

De la deux équations ayant les mémes racines; ce
sont :

(@a+2)(b+ Xcosg) + (a’ - 2) (6" + Xcosd)?
+ (a” +3) (6" +rcosw)? — (a+ 1) (a" + 1) (@ +))
~—2(b+)cosg) (b + dcosp)(b” 4 ) cosw)=0
et
(A+2) (B4 2rcosd®)+ (A" +2) (B + Acos¥)?
+ (A=) (B” +hcosQ )P — (A1) (A"+2) (A" +1)
— 2 (B+)cosd) (B + rcos¥) (B +rcosQ)=o.

Développées, ces équations deviennent

my' —n)*—pi+ 6 = o,
M —NXM—Ph+A=o.

Si I'on pose, pour abréger,

m =1 — c08*¢ — c0s’Y — c0s’w + 2 oSy cOSY cOSw,

n = asin’q + a'sin’y 4 a”sin*w 4 25 (cosy cosw — cosg)
~+ 24/(cos g cosw — cos )
~+ 20"(cos ¢ cos P — cosw),

p==b—ada" 4 b?—a"a+b""— ad

+ 2(ab — ' 0") cosg + 2 (a’ b' — b"b) cosy
—+ 2 (a”b"— b¥') cosw,
—d=ab' + a' b+ a" b" — aa’ a” — 2b6' ",
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et pareillement

M=—1—cos*® —cos*¥ — cos*Q —+ 2.cos® cos¥ cosQ,
N=Asin?¢ 4 A’sin’¥ -+ A”sin’Q
~+ 2B (cos¥ cosQ — cos®)
+ 2B/ (cosQ cos® — cos¥)
+ 2B” (cos ® cos¥ — cos2 ),
P=B*—A’A" + B"— A"A+ B"? — AA’
+2( AB —B'B”) cos®
+ 2 (A’B'—B"B )cos¥
—+ 2 (A"B"— BB')cosQ,
—A=AB*+4 A'B"? - A" B"* — AA’A” — 2BB' B’,

les coefficients de ces équations sont proportionnels,
donc

m_n__p_¢

1 —_ = = =
() M N P A

Nous avons ainsi trois relations. Nous pouvons en
faire dépendre des développements analogues 4 ceux que
nous avons présentés dans la premiére partie de ce tra-
vail.

Remarquons avant tout que si les deux systémes d’axes
sont rectangulaires, ces relations-se réduisent a

i a+a +a" =A+ A +A,
~ b*—a'a” +b*—a"a+ b"*—aa’
() ¢ =B'—A'A”+B?—A"A—B"—AA,
ab*+ad b+ a"b" — aa'a” — 260" b"
\ = AB?+ A’B’? + A” B”* — AA’A” — 2BB' B”.
On voit par la que les coefficients de 'équation en s ne
changent pas quand les axes coordonnés se changent en

d’autres rectangulaires comme les premiers. Cest ce
qu’on déduit souvent de considérations différentes.



(8)
Les relations (1) pourraient s’établir elles-mémes au
moyen de I'équation en s formée pour des axes obliques.

II. Théorémes d’ Apollonius étendus aux surfaces du
second degré.
Soit

x? y? 22
ArptaTI=e

I'équation d’un ellipsoide rapporté a ses axes, et soit

X Y VA
AT AETITe

I’équation de cette surface par rapport a trois diamétres
conjugués qui font entre eux les angles ¢, {, w. Les rela-
tions (1) appliquées a ces équations deviennent

1 — c08’p — cos?Y — cos?w ~ 2 oS COSP COSw
T

sin?g sin?y  sin’e 1 r
a’? -+ b2 + c'? a’? b’? + b2 ¢t ' e at
- 1 1 [ o 1 1

atpta a0 e taa

1

a2 b’ ¢’
B
a?b?c?

Donc
a'? -+ b/z <+ = a? + 51 -+ Cz’
a'* b e'1(1 — costy — cos™Y — 05’0 4= 2€08¢ C0SY cosw )
=a*b*c?
et

b2 " sing + ¢'* a’tsin®y + a'* b sin’e = bict + ctat - atl?,

c’est-a~dire que :
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1° La somme des carrés de trois diamétres conjugués
est constante;
2° Le parallélipipéde construit sur trois diamétres con-
Jugués a un volume constant;
3° La somme des carrés des faces est constante.
Ces théorémes s'étendent aux deux hyperboloides.

II. Soit

Az? 4+ A’ y? 4-A"2? 4+ 2Byz+2B' 22+ 2B 2y + 2Cx
+2Cy+2C"z4+D=o0 ’

I’équation d’une surface du second degré ayant un centre,
et soient P, ¥, Q les angles des axes coordonnés.

Si I'origine est transportée au centre (e, 38, 7), I'équa-
tion deviendra

L
Ax? +~ANy* 4+ A”22 +2Byz + 2B oz 4+ 2B"ay + 1= o,

en désignant

Ca+C'B+C’y+D par
on a comme ci-dessus (p. 7)

— A= AB*+ A'B” + A"B"*— AA"A”" — 2 BB’ B”

ou
A B I
A=|B” A’ B
B B A"
En conséquence,
C B ¥ A C P
L=—C |C A" B|—-C|B” C B
¢ B A B C" A
A B” C A B” B
—C"|{B” A C |+ DB A" B |,
B B B B A"
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A B B C
B A B C
BB A
C ¢ ¢ D

d'ou

L=

Je passe de la 4 un systéme d’axes formé par trois dia-
métres conjugués faisant entre eux les angles ¢, ¢, w.
L’équation de la surface se change en

L
aX?+a' Y4 a"7? + n =o.

Les carrés des trois demi-diamétres positifs ou négatifs
étant désignés par u, v, w, nous aurons

au L——— ! L_ "
t—-}—Z_O, aa-i—-z__o, a’ w4

379
et les relations du n° I donneront
M N
m L [sine sin?d  sin?o)
- —< + "+ )
A u v o’
P A
L/ I + 1\ Lo
.—F ;1—'-;;/ wu Al uvw,
d’ot 'on tire
M 12
UPY = = — —
m At
L
uto+w=>P X
et
sin? sin? sinw m A
? + ¥ -+ =— — - N.
17 v W ML

Supposons que les trois diamétres conjugués soient les
axes de la surface.
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Alors la derniére de ces trois équations donnera

)
uy -+ ow - wu:::-A-!N.

En’ conséquence, u, v, w, carrés des demi-axes, seront
les racines de I’équation

L L L
V- P S VSRV 4 M=o

1V. Soient données deux équations

Ax»+ Ay* + A"z + 2Byz
~+2B'az+2B"zy +2Cx + 2Cy +2C"24+D=o,
arrtady 4 a2 420y
+ 20/ zz+4 2b6"2y + 2cx + 20y + 2¢" 24+ d=o0,

qui représentent deux ellipsoides ou deux hyperboloides
égaux rapportés, le premier a des axes faisant entre eux
les angles @, ¥, £, le second a des axes dont les angles
sont ¢, ¢ et v,

D’aprés équation obtenue ci-dessus, les deux surfaces
seront égales, si l'on a

L /A T
Pe=rm =gz
et
3 13
) MF_'";}T"
d’ou

AR S AT N A
=) Gr=0) G)=6) ()

V. Si les deux équations du second degré représentent
deux paraboloides elliptiques ou hyperboliques égaux,
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les conditions d’égalité seront, avec A =0, d =o,

2

=) 6 =0 ()

Nous pouvons déduire de la une équation du second
degré donnant les deux paramétres d’un paraboloide.
Soit
,',2 zI
e - — 2 —0
P r
la seconde équation du paraboloide considéré, en coor-
données rectangulaires.

Les conditions précédentes deviendront

1 2 1

= ) () =0

PP r pPJ
Ici
o 0 o0 —I
1
(o] - 0 (8]
P — !
I = 1 =T o
(o] [¢] - o rp
4
l—1 o o o
Donc
1 2 1
3 B / 21
LA N R :('—“> M?;
l 1) L—(p+p)L. {
d’out
=2 e pay NL?
= — ! = —.
¢ PTPT
Ainsi
, LM . LY’
ppl = I et p+p =N <|—)—,/ .
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Done p et p’ seront les racines de I'équation

/

. (L\? LM
“‘“(ﬁ)”‘??—

Si les premiers axes coordonnés sont rectangulaires,
cette équation sera

L 3

(B*+ B+ B — ATA"— A"A—AA’)’] ©
L

_(B2+B’2-I-B“—A’A”—A”A—-AA")? =0

m’—(A+A’+A”)[

VI. Les deux équations du second degré représente-
ront deux cones égaux, si I'on a, avec L =0, {=o,
Azo, '32 o,

AN_(P\r o (A\M_ p‘)a
=) o G) =)

VII. Les deux équations du second degré donneront
deux ellipsoides ou deux hyperboloides semblables, si
I'on a

L 1 !/
Tkl
L2 1 /2
X;N:IT’;?;”'
| L
YT Rs ™

d’ou

|

K__l aN\*p 1 A\? /n ?__.L A% my*
L 5) P L 6) N "’L<§ ﬁ>'

Les conditions de similitude sont donc

1 1 2 1
P S\? /n ?_~ §\? [m\?*
i=(3) (5) =) §)

“et d'ailleurs il faudra que I'on ait K > o.
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VIII. Pour deux paraboloides; il résultera de la une
seule condition de similitude, a savoir

N\* M P
n) m p
Cette condition peut s’obtenir par I'équation en .

Deux paraboloides seront semblables si leurs paramétres
sont proportionnels. Cela donne

et
lin __LM
7=
d’out
' 1 1 1 1
N L\ /p\* (M P\ E
=30 E) =G0 () ()
Donc
N ‘M 7 P ;
2 =5 (3)
ou
<§)’:1ﬂ P
Il/ m p
De plus,
\ :
N /L\? 3\ *
v=3(%) (%)
ou

M\? /L\?
k=(3) (%)
m l
K étant le rapport de similitude.
e . . A R . A
I.élimination de 3 ménerait au méme résultat par les

relations du numéro précédent.



(15)
1X. Des cylindres elliptiques ou hyperboliques.
L’équation générale
Ar*+4 A’y + A"z 4+ 2Bys
+ 2B'2z+2B"xy + 2Cr +~2Cy +2C"2+D =0

représente un cylindre elliptique ou hyperbolique, lors-
que T'on a

B"*—AA'Z o,

| A W’H$ iA B” C
!B”N Bl=o et iB”A’O =o0
"B B A" !B B C”

Si nous prenons pour origine un centre (o, 3, ), I'é-
quation devient

Ax*+ A'y*+ A"z + 2Byz )
+2Baz+ 2B"2y +~Cx+4-C'B + C"y4 D =o0.

Les coordonnées «, 3, y satisfont aux équations

Az +B’B+B'y + C = o,
B"a+A’ﬁ—4— By +~C =o,
B'a+ BB +A"y+ C"=o,

dont les deux premiéres donnent

| By+C B
| By+C A
— T T a7 wnr:  ?

AN —B"
‘A B'y+C
B” By+C

B

AA'— B
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Ce +CB4+C"y+D

Il en résulte

.| B” B'y+C LA Bly+ " A B
Clar B«,+c'| B” B +c'|+ (€7 + D)) g A'!
= __ B
B” B’ A B .|A B
Cailwn |~ w }+0[B,,A,|\
- AA, Brh
B’ C 1A C A B
—C D
+ C A’ C’ ! L l B” C' l + ‘ B” A/ I
AA —B"

Le coefficient de y est le déterminant
A B” C

B” A" C |

BB C”

il est donc nul.

D’ailleurs, I’autre terme est le déterminant

A B” C ]
B” A" ('
ccon
Donc
A B C
B// A! CI
C ¢ D
Cz 4 C A+ C7y -+ fronn
24 CB4+C"y -+ D yY -
en posant
A B” C
IL,=|B” A’ C'| et A =AA’
cC ¢ D

Ainsi I'éqguation. de la surface rapportée au. centre est

Az 4+ A'3? + A"z22+ 2Byz + 2B a2z + 2B

L,
=3

— B

L,

2y 4+ — = o0
y A
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aX’+a'Y’+Zi=o
1

I’équation aux axes correspondante.
Nos relations fondamentales donneront ici

M N P

—_—— _——_—

ki T a-+a — dad

Donc, si u et v désignent les carrés des demi-axes dé-
terminés par les équations

rzu+£~'-—o avi+—=o0
A, ! A,

ces relations deviennent

M N P
1 L, /1 - 1 L2 1 !
A\ v AT uo
d’ou
uy —= Lf u+v-—NL'
—7 P av ~ Pa,

Donc u et v seront les racines de 'équation

NL ., ML

2 e - V— — —
V=35 "p

= 0.

Soit considéré un second cylindre ayant pour équation

axt* + a'y*4-a"z' + 2byz
2baz4-2b"zy + sex+ 2y +2¢"z24+d=o0

par rapport a des axes faisant entre eux les angles ¢, ¢, &.

En supposant
" —aa'Zo,

Ann. de Mathémat., 2° série, t. IV, (Janvier 1865.) 2
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les deux cylindres sont ézaux si I'on a
y (4

LN In

AP Sip
et

LM im

A

conditions que l'on peut mettre sous I'une de ces deux
formes :

1 1
a4 LN p 1L M)’" r\’
& L n P 4 \m) \P)’

Il

L,___A.P n__ A Plz m\*
, s p N & \p) \M

X. Les deux cylindres, au lieu d'étre égaux, seront
semblables si 'on a

nl, NIJ,

P ETEa

m 2 M L2

- L K=

p o P a?’

d'on
il L

k=0 ¥ pd L (M P\ "0,
T L nPA T I \m P/ a’

ce qui donne
N\ MP
7] " m P

XI. Les deux cylindres deviennent chacun le systéme
de deux plans, si I'on a

L,=o, [l =o;

alors la condition d’égalité devient

) 5= (5



ou

résultat aisé a vérifier.
XIl. Cylindres paraboliques.
Si I'équation
Az Ay 4 A"Z
+2Byz + 2B'az+2B"zy +2Cr 4+ 2Cy 4+ 2C"2 4D =0

représente un cylindre parabolique, les termes du se-
cond degré y forment un carré parfait.

Alors
B*— A'A"=o, AB — B'B"=o,
B?—A’"A=0, A'B'—B’"B=o,
B"?— AA' =0, A”"B"— BB =o;

d’ou il suit que P =0, A;=o0, et L est indépendant de D.

Les relations trouvées pour deux cylindres elliptiques
ou hyperboliques sont satisfaites par la méme. Elles ne
donnent rien a I’égard des cylindres paraboliques, a
moins qu'on n’en déduise une nouvelle relation qui ne
devienne pas illusoire par les égalités qui viennent d’étre
écrites. Cest ce que nous allons faire au moyen de I'a-
nalyse suivante.

Les conditions générales d’égalité pour deux cylindres

sont
. _LNp L /M 2 [)>."
._7:71-!’_-2(01 P

A\* L/ N/.
5 Tl

2

I

<

Elles donnent



et

(E) () (Y (8) = () () G (8

on bien
1 x ! 1
N\? /a\® (p\® _ (Li\® (M\®
7 P 3_. - l.) m
ou
N\? A, P_ L, M ?
n) PS & \m)’
ce qui fait
N\’ _ HL (M\:
n) 7; I, \m ?
en posant
P P
=3 =%
Expression de H. — La surface étant un cylindre, on

a les équations

A B B C B W

B” A’ B =o, ¢ A" B =o,
B B A ¢ B A"

A C V¥ A B” C

B” C B =o, B” A" C | =o,
B C”" A" B B

En faisant

AB—B'B”=¢, A'B—B'B=¢, A"B"—BB'=¢",
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la premiére donne tour a tour
A (AA"—B) —B'¢—B""= o,
A'(A”A — Blg)__ B”E”-— B § — 0’
AII(AAI — Bl/g)___ B § — B"’: o.

Les autres donnent

C(A'A"—B') —C"— C'd=o,
() C'(A"A —B?)—C"s—Cs" = o,
? C"(AA' —B")—C¢ — C' ¢ =

Par I’élimination de AA’ — B2, on obtient
(A"C'— BC")e + (A"C — B'C") ¢ =o;
on aura de méme

(AC"—B'C) ¢ + (AC' — B"C)e"=o,
(AI — Bl/c/) E”+ (Alcl/__ Bcl) E — 0;

de sorte que
. AI/ Cl — BC// . ‘” _ A/ C” —_ Bg .
_ A”C — B/ CI/ ’ - A’C — B// C/ *

€

Substituons dans H les valeurs que fournissent les
équations (1) pour A’A"— B, A"A—B"*, AA'— B, et
ces valeurs de ¢’ et de ¢”. Nous aurons

C (C*+ C"— 2.C'Ccos ) (A’C — B'C') (A"C— B'C”)
—C/(C"+ C* — 2C"Ccos¥) (A”C’ BC”) (A’C—B"C)
—C7(C? + " — 2CC cos0) (A'C"— BC') (A"C—B'C/)

H= CC'C’(AC—B"C) (BC—B'C)

Ky

Voila une expression de H applicable a tout cylindre
elllpthue ou hyperbolique.

Au cas d'un cylindre parabolique, comme B = yA’A”,
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B = VA"A, B"= VAA’, nous aurons
A C—B'C = T (C VI — € VK),
A'CI—BCY — \/A”( \/AI/ c” VA ),
A"C—B'C"=yA"(C yA"—C"yA),
—B"C'=yA (C VA —C Vi),
A'C"—BC = ~/AI (CI/“AI c’ \/A/)
A'C—B = \/A”(C ¢A” C”\/—),

(

BC— B¢ = VA" (C YA —C'VA).

Au moyen de ces expressions, H devient

puis

C (C"?+C"—2C'C"cosd) (C JA'—C' yA ) (C YA"—C"VA)
+C/(C" €2 —2C"Ccos ¥) (C' A" —C"YA' ) (C' YA —C /A7)

[ — FCC +C" —2CC cos0) (c”_v’X —C [_A”) (c"yA’ —c dFj)’
CCC(CyA—C'ya )

A(C4-C")—2C'C" JATA" 4 A (C"4-C7)
—2C"CYA"A + A" (C* + C'*) — 2.CC’ VAN’
—2(CyYyA—c'yA) (CyA’'—c"YA ) coso
—a(Cya'— ¢/ (C'ya —c¢ VA") cos ¥

He — 2 (C”\/X —C JF) (C”"/E—C’ \//—\—") cosQ
(CyA'—c'ya)
Pour A”= o, celte valeur de H se réduit a
(CVA'— C'VA) + ¢ (a +A)
+2C” A (CYA'—C'VA ) coso
He 4+ 2C" VA (C'VA — C YA') cos¥ — 2C"7 AN’ cosa
(CyaA’—cC'ya)
(CVA —C' VA )+ C"(A+A")+2C" (CYA'—C'yA)
g X (VA cos® — A cos¥) + G2 (A 4+ A'— 2 JAA cos ) )

(CyA’—crya)
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Si, en outre, A'=o,

H— C'? 4+ C"*— 20’ C" cos ¢

c*

Si on avait A”= 0, A = o, on aurait

C? 4 C"2— 2CC" cos ¥
H= c ’

Autre expression de H au cas du cylindre parabo-
lique. — Les équations

AB—DB'B"'=¢,
A'B—B'B=¢
A" B’»/___ BB — "

donnent

d'ou 'on tire
A’A”— B :I% ¢ 4 BE’ e+ I::;;"’ .
A"A — B*= %, e+ —g—:—, € ‘1'[%’
AA’-.-B”-'.:IBi:E +%’E'+%'

Si 'on porte ces valeurs dans la premiére expression
de H, en mettant a la place de ¢’ et de ¢” leurs valeurs en e,
puis si I'on fait ¢ = o, on trouve

B (BI/1+ B”—"'ZB’B”COS‘I‘) (A”C __Blcl/) (A!C __B/IC/)
— B/(B"14 B?— 2 BB" cos¥) (A"C'— B C") (A'C—B"C’)

i — —B’(B? +B"—2BB' c0s0) (A'C’— BC') (A"C—B'C").
-_ B//QA//(BC_BI(:I)(AIC__B/rcl) 9
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y s B’'B” B”B BB’
d’ov, & cause de A =35 A’=—]—3,—-, A”::—BT’
(B4 B"*— 2B'B"cos®) (BC — B'C’)(BC — B"C”)
(B4 B? — 2B”Bcos ¥) (B'C'—B"C") (B' C'— BC)
+(B' + B — 2 BB cos) (B°C’— BC) (B'C'— B C')

H=
B”*(BC—DB'(')?

Quand on élimine B, B’ et B” de cette formule, on re-
tombe bien sur I'expression de H précédemment établie.

La condition d’égalité pour deux cylindres paraboli-
ques sera la formule

(N\? HL, /M\?
G)=17G)
en y employant la valeur de H trouvée ci-dessus, ct en
attribuant a /i une valeur analogue.
Soit
yi—2qr=o

la seconde des équations données pour les deux cylindres.

Alors

n=sin®*},
la & ¢ 0o 0o —yg
L= |0" dd | = o 1 o | =—gq,
c ¢ d —q o d
h— ¢+ ¢”? —;'zcc” cos —.
Donc

N 1 L, (M\?
= ()
. LH/M\*_

q .__——-l—\T<"~I> sin®y,

LH\*M
q=\— N — Sin’y.
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Si Péquation se rapporte a des axes rectangulaires, et
qu’elle soit y* —2Qx =o,

De la on conclut que

_Qsinw =0 sin3y
1= = I —C08?g— COS™ — €O8* w—2€059 c0SY COS
™ T
Aucasde w=— et g ==, Cest
2 2
Q= QSiﬂ\'{.

SUR LES RAYONS DE COURBURE DES CAUSTIQUES
EN LEURS POINTS DE REBROUSSEMENT;

Paz M. BRETON (pe Cmame),

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées.

Les instruments destinés soit 4 augmenter la puissance
de la vision, soit & former les images que fixe I’art du
photographe, se composent essentiellement, au moins
dans leur partie principale, de surfaces sphériques réfrin-
gentes ou réfléchissantes, centrées sur un méme axe. Si
Pon congoit que des rayons de lumiére homogéne partent
d'un point situé sur cet axe, ils formeront, dans chaque
section diamétrale, une caustique due a I'action de la
premiére surface, puis une seconde caustique due a I'ac-
tion des deux premiéres surfaces, et ainsi de suite; ct
chacune de ces caustiques aura sur I'axe central un point
de rebroussement de premiére espéce.
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Or, en un tel point, le rayon de courbure d’une courbe
est ou infini ou nul (¥*). Par exemple, la courbe qui a
pour ¢quation en coordonnées rectangulaires

J,Z: x

présente, a l'origine, un point de rebroussement de pre-
miére espéce, pour lequel le rayon de courbure est infini.
Il en est de méme pour toutes les courbes qui ont pour
équation

yr= 20+ <

e élant positif, ct tel que (— x)* soit négauif.
En prenant
]/2: ‘,;3,
ou plus généralement

yr=alTs,

sous les mémes conditions que ci-dessus, mais en a2joutant

cette restriction que € soit <C 2, on a des courbes & point
de rcbroussement de premiére espéce pour lesquelles le
rayon de courbure est nul.

Il est intéressant d’examiner ce qui a lieu pour les
points de rebroussement des caustiques successives que
nous considérons ici. On concoit en eflet que si le rayon
de courbure est nul, la courbe, s’écartant alors de I'axe
trés-rapidement, est bien plus favorable a la concentra-
tion des rayons dans un petit espace autour du point de
rebroussement qui constitue le foyer.

Supposons que am, bn soient deux caustignes consé-

(*) Voarez a ce sujet un article inséré au tome XIIl du présent journal,
p. 127. M. Bertrand a omis dans le Calcul différentiel qu’il vient de pu-
blier les points de rebroussement de premiére espéce a rayon de courbure
infini, C’est du moins ce qui semble résulter des §§ 501 et 502 de cet ou-
vrage, et surtout de la table analytique au mot Rebrousscment.
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cutives, c'est-a-dire que tout rayon mi tangent a am
prenne, aprés avoir subi P’action de la surface 54/, la direc-

tion ni tangente 4 bn. Du point ¢ menons une normale 7o

a la surface ss’; st 'on appelle V, V' les angles d’incidence

ct de réfraction oim, oin, et L, —I—, les indices de réfraction
PN

propres aux deux milieux dans lesquels la lumiére se pro-

page successivement, on aura la relation

(1) %sinV:

| =~

> sin'V'.

>

Dans le cas de la réflexion, on aurait A = — 2.

Soit i un nouveau point d’incidence voisin de 7, m'i’ le
rayon tangent a la premiére caustique, 2’ le rayon tan-
gent a la seconde, et i’0 la normale. On aura

oi'm' =V 4dV, oi'n =V 4 dV,
et en différentiant la relation (1)

(2) %éosVdV:%cosV’dV’.

Nommons encore r, A, A'les longueurs o7, mi, ni. Le
pointo étant I'intersection de deux normales /0, i’o menées
par les points 7, i’ distants de I'intervalle trés-petit ds,
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.y ds
r est le rayon de courbure de cet arc, et on a iol' = —

Soit 1 le point d’intersection des rayons mi, m'i, I'égalité
entre la somme des angles du triangle ok/ et la somme des
angles du triangle nA:' donne

dV:-;——k‘u.

Or, si I'on abaisse i’ p perpendiculaire sur iy, on a

., __ip __dscosV

ki’ = L =
P a
et par suite
(3) av = (i— °°5V> ds.
r A
On trouverait de méme
1 cos.V'

substituant ces expressions dans (2), il vient
(5) 1 fcos’V  cosVN 1 [cos’V' cosV'\
l( A r )T ¥ s )
formule donnée par Jacques Bernoulli.
Appelons actuellement R, R’ les rayons de courbure
des petits arcs mm', nn' des deux caustiques. On a

mm' = ip 4 pm' — im,

et a cause de la petitesse de I'angle ip?, on peut regarder
I'm' comme égal & pm'. Par conséquent,

mm' = ds.sinV -4 dA.

En divisant mm' par R, on a la valeur de I'angle de con-
tingence ipi’ ou kpi' déja exprimé ci-dessus. De la ré-
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sulte 'égalité

dssinV 4 dA dscosV
(6) =

R — a0’
d’on I'on tire
(7) dA = (Rczsv—sinv> ds.
On trouve de méme
(8) dN' = (E:‘?X-/ —sin V’> ds.

Or I'équation (5) donne
/1 . 2 . I
- |=$inVdV——sinVcosVdV— — cos’VdA
A\r A a?
=3 (-— SinV/dV — — sinV/cosV'dV' — -L cos’V’dA’)
a o’ A2
et, en mettant pour dV, dV’, dA, dA' les expressions

ci-dessus (3), (4), (7), (8), 11 vient, aprés une simplifi-
cation facile,

3sinV (cos’V cnsV) 1 cos3V
X a

A r )2 A
(9) __3sinV’ [cos?V'  cosV’ 1 cos®V’ R’
( R a7 r Vs

Telle est la relation qui existe généralement entre les
rayons de courbure R, R’ aux points correspondants m,
n de deux caustiques consécutives.

Jusqu’a présent nous n'avons fait aucune hypothése
particuliére sur la position des caustiques. Dans le cas
spécial que nous avons en vue, les rayons mi, ni sont
normaux a la surface ss’; par conséquent on a V=o,
V! = o, et la relation ci-dessus devient
- 1 I

f10) R =t
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Or, au point de départ on a R = o, puisque les rayons
sont censés diverger de ce point; on a donc R'=o pourle
point de rebroussement de la premiére caustique. Ayant
R'= o, le rayon de courbure au point de rebroussement
de la seconde caustique se réduira pareillement a zéro, et
ainsi de suite. D’ou résulte cette conséquence trés-impor-
tante, que tous les rayons de courbure dont il s’agit sont
nuls.

Le rayon de courbure en un point de rebroussement
d’une caustique cst encore généralement nul lorsque les
rayons de lumiére ne sont pas normaux a la surface qui
les réfracte ou les réfléchit. En effet, pour qu'il y ait re-
broussement, il faut que nn’ change de signe, c’est-a-dire
que ds sin V/+ d A se réduise a zéro. Or

dssinV’'4-dA"  dscosV’

(l ]) R A ’
par conséquent

. s cos V'
(12) dssinV/4da'= 21 g,

A/

Le premier membre de cette égalité ne peut, en géné-
ral, se rédnire a zéro sans que l'on ait R'= o, ce qui dé-
montre le théoréme énoncé.

SUR L’HYPERBOLE EQUILATERE;
Par M. J. MENTION.

L’hyperbole équilatére est encore un bon sujet d’étude,
méme aprés les recherches souvent citées de MM. Brian-
chon et Poncelet, aprés celles, moins connues, de Bobil-
lier (Annales de Gergonne, t. XIX, p. 349). Jai trouvé
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naguére, par exemple, que toutes les courbes de cette
espéce, assujetties a toucher les cotés d’un triangle, ont
leurs centres sur le cercle des hauteurs du triangle, c’est-
a-dire le cercle décrit du point de rencontre des hauteurs
comme centre, avec un rayon moyen proportionnel entre
les segments dans lesquels chaque hauteur est divisée au
point de rencontre. Il est clair, maintenant, que le centre
d’une hyperbole équilatére, dont trois tangentes et un
point de contact sont donnés, se trouverait a I'intersec-
tion du cercle des hauteurs avec la droite passant : 1° par
le milieu du c6té du triangle circonscrit, qui renferme le
point de contact assigné; 2° par le milieu de la droite
allant de ce point au sommet opposé.

Jelis pourtant dans le tome I°* des Nouvelles Annales,
p- 426, que « le centre de cette hyperbole est sur une
circonférence passant par le point du contact, par le mi-
lieu du coté sur lequel est ce point, et par le sommet
opposé a ce coté. »

Cela ne fournirait jamais qu'une seule solution, et la
fournirait toujours.

La proposition extraite parait étre mise hors de doute
par une Note du Rédacteur o1 il s’engage & donner pro-
chainement les énoncés renfermés dans les Mémoires
cités. Le Rédacteur n’ayant pas tenu cette promesse, je
me suis demandé quel était I'auteur de la proposition en
litige, car elle n’appartient ni a Brianchon et Poncelet,
ni a Bobillier. Je la jugeais difficile a démontrer, jusqu’au
moment ol je la jugeai impossible, puisqu’elle est fausse.
Je ne parlerais point de cette inadvertance qui s’est glissée
dans un travail recommandable, si la page suivante du
méme travail ne contenait une seconde proposition plus
manifestement fausse, portant, en substance, quc toutes
les hyperboles équilatéres passant par un point, et tou-
chant deux droites données, ont leurs centres sur une
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circonférence. D'ailleurs, il est facile de reconnaitre que
ces propositions sont incompatibles. La premiére étant
admise, le dernier lieu géométrique serait une courbe du
quatriéme degré, issue, par rayons vecteurs réciproques,
de I'hyperbole a laquelle appartiennent les milieux des
sécantes comprises entre les tangentes et passant par le
point fixe.

Au surplus, je vais résoudre encore autrement le pro-
bléme qui a entrainé cette double méprise.

I

Tutorime. — Le lieu du centre d'une hyperbole équi-
latére, touchant une droite fixe en un point donné, et
passant par un second point, est une circonférence.

I Démonstration. — On sait que le cercle des neuf
points d'un triangle inscrit & I'hyperbole équilatére passe
par le centre de la courbe. Si deux des sommets du
triangle se confondent, trois des neuf points subsistent,
savoir : le point de contact, le milieu du c6té restant, et
le pied de la perpendiculaire abaissée du troisi¢éme som-
met sur la tangente.

II° Démonstration. — La corde BD (fig. 1) de I'hy-
Fie. 1.

LT

F

perbole équilatére est vue du centre O sous un angle sup-
plémentaire de celui des tangentes AB, AD; ce centre
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sera donc 4 la fois sur la diagonale AE du parallélo-
gramme ABDE et sur la circonférence qui passerait par

les trois points B, D, E. Mais alors OL.IE =—]ﬁ':, ainsi le
lieu des points o sera la circonférence réciproque de la
droite DE, paralléle 4 la tangente fixe AB, par rapport
au pole I et a la constante BI.

Tatorime. — Le lieu du centre d'une hyperbole
équilatére touchant deux droites, dont U'une en un point
donné, est une circonférence qui touche, au point de
concours des tangentes, celle dont le point de contact
est assigné, et ayant son centre sur la perpendiculaire
abaissée de celui-ci sur la seconde tangente.

Démonstration. — Soient ( fig. 1) AB, AD les tan-
gentes et B le point de contact fixe. Considérons un
point de contact variable, D. Le centre de I'hyperbole
correspondante sera a l'intersection de la droite AI qui
passe par le milieu de BD, avec le cercle passant par les
points I, D et C; C élant le pied de la perpendiculaire
abaissée du point B sur AD. Jéléve AF perpendiculaire
a AB, et je construis le parallélogramme ABDE. L’angle
AFD étant droit, on aura

AG.AF = AC.AD = Ao0.AI;

ainsi les quatre points O, I, G, F sont sur une méme cir-
conférence. Donc

0G __ AG
IF — AT’
mais
Al =1F,
par conséquent
0G = AG,

c¢’est-a-dire que le point O appartient a un cercle ayant le
point G pour centre et AG pour rayon. C. Q. F. D.
Ann. de Mathémat., 2° série, t. IV, (Janvier 1865.) 3
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Corollaire. — Le centre de Ihyperbole touchant trois
droites, avec un point de contact donné, sera situé a I'in-
tersection de deux circonférences ayant pour axe radxcal
la droite des milieux dénommeée ci-dessus.

Remarque. — Un triangle acutangle ne saurait étre
circonscrit a I'hyperbole équilatére ; car, prenant un point
de contact sur un des c6tés, on aurait pour déterminer le
centre, en vertu de ce qui précéde, deux cercles qui ne se
couperaient pas. Pour un triangle obtusangle, les points
de contact pourront étre sur les prolongements des c6tés
de I'angle obtus ou sur la base méme.

1I.

Comment prouver, sans calcul, que toutes les hyper-
boles équilatéres, inscrites 4 un triangle, ont leurs
centres sur son cercle des hauteurs? Prenous d’abord
deux tangentes et une asymptote. J'observerai que, si les
cotés non paralléles d’un trapéze sont a angle droit, les
pointsde rencontre des hauteurs des deux triangles formés
respectivement avec les diagonales et les cotés non paral-
léles sont, avec le sommet de I'angle droit, sur une ligne
perpendiculaire a celle qui joint les milieux des c6tés non
paralléles. Cette propriété découle immédiatement du
théoréme sur la ligne des hauteurs dans le quadrilatére,
mais on peut I’établir directement.

Soit ABCD ( fig. 2) un trapéze satisfaisant aux condi-
tions requises. Prouvons que le point de rencontre H des
hauteurs du triangle ACI forme, avec le point de ren-
contre des diagonales, I'hypoténuse d’un triangle rec-
tangle ayant O pour sommet de I’angle droit. Cela revient
a faire voir que le quadrilatére PHOI est inscriptible,
ou que .

POI = PHI.
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Or
POI = POB — IO = PAB — I0B

et

PHI = 1 dr — IBO.
11 faut donc que

PAB + [BS =1dr,

S milieu de AB; ce qui est évident. Donc, en décrivant

Fic. 2.

sur IH comme diamétre une circonférence, elle coupera
I'asymptote au centre O de la courbe.

Corollaire. — On a
HQ.HI = OH ,

c’est-a-dire que le point O appartient aussi a la circonfé-
rence des hauteurs du triangle ACI; en d’autres termes :
Le centre d’une hyperbole équilatére tangente a deux
droites est situé sur la circonférence des hauteurs rela-
tive au triangle formé par ces deux tangentes et une
asymptote.

A présent, les cercles des hauteurs relatifs aux quatre
triangles du quadrilatére, ayant par cotés trois tangentes
et une asymptote, ont méme axe radical, parce qu’il s'a-
git de triangles obtusangles. Or, trois d’entre eux ren-
ferment le centre de I'’hyperbole équilatére, qui sera par
conséquent sur le quatriéme.

A cette démonstration géométrique je joindrai la sui-
vante.



(36)

Choisissons un point de contact M (fig.3), sur le
coté BC opposé a 'angle obtus A. Je dis que les cercles
K, L, déterminés d’apreés le second théoréme du § I,
ont un méme axe radical avec le cercle des hauteurs.
En effet, le point M a pour polaires par rapport a ces
cercles les c6tés AB, AC; donc le milien de AM est
sur leur axe radical, d’aprés un théoréme trés-connu.

Fie. 3.

Le milieu I de la base fait également partie de cet axe. Si
I'on méne AP perpendiculairement 2 MH, évidemment
MH.HP = AH.HD ou le carré du rayon du cercle H;
donc AP est la polaire du point M par rapport & ce cercle,
et le milieu de AM appartient encore & I’axe radical des
cercles K et H. Enfin, le cercle décrit sur BC comme
diamétre, étant orthogonal 4 la fois aux cercles K et H,
sera pareillement sur leur axe radical.... Les deux cercles
variables K et L se couperont par suite sur le cercle des
hauteurs. C. Q. F. D.
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Les trois centres K, H, L restent en ligne droite dans
le triangle acutangle, quoique les cercles n’aient plus le
méme axe radical. La preuve de ce fait n’offre aucune
difficulté.

1II.

Les considérations actuelles ayant de 'importance par
I’extension qu’elles recoivent dans les surfaces du second
ordre, ainsi que je le montrerai prochainement, je résou-
drai ce probléme plus général :

Trouver le lieu géométrique des centres des coniques
touchant deux droites, dont Uune en un point donné, et

telles, que la somme algébrique des carrés de leurs axes
soit connue.

Solution. — Soit, par exemple, O le centre d'une el-
lipse inscrite 4 un angle A, on obtient facilement cette
équation :

—_—
a? 4 b* = A0 —2aK cotA,

ou a et b représentent les demi-axes et K le rayon focal
relatif au sommetdel’angle, je veux dire la distance de ce
sommet aux quatre rayons vecteurs de contact.

En effet, le triangle qui a pour cotés 2a, AF, AF’ en
longueurs donne

fa* = A_F-z—l- AF’ — 2AF.AF cosA

= zl\—daz—i- 2¢*— 2AF.AF'cos A,
ou

a? 4 b= Ez— AF.AF cosA.

Mais AF.AF'sin A et 2aK mesurent le double de la sur-
face du triangle AFF", ; donc

a? +b’=7&'—62—2aKcotA.
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D’autre part, la surface du triangle formé par le sommet
de I'angle, le centre et I'un des points de contact s’ex-

. o ak , .
prime évidemment par 3 de sorte que « désignant la

portion de tangente donnée, et / la distance du centre 4
cette tangente, on aura

a? -4 b= Z6’__ 2la cotA,

“équation d’un cercle dont le centre ne dépend nullement
du carré a* + b°. C’est le méme point que pour I'hyper-
bole équilatére.

Ajoutons une troisi¢me tangente, le point de contact de-
meurant invariable; a chaque valeur du carré correspon-
dra, pour déterminer le centre de la conique, une couple
de cercles ayant pour axe radical la droite allant du milieu
de la portion de tangente interceptée eutre les tangentes a
contact arbitraire, au milieu de la distance entre le point
de contact et le sommet opposé du triangle circonscrit.
En outre, ces deux cercles auront méme axe radical avec
un cercle ayant son centre au point de rencontre des hau-
teurs et un rayon variable avec le carré donné. Donc,
toutes les coniques inscrites & un triangle, et ayant la
méme somme algébrique des carrés de leurs axes, ont
leurs centres sur un tcercle concentrique au cercle des
hauteurs.

Remarque. — La ligne des centres passe par le point
de rencontre des hauteurs, perpendiculairement au dia-
métre de la parabole inscrite au triangle et touchant la
base en un point donné : elle sera donc la directrice de
cette parabole. D'ou ce théoréme =

Par le sommet d’un angle circonscrit & la parabole,
on éléve une perpendiculaire & lun des cotés, et du
point de contact de celui-ci on en abaisse une sur le se-
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cond coté. Ces deux perpendiculaires se coupent sur la
directrice.

Note. — Dans l'article inséré au tome précédent, page 535,
il faut lire « méme puissance respective » au lieu de « la méme
puissance en valeur absolue » ; et, page 530, il est nécessaire
que le triangle circonscrit & une conique soit obtusangle.

. SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question T15

(voir 2° série, t. III, p. 445);

Par M. GILLIOT,
Eléve du lycée de Strasbourg.

Le lieu des foyers des paraboles normales & unc
droite et qui la coupent en deux points fixes, est unc
cissoide. ~ (MenTION.)

Je prends pour axe des x la droite donnée, et pour axe
des y une perpendiculaire a cette droite, menée par le
point ou la premiére est normale & la parabole. Si («, 2)
désignent les coordonnées d'un foyer quelconque, I'équa-
tion d'une parabole satisfaisant a ces conditions pourra
&tre mise sous la forme

(1t — m?)x?> — 2mnxy + (1 — n*)y?

— 2 (st mp)z— 2 (B + mp)y - & B — =,
pourvu que les relations suivantes soient vérifiées :
(1) m—4ni=1, -

(2) it p—p=o,
(3) B+ np=o.
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La premiére de ces équations exprime que la courbe est
une parabole, et les deux autres assujettissent la parabole
a toucher a I'origine 'axe des y.

Soit maintenant a I’abscisse du point ou la parabole
doit rencontrer encore I’axe des x; j'aurai, en exprimant
que les coordonnées (a, o) vérifient I'équation de la pa-
rabole, une quatriéme relation entre les paramétres m,
n, p, etles coordonnées a, 3 d’un point du lieu :

(4) a(t—m*)— 2 (a+mp)=o.
Jaurai donc I'équation du lieu cherché en éliminant les
paramétres m, n, p entre ces quatre relations. Des trois
premiéres, je tire
p? a?
? =gl B2, 2 — m?e—= —.
p B o+ ﬁz’ « + B
La relation (4) devient alors

4{3’

am—-4a=0.

En remplagant « et 3 par x et y, nous aurons pour
équation du lieu

4=
1= X7
My
ou encore
2 xa
Y =z N
7=

Sous cette forme, on reconnait une cissoide dont le

. ‘2 a ’
diamétre du cercle générateur est - et dont 'asymptote a
o

» . a
pour equauon X =

4

Note. — Autres solutions analytiques de MM. Audoynaud, professeur
au lycée de Poitiers; Lacauchie, éléve de Sainte-Barbe (classe de M. Mou-
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tard ) ; Bertrand et Grassat, éléves du lycée de Lyon; Bailly, répétiteur au
lycée d’Orléans; E. Dubois et L. Masquelier, Delory, éléves du lycée
Charlemagne (classe de M. Hauser ); Alphonse Aubrun, Georges Glasser,
Ed. Widemann, éléves du lycée de Strashourg; Albert Ribeaucourt, éléve
du lycée de Lille; Eugéne Margot, du lycée de Grenoble ; Smith junior,
éléve du lycée Lonis-le-Grand ; Louis Pabon, éléve du lycée de Bordeaux.

Méme question;
) Par M. DURGET,
Eléve du lycée de Besangon.

Je suppose que I'on ait tracé la tangente correspondant
4 la normale fixe AB, de méme qu'une seconde tangente
perpendiculaire a la premiére en T. La corde des contacts
de ce systéme rectangulaire passe par le foyer de la pa-
rabole. Achevons alors le rectangle en menant par le
point de contact A’ de la seconde tangente une perpendi-
culaire & la normale, puis, du point T et de son opposé T,
abaissons des perpendiculaires TF, TR sur la corde des
contacts. Enfin tracons le cercle qui a pour diamétre AT’
et qui passe en R. On sait que la ligne TF passe par le
foyer, et que AT’ est constant et égal au quart de AB;
d’ailleurs il est évident que RA'= FA.

Ainsi cette génération, a I'aide d’une parabole, revient
a la génération connue de la cissoide, a I'aide d’une
droite et d’'un cercle.

Note. — Autres solutions géométriques de MM. Thiirninger, éléve du
lycée Saint-Louis; Vieira et Jamin, éléves de I'Ecole Polytechnique; Ga-

zéres et La Rougery, éléves du lycée de Bordeaux; de Vigneral; A. D.,
R., éléves du lycée Charlemagne.

Questions 706 et 707

(voir 2* série, t. 11I, p. 252);

Par M. A. SARTIAUX,
Eléve de I’Ecole Polytechnique.

On donne sur un plan deux circonférences (O), (0).
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Par un point fixe A de-la premiére, on trace une co-
nique (C) tangente en ce point & cette circonférence et
doublement tangente a la seconde (0V). Cette coni-
que (C) rencontre (O) aux points D et E; la droite DE
coupe la corde de contact de (C) et de (O') en un
point M : lorsque U'on considére toutes les coniques (C),
le lieu de ce point est une circonférence. (MANNBEIM.)

Je prends le point A pour origine, pour axe des x la
tangente menée par le point A a la circonférence (O), la

perpendlculalre pour axe desy Les équations des deux
circonférences seront :

(0) 24 y:—ory =—o,
(0") 4 yr—2ax — 2by — c* =o.

L’équation d’une conique doublement tangente a la
circonférence (O') est

4 yl—2ar—2by — * + (mx 4+ ny + pp = o;

mx + ny + p = o est 'équation de la corde des contacts.
L’équation développée de la conique est

2 (1 + m?) 4 y*(1 + n*) + 2mnzy — 22(a — mp)
—2y(b— ”P) —c+p*=o.

La conique passe au point A et a pour tangente Ax, donc
p’=c et a=mp.
L’équation de la conique est alors .
214+ m*) 4+ y*(1~+ n?) + 2mpxy — 2y (b —np)=o

Entre cette équation et I’équation du cercle (O), j'éli-
mine x* : j’ai I'’équation d’une conique passant par I'inter-
section de (C) et de (O) qui est

‘ynr—m?) 4 2 mrxy —2y|b — np — r(1+m*)J=o.
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Cest un systéme de deux droites; I'une d’elles est I'axe
des x, I'autre est la droite DE, et a pour équation

¥ (n*—m?) + 2mnz — 2[b—r1p —r(x -+ m’)] =o."

Le point M se trouve sur cette droite, et sur la droite des
contacts
mx—+ny +p == 0.

Entre ces deux equanom, j’élimine n, et j obnens, en
remplagant mp par a et p* par ¢*

m}( 2+ y?) +2ax+2y(b—r)—o2miry 4+ =o,
équation d'un cercle ayant méme axe radical que (O) et
(O').

Si nous cherchions I'enveloppe de la droite DE, nous
trouverions la méme équation.

En effet, 'équation de DE cst, en ordonnant par rap-
port a 7,

nty +.2n(mn +p)—my —2b+ar(1+m)=o.
L’équation de I'enveloppe est

(mx +pP=yl2r(t+m*) — my —2b)

m*(x* 4 y*) +2ax+ 2y (b—r)—2miry +-c* = o,

et équation de I'axe radical des cercles (O), (O') et du
cercle trouvé est

2ar +2y(b — r.)~+ 2= o,

Je transforme par polaires réciproques en prenant pour
pole de transformation 'un des points limites du systéme
des cercles ayant méme axe radical que (O) et (O').
Alors (O) et (O') se transforment en deux coniques bicon-
focales, (O,) et (0,); (C) se transforme en une conique
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(C,) doublement tangente a (O)) et tangente a (O,) en
un point fixe ; DE se transforme en'le point d'intersection
des tangentes communes a {C,) et (O, ); or DE enveloppe
un cercle ayant méme axe radical que (O) et (O’), donc
le point d’intersection des tangentes communes a (C,) et
(O4) enveloppe la transformée de ce cercle, c’est-a-dire
une conique homofocale aux coniques (Oy) et (O'). Cest
précisément la question 707.

Remarque. — Dans le premier probléme on peut sup-
poser nul le rayon du cercle (O’); alors les coniques (C)
ont un foyer commun, et le point Il est sur la direc-
trice correspondante a ce foyer. Il est facile de trouver
I'énoncé du théoréme relatif a ce cas.

Nate. — La question 706 a été résolue par MM. Léon Bailly, répétiteur
au lycée d'Orléans; Michel Lhopital, Léon Dyrion, H. Picquet, éléves de
I’Ecole Polytechnique; Aubrun, Gilliot, éléves du lycée de Strasbourg;
Romain Delaune, répétiteur au lycée de Douai; Marmier, éléve de TEcole
Sainte-Geneviéve; Recoq, éléve du lycée de Montpellier; Boutmy, éléve
du lycée Saint-Louis. MM. Cornu et Lacauchie, de Sainte-Barbe, ont ré-
solu et généralisé les questions 706 et T07.

BIBLIOGRAPHIE.

Trarrt pE GEomtTriE £LEMENTAIRE; par MM. Eugéne
Rouché, professeur au lycée Charlemagne, répétiteur
a I’Ecole Polytechnique, etc., et Ch. de Comberousse,
professeur au collége Chaptal, répétiteur a I’Ecole
Centrale, etc. — Premiére partie: GEOMETRIE PLANE.
In-8 avec figures dans le texte; 1864. Chez Gauthier-
Villars, libraire, successeur de Mallet-Bachelier, quai
des Augustins, 55, & Paris. — Prix : 4 francs.

MM. Rouché et de Comberousse, bien connus déja par
leurs publications antérieures, ont eu pour but de faire
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un livre qui contint, d’une part, toutes les théories clas-
siques exigées par les programmes de l'enseignement
des lycées et pour I’admission aux Ecoles spéciales, et,
d’autre part, les principaux travaux qui ont éié faits
dans les temps modernes sur la Géométrie finie. Tout ce
qui est relatif & la partic classique de I'ouvrage est déve-
loppé avec le plus grand soin, tandis que la partie nou-
velle offre une esquisse rapide mais compléte de Iétat
actuel de la science, qui permettra aux lecteurs de pren-
dre une idée exacte des méthodes modernes et des appli-
cations principales qui en ont été faites. Nous n’avons
pas besoin de faire ressortir ce qu’une pareille division
a d’avantageux au point de vue de I’enseignement.

Le Traité de Legendre, avec ses appendices et ses notes,
était complet et représentait ’état de la science a I'époque
ou il a été publié. Mais depuis longtemps il est devenu
insuffisant et plusieurs tentatives ont été faites pour le
remplacer. Nous pensons que l’ouvrage dont nous vou-
lons donner ici une courte analyse remplit parfaitement
le but que se proposaient les auteurs.

Les deux parties dont nous avons dit que le Traité se
composait sont nettement séparées. Celle qui renferme
les théories classiques, et qui est imprimée en gros ca-
ractéres, est conforme, pour I'ordre des matiéres, a I'u-
sage consacré et généralement adopté dans tous les pro-
grammes. Les auteurs ont pensé qu’il y aurait danger &
innover dans une disposition adoptée depuis des siécles,
etils ont voulu, non pas changer ce qui a été fait avant
eux, mais améliorer ce qui leur semblait exiger quel-
ques modifications. Ils ont, avec raison, attaché une
grande importance au style; il suffit de lire quelques
pages de ce livre pour reconnaitre que la rédaction est
extrémement nette et soignée.

Parmi les améliorations que présente cet ouvrage, je



| (46 )
signalerai les suivantes, qui m’ont paru les plus remar-
quables.

1° Les véritables conditions nécessaires et suffisantes
pour assurer la proportionnalité de deux grandeurs sont
énoncées pour la premiére fois avec la généralité et la
précision convenables. Les n°* 132, 133, 134, 135 ren-
ferment la démonstration de psincipes fondamentaux
dont I'application apporte plus tard une grande simpli-
fication dans toutes les questions de proportionnalité et
de mesure qu’on rencontre si fréquemment dans la Géo-
métrie, telles que la mesure des angles, des aires des rec-
tangles, la proportionnalité des lignes droites, etc.

2° L’introduction des lignes antiparalléles a permis
de donner des solutions élégantes pour plusieurs ques-
tions. Nous citerons l'inscription du décagone régulier

ordinaire et du décagone étoilé (n° 290), la théorie des

figures inverses, etc.

3° La mesure de la circonférence et le calcul de =
sont présentés avec tous les détails qu’exige cette impor-
tante question. Nous signalerons surtout les considéra-
tions simples et nouvelles a I'aide desquelles les auteurs
établissent rigoureusement que la longueur d’une ligne
brisée réguliére inscrite dans un arc de cercle tend
vers uue limite indépendante du mode de division de
Pare.

4° Certaines réciproques sont données avec un soin
qu’on ne rencontre pas toujours dans ce genre de propo-
sitions. Nous citerons principalement celle du n° 196,
sur la droite qui joint les points de division de deux cotés
d’un triangle, celle du n° 222, sur les paralléles coupées
par des sécantes, celle du n° 200, ete.

5° Enfin on trouve aux n° 51, 211, 212, 213, etc.,
des apercus généraux trés-utiles pour l'intelligence et
Papplication des principes et des méthodes & la résolu-
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tion des problémes et a la recherche des lieux géomé-
triques.

La partie de I'ouvrage imprimée en petits caractéres
contient plusieurs appendices consacrés a 'exposition
des méthodes les plus remarquables de la Géométrie mo-
derne. Cette partie s'adresse a des lecteurs déja mieux
préparés; la rédaction en est plus rapide, et I'on voit
que P'on a voulu, non pas donner des théorémes parti-
culiers plus ou moins remarquables, mais exposer des
théories constituant de véritables méthodes. Nous cite-
rous surtout P'appendice du troisiéme’Livre, relatif au
rapport anharmonique, aux polaires réciproques, aux
figures homothétiques, aux axes radicaux, au contact des
cercles, a la transformation par rayons vecteurs réci-
proques, aux transversales, etc.

Cet ouvrage est enrichi de 593 exercices gradués et
trés-bien choisis, qui seront d’une utilité incontestable
pour les Professeurs et les Eléves. Nous ne pensons pas
qu'aucun Traité de Géométrie élémentaire en renferme
un nombre aussi considérable.

Enfin nous ferons remarquer les soins qui ont ¢été
donnés a l'impression. Les caractéres sont trés-beaux,
les énoncés des théorémes se détachent parfaitement des
démonstrations, et de nombreuses figures dans le texte
rendent la lecture de I'ouvrage extrémement facile; en un
mot, ce livre soutient dignement la comparaison avec les
plus belles éditions classiques qui soient sorties des
presses de M. Gauthier-Villars.

S. Hauser,
Professeur de Mathématiques spéciales
au lycée Charlemagnue.
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QUESTIONS.

718. Trouver I'équation de la podaire négative de la
développante de l'ellipse, le centre étant le pole.

(STrEBOR.)

719. Sur la surface lieu des sections circulaires dia-
métrales des ellipsoides d’un systéme homofocal, les tra-
jectoires orthogonales de ces cercles sont des courbes
dont chacune est une ligne de courbure commune de
deux hyperboloides homofocaux avec les ellipsoides.

(STrEBOR.)

720. Soient x, y, z trois fonctions d’une variable
indépendante ¢, satisfaisant a la condition

x4 yiti=1;

soient x’, ', z’, x”, y", z" leurs dérivées, premiéres et
secondes, par rapporta t.

Les neuf quantités x, y, z, x’, v/, 2/, x”,y", 2" véri-
fient identiquement ’égalité

AC—B — A’ =D,
dans laquelle
A =214 y? 4 22
B=x'2"+y'y"+2'2",
C =~l'”2+_7”,+2”2
10 I

D=zx(y's"—3y")+ y(da"—2'y") + z(2y" — y'a").

(Cararan.)
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ETUDE DES POINTS A L’INFINI
DANS LES SURFACES DU SECOND ORDRE;

Par M. PAINVIN,

Professeur au lycée de Douai.

Cette recherche servira d’intermédiaire entre 1'étude
que j’ai donnée précédemment des points a I'infini dans
les courbes et celle des points a I'infini dans les surfaces
que je donnerai prochainement (¥).

2

: ) x
En adoptant les coordonnées homogénes 7 J—;a &

I'équation générale des surfaces du second ordre sera de
la forme
1)(s) { Az A'y? 4 A"z +4-2Byz + 2Bz + 2B"zy
Q +2t(Cx+Cy+0C"z2)+De=f(=, y,z,t)=o0,
et 'équation du plan & 'infini sera
t=—o0.

Les points ot la surface S est rencoutrée par le plan a

I'infini sont donnés par les équations
t=o0,
(I)(C) ¢ Az 4+ A'y*+ A"z’ 2Byz + 2B'wz 4 2B"xy
=‘?(‘Z!.7’z)=0'

l.a seconde équation représente un céne ayant pour

sommet 'origine: je I'appellerai céne des directions
asymptotiques.

(*) Les principaux résultats de cette derniére étude ont été présentés a
VAcadémie des Sciences en octobre 18G4 (Comptes rendus, 2° semestre,
1864, p. 666 ).

Ann. de Mathémat., 2° série, t. IV. (Février 1865.) 4
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Soit une génératrice de ce cone

xr=mz,
(G)
¥y = nz;
on a la condition
9(m,n,¥)=o0;

cette génératrice détermine le point a I'infini
t—o,
I { z=mz,
¥y = nz.
Etudions I'intersection de la surface par une droite quel-

conque passant par le point I; les équations d’une telle
droite seront

x = mz + A,
(1) 5
! Y = nz 4+ pt.
En remplacant x et y par ces valeurs dans ’équation de
la surface, on trouve
: 2q(m,n,1)
+z2t[g, (m, 7, 1) + po, (myn, 1) 4 2(Cm 4 C'n + C”) ]
+ K2 =o;
cette équation, qui donne les intersections de la droite (1)
avec la surface, se réduit a
2t[29,(m, ny 1) + pg, (my ny 1) 4 2(Cm + C'n + C")]
+ Ke2=o.
Pour que la droite (1) soit tangente a la surface, il faut
que le premier membre de I'équation précédente soit
divisible par ¢*; de la la condition
(2) 2g.(m,n,1)4pg, (m,n, 1)+ 2(Cm + C'n+C")=o.

Pour obtenir le lien de toutes les droites (évidemment
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paralléles) passant par le point I et tangentes a la sur-
face, il faut éliminer 2 et p entre les équations (1) et (2).
Effectuons cette élimination, et remarquons que I'iden-
tité

zq,.(%,7,2) +.7?’J‘(x7.7' 2) +-z9,(7,7,2) =29(z,7,2)

nous donne, en y faisant x=m, y =n, z=1, et en
ayant égard a I’équation de condition ¢ (m, n,1) = o,

my, (m, ny1) 4 nq:fv(m, ny1) + ¢ (m, 7, 1) = 03

nous trouvons alors que le lieu des droites passant par
le point I et tangentes a la surface, ou, ce qui revient au
méme, des droites paralléles a la direction asymptotique
(x =mz, y = nz) et tangentes a la surface, est donné
par 'équation

\
xy,(m,n, 1) +yq>;,(_m, n, 1)+ zq.(m, 1)

Inn (T
( )(T) +2t(Cm+C’n+C”):o,

avec la condition

¢(m, n,1)=o0.
Cette équation représente un plan que nous appellerons
plan asymptote de la surface correspondant a la direc-
tion asymptotique (G).

Ce plan est évidemment paralléle au plan touchant le

cone des directions asymptotiques

¢(z,7,2) =0
suivant la génératrice ou direction asymptotique
(x =maz, y:nz).

Remarque I.— Le plan asymptote correspondant a
la direction asymptotique G est le plan tangent a I'infini
au point correspondant a cette direction asymptotique.
Car on constate facilement que I'équation du plan asymp-
tote (T) se déduit de celle du plan tangent au point

4.
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(35 715 245 1)
If;'—-}—)’f;l—!-z.f;‘_*_{/"’lzo,

en supposant
Xy =mz, Yy =nz, ( =0.

En effet, on a
(3) flzy 7,2, t)=9¢(z,y,2) + 2¢(Cx + C'y + C'z) + D2
d’on
f;‘ = q;; (00 21) = z.cy'r(m, ny1),
j;,’l =9, (2,7, 2) = 29, (m, 2, 1),
fz,. =q, (247 2) = 29, (m, n,1),
f[" =2(Cx +Cy,+C"2)=1232(Cm + Cn +C");
en opérant la substitution de ces valeurs, I’équation du
plan tangent devient .
x9, (m,ny1) +yo (m, n, 1)~ zg, (m, n,1)
+2¢{(Cm+4Cr+C")=o0;
c’est ’équation du plan (T).
Remarque II. — Le plan asymptote est aussi le plan
diamétral conjugué de la direction (x = mz, y =nz).
En effet, d’aprés I'identité (3), I'équation du plan (T)
peut s’écrire
mf, 4+ nf] +f, = o.

Mais ici, il résulte de la remarque générale déja faite
que le plan diamétral est paralléle aux cordes qui lui
sont conjuguées; d’ailleurs, on a évidemment

mg,(m, n, 1)+ ng, (m, ny1) 4o, (m, ny1) = 29(m, n,1) =0,
ce qui démontre le parallélisme indiqué.
DISCUSSION. .

I° LE cONE DES DIRECTIONS ASYMPTOTIQUES EST UN
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CONE PROPREMENT DIT, c'est-a-dire que le - premier
membre de I'équation (C) ou (II) est la somme algé-
brique de trois carrés; ce cas correspond a celui ou la
surface a un centre unique (genre ellipsoide, genre
hyperboloide).

On peut alors faire disparaitre les trois termes du
premier degré et supposer 1'équation de la surface ra-
menée a la forme ’

(4)(S) Ax*+ A'y*+ A"z + 2Byz +2B'zz+ 2B zy —=H¢#.
Le cone des directions asymptotiques sera

(5) (C) Ar*+ A y*+ A"z + 2Byz + 2B'xz+ 2B xy
=o(2,),3)=0;
une droite quelconque paralléle & une génératrice du
céne des directions asymptotiques rencontre la surface
en un point & Uinfini.

Le plan asymptote correspondant a la direction asymp-
totique (x = mz, y = nz) aura pour équation

zy (m, ny1) + 3¢, (my ny1) + 29, (m, ny1) = 0.

On voit que les plans asymptotes envcloppent le
cone (C); ce cone est appelé cone asymptote; son
sommet est Porigine actuelle ou le centre de la surface.

Ainsi, dans les surfaces & centre unique, les plans
asymptotes ou plans tangents & Uinfini touchent un
cone, paralléle au cone des directions asympiotiques,
gu’on nomme cONE ASYMPTOTE; le sommet du céne
asymptote est le centre de la surface.

Un plan tangent a une surface du second ordre coupe
la surface suivant deux droites réelles ou imaginaires
dont le point de concours est le point de contact. (Ceci
résulte de la propriéié générale des plans tangents : le
point de contact est un point double de la section faite
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par le plan tangent.) Donc, un plan asymptote ou tan-
gent a Uinfini coupe la surface suivant deux droites
réelles ou imaginaires PARALLELES & la génératrice de
contact de ce plan avec le céne asymptote.

Remarque I. — Le cone asymptote est circonscrit a
la surface, le plan de la courbe de contact est le plan
& Vinfini.

Ceci résulte évidemment des équations (4) et (5), car
I’équation (4) est I'équation d’une surface circonscrite
au cone (C) suivant la courbe située dans le plan z = o.

On conclut de 1a, en reprenant I’équation générale (I)
des surfaces du second ordre, que l'équation du cdne
asymptote est de la forme

Az’ 4+ A'y*+ A"z 4 2Byz + 2B'zz+ 2B zy
+2¢(Cx+Cy +C"2)+D*=o.

(1v) {

On déterminera D, en exprimant que cette derniére
¢quation représente un cone.

.Remarque"][ . — Si le cone des directions asympto-
tiques est imaginaire, la surface n’a pas de points réels
a l'infini; c’est le cas de ’ellipsoide ou de ses variéiés.

Si ce cone est réel, la surface a des nappes infinies;
c’est le cas des hyperboloides.

1I° Le cONE DES DIRECTIONS ASYMPTOTIQUES SE REDUIT
A DEUX PLANS DISTINCTS, c'est-a-dire que le premier
membre de I'équation (II) est la somme algébrique de
deux carrés; ce cas correspond a celui ou le centre est a
I'infini sur une direction déterminée, ou bien 4 celui on
il y a une infinité de centres en ligne droite (parabo-
loide elliptique ou hyperbolique, cylindre elliptique ou
hyperbolique).

Supposons donc que la fonction ¢ (x, y, z) soit de la
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forme
(6) ¢(x,7,2) = (Mx+ Ny +Pz)(Mz + N,y + P;z) = D.D,;

I'intersection de la surface par le plan a I'infini se com -
pose des deux droites distinctes

A } D=Mz+4+Ny-+Pz=o,

| t=o0;
N Di=Mz+Ny—+Pz=o,
t=0;

les directions asymptotiques sont paralléles 4 I'un ou a
I'autre des deux plans (D) et (D,); ces deux plans portent
le nom de plans directeurs.

Ainsi, une droite quelconque paralléle & U'un ou a
lautre des plans directeurs rencontre la surface en vn
point a linfini.

Considérons une direction asymptotique

r = mz,
Y =nz
paralléle au plan (D), par exemple, de sorte que
(7) Mm -+ Nr 4+ P=o0;
le plan asymptote correspondant au point a U'infini
(x=mz, y=nz, t=o)
aura pour équation, d’aprés (I1I) et (6),
) ‘ (M;m + N,z +P,)(Mz + Ny + Pz)
| +2¢t(Cm~+Cr+C")=o.
Nous distinguerons deux cas :

1 cas. — On ne peut pas, dans I'hypothése actuelle,
faive disparaitre les trois termes du premicr degré : c’est
le cas des paraboloides.
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Alors le plan asymptote (8) est paralléle au plan direc-
teur (D); on peut, en outre, disposer des arbitraires
m et m, assujetties a vérifier 'unique relation (7), dc
maniére ‘que ’équation (8) représente un plan quel-
conque paralléle au plan (D). On raisonnerait de méme
a I’égard du plan (D,). Ainsi : ‘

Dans les paraBoLoiDEs, les directions asymptotiques
sont des droites quelconques paralléles a Uun ou a
lautre des plans directeurs, et tout plan paraliléle a
un plan directeur est un plan asymptote, c’est-d-dire
touche la surface & Uinfini. Les plans asymptotes pa-
ralléles au plan directeur (D) passent par la droile &
Uinfini A, et le point de contact est un point de cette
droite; d’ailleurs, le point de contact varie de position
lorsque le plan asymptote se déplace parallélement a
lui-méme. Les plans asymptotes paralléles au plan di-
recteur (Dy) passent par la droite a Uinfini (4,).

Remarque I.—1l y a une direction asymptotique, et
une seule, pour laquelle le plan asymptote ou le plan tan-
- gent est le plan a l'infini; cette direction est donnée par
I'intersection des deux plans directeurs
(D) Mxr—+4 Ny 4+ Pz=o,
(DY) M, x4+ Ny+Pz=o.
L’équation (8) du plan asymptote s¢ réduit alors a
t=o0;
c’est I'équation du plan a Dinfini. Ainsi, au point a
Pinfini .
( M+ Ny 4+Pz=—o,
«Mx+Ny—+Pzs=o,

t=—o,

le plan tangent est le plan a I'infini ; done :
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Les paraboloides touchent le plan a Uinfini et ls tou-
chent en un point unique.

Remarque II. — Lorsque les plans directeurs (D)
et (D;) sont imaginaires (c’est le cas du paraboloide
elliptique), la surface n’a pas de point réel a Vinfini,
excepté celui qui se trouve a lintersection des deux
plans direcleurs, intersection toujours réelle. Ainsi :

Dans le paraboloide elliptique, il n’y a de direction
asymptotique réelle que la droite paralléle a Iintersec-
tion des plans directeurs, et le plan asymptote corres-
pondant est le plan & Uinfini.

2° cas.— On peut faire disparaitre les trois termes du
premier degré : c’est le cas des cylindres elliptique et hy-
perbolique.

L’équation de la surface pouvant étre ramenée a la
forme

9) Az*+ A"y '+ A"22+2Byz + 2B 22+ 2B"zy =Hr,
I'équation du cone des directions asymptotiques sera
encore
Az’ A'y* 4+ A"z*+Byz 4282z 4+ 2B 2y
=(Mz~+ Ny +Pz)(M,z + N,y +P.z)=o.

Dans ce cas, I'équation (8) du plan asymptote devient

Mm+Nn+P,)(Mx+Ny+Pz)=o0
ou
Mz + Ny +Pz=o.

Donc, dans les cylindres elliptique et hyperbolique,
tous les plans tangents & l'infini se confondent avec les
plans nenés par la ligne des centres paralléelement aux
plans directeurs ; ces pevx plans touchent respective-
ment la surface tout le long des droites a Uinfini (A)
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ou (A,); on peut les appeler pLANs AsymproTES du cy-
lindre.

Un plan asymptote coupe la surface suivant deux
droites confondues avec la droite & U'infini située dans ce
plan; tout plan paralléle, devant passer par cette droite
a l'infini, ne coupera la surface que suivant une seulc
droite a distance finie. L’ensemble des deux plans asymp-
totes forme un systéme circonscrit ala surface, le plan de
la courbe de contact est le plan a I'infini.

Remarque I. — Si nous considérons le point particu-
lier a I'infini situé sur une droite paralléle a 'intersection
des deux plans directeurs, savoir :

( Mz+4+N y+Pz=—=o,

(J) Miz+ N,y +~Pz=o,
t=o,

I'équation (8) se réduit a une identité.

Le point J est, en effet, un point double de la surface;
car une droite quelconque passant par ce point, par
exemple,

Mz+ Ny + Pz=1y¢,
Mx+Ny—+Piz=pt,

rencontre la surface (9) en deux points coincidents,
puisque l’équation se réduit a (A — H) £*=o0; ainsi

Dans les cylindres elliptique ow hyperbolique, le
point & Uinfini situé sur la ligne des centres est un
point double; les tangentes en ce point double sont les
génératrices du cylindre,

Remargue II. — Les deux plans asymptotes sont ima-
ginaires dans le cylindre elliptique, réels dans le cylindre
hyperbolique.

Le cylindre elliptique ne posséde, comme point réel a
Vinfini, que le point double J.
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III° LE cONE DES DIRECTIONS ASYMPTOTIQUES SE REDUIT
A DEUX PLANS QUI SE CONFONDENT, c’est-a-dire que le pre-
mier membre de I'équation (II) se réduit a un carré par-
fait; ce cas correspond a celui ou le centre est a I'infini
sur un plan de direction déterminée, ou bien a celui ou
ily a une infinité de centres dans un plan (cylindre pa-
rabolique, deux plans paralléles).

Supposons donc que la fonction ¢(x, y, z) soit de la
forme

(lo) ?(x’faz)z(Mz+Ny+Pz)2=Dz;

I'intersection de la surface par le plan a I'infini se com-
pose de deux droites confondues avec la droite

D=Mx+Ny-+Pz=o,

t=—0;

(a)

toutes les directions asymptotiques sont paralléles au
plan (D). :

1 cas. — On ne peut pas faire disparaitre les trois
termes du premier degré (c’est le cas du cylindre para-
bolique).

Le plan asymptote correspondant a une direction
asymptotique quelconque a pour équation [(III) ou (8)]

t(Cm+Cnrn+C')=o0, ou t=o;

donc, tous les plans asymptotes ou tangents & l'infini,
dans le cylindre parabolique, se confondent avec le
plan & Uinfini paralléle au plan directeur (D).

On voit que la surface touche le plan a I'infini suivant
la droite (4), car, pour £ =0, 0n a

(Mx+ Ny + Pz)*=o;

donc, un cylindre parabolique touche lc plan a Uinfini
suivant une droite.
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Un plan quelconque, paralléle au plan (D), passera
par la droite (A), et, par suite, ne rencontrera la surface
qu’en une seule droite a distance finie.

Nous avons remarqué que les plans asymptotes sont
des plans diamétraux conjugués de la direction asympto-
tique correspondante; donc, tous les plans diamétraux
conjugués des cordes paralléles au plan (D) sont a l’in-
Jini.

Remarque. — Nous pouvons encore présenter ainsi
ces résultats : Dans le cylindre parabolique, une droite
quelconque paralléle aux plans diamétraux rencontre la
surface en un point a I'infini et en un point a distance
finie; mais les droites, paralléles aux plans diamétraux et
non paralléles aux génératrices du cylindre, et rencon-
trant en outre la surface en deux points a I'infini, sont
toutes a linfini; c’est-a-dire que les plans asymptotes,
correspondant & une direction asymptotique quelconque,
non paralléles aux génératrices du cylindre,se confondent
tous avec le plan a I'infini.

Les droites paralléles aux génératrices du cylindre ren-
contrent la surface en deux points a I'infini; le point a
I'infini sur la direction des génératrices est en effet un
point double de la surface, et les tangentes proprement
dites a la surface en ce point sont précisément les géné-
ratrices du cylindre.

2¢ cas. — On peut faire disparaitre les trois termes du
premier degré (c’est le cas de deux plans paralléles).
L’équation de la surface peut étre ramenée a la forme

A+ A'y*+ A2+ 2Bys +2B'zz 4+ 2B"xzy = He,
ou

(11) (Mz+ Ny +Pz)P=H¢;

les directions asymptotiques sont toujours paralléles an
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plan
D=Mzx+Ny+Pz=o0;

mais I'équation du plan asymptote
xg (my,n, 1)+ e, (m,n, 1)+ 29, (m, n1) =0

se réduit 4 une identité pour toutes les valeurs de m et 1
qui vérifient la relation

Mm+Nr—+P=o.

C’est qu’en effet la droite 4 'infini (A) est une droire
double de la surface.

Un plan quelconque passant par cette droite, c’est-
a-dire paralléle au plan directeur (D), par exemple

Mz + Ny +Pz==1y¢,

rencontre la surface suivant deux droites qui coincident
avec ladroite (A), car 'équation (11) donne alors

(*—H)e=o.

Les plans tangents proprement dits snivant cette droite
double sont les plans mémes qui constituent la surface.

Toute droite paralléle au plan (D) rencontre la surface
en deux points coincidents sur la droite a I'infini (4).

On peut de cette discussion conclure la classification
suivante.

I° Les termes du second degré peuvent se ramener &
la somme algébrique de trois carrés, c’est-a-dire donnent
UN GONE :

Cére imaginaire...... GENRE ELLIPSOIDE;

Céne réel........... GENRE BYPERBOLOIDE.

11° Les termes du second degré peuvent se ramener &
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lasomme algébriqué de deux carrés, c’est-a-dire donnent
DEUX PLANS qui se coupent :

Plans imaginaires.. PARABOLOIDE ELLIPTIQUE.
1° Pas de centre.. .. ‘ K 8 .
{ Plans réels. ...... PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.

Plans imaginaires.. CYLINDRE ELLIPTIQUE.

2° Infinité de centres. )
Plans réels.... .. CYLINDRE HYPERBOLIQUE.

III° Les termes du second degré forment un carré
parfait, c’'est-a-dire donnent pEUX PLANS CONFONDUS :

1° Pas de centre........ CYLINDRE PARABOLIQUE.

2° Infinité de centres.... DEUX PLANS PARALLELES.

ETUDE GEOMETRIQUE SUR LES SURFACES;
Par M. A. PICART,

Professeur an lycée Charlemagne.

I. — INnTRODUCTION.

1. 8il'on considére une série d’ellipses homofocales
ct gu'on méne par un point pris sur Uun des axes des
tangentes & toutes ces ellipses, lc lieu des points de
contact est une circonférence.

2. 8i lon prend un point P sur Uun des axes et un
point Q sur l’autre, les circonférences relatives & ces
deux points sc coupent orthogonalement.

3. 8i Uon fait varier la position des points P et Q
sur les deux axes, on obtient deux systémes de cercles
orthogonaux.

II. — SURFACES HOMOFOCALES.

4. 8i l’on considére un systéme d’ellipsoides homo-
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focaux et que par une droite AB située dans {’un des
plans principaux on méne des plans tangents a tous
ces ellipsoides, le lieu des points de contact est une cir-
conférence.

En effet, les normales en ces différents points ren-
contrent le plan priucipal en un méme point I, qui est le
pole de la droite AB par rapport a la conique excen-
trique située dans ce plan principal (M. Caasies, Apercu
historigue). (Cela résulte immédiatement d'une propriéié
essentielle et caractéristique des surfaces homofocales
qui peut servir de point de départ a une théorie géomé-
trique de ces surfaces, savoir: Les pdles d’un méme
plan, par rapport & une série de surfaces homofocales,
sont situés sur une méme droite perpendiculaire & ce

plan.)

5. A trois droites AB, BC, CA situées respectivement
dans les trois plans principauzx, et rencontrant les axes
aux points A, B, C, correspondent trois circonférences
qui se coupent deux & deux orthogonalement.

N

Soit, en eflet, M (fig. 1) le point de contact du plan
ABC avec l'un des cllipscides homofocaux, et I, H, K
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les points ou la normale en M rencontre les trois plans
principaux. Abaissons de ces trois points des perpendi-
culaires 1P, HQ, KR sur AB, AC et BC. La circonfé-
rence relative a la droite AB est décrite sur IP comme
diameétre dans un plan perpendiculaire 2 XOY; la cir-
conférence relative 4 AC est décrite sur HQ comme dia-
meétre dans un plan perpendiculaire 4 XOZ; et enfin la
circonférence relative 3 BC est décrite sur KR comme
diamétre dans un plan perpendiculaire &4 YOZ.

La normale MI coupe la premiére circonférence sous
un angle o égal 3 MPI; cette méme droite coupe la
deuxiéme circonférence sous un angle 8 égal a MQH. Si
I'on désigne par V l'angle de ces deux circonférences, le
triédre formé par la droite MI et les tangentes en M aux
deux circonférences donne

{n) cosV = cos« cosf + sinasin .cosPMQ.

Mais I’angle PMQ est supplémentaire de PAQ, et, dans
le triédre rectangle qui a pour arétes AO, AB, AC, on a

(2) cosPAQ = cotacotf,

\

donc
cosV=—o0:

I'angle V est droit, ce qu’il fallait démontrer.

6. Sidu point A on circonscrit des cones & tous les
ellipsoides homofocauzx, les courbes de contact de ces
cones formeront une certaine surface. Si, de méme, des
deux points B et C on circonscrit des cones a ces ellip-
soides, on aura deux autres surfaces. Ces trois surfaces
se coupent deux & deux suivant des cercles.

Considérons, en effet, deux cones ayant pour sommets
A et B et circonscrits @ un méme ellipsoide; et soit M
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I'un des points d'intersection de leurs courbes de con-
tact. Le plan MAB est tangent en M & cet ellipsoide;
donc,d’aprés len® 4, la circonférence qui a pour diamétre
IP est l'intersection des surfaces relatives aux points A et B.
On verrait, de méme, que le cercle qui a pour diamétre HQ
est l'intersection des surfaces relatives & A et 4 C, et que
le cercle qui a pour diamétre KR est U'intersection des
surfaces relatives 3 Bet & C. Or, il vient d’étre démontré,
n° 5, que ces trois cercles se coupent deux & deux or-
thogonalement; donc, les plans tangents en M aux trois
surfaces sont perpendiculaires entre eux.

7. 8 lon fait warier la position des points. A, Bet C,
respectivement sur les trois axes, on aura trois familles
de surfaces se coupant orthogonalement.

Ce systéme triple orthogonal a été découvert par
M. W. Roberts dans un travail intéressant sur quelques
systémes de surfaces orthogonales obtenus par la mé-
thode des coordonnées elliptigues (Comptes rendus de
U' Académie des Sciences, t. LIlI, 23 septembre 1861).

La méthode géométrique qui précéde a 'avantage de
déduire directement ce systéme, par des considérations
tout élémentaires, des propriétés les plus simples des
surfaces du second degré homofocales.

8. Ces trois familles de surfaces orthogonales se cou-
pent mutuellement, d’aprés le théoréme de M. Dupin,
suivant leurs lignes de courbure; or, nous avons vu,
n° 6, que leurs intersections sont des cercles; ce sont
donc des surfaces a lignes de courbure circulaires.

9. Sil'on considére 'une de ces surfaces, celle qui est
relative au point A, par exemple, on reconnaitra facile-
ment que les lignes de courbure d’un sysiéme de cette
surface sont dans des plans perpendiculaires a3 XOY ct

Ann. de Mathémat., 2° série, t. IV. (Février 1865.) 5
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passant par un méme point A, de I'axe OX, et que les
lignes de courbure de I'antre systéme sont dans des plans
perpendiculaires 4 XOZ et passant par un point fixe A,
de ce méme axe OX. Cela résulte d’'une propriété bien
connue des sections coniques, savoir : lorsqu’une droite
située dans le plan d’une conigue tourne autour de son
point d’intersection avec l'un des axes, la perpendicu-
laire, abaissce sur cette droite de son péle par rapport
@ la conigue, rencontre l’axe en un point fixe.

(La suite prochainement. )

NOTE

sur quelques propriétés du lien des cenfres des coniques assujetties 2 quatre
conditions, ou des surfaces du second degré assujetties a sept ou & huit

conditions ;
Par M. H. PICQUET,
Eléve de I’fcole Polytechnigue.

1. Le lien des centres des coniques qui passent par
quatre points est une conique qui passe par les milieux
des cotés du quadrilatére ayant ces quatre points pour
sommets et par les points de rencontre des cotés opposés,
en tout neuf points, en considérant les diagonales du qua-
drilatére comme deux cotés opposés. C’est la conique des
neuf points du quadrilaiére. 1l en résulte que si une conique
est déterminée par cinq points, lesquels considérés quatre
a quatre forment cinq quadrilatéres, son centre devant se
trouver a la fois sur les cing coniques des neuf points, ces
cinq coniques passeront par un méme point, centre de la
conique déterminée par les cinq points donnés, Done :

Tuéoriume I. — Les cing coniques des neuf points des
cing quadrilatéres auxquels donnent liew cing points
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quelconques, considérés quatre a quatre, passent par un
méme point.

2. D’aprés ce que nous venons de dire, la conique des
neuf points d’un quadrilatére est circonscrite au parallé-
logramme qui a pour sommets les milieux des cdtés du
quadrilatére; elle a donc pour centre le centre de ce pa-
rallélogramme. 11 est facile d’aprés cela de vérifier par
une figure que le pentagone des cinq centres est semblable
au pentagone des cinq points donnés et semblablement

.. 1
placé, et que le rapport de similitude est - Donc :

4

Tutorkme II. — Les cing centres des cing coniques
des neuf points des cing quadrilatéres auxquels don-
nent lieu cing points quelconques, considérés quatre a
quatre, sont les sommets d’un pentagone semblable au
pentagone de ces cing points, et semblablement placé,

. e , I
le rapport de similitude étant Z-

3. Si les cinq points donnés sont sur une méme hyper-
bole équilatére H, I'un d’eux est inutile pour la détermi-
ner et nous pouvons le négliger. Les trois autres, consi-
dérés trois a trois, forment quatre triangles, dans chacun
desquels le cercle des neuf points est le lieu des centres
des hyperboles équilatéres qui lui sont circonscrites. Le
centre de I'hyperbole H devant se trouver a la fois sur les
quatre cercles des neuf points, ces quatre cercles passeront
par un méme point, centre de I’hyperbole. Donc :

Tutorime 1. — Les quatre cercles des neuf points
des quatre triangles ayant pour sommels quatre points
quelconques, considérés trois a trois, passent par un
méme point.

Ce dernier théoréme est énoncé par M. Matthien
(t. TI, p. 476), qui fait remarquer également que I'hy-
5.
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perbole passera par les quatre points de rencontre des
hauteurs des quatre triangles. On peut observer encore
que, si l'on opére sur ces quatre points comme sur les
quatre premiers, on aura quatre autres points de I’hyper-
bole, et ainsi de suite indéfiniment, ce qui fournit le
moyen de construire par points une hyperbole équilatére
dont on connait quatre points. Donc :

Tutorime IV. — Etant donnés quatre points, ils for-
ment quatre triangles dont on peut construire les quatre
points de rencontre des hauteurs, de méme ces quatre
derniers, et ainsi de suite. Le lieu de tous ces points est
Uhyperbole équilatére déterminée par les quatre points
donnés, et tous les cercles des neuf points des triangles
Jormés par tous ces points passent par un méme point.

4. Les deux derniers théorémes, transformés par la
méthode des polaires réciproques, donnent lieu & deux
théorémes assez intéressants. Prenons pour courbe direc-
trice un cercle, et cherchons d’abord la transformée de la
figure formée par un triangle, le point de rencontre des -
hauteurs, et le cercle des neuf points. Un triangle se
transforme en un triangle ABCj; soit O le pdle de trans-
formation : si 'oun joint OA et si I'on méne O« perpendi-
culaire & OA jusqu'au point de rencontre avec BC, on
obtient un point & qui est en ligne droite avec les deux
points analogues 3, v, et la droite a3y est la polaire du
point de rencontre des hauteurs du premier triangle.
Donc:

Tatorime V. — Elant donnés un triangle ABC et un
point O dans son plan, on joint OA, on méne Oa per-
pendiculaire sur OA jusqu'au point de rencontre a. avec
BC; ce point et deux autres points analogues 3, y sont
en ligne droite.

Le cercle des neuf points d’un triangle est tangent aux
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cercles inscrit et exinscrits. Ces derniers se transforment
en quatre coniques ayant pour foyer le point O et cir-
conscrites au triangle ABC. On sait en effet qu’il y a
toujours quatre coniques ayant pgur foyer un point donne
et passant par trois points. Le cercle des neuf points se
transformera dans ce cas en uneconique ayant pour foyer le
méme point O et tangente aux quatre précédentes. Donc :

Tatorime VI. — Etant donné un triangle, il existe
quatre coniques ayant pour foycr un point donné et
circonscrites au triangle; il en existe une cinquiéme

ayant pour foyer le méme point et tangente aux quatre
premiéres.

Pour plus de simplicité, appelons cette conique et la
droite af3yla conique et ladroite dérivées du triangle ABC,
il est facile de transformer maintenant les théorémes II1

etIV.

Tatorime VII. — Les quatre coniques dérivées des
quatre triangles formés par quatre droites quelconques
considérées trois & trois ont une tangente commune.

Tutorime VIII. — Etant données quatre droites,
elles forment quatre triangles dont on peut construire les
quatie droites dérivées pour un méme point O, de méme
pour ces quatre derniéres, et ainsi de suite. L'enveloppe
de toules cesdroites est une conique, et toutes les conigues
dérivées des triangles formés par toutes ces droites sont
langentes a une méme droite.

5. Revenons a notre sujet, ct supposons qu’'une co-
nique soit déterminée par cinq points. Si les cinq points
sont sur un méme cercle, les cing coniques des neuf
points sont des hyperboles équilatéres. On sait en effet
que lorsque deux droites passent par les points d'inter-
section d’un cercle et d’une conique, elles sont également
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inclinées sur les axes de la conique. Considérons alors
quatre points sur un méme cercle, et les deux paraboles
qui passent par ces quatre points (car ils forment un
quadrilatére convexe);,elles ont leurs centres a I'infini
respectivement sur chaque bissectrice de I'angle formé
par deux cotés opposés quelconques du quadrilatére des
quatre points : les trois systémes de deux bissectrices sont
en effet paralléles, d’aprés la propriété connue du qua-
drilatére inscriptible. Il en résulte que le lieu des centres
des coniques qui passent par les quatre points est une hy-
perbole dont les asymptotes sont paralléles aux bissec-
trices d'un méme angle, et par suite équilatére. Si I'on a
cinq points, les cinq hyperboles équilatéres passeront par
le centre du cercle. Donc :

Tatorime 1X. — La conique des neuf points d’un
quadrilatére inscriptible est une hyperbole équilatére
dont les asymptotes sont paralléles aux bissectrices des
angles formés par deux cétés opposés quelconques du
quadrilatére.

Ce théoréme fait I'objet de la seconde partie de la
question 625, et une premiére solution en a été donnée

(t. III, p. 265).

6. Si les cinq points sont sur une méme parabole, les
cinq coniques des neuf points ont une direction asymp-
totique commune. S’ils sont distribués sur deux droites
paralléles, les cinq coniques des neuf points se compo-
sent d'un systéme de deux droites, a chacun desquels
appartient la droite équidistante des deux droites paral-
léles sur lesquelles sont distribués les cing points.

Extension a lespace.

I. Le lieu des centres des surfaces du second degré
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qui passent par huit points. distincts' est la cubique
gauche du sysiéme de ces huit points. Si donc une sur-
face du second degré est déterminée par neuf points dis-
tincts, ces neuf points donnent lien & neuf systémes de
huit points, et par suite a neuf cubiques gauches qui
passeront toutes par un méme point, cenire de la surface
du second degré déterminée par les neuf points donnés.
Donc :

Tatorime X.— Les neuf cubiques gauches des neuf
systémes de huit points fournis par neuf points distincts
passent par un méme point.

2. Le lieu des centres des surfaces du second degré qui
q
passent par sept points est une surface du troisiéme
degré. Soient en eflet
g

S=o0, S,=o0, S;,=o0

les équations de trois des surfaces du second degré passant
par les sept points, I'équation de l'une quelconque
d’entre elles sera

AS +pS, + 9S8, =o,

¢t son centre sera donné par les équalions

7\5;. -+ yS’II -+ vS'“_ =o,
AS, S, +8, =o,
1S, 4 p.S'” - vS’“ = 0.

Eliminant 2, g, v, il vient

§. S S

U ! ’
s, S, 8, |=o,
S’z S’l H s 2z

équation d'une surface du troisiéme degré. Nous pouvons
en déterminer vingt-huit points, car si par six des points
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donnés nous faisons passer une surface du second degré
qui ait pour centre le milieu de la droite qui joint I'un
d’eux au septiéme, elle passera par le septiéme ; donc le
point milieu de cette droite appartient au lieu des cen-
tres; de plus, toutes les surfaces représentées par 'équa-
tion
AS + S, +vS;=o0

passent par un huitiéme point fixe, et comme il y a vingt-
huit droites qui joignent huit points deux a deux, nous
obtenons ainsi vingt-huit points du lieu des centres que
nous appellerons alors la surface des vingt-huit points du
systéme des sept points donnés. Supposons donc qu'une
surface du second degré soit déterminée par neuf points
distincts, ces neuf points donnent lieu & trente-six sys-
témes de sept points, et, par suite, i trente-six surfaces
des vingt-huit points, qui passeront toutes par un méme
point, centre de la surface du second degré déterminée
par les neuf points donnés. Donc:

Tutorime XI. — Les trenle-six surfaces des vingt-
huit points des trente-six systémes de sept points
Sournis par neuf points distincts passent par un méme
point.

3. Toutes les surfaces du second degré qui passent par
sept points ont un huitiéme point commun. 11 en résulte
que si une surface du second degré est déterminée par
neuf points, on pourra en connaitre trente-six autres,
36.35.34...30
suite. Les surfaces des ving-huit points de tous les sys-
témes de sept points auxquels ils peuvent donner lieu
passeront toujours par le méme point. Il est vrai que le
huitiéme point n’est pas déterminé géométriquement,
de sorte que tout ceci est plutot théorique que pratique.

lesquels en fourniront autres, et ainsi de



(73)

4. Supposons que les neuf points ne soient pas quel-
conques, mais qu'ils soient sur une méme ligne & double
courbure, intersection de deux surfaces du second degré;
nous pouvons négliger 'un d’eux. Alors nous pouvons
déterminer la surface du second degré par une autre
condition quelconque; dans tous les cas, la cubique
gauche des huit points donnés et les huit surfaces des
vingt-huit points des huit systémes de sept points aux-
quels ils donnent lieu passeront par un méme point,
centre de la surface. Au moyen des huit points donnés
on pourra également en déterminer huit autres, et ainsi
de suite.

5. Si I'un des huit points est le point fixe par ou pas-
sent toutes les surfaces du second degré qui contiennent
les sept autres, nous pouvons le négliger dans ce cas. On
connait alors sept points de la surface, et son centre est
sur une surface du troisiéme degré, surface des vingt-huit
points du systéme des sept points donnés. Les centres des
huit sphéres inscrites dans un tétraédre sont dans ce
cas; toutes les surfaces du second degré qui passent par
sept d’entre eux passent par le huitiéme et sont toutes
des hyperboloides équilatéres; de méme que dans le
plan toutes les coniques qui passent par trois des quatre
centres des cercles inscrit et exinscrits & un triangle
passent par le quatriéme point de rencontre des hau-
teurs du triangle des trois autres, et sont toutes des
hyperboles équilatéres. Il en résulte donc ce théoréme,
que les points milieux des vingt-huit droites qui joi-
gnent deux a deux les centres des huit sphéres inscrites
dans un tétraédre sont sur une méme surface du troi-
sieme degré. M. Beltrami I’a énoncé et proposé le pre-
mier; mon camarade Max Cornu et moi nous I'avons
démontré (Nouvelles Annales, 2° série, t. 111, p. 225)
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par un calcul trés-pénible que pouvaient remplacer,
comme on le voit, quelques lignes d’explication. Cette
surface est la surface des vingt-huit points du systéme des
centres des huit sphéres. La proposition qui précéde est

un cas particulier de la suivante, démontrée précédem-
ment.

Tatorime XII. — Les points milieux des vingt-huit
droites qui joignent deux & deux huit points non dis-
tincts sont sur une surface du troisiéme degré.

6. Nous voyons que cétte surface a, par rapport au
systéme des huit centres, une propriété analogue a celle
du cercle des neuf points du triangle de trois des centres
par rapport au sysiéme des quatre centres des cercles
inscrit et exinscrits & un triangle. Elle en a peut-étre
d’autres. M. A. S., qui a envoyé une seconde solution
de la question 663, a fait voir que, par rapport au té-
traédre circonscrit aux huit sphéres, elle jouit d’une pro-
priété analogue 4 celle du cercle circonscrit a un triangle,
savoir :

Les pieds des perpendiculaires abaissées d’un point de
la surface sur les quatre faces du tétraédre sont dans un
méme plan.

Nous savons d’autre part que le lieu des pieds des per-
pendiculaires abaissécs du foyer d’un paraboleide de ré-
volution sur les plans tangents est le plan tangent au
sommet; il en résulte que si nous considérons un tétraédre
circonscrit & un paraboloide de révolution, le foyer
appartiendra au lieu des points tels que les pieds des per-
pendiculaires abaissées de I'un d’eux sur les quatre faces
du tétraédre sont dans un méme plan. Donc :

Tutorime XUl — Etant donné un paraboloide de
révolution et quatre plans tangents, le lieu des centres
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des surfaces du second degré qui passent par les centres
des huit sphéres inscrites dans ces quatre plans passe

par le foyer du paraboloide.

En d’autres termes, le foyer d’un paraboloide de révolu-
tion est le centre d’une surface du second degré qui passe
par les centres des huit sphéres inscrites dans quatre
plans tangents au paraboloide. Si le paraboloide est dé-
terminé par six plans tangents, qui, considérés quatre a
quatre, forment quinze tétraédres, les quinze surfaces
analogues passeront par son foyer. Donc :

Tatorime XIV. — Etant donnés six plans qui, con-
sidérés quatre & quatre, forment quinze tétraédres,
dans chacun d’cux il existe une surface lieu des cen-
tres des surfaces du second degré qui passent par les
centres des huit sphéres qui lui sont inscrites; ces quinze
suifaces passent par un méme point.

A ces derniéres propositions correspondent les théo-
rémes de Géométrie plane connus:

Quand un triangle est circonscrit & une parabole, le
cercle circonscrit a ce triangle passe par le foyer.

Les quatre cercles circonscrits aux quatre triangles de
quatre droites quelconques, considérées trois a trois,
passent par un méme point, foyer de la parabole tan-
gente aux quatre droites.
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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 398

( voir tome XVI1, page 390);

Par M. RaraeLe RUBINI.

Soient donnés un tétraédre quelconque abed et dans
son intérieur un point o tel, que les droites oa, ob, oc
déterminent un angle trirectangle; je prolonge les
drottes oa, ob, oc, od jusqu’en a', ¥, ¢, d' o elles cou-
pent les faces opposées aux pointsa’, bV, ¢',d'. On a

I 1 T I

LI Tt T s 2 L T\
va T oat (7:"'7 "'+> od 77)
( MaNNHEIM.)

Prenons le point o pour origine et les droites oa, 0b,
oc, qui déterminent un angle trirectangle, pour direction
des axes des x, des y et des z positifs. Posant

1 _, I
—_—m —_—= —_——p
oa Y * e

I’équation de la face abc sera
mr—+-ny -+ pz=—1.

Pour avoir les équations des autres faces, il suffit d’ob-
server que le quatriéme sommet d doit se trouver néces-
sairement dans I'angle triédre des x, y, z négatifs, pour
que le point o tombe, suivant I’hypothése, dans U'intérieur
du tétra¢dre. Soient donc — &y, — ya,— 2z, les coordon-
uées de ce point o/, on aura pour équation des faces bed,
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acd, abd respectivement

x __ 1—ny—pz y _ I — mr — pz
. l—+—ny‘,+pzo’ yo—_ 1+m:0+pzo,
Z 1— mx — ny
;;——l—i—m.ru—i—n_yo'

De 14 nous déduirons, pour les valeurs absolues des dis-
tances a I'origine,

T,

Ya 2,
= s 0b' !
1 +n)yo+pz

b= : y o = ;
1+4-mxy+-pz, L ~4-mxy—+ny,

(1) oa’

on a d’ailleurs
od=\/xy+ ¥} -z,

ct, pour avoir od’, il suffit d’observer que les équations
de la droite indéfinie b’ sont

z J

Zo Yo

.

B

Ces équations combinées avee les équations (1) donnent
pour I'ordonnée z du point @’

/ 2 2 2
z . S 2
s=m— ., et par suite, od’ =—~—“—-—-—~——y"_*_"-.
mzx, —+ ny, + pz mxy + ny, -+ pz,
D’aprés tout cela,on a
1 I I

1 x"+ 1 I :t 1 1)\2
(mtow) Graw) (erm)
Ty 3
(1 4= mro =1y o+ pz,)*

1

. . L\ 2
( 1 +m.z',, +nro—+—pzo>’~_(;{_l+:;r?) ’

Vel otz Vol +ri+3
C. Q. F. D.
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Question T11-1
Par M. AUDOYNAUD,

Professeur au lycée de Poitiers.

En désignant par x., y., z. les coordonnées d’un
point a,, on a, pour un point quelconque O,

—12

Oa, X, ¥y % I
—1
Oa, x,
— 3
Oa, =, y, 2z 1 | =const
— 2

Oa, Z, ¥y % 1
—

Oa; Ty Js 25 1

Y2 2 I

Lorsque les points a, sont sur une sphére, on sait que ce
déterminant est nul. (Faure.)

Supposons les axes rectangulaires, et soient a, 3,y les
coordonnées variables du point O; on a

—_
(¢ — &)+ (B—0:)+ (7 —2) =0ar
ou
a? 4 R+ y'— 22z, — 28y, — 29z + R} ——(5;,’:0,

en appelant R, la distance du point a, a 'origine. On
obtient ainsi cinq équations en faisant successivement
r=t, 2, 3, 4, 5, et I'élimination des quatre quantités
a?4 4%, —a2a, — 203, —27, donne

—2
. 1z, y & RI—0aq
—_—

1 z, ¥ 2 R2—O0a,

2
1z, ¥; z R1—Oa, =o,
—2

1 x ¥y % R]—0a

2

1 a2, ¥ 3z RI—0O0a



ou
? 2
Qa, = 5y 2z 1 R = oy oz 1
—_—2
Oa, Ty Y2 2 1 B: L2 Y2 2y 1
—
— 2
Oa, = y; 2z, 1| = IR} & ¥ 2z 1
[— }
Oa, = ¥ % 1 RI oy z 1
——O
Oa, x5 ¥ 25 1 R} = 7 2z 1

=6(Rle,—RZe,+R2ry —R}Iv,+R]e) = const.

Jappelle v, le volume du tétraédre a, aya,a;, v, celui du
tétraédre a, a;a, as....

Si les points @, sont sur une sphére et que l'origine des
coordonndes en soit le centre, R;, Ry, R, R,, Ry sont
égaux, et le dernier déterminant sera nul, puisqu’en met-
tant R? en facteur deux colonnes seront identiques.

Note. — MM. F. Richard, éléve du collége Chaptal (classe de M. Amiot ),

Le Bel et Talayrach, du lycée Charlemagne, Rezzonico et le I'. Autefage,
S.J., ont donué une démonstration exacte, mais un peu moins simple.

Question T11-1V;
Pax M. J. DE VIRIEU,

Professeur a Lyon,

Une équation de la forme

(1) |F(a)r" +Fla+1)z"" ...+ F(a +r)z"—"+...
+F(a+m—i)z +F(a+ m)=o,

dans laquelle F (a) désigne une fonction algébrique du
degré m— 2 an plus, a toujours des racines imaginaires.
(Favse.)
1. Soit m — s le degré de F (a), s$ 2, ’équation
(2) {(z—1)"—+[F(a)r"+. ..+ F(a+7r)z""+...+Fla+m)| =0

ne peut avoir de racines imaginaires qu’autant que
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I'équation (1) elle-méme en a : en développant les cal-
culs, on trouve que les coefficients des termes de degré
my (mt—1),..., (m—s-1) sont les différences d’ordre
m — s+ 1 d’une fonction entiére de degré m — s, diffé-
rences égales a zéro.

L’équation (2), supposée ordonnée, renferme donc des
termes consécutifs nuls en nombre s< 23 doncelle a des
racines imaginaires.

2. En svivant la méme marche, on démontrerait la
proposition suivante :

Une équation algébrique, entiére, compléte et ordon-
née, a des racines imaginaires si certains coefficients con-
sécutifs forment une série dont les différences d’ordre
inférieur de deux unités au nombre de ses termes sowent
nulles.

3. On en déduit une proposition énoncée au grand
concours de 1842, par M. Hermite, actuellement membre
de P'Institut :

Lorsque les coefficients de quatre termes consécutifs
JSorment une progression par différence, U'équation a
des racines imaginaires. ( Nouvelles Annales, 1™ série,

t. Im, p. 385.)

Question T12

(voir 2° série, t. LI, p. 444);

Par M. A. GRASSAT,
Eléve du lycée de Lyon.

Une ellipse E étant donnée, décrire une autre ellipse E/
concentrique et homothétique & la premiére, telle que,
st d’'un point A pris arbitrairement sur E on méne
& E' deux tangentes AM, AN, rencontrant E en des
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points B, C, la droite BC soit tangentc & Uellipse E.
Cette condition étant remplie, démontrer que 'aire
du triangle ABC est invariable, ainsi que la somme des
distances de ses trois sommets ABC & un foyer de Uel-
lipse donnée E.

L’équation de la conique donnée étant

. 22 2
(l) ' ;,"*‘vp—l——:o’

celle de Pautre sera

et il suffit de déterminer £.

Or, «, B étant les coordonnées du point A, le systéme
des deux tangentes AM, AN est représenté par

ax By 2\ y «? 2
(Eo=r)= (-0 5-)

oun

() (F+)er—ae (.;ﬂl)

32 2
- (%—i—%, —k=)(:—x-=)= o,
puisque

‘32

—+———1.

Multipliant I'équation (1) par 1 —A* et ajoutant a
Péquation (2), ona

( i{).”« ( +?’)+(x—ls=m=—r> o

ou
fax By azr By )
K +[)‘> 2k7<;—2'~ﬁ‘—1>—l:07

Aur. de Mathémuat., 2° série, t. IV. (Février 18G5.) 6
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(2 ) (S B i ab) =

Yai donc ainsi un systéme de deux droites dont 'une

et

By
+b’ I—=o

est la tangente en A a ellipse E 5 donc I'autre

+ pb{ +1—2k=o0
représente la droite BC. Pour qu’elle soit tangente a E/,
il faut I'identifier avec

B,
ce qui donne
a B _ 2k3—1
dFT TR
Comme
a’! 12 A’
el -+ T A=0,

on en tire, en éliminant o, &,
(2k*—1)? —4*=o,
(2B —k—1)(2k+k—1)=0,
(2k +1){(k—1)(2k —1)(h+1)=0.

On ne peut prendre que les solutions positives, et
comme k =1 donne Dellipse proposée, il faut prendre

I . » Ry
k = _- Les axes de P’ellipse cherchée sont donc Ja moitié

de ceux de I'ellipse donnée. La droite BC a pour équa-

tion
Br

—!—[72

-..—.:o;
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sa distance du point A est

+ @2 +
B — b? _ 3at bt i
= _+E_, —acpz_*_baaz
a bt

Les abscisses de ses points d’intersection avec I'ellipse E
sont données par I'équation

2
(3) b7+ b’a.z‘—l—%(b’—ﬂi’):o.

Alors la longueur de la droite BC est

ptB bl g-:w—w)]

__a'fre big? 3(1[3 ‘ﬁ’-{—b

e T T e
Si s est la surface du triangle ABC,
48 = I*d* =ga*t?,
2s = 3ab;

elle est donc constante et égale aux trois quarts du rec—
tangle construit sur les axes.

Quant a la somme 7 des distances des points A, B, C
a un foyer de I'ellipse E, elle est représentée par

c
l_—:3ai;(a+x'+x"),
a2/, x” étant les abscisses des points B et C.
Or, d'aprés I'équation (3),

42 =,
donc

! —= 3a = const.
C. Q. F. D.
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Méme question (solution géoméirique);

Par M. Léon D’APVRIL,
Eléve du lycée de Grenoble.

1. Concevons que lellipse donnée soit placée sur un
cylindre de révolution; dans le cercle, base de ce cylin-
dre, inscrivous un triangle équilatéral quelconque, et
dans ce triangle une circonférence. Le cylindre ayant
pour base cette circonférence et paralléle au premier cy-
lindre, sera coupé par le plan de l'ellipse donnée sui-
vant Vellipse cherchée.

2. Les triangles tangents a l'ellipse intérieure et ayant
leurs sommets sur P'ellipse extérieure sont équivalents,
car leurs projections sur le plan de la base du cylindre,
étant des triangles équilatéraux inscrits dans le méme
cercle, sont égaux.

3. Si l'on inscrit dans le second cylindre une sphére
tangente au plan de Pellipse, le point F de contact sera le
foyer. Les troncs de prismes ayant pour base supérieure les
divers triangles inscrits dans 'ellipse et pour base infé-
rieure les projections de ces triangles sur le plan du cercle
de contact sont équivalents, comme ayant pour mesure
chacun la surface d'un triangle équilatéral multipliée par
la distance du centre de I’ellipse au centre du cercle. Or,
cette distance est d’'une part égale au demi-grand axe
de P'tllipse, et d’autre part, en vertu de ce que nous
venons de dire, au tiers de la somme des trois arétes
du prisme. Mais chacune de ces arétes est égale a la dis-
tance du sommet du triangle au foyer de Iellipse. Donc,
la somme des distances des trois sommels d'un triangle
satisfaisant 4 la question 4 un méme foyer de I'ellipse, est
‘constante et égale a trois fois ledemi-grand axe de I'cllipse.
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Note du Rédacteur. —La question T12 se rattache a la belle théorie des
polygones simultanément inscrits et circonscrits, due a M. Poncelet. —
Autre solution géométrique par MM. Le Bel et Talayrach, éléves du lycée
Charlemagne.

Question T13

( volr 2° série, t. 111, p. 44%);

Par MM. DROUARD et YVER,
Eléves du lycée Saint-Louis (classe de M. Vacquant).

On donne dans Uespace deux droites indéfinies L, L,
non situées dans le méme plan, et un point O. Décrire
de ce point comme centre une sphére qui coupe les
droites L, LI, en des points A, B, A’, B tels, que le 1é-
traédre AB A'B/, qui a ces points d’intersection pour
sommets, soit équivalent & un cube donné C3.

Rappelons d’abord que le volume du tétraédre ABA'B’
est représenté paré AB.A'B'/sin (L, L'), % étant la plus

courte distance des deux droiles. Soient rle rayon de la
sphére, et d, d' les distances du point donné aux deux
droites. On aura

AB—=2\r2—d? A’'B’ =2\/r’-— d’2.

On a donc ’équation

(1) 2P —d*r—d"hsin(L, L) = 3C,
ou, en élevant au carré et ordonnant,
{ fhrsin(L, L) ré — 4 h2sin? (L, L) (d? +d'?) r?
+ 4/22d’z1’2sm (L, L’) —gCi=o.
Pour que les valeurs de r* soient réelles, il faut que I'on
o ksin’(L, L'} [9C¢ + k*(d? — d"*)2 sin? (L, L)] > o.

Cette condition est toujours satisfaite.
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Soitd* >>d". d* est compris entre les deux valeurs
de r?, puisque d*, mis i la place de r* dans I'équation (2),
rend le premier membre négatif. La plus grande convient
seule. Cette racine est positive. Le probléme admet donc
toujours une solution, ce qu’on prévoyait a I’avance, et
il n’en admet qu’une.

Note. — Autre solution par M. Rezzonico et par MM. Le Bel et Talay~
rach.

QUESTIONS.

721. On donne sur un plan deux circonférences (O)
et (0'). D'un point fixe A de la premiére on méne une
droite ABC qui coupe cette circonférence de nouveau au
point B et la circonférence (O') au point C; on porte le
segment BC de A en M sur la droite AB : on demande
le lieu décrit par le point M, lorsque la droite AB tourne
autour du point A. (MANNHEIM.)

722, Par chacun des sommets d’un triangle ABC, on
méne une droite paralléle au coté opposé; on désigne
par A,, By, C,les sommets opposés aux points A, B, C
du triangle nouveau formé par ces paralléles; démontrer
que le cercle des neuf points du triangle ABC touche les
cercles des neuf points des triangles A, BC, B, CA, C, AB
au milieu des cdtés BC, CA, AB respectivement.

(Jorn GrrFriTas.)

723. Soienta, 3, 7 les milieux des cotés BC, CA, AB
d’un triangle ABC, O le centre du cercle circonscrit.
Menons Oa, O3, Oy et prolongeons ces droites jusqu’en
A, B', C’, de telle sorte que

OA' = 20z, OB'=20f8, OC' =209.
( Voir Nouvelles 4nnales, 2° série, t. IL, p. 132.)
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Démontrer que le cercle des neuf points du triangle ABC
passe par les points d’intersection, réels ou imaginaires,
de la circonférence circonscrite avec la circonférence
conjuguée de chacun des triangles OB’C’, OC’A’, OA’B/,
A'B'C’. (Jor~ GrrFriTas.)

BIBLIOGRAPHIE.

THEORIE FLEMENTAIRE DES CONVERGENTS DES FONCTIONS
D'UNE SEULE VARIABLE, avec ses applications a la dé-
termination : 1° des lignes asymptotiques aux courbes
représentées par ces fonctions; 2° de la vraie valeur
des fonctions qui se présentent sous une forme indé-
terminée; suivie d'un examen critique des méthodes
usitées pour la résolution de cette derniére question;
par Henri Fleury, chef d’institution, licencié és sciences
mathématiques.

« Je ne vois que des infinis de toutes
parts. » (PascaL.)

Un Avertissement apprend que la rédaction des Nou-
velles dnnales de Mathématiques a refusé d’insérer
dans ce journal un article de M. Henri Fleury. L’au-
teur de larticle trouve que les motifs de ce refus sont en-
tiérement dénués de bon sens; en outre, les objections
des rédacteurs du journal lui semblent étre en contra-
diction, et a cet égard sa conviction se fonde sur ce que:
il n’entend rien aux objections de I'un des rédacteurs,
tandis que dans les objections de I'autre il voit une évi-
dente absurdité (*); ' Avertissement ne prévient d’au-
cune autre chose.

(*) Page xv: « je vois... une évidente absurdité » .
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Il est sans doute a regretter que M. Fleury n’ait pas
mieux apprécié la raison du refus dont il se plaint, et
quil lui ait été absolument impossible de la voir dans
Pinexactitude du raisonnement de son artiole. La rédac-
tion des Nousvelles Annales n’en est pas responsable, car
I'un des rédacteurs, M. Prouhet, a mis & lui montrer cette
raison des soins qui n’ont eu pour limite que I'évidence
de leur inutilité, comme le prouve suffisamment une cor-
respondance que I'auteur de I’article a livrée au public.

Cette confiance inébranlable de 'auteur dans la recti-
tude de ses idées scientifiques, secondée peut-étre par un
désir peu réfléchi de publicité, I'a probablement empéché
aussi de se rendre un compte exact de ce qu’il y a d’irré-
gulier & publier des lettres sans y étre autorisé par celui
qui les a écrites.

Des précédents de cette nature ne permettent guére
d’espérer que I'on puisse parvenir & convaincre M. Fleury
de I'erreur qui existe dans ses principes fondamentaux.
Aussi, ce n’est pas précisément ’objet que je me propose
en répondanta I’ dvertissement. Mais'auteur est licencié
és sciences mathématiques, et I'assurance avec laquelle
il proclame V’exactitude de ses raisonnements pourrait
égarer le jugement de quelques-uns de ceux qui n’ont
pas encore fait des études aussi prolongées que les
siennes : considéré sous ce point de vue, ' dvertissement
me semble mériter qu’on s’en occupe.

Page 1%, on lit:

« M Prouhet, qui n’a pas le temps de mettre son ob-
» jection dans tout son jour (de la tirer au clair), veut
» bien prendre le temps de m’en faire une nouvelle; et,
» parce que dans une exprcsswn que 'hypothése x = oo

» réduit a
a—a'\ b— b a—a'
x )T T\ )




(89)

» je supprime le premier et le dernier terme Qui sE DE-
» TRUISENT, il m’écrit : « Vous faites des -calculs sur
» Dinfini.... » ' :

Ces lignes renferment une erreur qui a pris la forme
d’une vérité toute simple : quand deux termes se détrui-
sent, on peut les supprimer, rien n’est plus certain;
seulement, les deux termes dont il s’agit ici ne se détrui-
sent pas, généralement du moins, parce qu’ils ne pro-
viennent que de ’hypothése & = oo, qui les rend infinis
I'un et l'autre, et leur suppression revient a substi-
tuer 0 3 03< 0, ou, si 'on veut, a remplacer o —
par o. En voici une démonstration détaillée.

Considérons I'expression

(a—-a’).z'—l—(b-—-b’)+3_ a—a'
2(1+¢) 2 )

ou 0 et ¢ représentent des fonctions de x qui s’annulent
pour x = (*). L’hypothése x = o réduit cette expres-

sion a
a—a b—0b a—a'
Z 4 —_— Z,
2 2 2
et si, comme l'affirme I’ Avertissement, le premier et le
troisitme terme se détruisent, l'expression considérée

o ccn diga s 02—
est nécessairement réduite & —— par I'hypothése

x =00 : c’est ce qu’il faut bien se garder de croire.

(*) Cette expression comprend, comme cas particulier, la fonction

c—c' d-—d'

(a—a')z4(b=b")+

F3 x* (a—a’)
— I,
a b c d ad b o d 2
D o T e ot W B e e S
xT Z x x z X

x? a2

considéree dans 1’Avertissemcac.
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En effet, pour toute valeur finie de x, on a

(a—a)z+(b—b)+3 (a——a’>x,

2 (1) 2
(=) +d—¢c(la—a)x
- 2(1+4¢) ’
ou, en posant — ex(i— “) a,
4

@=)at(b—b) 43 _(a—d\ _(b—B)+3  az
2(1-4¢) ~( 2‘>x_ 2(1+¢) +3

Cette derniére égalité a lieu, quelque grande que

soit la valeur autribuée & x; donc, si le premier mem-
iq... L 0—0b \ .

bre est réduit a —;— par I’hypothése x = o0, il en

doit étre de méme du second; or, le second membre

¥
se réduit seulement a

ox ax
-+ 5’ ear le terme - e

peut étre supprimé puisque « ne devient nul que
pour x =0 . Par conséquent, la réduction des deux

a—a'" a—a .
termes ) x, — |\ ——)% dont le premier ne
2
. R 1 I s
provient que de I'hypothése x = oo, n’est pas mieux
fondée en principe que I'égalité 0 >< 00 = o (¥).
Lorsque x représente une variable dont la valeur croit

YT a—a a—a'
indéfiniment, les deux termes — )% —(—)?

(*) Prenons pour exemple I'expression x — —I-—I L’hypothése x =0
14+=
x
réduit cette expression a x — x. D’aprés 1I’Avertissement, les deux termes
x, —ax se détruisent, donc I’hypothése x=oo réduit a zéro ’expression
considérée. Or, pour toute valeur finie de z, on a évidemment

x

Lo e T e

1
: 5 et, pour r=o0, — =1
1-+=  1-4= 1+

x x £

par conséquent la réduction des deux x, —x conduit a I’égalité 1=o.
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se détruisant, quelque grande que soit la valeur finie de x,
on peut dire qu’ils se détruisent encore dlalimite x =0 5
mais ce 1'est pas le cas d'une expression dont la réduc-
tion a la forme

a—a" x+b——b’ a—ad z
2 2 2 )
a seulement lien pour x =c0; et, supprimer alors les

a—a' a—a' , ' .
x, — | —— )%, cest, comme le fait

termes

observer M. Prouhet, étendre & des expressions qui ne
représentent aucune quantité finie les régles du calcul
des quantités finies. Peu importe & l'auteur de I' 4ver-
tissement : il ne voit aucune différence entre ces deux
cas, et c’est lni-méme qui en prévient (page x) :

! !
a— a a—a ,
« Les deux termes( A )x, — (——2——)1' se dé-

» truisent évidemment, quelque valeur, méme infinie,
». qu’on suppose a x. Admettons qu’opérer cette réduc-
» tion, ce soit faire des calculs sur I'infini ; alors je fais, je
» l'avoue, des calculs sur l'infini, et je n’ai pas le mérite
» d’étre le premier. Ouvrez le Cours d’Analyse de
» M. Duhamel, et vous pourrez lire 4 la page 13 (1847):

« On parle souvent des quantités infinies; on les
» soumet aux mémes opérations que les quantités finies,
» et il est irés-important de ne pas se meprendre sur
» la maniére dont ce langage doit étre entendu. »

C’est précisément en cela que M. Fleury s’est mépris,
et sa méprise tient peut-étre a ce qu’il a seulement eu
égard a ces mots: « On parle souvent... »; mais le pas-
sage du Cours d’Analyse qu'on a cité ne commence
pas ainsi, et le commencement mérite bien d’éire rap-
porté ; nous le rétablissons ici :

« Le mot infini est employé pour exprimer I’absence
» de limite, de borne quelconque : c’est ainsi que 'espace
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» et le temps sont dits infinis. Cette idée exclut évidem-
» ment celle de toute comparaison sous le rapport de la
» grandeur. Néanmoins, pour abréger le discours, on
» parle souvent, etc, ».
On concoit que ce commencemem ne pouvalt ser-
vir & justifier la réduction des quantités infinies dési-

, a—ad a—a .
guées par les deux termes x, —|—— )=, &
2

moins toutefois d’admettre que I'idée de réduire ces deux
quantités exclut évidemment celle d’en comparer les
grandeurs. )

Au reste, le calcul précédemment indiqué (p. 89 et 90)
démontre que cette réduction est illusoire, et tout rai-
sonnement qui conduit & une conclusion contraire est,
par cela méme, un raisonnement erroné.

C’est pourquoi la rédaction des Nouvelles Annales de
Mathématiques a dii refuser d’insérer dans ce journal
larticle de M. Fleury. Nous regrettons que I'auteur de
Iarticle, en informant le public de ce refus, nous ait
obligé d’en faire connaitre le motif. G.

m— ——

CORRESPONDANCE.

1. Dans la Notice sur Sturm placée en téte du I** vo-
lume du Cours d’Analyse, 2° édition, nous avons
attribué & Sturm un théoréme sur la quantité dont varie
la force vive d’'un systéme de points dans lequel.les
liaisons sont changées & un instant donné. Un corres-
pondant nous fait remarquer que ce théoréme appartient
i M. Duhamel, qui I’a démontré incidemment dans une
Note présentée a I'Académie des Sciences en 1832 et in-
sérée en 1835 dans le tome XV du Journal de 1 Ecole
Polytechnique.
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Notre correspondant a parfaitement raison, et si nous
n’avons pas reconnu les droits de M. Duhamel dans la
Notice réimprimée en 1863, comme nous P'avions déja
fait dans le tome II de la Mécanique de Sturm (1861,
p- 353), c’est un pur oubli de notre part. Nous n’avons
jamais eu I'intention de contester les travaux d'un savant
dont nul plus que nous n’estime le talent et le caractére.

2. MM. Haag et Brisse ont résolu, tome III, p: 170,
une question relative a4 une infinité de limacons de
Pascal ayant méme point double et méme cercle généra-
teur. M. Léon Dyrion, aujourd’hui éléve de I'Ecole Poly-
technique, fait observer que ce théoréme se démontre
trés-simplement en opérant la transformation de la figure
par rayons vecteurs réciproques, le point double commun
étant pris pour podle de transformation. Les limagons se
transforment en ellipses de méme foyer et de méme direc-
trice, et I'on retombe sur des propriéiés connues des sec-
tions coniques. '

3. M. Bertrand nous €crit : « Comment avez-vous pu
croire au passage de Whiston cité par Arago (*)? Il est
absurde, comme vous le dites, mais Whiston ne I'a jamais
éerit. Voici le texte: I should not have i1hought proper
to publish it during his life’s time, because I knew his
temper so well that I should have expected it would
haye killed Lim (**). Traduisez et jugez. On a transform¢
un acte de déférence en une odieuse et absurde accusa-

(*) Voir t. IIl, 2 série, p. 552, note.

_(**) Clest-a~dire : « Je n’aurais pas cru convenable de publier cet ou-
vrage (la réfutation de la chronologie de Newton) pendant sa vie, car je
connaissais assez son témpérament pour craindre que cela ne le tuat. »
( Waiston, Memoirs of his life. London, 1753 ; p. 251). Whiston exagérait
peut-étre la susceptibilité de Newton, qui atteignit ’age de quatre-vingt-
cing ans, et ne peut point étre considéré comme ayant eu une existence
abrégée par les critiques de ses ennemis.
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tion, » Nous remercions M. Berirand de cette nouvelle
confirmation de ’axiome : traduttore, traditore. Whis-
ton a done été trahi par ses traducteurs, cela est incon-
testable. Si nous avons admis la phrase attribuée a
Whiston, c’est sur 'autorité de Delambre et d’Arago, qui
sans doute n’ont pas commis le contre-sens signalé, mais
Pont propagé sans remonter aux sources et en manifes-
tant quelques doutes timides sur la véracité de Whis-
ton (¥).

Les Mémoires de Wihiston nous donnent de ce der-
nier I'idée d’'un homme vaniteux, tracassier, a idées
étroites. Newton a pu se brouiller avec un ami de ce
calibre sans qu’il y ait eu nécessairement de sa faute.
Newton n’avait pas voulu que Whiston firt de la Sociéié
Royale : sans doute qu’il ne I'en jugeait pas digne. De la
probablement la rancune de ce dernier, dont la vanié
était profondément blessée.

4. M. le D* Angelo Forti, professeur au lycée de Pise,
nous adresse une longue letire au sujét de la critique de
ses Tables faite par M. Hoiiel (1. ITI, 2° série, p. 416).

M. Forti reconnait une partie des inconvénients signalés

(*) « Voici, dit Arago, un autre passage emprunté a ce méme Whiston,
et qui, en le supposant véridique, donnerait une singuliére idée des senti-
ments intimes de Newton. ... » ((GEuvres d’4rago, t. III, p. 324.)

P. 8. Une comparaison plus attentive des textes m’a montré une assez
grande différence entre la version d’Arago et celle de Delambre. Arago
dit : « D’aprés la connaissance que j’avais de ses habitudes, paurais di
craindre qu’il ne me tuat. » Delambre met simplement: ¢« D’aprés la
connaissance que j'avais de son caractére, etc. » Ici du moins, si Newton
est encore considéré comme capable de tuer un critique, il n'est pas
donné comme coutumier du fait. Au reste, je dois ajouter que Delambre
n’a pas pris le passage attribué A Whiston dans ’ouvrage de celui-ci, mais
dans une brochure d’'un nommé Prescot, qui, en 1822, cherchait a ren-
verser les systémes de Copernic et de Newton. Il est probable que Pres-
cot a cité inexactement Whiston, et le tort de Delambre est de s’en étre
rapporté a un auteur si peu digne de foi.
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par M. Hoiiel, et s’'occupe a les faire disparaitre dans un
nouveau travail. Mais, contrairement a I’avis du savant
professeur, il pense que le double secteur circulaire ¢
pouvait étre pris pour argument. Voicicomment M. Forti
s'exprime a ce sujet :

« Mes Tables ne sont pas destinées 2 donner seulement
les fonctions hyperboliques, mais les circulaires et les
hyperboliques, comme il résulte de leur titre.

» Mes Tables ont été faites dans le but de remplacer
les Tables circulaires que nous avions; et suivies, comme
elles devaient étre, des logarithmes des nombres depuis 1
jusqu'a 1000, elles devaient offrir dans un petit volume,
un peu plus gros que celui de Lalande, un systéme com-
plet des Tables des logarithmes.

» Par cette idée, le ¢ était 'argument le plus propre.

» Mes Tables ne sont pas suivies des logarithmes des
nombres, parce qu’elles ont éié publiées dans les Annales
de I’Université de Toscane. Dans une nouvelle édition
et dans un format plus petit, chaque éditeur pourra les
ajouter a la fin du volume.

» En outre, le ¢ a une signification géométrique trés-
claire et trés-simple; les fonctions qui lui appartiennent
dans le cercle correspondent évidemment avec celles de
I’hyperbole équilatérale.

» Au contraire, I'angle transcendant v a en lui-méme
quelque chose d’artificiel, et, pris pour argument dans le
systéme des Tables, il peut jeter sur elles de I'obscurité,
surtout dans la téte des jeunes étudiants.

» M. le professeur Mossotti, en m’encourageant a
conserver le ¢ pour argument, attachait une trés-grande
importance a ce que l'on ne perdit pas de vue le lien
géométrique des deux espéces de fonctions, lien par le-
quel on passe avec un trait de plume des formules qui
appartiennent aux premiéres a celles qui appartiennent
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aux secondes. C’est ce que je prouve dans ma préface par

Papplication de la chute des corps dans un milieu ré-.
sistant. »

5. M. Léon Sancery, professeur au lycée d’Auch, nous
signale comme incompléte et inexacte la solution, donnée
a la page 474 de notre dernier volume,-de la question
posée au concours général des lycées et des colléges. Faute
d’avoir énuméré tous les cas, ’auteur de cet article croit
que le probléme admet deux solutions au plus, tandis
qu’il peut y en avoir jusqu’a quatre. Nous remercions
M. Sancery de sa communication, mais nous regrettons
de ne pouvoir insérer la solution trés-compléte et fort
bien rédigée qu’il nous adresse. La question est longue,
d’un faible intérét scientifique, et nous avons tant de
matériaux! Le méme motif nous a fait écarter un excel-
lent article sur le méme sujet dt. & M. Lac de Boredon,
professeur au lycée du Puy.

A propos de la méme question, un abonné de Marseille
exprime en termes fort vifs son étonnement de ce que
nous ayons inséré une solution aussi incompléte, et il
nous envoie sa propre solution pour nous convaincre,
dit-il, que la question n’avait pas réellement été traitée!
Merci. M. D. résout fort bien les problémes, mais ne
pourrait-il pas, & un si beau talent, joindre un peu d’in-
dulgence et éire moins dur au pauvre monde? Les ré-
dacteurs veulent bien se mettre au service du public;
mais, s'ils ne se montrent pas difficiles pour les gages, en
revanche, ils demandent a étre traités poliment. Est-ce
trop exiger? P.



(97)

'ETUDE GEOMETRIQUE SUR LES SURFACES

(voir p. 62);
Par M. A. PICART,

Professeur au lycéa Charlemagne.

III. —— SURFACE A LIGNES DE COURBURE CIRCULAIRES.

10. Une surface, dont toutes les lignes de courbure
sont des cercles, peut étre considérée comme ’enveloppe
de deux séries de sphéres touchant respectivement la sur-
face suivant deux systémes de cercles perpendiculaires
entre eux. Or, il est clair que chaque sphére appartenant
a Pun des modes de génération ést tangente a toutes les
sphéres de I'autre systéme. D’ailleurs, la condition d’étre
tangente a trois sphéres fixes détermine complétement les
positions successives d'une sphére mobile. Donc, la sur-
face a lignes de courbure circulaires peut étre regardée
comme l'enveloppe des positions d'une sphére tangente
a trois autres.

C’est par ce mode de génération que M. Dupin a dé-
fini, le premier, la surface a lignes de courbure circu-
laires & laquelle il a2 donné le nom de cyclide.

Nous nous proposons ici de rattacher la génération de
cette surface aux propriétés générales des surfaces a lignes.
de courbure planes.

11. Une surface dont les lignes de courbure d'un sys-
téme sont des cercles, pouvant étre regardée comme I’en-
veloppe d’une série de sphéres, cherchons sur quelle ligne
doivent étre situés les centres des sphéres enveloppées, et
quelle loi de variation doit suivre le rayon de ces sphéres
pour que le second systéme de lignes de courbure de la
surface soit aussi circulaire.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 1V, (Mars 1865.) 7
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12. Exprimons d’abord que les lignes de courbure du
second systéme sont planes. Il faut et il suffit : 1° que les
plans des lignes de courbure du premier systéme soient
paralléles a une méme droite; 2° que ces plans coupent
la surface sous un angle dont le cosinus soit. proportion-
nel au cosinus de I'angle qu’ils forment avec un plan pa-
ralléle a 1a droite (comme je I'ai démontré ailleurs, Essai
d'une théorie géométrique des surfaces, 3° partie). La
premiére condition exige que les centres des sphéres en-
veloppées soient sur une courbe plane. La seconde va
servir a déterminer la loi de variation du rayon de ces
sphéres.

Soit MN ( f2g. 2) le lieu des centres des sphéres enve-

FiG. 2.

X Wi \\ X
(/
[

loppées. Considérons deux sphéres consécutives ayant
pour centres O et O'; elles se coupent suivant un cercle
dont le plan est perpendiculaire & la tangente OT : soit
AB le diamétre de ce cercle qui est dans le plan de la
courbe MN. L’angle sous lequel le plan du cercle coupe
la surface est égal a AOT. Il faut que le cosinus de cet
angle soit proportionnel au cosinus de 'angle que le plan
du cercle forme avec une certaine ligne XY située dans le
plan de la courbe MN. Désignons par R le rayon de la
sphére mobile, par z I'ordonnée OP de la courbe MN re-
lativement 4 XY, par A 'angle que le plan du cercle forme
avec la surface, et par ¢ 'angle de ce plan avec XY : nous
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ansd s ( 99 )
avons
dR = — 00’ cos),
dz = — 00’ cosy,
d’ou
dR cos.).
—_— = == const. =m,
dz €0s¢
d’otl enfin
(3) R=ms+4m',

m/ étant une constante.

On peut toujours supposer cette constante nulle : cela
revient a transporter la ligne XY parallélement a elle-
méme. Done, /a surface enveloppe d’une sphére mobile
aura toutes ses lignes de courbure planes, si le centre de
la sphére se déplace sur une courbe plane et si le rayon
de cette sphére varie proportionnellement &-Tordonnée
de cette courbe par rapport @ un axe quelconque XY
situé dans son plan.

On sait qu’en général les plans des lignes de courbure
des deux systémes sont respectivement paralléles a une
méme droite. Mais ici, il y a plus. Les plans des lignes
de courbure non circulaires passent tous par Paxe XY.
En effet, la relation LI exprime que la perpen-

cosg  cosk
diculaire AV au rayon OA rencontre la tangente OT sur
PaxeXY. Les lignes de courbure circulaires peuvent donc
étre regardées comme appartenant a des sphéres dont les
centres sont sur la droite XY, et qui coupent la surface
orthogonalement; par suite, d’aprés un théoréme connu,
les plans des lignes de courbure de I'autre systéme passent

par 'axe XY (*).

(*) Ces surfaces a lignes de courbure circulaires dans un systéme et
planes dans l'autre ont été étudiées pour la premiére fois par M. O. Bonnet

7.
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13. Exprimons maintenant que les lignes de courbure
du second systéme sont aussi des cercles.

Il faut et il suffit que les plans des cercles du premier
systéme passent par une méme droite.

Cette condition est nécessaire, d’aprés le numéro pré-
cédent; de plus, elle est suffisante, car on sait que lorsque
les lignes de courbure d'un systéme sont dans des plans
passant par une méme droite, les lignes de courbure de
Pautre systéme sont sphériques; or, ces derniéres sont
déja planes : elles sont donc circulaires.

Soit C le point du plan de la courbe MN par lequel
passent les plans des lignes de courbure du premier sys-
téme. Menons par ce point une perpendiculaire IZ & la
droite XY ; prenons ces deux droites pour axes de coor-
données, et désignons par x, z les coordonnées d’un point
quelconque O de la courbe MN par rapport a ces deux
axes.

Comme les plans des cercles d’intersection successive
des sphéres passent par le point C, les tangentes a toutes
ces sphéres, menées par le point C, sont égales. On a donc,
en appelant & la longueur commune de ces tangentes et
p le rayon vecteur CO,

(4) p*= R4 A%

Mais, d’autre part,
R = mz,

pr= (s — ),

d étant la distance du point C 4 I'axe XY. Substituant les
valeurs de p* et de R dans I'équation (4), on obtient

(5) x4 (1 — m?) 22— 2dz +d* — k* = o.

dans un Mémoire remarquable sur les surfaces & lignes de courbure planes
et sphériques (Journal de I’Ecole Polytechnique, XXX V€ cahier).
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C’est 1a I'équation de la courbe MN, lieu des centres
des sphéres enveloppées.

Cette équation représente une ligne du second ordre :
une ellipse si m est < 1, une hyperbole si m est > 1,
et une parabole si m =1.

Remarquons que m est I'excentricité de la courbe.

De 1a résulte le mode de génération suivant de la sur-
face cyclique :

La cyclide peut étre regardée comme lenveloppe
des positions d’'une sphére mobile dont le centre se dé-
place sur une courbe du second ordre et dont le rayon
warie proportionnellement a la distance du centre & une
droite fixe XY perpendiculaire & U'un des axes de la
courbe, le coefficient de proportionnalité etant Uexcen-
tricité de cette courbe.

14. Il nous reste a bien préciser ce mode de génération
en discutant successivement les trois formes que peut
présenter le lieu des centres des sphéres enveloppées.

1° Ellipse (m <1).

Dans ce premier cas, la droite XY est évidemment per-
pendiculaire & I'axe focal.
Nous la supposerons d’abord extérieure a P'ellipse

(d2 — k> o).

15. Désignons par z,, z, les ordonnées des sommets
A, A’ de la courbe situés sur I'axe focal. Le plan de cette
courbe coupe la surface suivant deux cercles que nous ap-
pellerons cercles principaux. Ces deux cercles ont leurs
centres sur I’axe AA’, et rencontrent cet axe en des points
dont les ordonnées sont, pour I'un,

(1—m)z, (14 m)z, e
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et, pour l'autre,

(1+m)z, (1—m)z,.
Les ordonnées de leurs centres sont, par conséquent,

(r—m) z.-i—(x-i-m)zz, (1—4}-m)z‘+(r——m)z,’

2 2
ou
2, 2, m(z, —z,) Z 2, m(z,— z,)
-+ > - .
2 2 2 2
22 , . 2, —2
Or, -17—' est 'ordonnée du centre de l'ellipse, ——
2

est le demi-axe focal, et m est I'excentricité; denc les
cercles principaux ont pour centres les foyers de Uel-
lipse.

On peut d’ailleurs le reconnaitre d’une autre maniére,
en remarquant que ellipse est parcourue par le centre
d’un cercle mobile qui reste tangent aux cercles princi-
paux, et en se rappelant que le lieu des centres des cercles
tangents 4 deux cercles donnés est une courbe du second
ordre ayant pour foyers les centres des deux. cercles.

16. Comme les cones circonserits a la surface le long
des lignes de courbure circulaires du premier systéme ont
leur sommet sur la droite XY, d’aprés le n° 12, il s’ensuit
que la droite XY est Paxeradical des cercles principaux.

17. Quant au point C, par lequel passent les plans des
lignes de courbure du premier systéme, il n’est autre que
le point fixe de I'axe focal par lequel passent les cordes
de contact des tangentes aux cercles principaux, menées
par un point quelconque de I’axe radical de ces cercles.
On reconnait sans peine que le point C divise la distance
des centres T et ¥' des cercles principaux dans le rap-
port de leurs rayons, en d’autres termes, que le point C
est le centre de similitude interne des deux cercles prin-
cipaur.
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18. De la une construction trés-simple de la surface.

Que lUon décrive deux cercles intérieurs Lun & Lautre,
que par leur centre de similitude interne on méne des
transversales, et que sur les portions de ces transversales
interceptées par les deux cercles, comme diamétres, on
décrive des circonférences dans des plans perpendicu-
laires au plan de ces cercles, le lieu de toutes ces circon-
Jérences est une surface a lignes de courbure circu-
laires.

Ces circonférences constituent le premier systéme de
lignes de courbure. Quant aux lignes de courbure du se-
cond systéme, leurs plans passent par 'axe radical des
deux cercles.

19. Remarquons que les perpendiculaires élevées au
milicu des segments gu'interceptent les deux cercles sur
les transversales enveloppent une ellipse qui a pour
Joyers les centres de ces cercles.

20. Les lignes de courbure du second systéme de la
surface sont les intersections successives d’'une seconde
série de sphéres. Les centres de ces sphéres sont aussi sur
une conique, et I'on voit facilement que cette conique,
située dans un plan perpendiculaire au plan de Iellipse,
a pour sommets les foyers et pour foyers les sommets de
cette ellipse. Dés lors, le lieu des centres est une hyper-
bole. ’

Le coeflicient 7/, relatif aux sphéres du second sysiéme,
est réciproque de m, et la droite X'Y’, analogue a XY, est,
pour ces sphéres, la perpendiculaire au plan de I'ellipse
menée par le point C.

21. Si la droite XY est tangente a ellipse, les cercles
principaux sont tangents intérieurement. Si la droite XY
rencontre Uellipse, les deux cercles principaux se coupent
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sur cette droite Sauf ces circonstances particuliéres; la
construction de la surface reste la méme.

2° Hyperbole (m >1).

22. Comme le lieu des centres des sphéres du second
systéme est une ellipse, ce cas rentre dans le précé-
dent.

Mais il y a 4 examiner si, dans le cas de ’hyperbole, la
droite XY doit toujours étre perpendiculaire a I’axe focal
de la courbe.

Pour cela, nous résoudrons la question suivante:

Le centre d’un cercle se meut sur une courbe du se-
cond ordre qui, rapportée a l'un de ses axes comme axe
des x, et a une perpendiculaire & cet axe comme axe
desy, a pour équation

24 (1—m*)y'+ 2Ay +B=o;

le rayon de ce cercle en chaque point de la courbe est
égal a I'ordonnée de ce point multipliée par Uexcentri-
cité m. Quelle est enveloppe de ce cercle mobile?

Nous avons déja reconnu indirectement, par les consi-
dérations géométriques qui précédent, la nature de cette
enveloppe, dans le cas ou I'axe des x est perpendiculaire
a I'axe focal de la courbe. Mais I’analyse seule peut nous
éclairer sur le cas ou I'axe des x est perpendiculaire a
I’axe non transverse de I’byperbole.

Le procédé analytique bien connu, que 'on applique a
la recherche des enveloppes, conduit a I’équation

‘ [(X’+Y“)\/x_:—n—z‘+ Vfi

—2
+B\/l—m"]
1 — m?

{
2 —_— 2
' -——4mzY‘ [—-—————A B(1—m )]20,

1 —n?

(6)
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qui se décompose en deux, savoir :

A+m\VA* =B (1 — m?
(7) X’+Y’+2( —“+m (x m)

1— m?

Y4+B=o;

+2(A—m\/A’-—B(x——m’)

1 —m?

(8) X*+7¥:

Y +~B=—o.

Ces équalions représentent deux cercles dont les cen-
tres, situés sur 'axe des y, ont pour ordonnées

A+myA*—B(1— m?)
— ’

1 — m?

et

A—m\/A”—-B(I-—-m’)
1—m?

Pour que ces ordonnées soient réelles, il faut que
A*— B (1 — m?) soit > o; or, c’est la la condition pour
que P'axe des y vencontre la courbe; on voit donc que
Penveloppe n’est réelle, dans le cas de Uhyperbole, que
lorsque la droite XY est perpendiculaire a I'axe focal.

De plus, on vérifie facilement. que les ordonnées des
centres ne sont autres que celles des foyers de la courbe.

Remarque. — De ce fait général, que pour I'ellipse et
I'hyperbole, dans le cas ou la droite XY est perpendicu-
Jaire a I’axe focal, les cercles enveloppes ont pour centres
les foyers de la courbe, nous aurions pu induire que, dans
le cas ou la droite XY est perpendiculaire au petit axe de
Pellipse ou & I'axe non transverse de I'hyperbole, I'en-
veloppe est imaginaire, car la définition analytique des
foyers donne deux foyers imaginaires sur ’axe non trans-
verse de I’hyperbole comme sur le petit axe de I'ellipse.
Mais il n’était pas inutile, pour plus de certitude, de vé-
rifier ce résultat par I'analyse.
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3° Parabole (m =1).
23. Soit d’abord d* — k* > o : la droite XY est exté-

ricure a la parabole.

L’un des cercles principaux se réduit a la droite XY.
L’autre a pour centre le foyer de la courbe et pour rayon
la diflérence entre la distance de ce foyer a la droite XY
ct le paramétre de la parabole.

Quant au point C, il est i I'intersection de ce cercle
avec l'axe focal.

24. De la la construction suivante :

8i l'on considére un cercle et une droite extérieure,
qu'on prenne lun des points ou la perpendiculaire
abaissée du centre du cercle sur la droite rencontre ce
cercle, que par ce point on méne une série de transyer-
sales, et que sur les portions de ces transversales inter-
ceptées par la droite et le cercle, comme diamétres, on
décrive des circonférences dans des plans perpendicu-
laires au plan du cercle, le lieu de toutes ces circonfé-
rences est une surface a lignes de courbure circulaires.

25. Remarquons que les perpendiculaires élevées au
milieu des segments qu’interceptent sur les transver-
sales la droite et le cercle enveloppent une parabole qui
a pour foyer le centre du cercle et pour paramétre la dis-
tance minimum ou maximum de ce cercle a 1a droite.

26. Les sphéres du second systéme ont également leurs
centres sur une parabole située dans un plan perpendicu-
laire a cclui de la premiére, et ayant pour foyer le som-
met et pour sommet le foyer de cette premiére parabole.

97. Si la droite XY rencontre la parabole, le cercle
priucipal passe par les points d’intersection. La surface
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est alors composée de deux parties : 'une fermée et li-
mitée dans le plan de la courbe par la droite XY et I'arc
de cercle qu’elle sons-tend, I'autre 4 nappes infinies.

28. Les surfaces qui constituent le systéme triple or-
thogonal du § II appartiennent a cette derniére catégorie
de surfaces cycliques. Considérons, par exemple, la sur-
face relative au point A, n° 6, et désignons par « la dis-
tance OA, par b la demi-distance focale de la section prin-
cipale située dans le plan XOY, et par ¢ la demi-distance
focale de la section principale située dans le plan XOZ
(nous supposerons ¢ > b); du point A, menons des tan-
gentes a la conique excentrique située dans le plan XOY,
la corde de contact MN de ces tangentes appartient a la
surface; cette corde est 4 une distance du centre égale

s )
a — Les plans de tous les cercles d'un systéme passent
(-

par la droite MN. Quant aux plans des cercles de I'autre

systéme, qui sont perpendiculaires au plan XOY, ils pas-

sent par le point A, de I'axe OX, situé  une distance du
b2

centre égale a -

L’arc parabolique sur lequel sont situés les centres des
sphéres qui ont la surface pour cnveloppe est décrit sur la
corde MN, et passe par le milieu de la portion de 'axe OX
comprise entre le point A et cette corde. Le paramétre

c2— b

de cette parabole est égal a
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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DU THEOREME FONDAMENTAL
SUR LES LIGNES GEODESIQUES;

Par M. FAA DE BRUNO.

’

Tatorime 1. — Soient P, P’ deux points situés sur

P

['d

deux plans se coupant le long de la ligne RS. La ligne
la plus courte entre ces deux points, en passant par l'in-
tersection RS, sera la ligne POP', qui fait des angles
égaur POR = SO’ avec la droite RS. Ceci est connu.

Tutoreme II. — Soit ON lintersection du plan POP’
avec le plan normal en O & la droite RS; la droite ON
fera des angles égaux avec OP et OP', c'est-a-dire avec
les portions du chemin le plus court.

Considérons en effetles deux triédres OSNP’ et ORPN.

Ils ont deux faces égales
NOS = NOR = qo degrés,
RPO = POS, d’aprés le théoréme I;
ensuite les angles diédres formés sur I’aréte commune ON

par les plans PNP’, RNS sont pareillement égaux. Donc
ces triédres seront égaux, et 'on aura

'PON = NOP'.
C. Q. F. D.
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Remarque. — Quand les deux plans RSP, RSP’ sont
infiniment rapprochés, c’est-a-dire juxtaposés, la propo-
sition se confond avec celle trés-connue des rayons inci-
dents et réfléchis.

Supposons maintenant que les points P, P’ soient situés
sur une surface, et que les plans proposés lui soient tan-
gents. Quand ces points seront infiniment rapprochés, la
droite RS deviendra tangente a la surface en O, etles deux
éléments PO, P’O se confondront avec la tangente en O
a la surface suivant le plan POP’. Alors la droite ON, de-
vant étre perpendiculaire a la tangente RS par construc-
tion, ct a la tangente POP’ (car d’aprés le théoréme II
elle ne doit cesser, méme a la limite, de faire des angles
égaux avec les deux éléments de la tangente), sera nor-
male i la surface en O. Donc le plan osculateur d’une
ligne géodésique sur une surface est normal a la surface.

SUR UNE METHODE D’ABEL POUR DETERMINER
LA RACINE COMMUNE A DEUX EQUATIONS ALGEBRIQUES;

Par M. G. D., ABoNnNE.

Abel, dans un Mémoire inséré au tome XVII des Arn-
nales de Gergonne, a donné une méthode pour détermi-
ner la racine commune & deux équations. Cette méthode
a été exposée complétement par M. Serret dans son
Algébre supérieure, 2° édition, p. 57. Il me semble
qu'une remarque bien simple, qui ne se trouve pas dans
le Mémoire d’Abel, permet d’abréger I'exposé de la mé-
thode et d’obtenir diverses expressions de la racine com-
mune aux deux équations. Je conserve les notations de
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M. Serret. Soient

(1) Sy =04 po"— =y " A A Puay + Pa= 0,
(2) F(r)=p"+q " + 30" + ..+ quoa ¥ + qa = 0,

les deux équations qui ont une racine commune; soient
Y13 Yase - -3 Yny lés nracines del'équation (2). Supposons
que y, soit la racine commune aux deux équations. Por-
tons ces racines dans le premier membre de ’équation (1),
nous aurons les résultats

S(ri)s L(32)seess S(Tn)s

et le premier de ces résultats f( y,) sera nul. Formons

les produits de tous ces résultats pris n—1 an—1, et

désignons par R, celui des résultats qui ne contient pas
g P o q tp

f(y‘u). R, sera une fonction symétrique des racines

Ji1s++ > Yn €XcEPtéy, , c'est-a-dire des racines de I'équa-

tion

F(r)

y—r,

= 0.

On pourra donc ramener R, a une fonction rationnelle
et entiére de y ,, fonction qu'on pourra méme réduire a

une fonction de degré n —1,

A n—1

R/JL:Po +P|J’F+- . -+Fn_7)’n_2+ Pn—l]’F .

C’est ici que nous proposons une modification a la
marche adoptée par Abel. Remarquons que toutes les
quantités R, excepté Ry, sont nulles, parce qu’elles con-
] t c . il
tiennent f( y,) en facteur. Donc, si I'on remplace J . par

y etsilon égale R, a zéro, Iéquation:
potpry 4ot pr2y i p " =0

aura pour racines toutes les racines de I’équation (2),
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excepté y;. Dés lors, il est bien facile de trouver y,. Par
exemple, on a

Yt Yaboe et Y= — {%”—_—’7
Y Jride oty =—q.;
donc
= Z:: —

c’est I'expression que donne Abel ; mais on a encore

FENATER yn:i Pi'q

]Al_y?- --yn=:’_—qn;

donc
yi= — I
Po
De méme,
I 1 n—
—_——t— . == o
e Y2 Yn qn
1 1 .
—+. ==
Y2 Yu Po
d'ou
_l__ f:_. I n—
Y pe qa

On pourra donc se borner a calculer dans R, deux
termes seulement, soit, comme le propose Abel, p,_;,0,_s,

SOit po, Py OU Pqy Pn_y, comme il résulte de notre re-
marque.
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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 709

(voir 2° série, t. III, p. 442);
Par M. RECOQ,
Eléve du lycée de Montpellier (classe de M. Berger).

Trouver le liecu géométrique d’un point tel, que la
somme des carrés des trois normales menées de ce point
& une parabole donnée soit égale & un carré donné k*.

Soient (x,¥), (*1y ¥1), (%2, ¥2) les coordonnées des
pieds des trois normales, menées a la parabole par un
point quelconque (e, 8) du lieu; nous supposons la para-
bole rapportée & son axe et a la tangente au sommet.
L’équation aux abscisses des pieds de ces normales étant

LD 2(p—a)xt+...=o0,
on-a
(1) T4z By=—2(p—a),
et I’équation aux ordonnées manquant du second terme,
ona

(2) Yy +ryi+Jry:=o.

Si, en tenant compte de ces deux relations, on fait la
P )

somme des expressions
(2 —a)+(r —Byp=2a,
(21—a)f~+(r —By=2di,
(2:—a)4-(y—B)'=103,
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ou J, d,, 0, désignent les trois normales issues du point
(a, B), il vient

(3) P=a+ai+ai+y+ri+y;+4o(p—a)+ 327+ 30

Mais on sait que les pieds des trois normales se trouvent
sur le cercle qui a pour équation

x? +y’——-(p+a)x—%y =o0;
on a donc

z? +.7’—(P+“)x—g)'=0,

iy —(p+a)z— gy--:o,

4

T4y — (p+a)r— S =0,

ou en ajoutant, et ayant égard aux relations (1) et (2),
(4) F4zi+ai+ i +r +2(p+a)(p—a)=o.

Les équations (3) et (4) ajoutées membre 4 membre
donnent, en remplagant « et 3 par x et y, I'équation du
lien

2

(5) 3(s 45— 5 ) =2(=—p)

Cette équation représente une ellipse ayant son grand
axe sur 'axe des x; son centre est situé i gauche de
I'axe des y a une distance 2p; toutes les ellipses ob-
tenues en faisant varier k ont donc un centre commun,
en outre elles sont toutes semblables. Leur demi-grand
axe est y6p* + k*; quand on donne a & des valeurs
croissantes, cel axe augmente indéfiniment et par suite
aussi la courbe qui est toujours semblable a elle-méme.
On peut déterminer k de maniére que Iellipse soit aussi
grande que I'on voudra; mais parmi ces ellipses corres-
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. IV, (Mars 1865.) 8
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pondant & une valeur réelle de k, il y en a une qui est
minimum, c’cst celle qui répond a la valeur k=o

(e +y)=2(x—p),

laquelle a évidemment pour foyer le sommet de la para-
bole, et pour directrice la droite x = p.
L’ellipse coupe généralement la développée :

8

—_——— —_p)3.
= ogp T TS

yz
les points qui occupent la portion intérieure fournissent
trois normales réelles, tandis que les autres n’en donnent
qu’une. Soit A le sommet de la développée qui est sur
I'axe des x a une distance x = p de l'origine, B le point
situé a droite de l'origine ou 'ellipse coupe I'axe des x,
la valeur de % pour laquelle OB = OA = p est une limite
en deca de laquelle on ne peut plus mener trois normales
réelles; cette limite est k = p /3.
La forme de I'équation (5) montre”que la courbe est
doublement tangente au cercle

A.Z
x4 yi— T = 0,
aux points ou elle est coupée par 'ordonnée du point A.
Le rayon du cercle est indépendant de p : donc, quand on
fait varier le paramétre de la parabole; lellipse enve-
loppe le cercle

"

x4yt — g—.:o (*).

Puisque les points de contact sont sur I'ordonnée du
point A, ils seront réels ou inraginaires selon qu’on aura

kZp\/S; pour k= p\lg, ils se réuniront au point A.

(*) Cette remarque a été faite également par M. Audnynaud.
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Autre solution. — La méthode précédente repose sur
un artifice, mais on peut en donner une plus générale et
plus directe qui s’applique & toutes les coniques.

Le probléme serait résolu si I'on connaissait I'équation
qui admet pour racines les carrés des trois normales me-
nées du point (e, 3) a la courbe.

Exprimons pour cela que le cercle

(6) (z—af+(y—Bp—23d=o0,
qui a pour centre le point («, 3), est tangent a la conique
Ay*+ Bzx’—1=—o0;

alors d représentera une normale.

Cette condition peut se trouver en exprimant que
I'équation en A relative a l'intersection des deux courbes
a une racine double. On obtiendra I'équation cherchdée,
en se servant de la relation connue qui lie les coefficients
d’une équation du troisiéme degré ayant deux racines
égales. '

L’équation en A relative 4 leur intersection est

¥ AB -+ X[A+ B — AB( a* + ) -+ AB&]

+i[Ac?+BR?4+1—(A+B)(a>+ B?) +(A+B)#]+ 8 =0;

on en déduit I'équation au carré des normales

AB(A—B)"8°— 23 [AB (A’—3AB+2B%) >+ AB (B*— 3AB +A?)
+ (A+B)(A—B}|+...=o.

On a donc pour le lieu du point («, f)

2AB[(A’— 3AB + 2B%)x?+ (B*— 3AB + 2A2)y?|
—(A—B)[#AB—2(A +B)].
Ce lieu est une conique.

Examinons en particulier le cas de ’hyperbole équila-
8.
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tére. L’équation se réduit au cercle

2

oyt L.
a:-—i-y...s

Ce résultat estindépendant de la grandeurde I'hyperbole.
Toutes les hyperboles équilatéres concentriques, dont les
axes ont la méme direction, donnent liew au méme
cercle, et 'on a ce théoréme :

Etant donné un point P fixe dans le plan d’une hy-
perbole équilatére qui varie en conservant son centre et
la direction de ses axes, la somme des carrés des quatre
normales menées de ce point & cetie hyperbole reste
égale a une constante k* égale au triple du carré de la
distance du point au centre de Uhyperbole; par suite
elle est la méme pour tous les points P situés sur un
cercle concentrique & Uhyperbole.

Note. — M. Mister, professeur a ’Athénée royal de Bruges, a aussi ré-
solu le méme probléme pour les coniques en général. Autres solutions de
MM. Audoynaud, professeur au lycée de Poitiers; Camille Massing, L. La~
cauchie, Stanislas Klisiowski, éléves de Sainte-Barbe; Pabon, du lycée de
Bordeaux; Gilliot, Rietsch, Alphonse Aubrun, Weil, du lycée de Stras-
bourg; Morhange et Henry, Legros, Margot, du lycée Charlemagne;
Drouard et Pettit, Thurninger, du lycée Saint-Louis; P. Cagny, du lycée
Louis-le-Grand ; Léon d’Apvril et Albert Robin, du lycée de Grenoble;
Bertrand et Grassat, du lycée de Lyon; de Vigneral; Marmier, de I'Es-
tourbeillon, de V’Ecole Sainte-Geneviéve; Daguenet, du lycée de Caen;
0. Puel, du Prytanée; Roques, soldat au 53¢ régiment d’infanterie.

Question T14;
Par M. J. MURENT,

Licencié és Sciences (4 Clermont-Ferrand ).
Résoudre en nombres entiers et positifs I’ équation
Ty Xy Ty = Ty Xy =X X T3 Xy T

Nombre des solutions entiéres et posttives.
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Nous considérerons d’abord I'équation géndrale
(1) Ty Ty Ao T Ty =X T . Ty,
dont nous représenterons une solution quelconque par la
notation
(@i @z @y .. .y aa),
et nous établirons les propriéiés suivantes :

1° L'équation (1) admet toujours au moins une solu-
tion, savoir : (n, 2, 1, 1, I,..., 1). Dans le cas ou I'on
a n == 2, cette solution se réduit a (2, 2).

2° Comme on suppose n>>1, les nombres a,, a,,...,a,
ne peuvent pas étre tous égaux a l'unité.

3° Parmi les nombres a,, asy..., a,, il y en a au
moins deux qui sont supérieurs & U'unité.,

En effet, si @, seul était plus grand que 1, tous les

, .

autres @s, @s,. « «, @, étant égaux a 1, 'équation (1) se ré-
duirait, pour ces valeurs des inconnues, a I'égalité

a4+ (n —1)=a,

égalité impossible, puisqu'on an >1.

4° Lorsqu’on a n>> 2, les nombres ay, a,, ..., a, ne
peuvent pas étre tous supérieurs a Lunité.

Car en représentant ces nombres par 14+ay, I4as,...,
I+ a,, on devrait avoir

(@) 4 {(14a)+. oo (1 a) = (14a) (14 ) . (14 @),
d’on
(It a) (1) oo (T4o) — (2 4. . .4 a,) =n,

égalité impossible, attendu que chacun des nombres
dyy Ogy..., a, étant au moins égal & 1, le premier



(118)
membre est au moins égal 4 2" — r, quantité toujours
plus grande que » quand on a n > 2. En effet, si 'on
compare les deux produits

2X2X2X...X2, et nXX2X1XI1X...XI,

composés chacun de n facteurs dont la somme est la
méme, on sait que le premier produit dont tous les fac-
teurs sont égaux est plus grand que le second, c’est-a-dire
que l'ona 2">2n, dou 2" —n>n.

5° 1l résulte de ce qui précéde que lorsqu’on a n>> 2,
toute solution (a4, a,, as,..., a,) de ’équation (1) doit
comprendre au moins un nombre égal 2 I'unité et au
moins deux nombres supérieurs a 'unité.

Pour abréger, nous nommerons solution d'indice i
toute solution telle que (ay, as,. .., a;, 1, 1,..., 1), com-
prenantinombres supérieurs a 1 et n —inombres égaux
a 1. Nous savons déja que la limite inférieure de I'indice i
est 2, et nous allons en chercher une limite supérieure.

Pour cela, représentons les nombres a,, as,. .., a; par
I+ oy, 1+ 0y,e .., I+ 0;. Pour que lasolution

(@i, @y vy @iy 1, 1,...,1)
convienne a I'équation (1), il faudra que ’on ait I'égalité
(14 o)+ (14a)4+.. .+ (1+a)+nr—i
=4 ) (1 +a) (14 a),
ou la suivante
(2) (14a)(14o)e . (14 @) — (@ azt. . .+ ) =17

Le premier membre de cette derniére étant au moins
égal a o' — 1, il faudra que l'on ait

28— iZn,

En donnant i ¢ les valeurs successives 2, 3, 4, 3,..., et
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formant les valeurs correspondantes de 2° — 7, la valear /
de ¢ qui donnera la plus grande valeur de 2/ — i contenue
dans n sera la limite supérieure de 7 (*).
Les valeurs successives de 2°— Z peuvent d’ailleurs se
déduire les unes des autres d’aprés une loi trés-simple
exprimée par I'identité

2t — (i 1) = (2 —i) X 2+ ({ — 1),

qui donne le tableau suivant :
i=1,2,3 4, 5 6, 17,...,
20 —i=1, 2, 5, 12, 27, 58, 121,....

Dans le cas ou n est égal & une des valeurs de 27—,
par exemple a 2f—£, on satisfait 4 I'équation (2) en
prenant i =k et faisant oy =2, =...=a; =1, ce qui
réduit le premier membre a 2f—£%. 1l en résulte pour
I’équation (1) la solution

(29 2y 29000y 2y 15 I5unay1),

et cette solution est la seule d'indice i, comme on le re-
connait facilement en se reportant a I’équation (2).

6° On voit que par les propriétés précédentes, la réso-
lution de ’équation générale (1) est ramenéde a la re-
cherche des diverses solutions d’indices : 2, 3, 4,..., /.

Nous allons appliquer ces propriétés a I'équation par-
ticuliére

(3) Xy Tyt Xy i+ Ty = Xy X3.X;3. X4 Ty

qui fait le sujet de la question 714.

{(*) La limite supérieure des valeurs de z,, x,,..., x, est n; et la limite

supérieure du produit x, .x,. .. x, est 2n. Pour n> 2, la limite infé-
rieure de ce produit est n—-3. G.



( 120 )

Le nombre 7 est ici de la forme 2°— i, caron a
5=123—3;

la limite supérieure de i est donc 3, et I'équation n’a
qu'une seule solution d’indice 3, qui est

(2,2, 2, 1, 1).

Pour obtenir les solutions d’indice 2, posons, suivant
les notations déja employées,

(l+a.)+(l+<§z)+3=(l+a.)(l+az),

d’ou, en réduisant,

a,a,_—_4.

Décomposant 4 en deux facteurs de toutes les maniéres
possibles, on n’a que deux équations :

apay =2 X 2,
et
&y X =4><I.

On satisfait a la premiére en prenant @y = 2, a3 =2, et
a la seconde en prenant o, = 4, ¢, =1, d’ou résultent,
pour I’équation (3), les deux solutions

(3,3, 1,1, 1)
et
(5,2, 1, 1, 1).
Cette derniére est celle que nous avions reconnue a
priori en considérant I'équation générale (1).
En résumé, 'équation (3) n’admet que trois solutions

en nombres entiers positifs, savoir :

(2,2,2,1, 1), (3,3, 1,1,1), (5,2,1,1,1).
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Note. — M. de Virieu, professeur 2 Lyon, démontre que le nombre des
solutions entiéres et positives de 'équation
(n) T Ty tee AT, =2, Ty Ty,

est au moins égal au nombre des décompositions différentes de n—1 en
deux facteurs entiers et positifs. En outre, M. de Virieu donne les solu-
tions de cette équation pour les valeurs de n comprises entre 2 et 20.

M. Barrére (Alexandre), éléve au lycée de Nimes, a trouvé les solutions
de I’équation

Tyt Tyt T T=X X, Xy,

en remarquant que si x, représente le plus grand des nombres entiers sa-

tisfaisant a I’équation (1), le produit z,.z,...x,_, est nécessairement égal
a l'un des nombres 2,3,..., n—1. '

La méme question a été résolue par MM. P. Cagny, éléve au lycée Louis-
le~Grand ; Boutmy, éléve au lycée Saint-Louis; Rezzonico, Agénor Jouglet.

Question 697

(voir 2° série, t. I1I, p. 140 );

Par M. Max CORNU,
Eléve de Sainte-Barbe (classe de M. Moutard ).

L'aréte de rebroussement de la surface développable
circonscrite & deux surfaces homofocales du second
ordre a pour projections, sur les trois plans principaux
des deux surfaces, les développées des courbes fo-
cales. (Mourarp.)

On sait que la surface développable circonscrite aux
deux surfaces du second degré

x’ ]2 z2
a-,-i—p-l—’c';—l:o’
‘rz y? z:

prpray el Teny Ses ey A

est la surface polaire réciproque de la surface dont I'aréte
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‘de rebroussement est la courbe d’intersection des sur-
faces polaires réciproques des proposées, et que la pro-
jection de l'aréte de rebroussement sur un plan quel-
conque est I'enveloppe de la projection des génératrices
de la surface sur le plan considéré.

Je prends pour sphére de transformation celle qui a
pour équation

a4yt 422 — 1= 0;
les deux surfaces deviennent

(1) a’x? 4+ b*y? 4 c2z2' —1=o0,
(2) (@*+ D)z 4 (b + D)y + (> + P)z* —1= 0.

Si je retranche la premiére équation de la seconde, j’ob-
tiens ’équation d’une troisiéme surface

‘ 4+ y’+z2=o0

qui passe par la courbe d’intersection des deux pre-
miéres; on voit aussi que cette courbe est commune a
toutes les réciproques des surfaces homofocales aux deux
premiéres et qu’elle est imaginaire, d’ou I'on peut con-
clure que toutes les surfaces du second degré homofocales
sont inscrites dans une méme surface développable, et
que cette surface est imaginaire.

La tangente en un point (x, y, z) de la courbe d’in-
tersection a pour équations

@Xr 4+ bYy 4 c¢tZz—1=o0,
(@ + )Xz + (0 + )Yy + (¢*+ )2z —1=0.

La polaire réciproque de cette droite cst une généra-
wice de la surface développable cherchée, ct cette droite
a pour équations

X—atx Y—0by Z—cz

@x y 3
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Cette équation ne dépend pas de {*; donc on a une
nouvelle preuve de ce fait, que toutes les surfaces homo-
focales sont inscrites dans la méme surface dévelop-

pable.

Remarque. — La ligne de contact des surfaces avec

leur enveloppe est la ligne d'intersection limite de deux
surfaces

.7:7 ‘72 z2
—1=0
(l"'—i-pz+b°—}-—/)"'+cz+1)’ 1 )

.oz ¥ 2?

az+q2+bz+qz+cz+qz

Quand g converge vers p, la projection de la courbe d'in-
tersection sur le plan des xy est

ya(a'z_bz) z’(a’—-c’)
. + : ~ +1=0;
(F—p) =) E=p)e=1)
si g = p, il vient
2@ — b2 2( a2 2
ple—8)  Be—c)

(bz _pz)z (cz _1)2)2

courbe imaginaire; donc la surface lieu de ces courbes,
dont la projection sur le plan des yz est imaginaire, est
elle-méme imaginaire.

Je projette les génératrices de la surface sur 1'un des
plans principaux; au lieu de refaire le calcul pour chaque
plan principal, il suffira de faire la permutation tournante
des lettres x, ¥, z; a, b, c.

Je projette la génératrice sur le plan des xy : I’équation
de la projection est

X —a'zx Y — 42
(3) = L,

x Y

x et y sont liés entre eux par la relation

(4) (=) (b—c*)y?*—1=o,
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qu'on obtient en éliminant z entre les équations (1)
et (2).
On sait que lorsqu’on a, entre deux paramétres u et v,
la relation

P2 Qz _
(Pz —_ Q’)’u’ -+ ( p? — Qz):‘,z

la droite ux 4+ ¢y 4+ 1= o est normale a la courbe

I=o0,

z? J,z
-P—z-f—&——l—_‘o.

L’équation (3) peut s’écrire

1 —1
RO R

— 1= 0.

L’équation (4), qui exprime la relation entre x et y,
peut se mettre sous la forme

a? —¢? b — ¢?

e AT =

ce qui montre que la droite considérée, c’est-a-dire la
projection d’une génératrice de la surface développable
sur le plan des xy, est constamment normale a la courbe

—1 = o0,

x2 + ),.2

a—_“~c2 b'-———-l_c?-——l:O,

qui est la courbe focale relative au plan des xy. Donc
cette droite enveloppe la développée de la courbe focale
considérée. :

Démonstration géométrique.

On sait qu'un foyer est une sphére de rayon nul dou-
blement tangente a la surface aux points ou la directrice
correspondant a ce foyer coupe la surface. '
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Considérons deux surfaces homofocales du second degré
et un de leurs foyers F ; a ce foyer correspondra une di-
rectrice différente pour les deux surfaces. Imaginons deux
plans tangents aux points de contact de la sphére avec
chacune des deux surfaces : ils se coupent-suivant une
droite tangente a la sphére et tangente aussi a la courbe,
point de contact de chaque plan tangeut avec la sphére.
Donc la droite considérée est une génératrice de la sur-
face développable circonscrife aux deux surfaces homofo-
cales; cette droite rencontre les deux directrices corres-
pondant au foyer F aux points ou elle touche chacune des
deux surfaces; donc la projection de cette droite sur le
plan qui contient le foyer sera la droite qui joint les pieds
des directrices ; on voit d'ailleurs que les pieds des deux di-
rectrices et le foyer sont sur une méme ligne droite, pro-
jection de quatre génératrices de la surface. On sait que
la ligne qui joint un foyer au pied de la directrice corres-
pondante est normale 4 la conique focale.

Donc la projection d’une génératrice de la surface sur
un plan principal commun aux deux surfaces enveloppe
la développée de la courbe focale relative au plan prin-
cipal considéré.

Note. — MM. Albert Sartiaux et Nouette, éléves de I’Ecole Polytech-

nique, nous ont adressé des démonstrations analytiques du méme théo-
réme.

Questions 700 ez 719
(voir p. 48);

Par M. H. DURRANDE,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Nimes.

M. Picart, professeur au lycée Charlemagne, a donné
dans ce recueil (t. III, 2° série, p. 532) une trés-élégante
solution, fondée sur des considérations de Géométrie infi-
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nitésimale, de la question 700, posée par M. Strebor. Je
trouve aujourd’hui, dans le numéro de janvier 1865, une
‘nouvelle question relative 4 la méme surface, et qui n’est
qu'un corollaire de la précédente.
Voici une autre maniére d’arriver a ces résultats; elle
est fondée sur I’emploi des coordonnées elliptiques.

Soient
| .7’.2 J.z 22
?+P2__pz+{,z__.72:l’
7.2 y? z2
(1 - = — = !
) ptlop—p pr—pr T
,).2 y‘l ~2

vyt Py

les équations d’un systéme triple de surfaces homofocales
et orthogonales du second ordre; p, p, v sont des para-
métres variables, et 3, y des constantes. On supposera
B<y, p>7v, < n<y, et v, de sorte que la pre-
miére des équations (1) représente un systéme d’ellip-
soides homofocaux, les deux autres des hyperboloides
les trois surfaces se coupent orthogonalement, et leurs
intersections sont des lignes de courbure sur chacune
d’elles, d’aprés le beau théoréme de M. Ch. Dupin.

Par chaque point (x, y, z) de I'espace passent trois
surfaces du systéme (1) qu’on obtiendrait en résolvant les
équations du systéme (1) par rapporta p, u, v, et en ex-
primant ces trois quantités en fonction des coordonnées
particuliéres du point donné. Réciproquement, étant
données des valeurs de p, u, v, satisfaisant aux conditions
ci-dessus, on en déduit les valeurs des coordonnées du
point (x, y, z) ou se coupent les trois surfaces (p), (1),
(v). C’est pourquoi l'on peut considérer les paramétres
variables p, p, v comme les coordonnées d’un point de
I'espace. Toute relation entre p,i i1, v représentera une
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surface, dont on tradnira I'équation en coordonnées rec-
tilignes en remplacant p, u, v par leurs expressions en
x,y, z, lirées des équations (1). Ainsi p = c représente
un des ellipsoides représentés par la premiére des équa-
tions (1) ; de méme p.= ¢', v = ¢” représentent deux hy-
perboloides homofocaux.

Cela posé, proposons-nous de trouver, en fonction de
p» py ¥, Véquation de la surface, lieu des sections circu-
laires diamétrales des ellipsoides (p). Pour l'obtenir, il
suffit de remarquer que ces cercles sont les intersections

des ellipsoides (p) par les sphéres
(2) Z 4y P = p—

ayant pour rayons les demi-axes moyens des ellipsoides
donc on obtiendra I'équation de la surface, que, pour
abréger, je désignerai par S, en éliminant p entre I'équa-
tion (2) et la premiére du groupe (1). Mais cette élimi-
nation se fait d’'une maniére trés-élégante, en remarquant
que les équations (1) donnent la relation

2 Ay 2t == pr o v — B — 9
qui, combinée avec I'équation (2), donne
(3) pr vt =t
Cest précisément 1'équation de S.

La forme seule de cette équation fournit immeédiate-
ment la démonstration des théorémes de M. Strebor.

1° La surface S coupe orthogonalement les ellip-

soides (p). (Quest. 700.)

On sait que pour que deux surfaces

F{x, 5,2 =0, flz,y,2)=0,
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se coupent orthogonalement, on doit avoir

dF df dF df dF df _
dr'dz T dydy T di dz O

Or, dans le cas actuel, cette relation devient

dp dp dp dp dp dp
‘ Mla Gty T % )
dv de dv dp dv dp
)\+v[§;'ﬂ+3;'@+(—ﬁ'dz_ 5

qui est identiquement vérifiée en vertu des équations ().

2° Les trajectoires orthogonales des cercles communs
& la surface S et aux ellipsoides (p) sont les lignes
de courbure communes aux hyperboloides (p) et (v).
(Quest. 719.)

Désignons par ¢’ une constante comprise entre f3 et 73
pour g = ¢, on déduit de I'équation (3)

1
v’:y’——c”:c 23

on peut disposer de ¢’ de maniére que ¢’ soit <33 et on
voit alors que les équations

représentent deux hyperboloides, I'un & une nappe et
'autre a deux nappes, du systéme (1), dont I'intersection,
qui est une ligne de courbure sur chacun d’eux, est tout
entiére sur la surface S. D’ailleurs, cette intersection est
normale & tous les ellipsoides (p); donc elle coupe ortho-
gonalement toutes les lignes de courbure de ces ellipsoides,
et en particulier les cercles communs a la surface S et aux

ellipsoides (p).
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THEOREME SUR L’HEXAGONE.

Quand un hexagone est inscrit dans un cercle, le
produit des diagonales qui joignent les sommets oppo-
sés est égal & la somme des produits de chacune de ces
diagonales par les deux cétés qui n’ont avec elle aucune
extrémité commune, plus le produit des cétés de rang
pair, plus le produit des cétés de rang impair.

Démonstration. — Soit ABCDEF I'hexagone en ques-
tion. Je construis le triangle ACE. Appliquant le théo-
réme de Ptolémée a chacun des quadrilatéres qu’on peut
former avec deux cotés de ce triangle et deux cotés de
'hexagone, j’ai les équations

— AD.EC + DE.AC+ CD.AE —o,

AB.EC — BE.AC + BC.AE = o,
AF.EC + EF.AC — CF.AE = o.

Ces équations étant homogénes relativement 2 EC, AC,
AE, il en résulte

— AD DE CDh
AB —BE BC | = o,
AF EF —CF
d’ou
AD.BE.CF = AD.BC.EF + BE.AF.CD + CF.AB.DE
-+ AB.CD.EF + BC.DE.FA.

Note. — Ce théoréme fait l'objet de la question 431,
résolue t. XVII, p. 263. La démonstration précédente
semble préférable a celle qu'on lit & Pendroit cité, parce
qu'elle n’exige que trois équations au lieu de quatre et

Ann. de Mathémat., 2° série, t. IV. (Mars 1865.) 9
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qu’elle doune la relation sous forme de déterminant, ce
qui est trés-précienx, comme chacun sait.

On déduit dc ce théoréme une relation analogue a la
précédente, entre les aires des triangles ayant un sommet
commun et pour bases les €0tés et les grandes diagonales
d’un hexagone plan quelconque. J’ai donné cette relation

t. XV, p. 378. P.

CORRESPONDANCE.

1. Nous prions les personnes qui veulent bien nous
envoyer des questions pour étre proposées a nos abonnés,
de vérifier chaque énoncé avec le plus grand soin. Une
expérience récente nous a appris qu'on pouvait perdre
beaucoup de temps en cherchant & démontrer des propo-
sitions daus lesquelles un mot a été subsiitué a un autre
par inadvertance ou dont I’énoncé péche par 'omission
de quelque condition qui en limite la généralité.

Nous recommandons 4 nos correspondants d’écrire lisi-
blement et de mettre sur des feuilles séparées les diverses
questions qu’ils résolvent. Cela nous est indispensable
pour le classement. Les éléves ne doivent pas oublier
qu’'une question n’est qu'a moitié résolue lorsqu’on n’a
pas discuté les cas particuliers les plus intéressants.

2. M. Mention a démontré, en décembre 1864, que le
lieu des centres des hyperboles équilatéres tangentes aux
cotés d’un triangle est ce qu’il appelle cercle des hauteurs,
théoréme déja donné par lui en 1850 (voir Nouvelles An-
nales,1.1X, p. 7). M. Mathieu nous écrit a cette occasion :
« Faute d’avoirexaminé d’une maniére suffisante le cercle
que M. Mention nomme cercle des hauteurs, il m’avait
échappé qu’il se confond avec le cercle conjugué dans le



(131)

cas du triangle obtusangle. Dans le triangle acutangle,
c’est antre chose, puisque le cercle des hauteurs est réel,
tandis que le cercle conjugué devient imaginaire. Le cer-
cle conjugué est donc bien moins général que le cercle des
hauteurs, et il conviendrait sans doute de se servir plu-
tot du terme de cercle conjugué que du terme de cercle
des hauteurs pour représenter un lieu qui doit devenir
imaginaire quand le triangle devient acutangle. » M. Men-
tion adhére complétement aux vues de M. Mathieu, et
sacrifie une dénomination qu'il n’avait adoptée que pour
abréger, 4 une époque ou les propriétés du cercle con-
jugué n’avaient pas encore été étudiées par les géome-
tres. Ajoutons, pour quelques-uns de rios lecteurs, qu’un
cercle et un triangle sont conjugués, lorsque chaque som-
met du triangle est, relativement a ce cercle, le pole du
cOté opposé.

3. M. Gerhardt, éléve de Sainte-Barbe (classe de
M. Moutard), démontre le théoréme suivant : 8¢ par un
point O pris dans le plan d’une conique on méne quatre
droites, OAa, OBb, OCc, ODd coupant la conique
aux points A, a, B, b, etc., le point de rencontre des
droites bA, Ac et le point de rencontre des droites aB,
cD sont en ligne droite avec le point O. ,

M. Gerhardt démontre bien simplement son théoréme
en mettant ’équation de la conique sous la forme-

af —q?=o0. .
11 en déduit diverses conséquences et un théoréme corré-
lauif. :

Le théoréme de M. Gerhardt peut encore se démontrer
avec une grandc facilité en supposant que la conique sc
réduise & un cercle et que le point O passe a P'infini. Par
la méthode des projections on éicnd ensuite le théoréme
aux autres sections coniques.

9.
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4. Un correspondant qui ne veut pas étre nommé nous
adresse quelques réflexions au sujet d’un Rapport fait par
une Commission chargée d’examiner les copies couron-
nées au concours général en Mathématiques spéciales et
en Mathématiques élémentaires depuis 1830 jusqu’a 1863.

11 résulte de ce Rapport qu’on a obtenu : 1° d’excellents
résultats lorsqu’on a posé aux candidats des questions
intéressantes ct de nature i favoriser I'esprit d’invention ;
2° des résultats médiocres, quand on a proposé des ques-
tions du cours, ne sollicitant pas assez l'initiative des
candidats; 3° des résultats trés-mauvais, quand les ques-
tions s'adressaient seulement & la mémoire des éléves,
ou exigeaient des calculs trés-laborieux. Pas n’était
besoin, ajoute notre correspondant, de réunir des gens
d’esprit, de leur faire construire des courbes et calculer
des moyennes, pour arriver a de pareilles conclusions.
Nous sommes parfaitement de son avis. Le simple bon
sens indique combien importe le choix judicieux des
questions posées dans un concours. M. Terquem n’avait
pas en besoin de statistique pour critiquer les composi-
tions données vers 1853, et ou le mérite des candidats
se jugeait sur le plus ou moins d’habitude qu’ils avaient
de manier les Tables de logarithmes. Les concours gé-
" néraux pouvaient faire croire que I’enseignement mathé-
matique avait beaucoup baissé en France depuis une di-
zaine d’années. La lecture des Nouvelles Annales, on
tant de questions difficiles sont habilement résolues par
des éléves, prouve heureusement le contraire.

5. M. Réalis, ingénieur a Turin, nous éerit :

« M. Catalan a parfaitement raison d’observer que le
procédé que jexpose, page 439 du tome précédent, se
trouve indiqué dans le Manuel des candidats & Ecole
Polytechniques; ct, certes, si Javais eu cet excellent ou-
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vrage sous les yeux lorsque je vous ai envoyé ma Note sur
la décomposition des fractions rationnelles, j’aurais sup-
primé la premiére partie de cette Note.

» Mais qu’il me soit permis d’ajouter que ce n’est point
contrairement & mon opinion que le savant professeur
dit que le calcul des dérivées successives de la fraction....
est presque toujours fort compliqué. Si I'on veut bien se
reporter a l'article cité, on verra que je n’y donne point
le procédé en question comme constituant une méthode
pratique ou nouvelle de décomposition ; je rappelle les
formules de I’ Algébre supérieure et je dis : Cette maniére
de parvenir a lexpression algébrique des numérateurs
des fractions..... est, ce me semble, plus expéditive et
plus simple que celle qu’on trouve exposée, etc. Mon but
n’était donc que de simplifier la démonstration de for-
mules connues, précieuses au point de vue théorique,
mais qui, évidemment, ne se prétent pas commodément i
la décomposition effective. Or, cette simplification avait
déja été faite. »

6. Extrait d’une letire de M. Mannheim.— « ... Vous
pourricz appeler attention des éléves sur I'observation
suivante :

» On r’altére pas le résultat. de la solution d’une
question, lorsqu’on fait varier les éléments qui ne sont
pas intervenus dans le développement de cette solu-
tion.

» En voici une application : Quel est le lieu des centres
des coniques qui passent par quatre points fixes?

» Soient*

0 s=o,
(2) S'=o,
les équations de deux coniques : I'équation

(3) S+ =o
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représente, lorsqu’on donne a 2 toutes les valeurs pos-
sibles, le faisceau des coniques qui passent par les points
communs aux deux premiéres.

» Pour déterminer le licu des centres de ces courbes,
on élimine A entre les dérivées, prises par rapport a x et
ay, de’équation (3).

» On trouve ainsi que le lieu est une courbe du se-
cond degré. Cette courbe passe par les points de ren-
contre des droites qui réunissent deux a deux les quatre
points communs a toutes les coniques du faisceau et par
les milieux de ces droites. Observons maintenant que
les termes indépendants dans les équations (1) et (2) ne
sont pas intervenus dans les dérivées de I'équation (3).
D’aprés ce qui précéde, notre lieu ne sera pas changé si
nous modifions ces quantités indépendantes, et si nous
prenons pour les équations des deux premiéres coniques

S+p=o0, S4v=o,

dans lesquelles ¢ et v sont deux constantes arbitraires.
Interprétons géométriquement ce résultat analytique.
L’équation

. S+p=o,

lorsqu’on fait varier p, représente des coniques concen-
triques semblables 4 la conique dont P’équation est (1) et
semblablement placées : indiquons ces courbes en disant
qu'elles font partie du faisceau A.

» De méme, indiquons les coniques représentées par
Y équation

S'4+v=o,

en disant qu’elles font partie du faisceau B.

» Le résultat de notre observation peut alors s’énoncer
ainsi :

» Quelles que sotent les deux courbes des faisceaux A
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et B prises pour fixer quatre points, les coniques passant
par ces quatre points auront leurs centres sur une courbe
unique du second degré (Q).

» Si les deux premiéres courbes des faisceaux A et B
sont tangentes entre elles, leur point de contact appar-
tiendra a (C); donc:

» Les points ot les courbes du faisceau A sont touchées
parles courbes du faisceau B sont sur la conique (C).

» De 14 on déduit le nombre des coniques du faisceau B
qui touchent une conique fixe.

» Si les courbes du faisceau B sont des circonférences
concentriques, les points ou elles touchent les courbes
du faisceau A ne sont autres que les pieds des normales
abaissées, sur ces courbes, du centre fixe de toutes les
courbes B; donc :

» Le lieu des pieds des normales abaissées d’un point
JSixe sur des coniques concentriques semblables et sem-
blablement placées est une conique.

» On déduitde la qu’on peut mener quatre normales a
une conique par un point prisdans le plan de cette courbe.

» Fixons une conique du faiscean Aj le liew des mi-
lieux des cordes communes & cette courbe et aux courbes
du faisceau B est la conique (C); cette courbe est aussi
le licu des points de rencontre de ces cordes communes.

» Il serait bon d’engager les éléves a vous envoyer I'ex-
tension, au cas de I’espace, des considérations qui pré-
cédent; ils trouveront ainsi trés-simplement que d’un
point on peut mener six normales 4 une surface du se-
cond degré. »
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BULLETIN.

(Tous les quvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent a la librairie
de Gauthier-VYillars, quai des Augustins, 55.)

I
Poncerer (J.-V.). — dpplications d’ Analyse et de

Géométrie qui ont servi de principal fondement au
Traité des Propriétés projectives des figures, avec
des additions par MM. Mannheim et Moutard.
Paris, 1861-64. 2 vol. in-8 de x1v-564 et vir-6o2
pages. Librairie et imprimerie de Gauthier-Villars.
— Prix : 20 francs.

M. Poncelet est du petit nombre des géométres, doués de
Pesprit d’invention, qui ont enrichi la science de méthodes
neuves et fécondes. L'un des premiers parmi nous il a donné
4 la Géométrie pure ce caractére de généralité qu’on croyait ne
pouvoir appartenir qu’a Analyse. Le Traité des Propriétés pro-
Jectives des figures et les Mémoires sur la théorie générale des
polaires réciproques, sur les centres des moyennes harmoniques,
sur Uanalyse des transversales, sont des modéles d’exposition,
ol les vérités naissent, se développent et se multiplient avec
une merveilleuse facilité. C’est véritablement un charme.

Les circonstances dans lesquelles M. Poncelet s’est révélé géo-
métre méritent d’étre notées. Sorti depuis deux ans de I’Ecole
Polytechnique, sous-lieutenant du génie, il faisait partie de cette
expédition de Russie qui devait étre si fatale a la France, lorsque
le sort des combats le rendit prisonnier des Russes. On le trans-
porta dans la ville de Saratoff, ot on lui donna un gite peu
agréable sans doute, mais trés-favorable i la méditation. La,
pour se distraire de ses propres malheurs et de ceux de sa pa-
trie, le jeune sous-lieutenant, sans livres, sans secours ¢tran-
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ger, reprit une 4 une les matiéres de ses anciennes études
mathématiques, dont une partie, au milieu du fracas des armes,
avait déja fui de sa mémoire, puis il aborda des sujets nouveaux.
C’est dans cette captivité, qu’on nous permettra d’appeler heu-
reuse, que M. Poncelet a jeté les bases de ses plus remar-
quables travaux. Dés P’année 1813 on peut dire que le Traité
des Propriétés projectives était fait, pour le fond du moins, si-
non pour Ja forme. Certes, en lisant ce livre célébre, ou les
vérités découlent si naturellement de quelques principes géné-
raux, on ne se douterait pas que des théories si faciles sont
le résultat de calculs immenses, poursuivis avec cette ténacité
que peut seule donner le séjour d’une prison, mais aussi avec
une sagacité qui révélait déja un géométre du premier ordre.
Mais une fois maitre des résultats, M. Poncelet a compris qu’il
devait exister des moyens simples d’y parvenir : il les a cher-
chés et a eu le bonheur de les trouver. On s’extasie quelquefois
a la vue de longs Mémoires ou s'étalent des calculs sans fin,
et on y voit la preuve d’un grand travail et d’une grande
force de téte. C’est souvent une erreur. L’auteur s’est presque
toujours borné i copier son cahier de piocle, en y joignant
quelques phrases pour lier les calculs; mais il ne s’est pas
donné la peine de rédiger et de coordonner. Son travail, peut-
étre utile, ne restera pas sous sa forme actuelle: il apporte des
matériaux ; d’autres construiront I’édifice.

Les méthodes faciles, simples, qui paraissent naturelles, sont
comme le style facile : on y arrive difficilement. Telle démons-
tration qui, dans le Traité publié en 1822, se réduit A quel-
ques ligries, a peut-étre plus coité a son auteur que tel long
développement analytique qui, se trouvant trop a I’étroit dans
une page du format in-8, occupe tout un grand tableau annexé
au texte (*).

Aprés un laps de cinquante ans, M. Poncelet a cru devoir
livrer A I'impression les cahiers mémes out il avait consigné ses
découvertes, sous leur forme primitive. Malgré leur ressem-

(*) Voir p. 150, 316, 329, 335 du premier volume.
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semblance inévitable avec le Traité des Propriétés projectives,
les dpplications de Géométrie et d’ Analyse coustituent un ou-
vrage nouveau a bien des égards. Si les résultats sont les
mémes, le point de vue est différent; on y suit la marche de
'invention, et jusqu’d ses titonnements, exposés avec la plus
enti¢re bonne foi. Les professeurs sauront gré a l'auteur de
leur offrir un grand nombre d’exercices propres & montrer aux
¢léves les avantages et les inconvénients des diverses méthodes
que I'on peut employer pour résoudre la méme question (*).
Enfin on trouvera dans les notes critiques, historiques et phi-
losophiques de M. Poncelet d’utiles renseignements et d’impor-
tants sujets. de méditation.
Voici le contenu des deux volumes :

Premier wolume.

Premier cahier. — Lemmes de Géométrie synthétique (1813).

Deuzxiéme cahier.— Lemmesde Géométrie analytique (1813).

Troisiéme et quatriéme cahier. — Propriétés descriptives des
simples coniques (1813).

Cinquiéme et siziéme cahier. — Propriéiés descriptives des
doubles coniques et principes de projection centrale qui s’y
rapportent. — Polygones & la fois inscrits et circonscrits 4 des
coniques (1813).

Septiéme cahier. — Extrait résumé des précidents cahiers
(juin 1814). -

Souvenirs, Notes et additions. — Ici se placent trois Notes
intéressantes : 'une de M. Mannheim, sur les polygones inscrits
et circonscrits aux courbes planes; les deux autres de M. Mou~
tard, sur le rapprochement entre les principales méthodes de
Gcométrie pure et celles de ’Analyse algébrique et sur les poly-
gones a la fois inscrits et circonscrits A des coniques.

(*) Comme probléme d’une grande difficulté analytique et que I'au-~
teur arrive a traiter complétement, nous citerons la recherche du lieu
des points qui, .pris pour centre de projcetion, permeticnt de projetcr
deux coniques suivant deux cercles.



(139)

Deuxiéme volume.

Premier cahier. — Application des principes de projection et
du principe de continuité i la recherche et i la démonstration
des propriétés des figures polygonales mobiles sous diverses
conditions (1814 4 1815).

Deuzieme cahier.— Méthode des transversales appliquée aux
courbes géométriques (1815 a 1816).

Troisicme cahier. — Sur la loi des signes de position en Géo-
métrie (1815 a 1817).

Quatriéme cahier. — Considérations philosophiques et tech-
niques sur le principe de continuité dans les lois géométriques

(1818 a 1819).

Cinquiéme cahier. — Essai sur les propriétés projectives des
sections coniques. (Présenté a 1'Institut le 1°F mai 1820.)

Siziéme cahier. — Articles divers extraits des Annales de
Gergonne (1817 a 1822).

Septiéme et dernier cahier. — Polémique et fragments divers.

Tel est, autant que le peu d’espace dont nous pouvons dispo-
ser permet de I'indiquer, I'ouvrage du profond géométre. Nous
ne voudrions méler aucune critique i nos éloges, mais il nous
est impossible de passer sous silence quelques notes chagrines,
ou I'auteur se montre d’une sévérité excessive envers les vivants
et les morts. Nous regrettons principalement qu’il se soit montré
si dar pour Cauchy, un des grands mathématiciens de notre
¢poque. Mais un sentiment que le lecteur comprendra nous em-
péche d'insister sur ce point et de combattre en détail le plai-
doyer de M. Poncelet pro domo sud. 1l y a sans doute dans
'action de se plaindre une certaine douceur qui nous est incon-
nue, puisqu’un savant illustre, universellement admiré et es-
timé, parvenu au comble des honneurs scientifiques, se plaint
amérement de ses contradicteurs comme s'ils 'avaient empéché
de parvenir. ‘ P.
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1I.

Poncerer (J.-V.). — Traité des Propriétés projectives
des figures, ouvrage utile & ceux qui s’occupent des
applications de la Géométrie descriptive et d’opérations
géométriques sur le terrain. Tome I°*. 2° édition, revue,
corrigéc et augmentée d’annotations nouvelles. In-4
de xxxn-428 pages et 12 planches. 1865. Imprimerie
et librairie de Gauthier-Villars, — Prix : 40 francs
les deux volumes.

Inutile de faire I'éloge d’un monument scientifique, dont la
réputation est universelle. Le livre manquait depuis longtemps
dans le commerce et atteignait aux ventes publiques des prix
extraordinaires. Les géométres accueilleront avec reconnais-
sance ce magnifiqie ouvrage, sorti des presses de M. Gauthier-
Villars. Le sccond volume, qui s'imprime, contiendr : les
théories générales des centres de moyennes harmoniques, de
réciprocité polaire, de I'analyse des transversales, et leurs prin-
cipales applications aux piopriétés projectives des courbes et
des surfaces géom:étriques. P.

I1I.

Avpoynaup, professeur au lycée de Poitiers. — Cosmno-
graphie trés-élémentaire et purement descriptive, elce.
2¢ édition ; 1865. In-12 de vir-108 pages et 10 pl.

Ouvrage destiné aux ¢léves des classes littéraires des lycées
et aux gens du monde. La clarté et I'exactitude sont les princi-
pales qualités de ce petit Traité qui nous parait trés-bien con-
venir au but que s’est propos¢ I'auteur. P.
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QUESTIONS.

72%. Etant donnés un point quelconque o, et la courbe
d'intersection d’une sphére et d’une surface du second or-
dre, le cone qui a pour sommet le point o et pour direc-
trice la courbc donnéde coupe la sphére suivant une
deuxiéme courbe située, comme la premiére, sur unc
infinité de surfaces du second ordre.

Cela posé, on demande de démontrer que les axes de
chacune de ces nouvelles surfaces sont paralléles aux
normales que I'on peut mener en o aux trois anallag-
matiques du quatriéme ordre, passant par ce point, qui
ont pour focale la courbe donnée. (Movurarp.)

725. Résoudre algébriquement 1’équation
[(z +2)*+xP=8z(z+2).

(LeBasTEUR.)

726. Sur la surface lieu des sections circulaires diamé-
trales des ellipsoides appartenant & un systéme homofo-
cal, les trajectoires orthogonales de ces cercles sont des
courbes dont chacune est une ligne de courbure de deux
hyperboloides homofocaux avec les ellipsoides.

(STrEBOR.)

727. Soit AB un diamétre d'un cercle et C le centre, ct

o A ) -
soit pris sur ce diamétre CP =+ AC. Ayant tiré une

droite quelconque par P rencontrant la circonférence
en Q, R, menons les droites BR et QC, et soit S le point
de rencontre de QC prolongé avec BR. En désignant
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P’angle BSQ par ¢, et I'angle CBS par ¢, il faut prouver
que

1—sind (x -—sinq))3

1+siny  \1-4sing
(STrEBOR.)

728. Soient a, {3, 7, d, ¢ les racines de I'équation
¢

z5 - prt - qr - re® - sx - t=o0.
Silon a
(¢ —B)(y—20)y+ (a—q (B —0)+(2—0)(B—9) =0,
démontrer que la racine ¢ est une fonction rationnelle des

coefficients de ’équation. (Mrcuaer RoserTs. )

729. Les diréctions des axes de la section faite par le
p
plan
zcosa —-y cosP 4 zcosy =1,

dans la surface

Az 4= A’y A" 2"+ 2Byz + 2B 722 4+ 2B  x)
~+2Cx + 20y +2C"z+ D =o,

sont données par les intersections du plan
zcosa 4 yeosf + zcosy =0
avec le cone

(A cos?B + A’ cos’e — 2B”cosacosB) (xsin?f— y?sin’a)
+ (A cos?y 4 A"cos’a— 2B’ cosacos y) (s? sin’a — z?sin?y)
~+(A’cos?y -4~ A”cos?B — 2B cosB cos ) (¥ ’sin?y — z?sin2B)=o0
: '] 7 7

(3.-3.-A. MaTsIEU.)

730. Supposons que S, $i,..., représentent les
sommes des puissances zéro, premiére,..., des racines
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de I'équation

n.n—1
A" 4 na, " 4 a,z"?
n.rn—i.n—2
-+ — " ... =—oO.
1.2.3
Si
So 8K 5
So 8
<o, s, si S3 | >o0,
LY Y
: S 8 S
alors

(r—3)a;(aa;— faa;+3a})—6(n—2) (a} —a,a;)* > o,

et toutes les racines de la dérivée de 'ordre (n — 4) de
cette équation sont imaginaires.
(Micraer RoserTs.)

731. Démontrer qu’en. éliminant f entre les équations
§(ae — fbd—+ 3¢%)(bf — fee 4 3d") — (af — 3be - 2edp=o,
3[a*(e*—df) + 3ab (f—de) + fac (d*— ce)

—+ 2b*(d*— bf ) + 5bce + 3¢ — 8be*d | — (ae— 4bd+-3c*)=o,

on cst conduit a I'un ou l'autre des résultats

(ae — 46d 43 ¢*)* — 27 (ace + 2 bed — ad® — eb* — ) =o,
a?*(ae— 4 bd + 3¢*) — 3(b*— ac)’=o.

(MicaaeL RoBErTs.)
732. En posant

H=a}— aa,,
I=a,a,—4a,a;+ 3aj,
J=a,a,a, + 2a,a,a;,— qan —ala,—a;,
K=} (aa,— 4a ay+3al)(a,a,— fa,a,+ 3a})
— (@yas— 3a,a,+ 2a:a, )%,
L=a?(al—aya;)+3aa,(aa,— a;a,)+fa,a; (a} —asa,)

+2a?(a—a,a;)+ 54} a.a,+3a; —8a,a}a,,
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démontrer la relation suivante
QL =4{H[H(P—g)— 2IL — HK) +a,J (3L — I2)]
+a K (Hl+a,J) 4+ a2l (12]* 4 21L — B2},
(MicuaeL RoBerTs.)

733. Si les six points P, Q, A, B, C, D sont sur une
méme conique, les points d’intersection des droites PA,
QB; PB, QA; PC, QD; PD, QC sont sur une conique
qui passe par les points P et Q. (Cavrey.)

73%. Trouver la condition pour qu'une asymptote
d’unc conique donnée par I'équation générale du second
degré passe par l'origine. (Sarmon.)

735. Le lieu des centres des coniques tangentes aux
cotés d’un triangle, et telles, que les normales menées par
les points de contact se rencontrent en un méme point,
est une courbe du troisiéme degré qui passe par les som-
mets du triangle, le centre de gravité, le point d'intersec-
tion des hauteurs, les centres des cercles inscrits et exin-
scrits, les milieux des cotés, les milieux des hauteurs (*).

(TrOoMSON.)

736. Soit M un point d'une courbe, et M, le point
correspondant de sa transformée par rayon vecteur réci-
proque par rapport a un point O; n, n, les longueurs des
normales & ces deux courbes comprises entre les points M
ct M,, ct une perpendiculaire 4 OM menée par le point O;
cnfin, p et p, les rayons de courbure aux points M et M,.
On aura

n n,

e P

== 2.

(Nicoraipgs.)

(*) Cette question et les deux précédentes sont extraites du journal
The educational Times, aott 186].
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ANALOGIES DE LA GEOMETRIE DU PLAN A CELLE
DE 1’ESPACE;

Par M. Paur SERRET.

Les problémes qui font I'objet de cet article regoivent
un double intérét des difficultés analytiques qu’ils pré-
sentent et de leur construction géométrique jusqu’ici
inachevée. On connait depuis longtemps cette analogie,
dont le premier terme est di @ Newton : « Le lieu des
centres des ellipses inscrites 4 un quadrilatére étant une
droite, le lieu des centres des ellipsoides inscrits & un
systéme de sept plans est un plan »; et cette autre, due
pour la premiére moitié a Steiner, pour la seconde a
M. Mention : « Le lieu des centres des ellipses, inscrites
a un triangle et dont la somme des carrés des axes de-
meure constante, étant un cercle; le lieu des centres des
ellipsoides inscrits a un systéme de six plans, et dont la
somme des carrés des axes est constante, est une sphére».
Il restait & compléter ces analogies; et, comme on sait
construire dans le plan la droite ou le cercle des centres,
a construire aussi dans I'espace le plan ou la sphére des
centres, a I'aide des plans donnés. Question difficile, dont
une solution imprévue pouvait naitre, sans doute, de la
Géométrie, ou du hasard; mais qui paraissait se dérober
au calcul. Si I'on aborde, en effet, par la voie analytique
ordinaire, la détermination de 'un quelconque des lieux
géométriques précédents, on se trouve, dés le début, en
présence d’éliminations a peu prés irréalisables. Et bien
que 'on puisse en venir a bout a I'aide de certaines rela-
‘tions dites d’identité, calculées d’abord par M. Terquem

Ann . de Mathémat., 2¢ série, t 1V, (Avril 1865.) 10
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pour les courbes du second ordre, par M. Mention pour
les surfaces; I'extréme complication des calculs permet
seulement de reconnaitre, dans chaque cas, la nature du
lieu. C'est ainsi que M. Mention a pu constater l'exis-
tence d'une sphére des centres, analogue au cercle de
Steiner; mais sans apercevoir la position du centre de
cette sphére par rapport aux six plans donnés.

On peut traiter tous ces problémes par une méthode
directe, n’exigeant que trés-peu de calcul et prenant son
point de départ dans l'interprétation géométrique des
équations de la tangente a I'ellipse, ou du plan tangent a
Pellipsoide, rapportés a leurs axes de figure; équations
bien connues et que 'on peut transporter ensuite a des
axes quelconques. On est ainsi conduit, pour les lieux
analogues de la Géométrie des courbes et des surfaces du
second ordre, & des équations de méme forme, telles que

4 7
2‘“”: o et ZIXPzz 0,

ou encore
s 6
2 AP =2+ b et 2 AP'=a? + b e
1 L

Et cette similitude, déja remarquable par elle-méme,
présente en outre ici cet avantage, que les considérations
a V’aide desquelles on peut, dans le plan, déduire de la
seule forme de son équation la position du lieu des centres
par rapport aux données géométriques de la question, se
trouvent naturellement indiquées comme devant éire
essayées aussi quand on aura a étudier la position du lieu
correspondant de 'espace. Or, il arrive que cet essai
réussit; et que ces mémes considérations suffisent pour
faire apparaitre tous les détails de position, essentiels
ici, qui paraissaient d’abord cachés dans I'équation du
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lieu. On parvient de la sorte & une premiére solution de
ce probléme : Construire le centre de U'ellipsoide défini
par neuf plans tangents.

I.

1. L’ellipse (2a, 2b) étant rapportée a ses axes de
figure, I'une quelconque de ses tangentes peut étre re-
présentée par I'équation connue

zcosa + ysine = P = \a’cos’« + bsin’a:

o désignant l'inclinaison sur 'axe 2a de la normale cor-
respondante N, et P = ya®cos®a + b’sin*a la distance
du centre de Dellipse a la tangente. Traduisant cette va-
leur de P en langage ordinaire, on peut dire que le carre
de la distance du centre de Uellipse a l'une quelconque
de ses tangentes est égal & la somme des carrés des
produits de chacun des demi-axes de la courbe par le
cosinus de U’angle formé par la direction de cet axe
avec la normale correspondante N :

P? = a’cos’ (N, a) + b2cos’ (N, b);

et cette formule est ensuite applicable, comme nous allons
le voir, a un systéme quelconque d’axes coordonnés.

2. Du lieu des centres des coniques inscrites ¢ un qua-
drilatére donné. — Soient, par rapport & un systéme
quelconque d’axes rectangulaires,

.

0=P, =P, =P, =P,

les quatre c6tés du quadrilatére donné; chacune des
fonctions P étant de la forme

P=Az+By—p,

10,
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ou A et B désignent les cosinus des angles formés avec ox
et oy par la normale N 4 la droite correspondante, ou les
cosinus directeurs de cette normale.

Si I'on désigne de méme par « et 3, &’ et £’ les cosinus
directeurs de chacun des axes 2a ou 25 d'une ellipse
tangente aux quatre droites; on aura, pour le carré de la
distance du centre (xy) de cette ellipse a chacune de ces
droites, cette double expression :

P*—=(Az + By — p)*=a?cos’(N, a) + b’cos*(N, &),

ou, en développant les cosinus.
PP=(Az+ By —pP=a’(Au+ BB+ 0*(Ad’ + B2

Appliquant cette relation 4 chacune des quatre tangentes
données, il vient :

1° Pl =(Awx +By—p)=a(Ax+ BB+ b{A"+Bp),
2° P] = (A.x + B,y — p;)’ = a?(Asz + B.B) + b*(Asa’ +Bof')?,
3° P} =(Asx -+ Byy — p;)? = a* Az + ByB) + b Ao’ + BB},
o P! =(Awr+ By — p.) =@ (A4 BP) + b A’ +Bp'),

et la détermination du lieu des centres est ramenée a
I’élimination entre ces quatre équations des trois para-
métresindépendants auxquels se réduisent lessix variables
a, b,a, B,d, (.
Or, cette élimination se réalise aisément, en vertu
d'un mode particulier de symétrie que présentent les
équations 1°, 2°, 3°, 4° et d’aprés lequel les quantités

a‘a’ et b*a'?, a'f? et BB, a’af et b/P’

entrant de la méme maniére dans toute combinaison de
ces équations, il suffira de rendre nuls les coeflicients des
termes en

a*e?, 2a*af, b8
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dans I'équation résultant de cette combinaison, pour voir
disparaitre toutes les variables.
Si I'on désigne, dés lors, par Ay, A, A5, A, quatre coeffi-
cients indéterminés dont les rapports soient définis par
les relations suivantes :

‘ MAT 4+ 2AL+ XA+ MA] =o,

(A)  {  \B?--AB! B!+ 1B} =o,
3AB, +XA;B;+2A;B; + ) AB, =o,

et qu’ayant multiplié les équations 1°, 2°, 3°, 4° respec-
tivement par A, A;,A,, X, on les ajoute membre 4 membre :
le second membre de I'équation résultante sera identique-
ment nul, en vertu des relations (1) ; tous les paramétres
variables se trouveront éliminés, et I’équation du lieu sera

(M (A 4+ By — p )+ M (A 4+ Byy —p, )
+N(Asz +. PN (A 4. P =0,

ou 2‘“”: o.
1

D’ailleurs, et en vertu des mémes relations (1), les termes
en x*, y*, xy disparaissent d’eux-mémes du premier
membre de cette équation qui représente, dés lors, une
droite; et ’'on a ce théoréme :

(1)

Quatre droites étant données
0o=P =P, =P, =P,

le lieu des centres des coniques tangentes a ces quatre
drottes est la droite unique représentée par l’équation

(1) WP? 4= 4,P? 3P + )P =0,

rendue linéaire en x, y, par un choix convenable des
coeflicients.

Remarque I. — Quels que soient 1'angle des axes et



( 150)
la forme des fonctions P, la droite des centres demeure
représentée par l'équation (1); ou, en choisissant deux
des quatre droites données pour axes des x et des y, par
celle-ci :

2 2

R e R e SDR
les coefficients «, (3, A, X' étant toujours choisis de ma-
niére a produire la disparition des termes en x?, y* et xy.
11 serait donc facile de vérifier, conformément au théo-
réme de Newton, que la ligne des centres se confond
avec la droite des milieux des diagonales du quadrila-
téere formé par les quatre tangentes. Mais cette vérifica-
tion est, en réalité, inutile; et la position de la droite
des centres est én évidence dans ’équation (1).

Remarquons, en effet, la ligne (1) étant traitée comme
une courbe du second ordre, que la polaire, prise par rap-
port a cette ligne, d’un point quelconque (pi, ps, ps, pu),
est représentée par 'équation

PP hape P4 hps P+ Mp . Pi= o,

ctquecette équation se réduit, par ’hypothése 0 = p,= p,,
a
dyps Py Aps. P,=o.

De la cette conclusion : La polaire, prise par rapport a
la ligne des centres de !’un quelconque des sommets du
quadrilatére formé par les quatre tangentes (0 = p, = ps),
passe par le sommet opposé (o = P, = P,).

Or, dans toute courbe du second ordre, les rayons
menés du pole a la polaire sont divisés harmoniquement
par la courbe; et, si celle-ci se réduit a une droite D, ou
au systéme formé de cette droite D et de la droite a Uin-
fini, les rayons menés du pole a la polaire sont divisés
en deux parties égales par cette droite D. H résulte de la.
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en revenant au quadrilatére précédent, que le rayon
mené de chague sommet au sommet opposé est divisé en
deux parties égales par la droite des centres: ou que
celle-ci coincide avec la droite des milieux des diagonales
du quadrilatére.

La propriété dont nous venons de faire usage, des pdles
et polaires par rapport a une droite, résulterait encore
de la triple substitution

o—a—0b=c
introduite dans les équations

az? + 2bzy + ¢y* + 2dx + 2¢y + f = o,
(ax’—i—b)”+d)x+(bx’+cy’+e)y+(d.z'-!-ey’—f—f):o,

d’une courbe du second ordre et de la polaire d’un point
(x'yy') par rapport a cette courbe.

Remarque I1. — Une conique étant définie par les
cing tangentes

0=P, =P, =P, =P, =P,

stpz_—_u,
1

rendue linéaire i l'aide des coefficients, représente le
faisceau des diameétres de cette conique.

I'équation

3. Du lieu des centres des coniques inscrites & un
triangle et dont la somme des carrés des axes est assu-
jettie & demeurer constante. — Les cOtés du triangle
étant représentés par les équations ‘

o=P =P, =P,

et toutes les notations du numeéro précédent conservées,
la détermination du lieu des centres dépendra de I'élimi-
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nation des trois paramétresindépendants, auxquels se ré-
duisent les six variables a, b, a, 3, &/, [ entre ces
quatre équations :

1° Pf =(A1'I+B|f—}7| )2=a7(A11+ B, @):‘*}- b’(A.a'-{—B, ﬁ/)z’
2 BI=(Ayr -+ By — pr)=a (Ass- BB+ b (A + BB,

3° PI=(Asx +B,y—p,)i= a*(Asz—+ B, B+ 62 ( Ay’ + B, B’ ),
4° a*+4 b? = k*— const.

Or, si 'on désigne par 1,, s, A, trois coefficients définis
par les conditions suivantes :

(- MAT+NAI+nAT=
) l A\ B} +2,B} + 3B =1,
M A, B+ ,A,B,+ ) A,B, = o,

et que, multipliant les équations 1, 2, 3 respectivement
par les nombres actuellement déterminés 2, s, s, on les
ajoute membre 4 membre : le second membre de I'équa-
tion résultante se réduit, en vertu des relations (1), a
(a’a’+a’{3’)+([)’x”+b’ﬁ"):a’(a"—{—ﬁ’) +bz(a12+p/z):nz+bz;
toutes les variables se trouvent éliminées, et 1'équation
du lieu est
[ )\|(A|I+ Bl}"“‘ﬁx}\z—f‘)\n(Aux'f“ Bz]’ —])2)’
(11) 5 —+ X (As L+ By — p3)? = a*-+ b* = const.,
3
ou AP? = a*—+ b* = const.
2,

D’ailleurs, les termes du second degré de cette équation
se réduisant, en vertu des mémes relations (1), a x*+ y?,
le lieu considéré est un cercle, et 'on a ce théoréme :

Etant données trois droites

o=P,=P.="P,,
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le lieu des centres des coniques tangentes a ces droites,
et dont la somme des carrés des axes demeure constante,
est le cercle unique représenté par lU'équation

(2) 2P} + NP} + NP} =a*+ b*=const,,

réduite a la forme circulaire x* + y* +... par un choix
convenable des coefficients.

Remarque 1. — L’angle des axes devenant quélconque,
I’équation précédente est encore applicable. On pourra
donc prendre pour axesdes x, y deux des trois tangentes

données; et le lieu des centres demeurera représenté par
Véquation

2 2 Z Y N e g
a-r+[3.r+l<m+” x>_a—|—b,

ramenée toujours a la forme x*+y*+2xy cos (x,y) +...
par un choix convenable des coefficients. La détermina-
tion du centre du cercle en résulterait aisément; et I'on
vérifierait, conformément au théoréme de Steiner, qu’il
coincide avec le point de rencontre des hauteurs du
triangle formé par les trois tangentes données. Mais cette
vérification serait ici superflue, la position du centre
étant en évidence dans I'équation (2) : aussitdt, du moins,
que 'on y suppose nulle la constante a*+ 4%, ce qui ne

change rien a la position du point que 'on cherche.
Posons, en effet,

a*+ b*=o;
I'équation (2) prend la forme homogéne
A P? 4+ 0P 4+ Pl =o.

Or, il résulte immédiatement de cetie forme que le
triangle
0o=P, =P, =P,
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est polairement conjugué a la courbe représentée par
cette équation : cette courbe, d’ailleurs, est un cercle;
le centre de ce cercle coincide donc avec le point de ren-
contre des hauteurs de ce triangle.

Remarque II. — Le lieu des centres des hyperboles
équilatéres
a—b=o

inscrites a un triangle, est le cercle conjugué de ce trian-
gle : ce cercle, d’ailleurs, est réel, se réduit a un point,
ou devient imaginaire, suivant que le triangle proposé
est obtusangle, rectangle, ou acutangle.

Remarque 111. — Les centres des hyperboles équila-
teres définies par quatre tangentes appartiennent a cha-
cun des quatre cercles conjugués aux triangles formés de
trois de ces tangentes. Ces quatre cercles se coupent dans
les deux mémes points, centres de deux hyperboles répon-
dant a la question ; et la droite qui les réunit se confond
avec la droite des milieux des diagonales du quadrilatére
formé par les quatre tangentes.

Remarque IV. — Le théoréme de Newton peut étre
considéré comme une conséquence du théoréme deSteiner.
SiI'on désigne, en effet, par a®+ b* la somme des carrés
des axes de 'une quelconque des coniques tangentes aux
quatre droites 0 = P, = P, = Py = P,, le centre de cette
conique appartenant, d’aprés ce dernier théoréme, a cha-
cun des deux cercles

NP2 4 WP 42, PL = a'+ 47,
w P+ Py +p Pi=a’+ 07,

appartiendra aussi a leur axe radical représenté par
I'équation

WP A (b — ) Ph A (A — s ) P — P =0,



(155)
ou
NP+ 1P+ X PY+ N Pl =0,

et le lieu des centres n’est autre que la droite unique et
déterminée représentée par cette équation.

Remarque V. — Le thécréme de Steiner admet cette
autre démonstration, indirecte, puisqu’elle estfondée sur
des considérations empruntées de la Géométrie de Des-
pace, mais tellement simple, que nous croyons pouvoir
nous y arréter un moment.

On sait, suivant le théoréme de Monge, que le lieu dé-
crit par le sommet d’un triédre trirectangle circonscrit a

/w;

Iellipsoide est une sphére concentrique, dont le rayon est
égal a la racine carrée de la somme des carrés des demi-
axes de l'ellipsoide : R = va® + &* + ¢*. Or, si le troi-
sitme axe 2¢ de Dellipsoide diminue graduellement et
tend vers zéro, le théoréme subsiste Loujours et se trans-
forme, a la limite, en celui-ci : Le lieu décrit par le som-
met d’un triédre trirectangle circonscrit a Uellipse est
une sphere concentrigue dont le rayon est égal a la
racine carrée de la somme des carrés des demi-axes de
Vellipse : R = Va*+ b%. C’est, d’ailleurs, ce que l'on
vérifierait, par un calcul direct, en formant I’équation
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d’'un cone quelconque mené suivant la courbe :
2 2
z=o, % -+ ‘2;2 =1,

et déterminant la pc;sition du sommet de ce cone par la
condition que trois de ses plans tangents forment un
triédre trirectangle. La somme des carrés des axes d’une
ellipse est donc représentée géométriquement par le carré
de la distance du centre de la courbe au sommet de I'un
quelconque des triédres trirectangles circonscrits. Sil'on
cherche, déslors, le lieu des centres o des ellipses inscrites
au triangle donné ABC et dont la somme des carrés des
axes est assujettie 4 demeurer constante; on verra, le
triangle circonscrit ABC étant donné, qu’il en est de
méme du sommet M du tri¢dre trirectangle construit sur
ce triangle comme base; que la distance Mo = V' a* + &*
est donnée, et que le centre o de lellipse inscrite décrit
un cercle ayant pour centre la projection du sommet
fixe M sur le plan ABC, ou le point de rencontre H des
hauteurs du triangle ABC : ce qui est la partie essentielle
du théoréme de Steiner.

La somme des carrés des axes d’'une ellipse inscrite a
un triangle est d’ailleurs susceptible d’une autre repré-
sentation. De l'égalité a*—+ b”:mz, on déduit, en
effet,

—_— f—Y
a4+ 6*=0oH +4 HM ;

ou, en remarquant que le triangle aMA est rectangle
en M, et que les segments Ha, HA sont, dans la figure,
de sens opposés ou de signes contraires,

—— —_—12
a'+b*=0oH —Ha.HA=0H — §%

(s désignant le rayon, imaginaire dans la figure, du cercle
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conjugué du triangle ABC. Or, le centre de ce cercle étant
le point H lui-méme, la relation

—_—12
a’+ b*= oH — B3,

exprime que la somme des carrés des axes d’'une ellipse
inscrite & un triangle est mesurée par la puissance du
centre de la courbe par rapport au cercle conjugué du
triangle. Et c’est ce qui résulte immédiatement de I'équa-
tion (2). s

Remarque V1. — L'ellipse précédente, de centre o,
inscrite au triangle ABC, étant projetée sur le plan de
chacune des faces latérales du triédre trirectangle MABC,
donne naissance a trois ellipses, inscrites a chacun des
triangles rectangles AMB, BMC, CMA, ayant respective-
ment pour centre la projection du centre primitif o sur
le plan de chacune des faces, et dont la somme des carrés
des axes est mesurée par le carré de la distance de cette
projection au sommet M. De la, en désignant parx, y, z
les coordonnées du centre primitif o par rapport au
wiédre M; par ay, by; asy byj as, bs les demi-axes des
trois ellipses secondaires, les relations suivantes :

al + bl =2+y,
al+ b, =y'+ 7z,
al+ bl = 2* + 2%
et, par suite,
(@} +b3)+(al +b3)+(a2 + b)) =2 (z'+y+2*) =2(a’+b?),

relation élégante, que I'on doit 2 M. Prouhet, mais qui
n’avait pas été établie d’'une maniére aussi simple.

Remarque VI1I. — Le théoréme de Monge, appliqué a
Vellipse, conduit encore aisément a la solution de ce pro-
bléme : Un triangle variable ABC demeurant inscrit et



( 158)
circonscrit 4 deux coniques fixes (@/, &), (a, b), trouver
le lieu décrit par le point de rencontre H des hauteurs de
ce triangle (Burnside-Salmon).
Conservant, en effet, la figure et les notations précé-
dentes, on a d’abord

—
oH +HM2::a’+ b

ou, en appelant x, y et «, 3 les coordonnées, relatives a
un meéme systéme d'axes, du point de rencontre des hau-
teurs du triangle et du centre o de I'ellipse inscrite,

(1) (z —aP+(yr — Bl +22=a’+ b

a et b désignant, en outre, les axes principaux de l'ellipse
inscrite; et x, y, z les coordonnées du sommet du triédre
trirectangle construit sur ABC comme base.

D’un autre c6té, si I'on désigne par a’, &' les demi-axes
de I'ellipse circonscrite au triangle ABC, et que l'on
cherche le lieu des sommets des triédres trirectangles
inscrits A cette ellipse, ou le lieu des sommets des cones
s’appuyant sur l'ellipse (a', &') et ayant trois de leurs gé-
nératrices rectangulaires; on trouve, pour équation de ce
lieu,

x? y? 1 1
(2) <?;+b_,2—-[)+zz<;’_§+b_l2>:0’

les axes des x, y, indéterminés jusqu’ici, étant mainte-
nant les axes mémes de 'ellipse (a’, &').

Le sommet xyz du triédre trirectangle construit sur le
triangle variable ABC décrit donc dans I'espace la courbe
d’intersection des surfaces (1) et (2); et 'équation de la
courbe décrite par sa projection (xy) sur le plan du
triangle variable ABC, ou par le point de rencontre H des
hauteurs de ce triangle, résultera de I'élimination de z
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entre les équations (1) et (2). On obtient ainsi

) ; <x—+i—~l)

[~ —ar+o—pr= (@ ]+ 32) =,

équation d’une conique, semblable a V'ellipse circonscrite
au triangle mobile, dont les axes majeur et mineur sont
respectivement perpendiculaires aux axes mineur et ma-
jeur de cette ellipse; et dont la forme et la position ne
dépendent que dela position du centre de I'ellipse inscrite
au triangle, et de la somme des carrés de ses axes.

(La suite prochainement. )

SECTIONS CIRCULAIRES DU TORE;
Par M. A. GODART.

O est le centre du tore. OA, OB sont les rayouns des

cercles de la section par le plan de I'équateur.
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Sur A’B comme diamétre, décrivons un cercle dont le
centre sera w. Concevons une sphére dont w serait un
grand cercle, et cherchons la courbe d'intersection de
cette sphére avec le tore.

Imaginons une des sphéres génératrices du tore dontle
centre serait en C, et qui toucherait le tore suivant un
cercle projeté sur of3.

MN est la projection du cercle commun aux sphéres C
et w,

Le point de ce cercle projeté en P appartient a 'inter-
section de la sphére et du tore.

Les tangentes en 3 et en B au cercle O et la droite MN
se coupent en un méme point I; car ces droites sont les
cordes communes aux trois cercles O, C et ».

De ce que le point I se meut sur une droite fixe, nous
concluons que MN enveloppe une courbe homologique du
cercle O (*), le point O étant le centre et BI I’axe d’ho-
mologie.

P se trouvant sur a3 est le point de contact de MN avec
son enveloppe.

Le lieu des points P est donc une ellipse tangente en A
et B au cercle O.

Cette ellipse est la projection de deux grands cercles de
la sphére , suivant lesquels elle rencontre le tore.

Le plan qui passe par 'un de ces cercles contient un
second cercle du tore, décrit sur AB’ comme diamétre.

Ce plan touche le tore aux deux points d’intersection
de ces cercles.

Tout plan bitangent coupe donc le tore suivant deux
cercles.

(*) PoxceLet, Traité des Propriétés projectives des figures, Section I1I.
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SUR LES CERCLES BITANGENTS A UNE CONIQUE;
Par M. V.-A. LE BESGUE.

La considération des cercles bitangents & une conique
conduit trés-briévement a la détermination des axes
principaux en grandeur et en direction, et par suite a
celle des foyers, sans qu'il soit besoin d’employer une
définition analytique qui introduit les imaginaires sans
avantages apparents.

Soit
(1) Az*+ 2Bxy + Cy?=1
I’équation d’une conique rapportée a des axes faisant
Pangle 6. .
Soit
(2) x? 4 2xy cosh + y? =1

I'équation d'un cercle de méme centre. En égalant les
dérivées de y fonction de x, prises dans les deux équa-
tions, on a

(3) .r+_ycosO_A.1:+By

zcos +y Bx+Cy
ce qui revient a
(4) (Ccosé —B)y*— (A — C)zy —(Acos6 —B)z*=o.
Cette équation homogéne est satisfaite par les coor-
données des foyers et des sommets qui sont situés sur un

méme axe.
Si I'on pose y = tx, on a l'équation

(5) (Ccos§ —B)z— (A —C)t— (Acos6 — B) =o.
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. 1V, (Avril 1865.) 1
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Cest I'équation aux directions des axes principaux. Ces
deux racines étant ¢ el ¢, on vérifiec immédiatement la

condition
1+ (t+¢t")cost + tt'=o,

qui montre que les deux directions sont perpendicu-
laires.
LLa résolution donne
2(Ccosd — B)t — (A —C)

=== V(A — C)?+ 4 (A cos§ —B) (Ccosd — B).

En remplacant (A — C)? par (A — C)? (sin®8 + cos®0),
on a pour valeur du radical

V(A — Cj*sin*0 + [(A + C)cos0 — 2B,
(uantité toujours réelle.
Le moyen le plus simple pour trouver le carré r* d'un
demi-axe principal, c’est d’écrire ’équation (3) sous la
forme

x —+ ycosh 2080 4y o+ 22y cosh + y?

—]

Az + By = Bzx—+Cy  Axi4-2Bzy+ Cy?

)

la troisiéme expression s’obtenant en multipliant par x les
deux termes de la premiére fraction, par y les deux
termes de la seconde, et ajoutant ces fractions terme a
terme, méthode que Cauchy employait souvent.

L’équation multiple précédenlé conduit aux deux sui-
vantes :

(Brr—cosf)x = (1—Cr?)y, (Br?—cosb)y =(1—Ar)r;

la multiplication membre & membre donne
(Br?—cos8)?=(1— Ar?)(1— Cr?)

ou, réduction faite,

6) (AC—BY)rt— (A 4+ C — 2Bcos))r? 4 sin?d = o.
(



( 163 )

11 est & remarquer que la résolution donne

_ A+ C—2Bcos0= V(A + C—2Bcosh)'— 4(AC — B)sin*0
= 2(AC — B?) )

r?

Si 'on développele carréet quel’on remplace (A + C)*
par (A + C)*(sin*0 + cos*6), on trouve encore le ra-
dical '

V(A — C)sin?d + [(A + C)cosb — 2B

On peut remarquer, en passant, que pour B = o I'équa-
tion (6) devient

f 1) sin?0
ri — -—*——;)1’2 -+ —— =— o0,

d’olt  résultent immédiatement les deux théorémes
d’Apollonius.

L’équation (6) donne pour différence des deux va-
leurs de 72, différence qui devient une somme dans le cas

de I'hyperbole,

@/(A — C)*sin*0 4 [(A —+ C)cos§ — 2BJ*
' AC—B? )

c’est précisément le carré de la distance d’un foyer au
centre. On a donc

{AC — B?) (#* + 22y cos0 + »?)

= V(A —C)'sin?0 + (A + C)cos6 — 2B,
ou encore, en remplacant le radical par sa valeur donnée

plus haut,

(7) { (AC — B*)xy (2?4 22y cosl + y?)
' | = 2 [(Ccos6 — B)y* 4+ (AcosO — B)a?],

seconde relation entre les coordonnées des foyers.
Si dans ’équation (1) A, B, C ¢taient fonctions d'une
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variable m, en éliminant cette variable au moyen des
équations (4) et (7) on aurait le licu des foyers.
Soit proposé comme application de trouver le lien des
foyers des coniques ayant pour équation

ma? 2 am -+ b
=00,
a b 4
ou, en remplacant a et b par 2a et 24,

bm

ab{am + b)(r

=1,

a
-2
+ ablam -{-[)))

et supposant d’ailleurs que les axes des coordonnées font
Pangle 6.

L’équation (4), ou I'on fera B = o, donnera d’abord

__y{ycosb 4 )

A
C~ x(zcosb+y)
eL par suite

o =" y(ycosb—4zx)

b x(xcosh +y)’
puis, 'équation (7) devenant
ACxy (2 4-2xycosb + y*) = 2= (Cy? + Az?)cos9,

donnera, par la substitution des valeurs de A et C, et
en supprimant le facteur x* 4+ 2y cos6 + y* commun
aux deux membres,

ay (xcost + y )y cosb + x)
2 b2
= == cos’0 ((l"j’ —+ 7t
cos 6

xy + b"z’)v

c’est-a-dire, au double signe prés, 'équation donnée a la

page 362 du tome III (2° série) des Nouvelles Annales.
Il est & remarquer que cette équation est du troisiéme

degréen x et y; en se donnant x, y prendra une valeur



( 163 )
réelle, quel que soit le signe adopté: de la une valeur
véelle pour m, de sorte que les équations (4) et (7) se
trouveront satisfaites.

1l serait bon d'examiner si la définition du foyer (un
cercle de rayon nul, etc.) peut donner les deux signes,
bien qu’un seul se trouve daus la solution qu’a donnée de
ce probléme un de nos savants professeurs.

NOTE _
sir les équations qui conlieouent des fonclions linaires de coordonnées
rectilignes ;

Par M. DIEU,

Professeur a la Faculté des Sciences de Lyon.

On discute les équations ou il n’entre que trois fouc-
tions de la forme ax + by + ¢z + d, comme si ces fonc-
tions étaient de simples coordonnées. Cela peut s’étendre
a des équations contenant des fonctions de cette espéce
en nombre quelconque.

Soit

F(X, Xs.. ., X) =0
Péquation proposée, X, X,,. .. désignant les fonctions
lindaires

ax—+ by +cztd, axr+by+cs-tdy,. ...
1. Supposons d’abord que trois au moins des plans
X,=o0, X;=o0,...,
passent par un méme point. Si

X,=o0, X;=o, X;=mo0
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remplissent cette condilion, on aura
X=X, + BX,+ X, + 6,
Xo=oX, + §'Xs + 7' X, + 7,

quels que soient x, y, z, en.prenant pour o, f,...,
o'y @,. .. la solution des équations

a2~ a, 4+ ayy = a,,

b+ 0,8 + b3y = by,

ca—+ 6B 4 ey =c,
d=d — dia— d, — d,,

ct celles des systémes qui se déduisent de celui-ci par le
changement de a,, b,, c,, d, en ay, by, cs, ds, etc.

Tous ces systémes sont possibles et a solution unique,
car le déterminant des trois premiéres équations de
chacan, dont la quatriéme seulement contient d, d',. ..
ou d®=* est précisément le déterminant des équations

Xi=o0, X;=0, X;=o,

lequel diflere de zéro d’aprés I'hypothése faite sur les
plans que ces équations représentent.

Ii est clair que la substitution a X,,..., X, de leurs
expressions en X, X,, X; conduira a une équation ne
contenant plus que ces trois fonctions.

II. Supposons a présent que parmi les plans

X,=o0, X,=o0,...,

il ne s’en trouve pas trois qui passent par un meme point,
mais que deux au moins de ces plans ne soient pas
paralléles. Si les plans

X,=o, X:=o0

se coupent, un des autres plans sera paralléle a 'un ou
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a l'autre, oun bien les coupera tous deux suivant des
droites paralléles a leur intersection.
Dans lc premier de ces deux cas, ¢’est-a-dire quand
X3 = o sera parallele a X; = o0, par exemple, on aura
¢videmment, quels que soient x, ¥ %

X1=‘lx|+ﬁ

pour de certaines valeurs de «, f5.
Lorsque X; = o coupera X, == o et X, = 0, on aura

Xyz== X+ BX, + 19,
quels que soient x, y, z, cn prenant pour o, 3 la solu-
tion des équations
a e+ a.fp=a,
bya + 0,8 = b,
¢t pour 7 la valeur
y=d,—da— d,,
si l'on a

ah, — ba, Z 0.
Dans ce cas, en eflet, I'hypothése sur les plans

X =o0, X;==o0, X;=—0o0
conduit a

ac,— ey bie;— e, b,

= b
a3 — € ay bic;—c b,
143

dott il suit que les valeurs en question de «, 3 satisfont &
la condition d’identité qui reste, savoir : -

iz 4+ 6B =c.
Sil'on a
a b, -~ ba, = o,
on doit avoir aussi

a by, — boa, = o,
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car 'intersection des deux premiers plans étant paralléle
au plan xy, il doit en étre de méme de l'intersection du
premier et du troisiéme; les équations

A+ a,B=a,, ba+ 0,8=20,
se réduisent donc a une seule. Mais alors on a
a,c, — ¢, a, Z o,
car sans cela les plans
X,=o0, X;=o0

seraient paralléles; « et 3 seront donc déterminés par les
équations
aa+ a,p = as,

a6 =c.

Les mémes raisonnements s'appliquent a X,, X,,...;
ainsi ’équation proposée se raménera 4 une autre ne
contenant que X, X,.

Enfin, on voit que si tous les plans

Xi=o0, X;=o0,...,
étaient paralléles entre eux, on aurait

X.=aX,+8, Xs=«'X,+p,...,

en sorte qu’on arriverait a une équation ne contenant

que X,.
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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 619

(voir 2° série, t. I, p. 170) ;

Par M. E. COLOT.

1° La surface représentée par le systéme des trois
équations
c*— 42 RR’
T b R4+R’
Vo— 0 RV — B
b R+ R
Ver— b RyR'? — ¢
c R+ R’

Yy =

Z ==

est une cyclide; R, R’ sont les rayons de courbure prin-
cipaux de la surface au point x, y, z.
2° Supposons qu'une famille de courbes situées sur
cette cyclide soit représentée par l'équation différen-
tielle
pdR + qdR' = o,

les courbes, coupant orthogonalement celles du systéme
donné, seront représentées par U équation

dR dR’
pR"(b’——Rz) qRIJ(RIZ_cz)

= O.

3° L’équation en coordonnées clliptiques de la cyclide
dont il s’agit est
: P _— P~ — ¥y == O.
(STrEBOR. )
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19 Les équations de la surface donnent pour les rap-
q

Y1 z1
ports = ct — les valeurs
x x .

> ¢ b — R
o a—k r
»2 bz R'z —_? .

l [

2 o' — b2 R'? ’

&

R ne dépend que du premier de ces deux rapports, et R
que du sccond; par conséquent, on obtiendra les
courbes R = const. et R’ = const. en coupant la surface
par deux systémes de plans passant par I'axe OZ ct par
I'axe OY.
Les équations précédentes reviennent a
brerx?

R = = ——
cx? —f-(c’—-lﬂ)y?, R brxr — (¢t — b*)z?

ct ces valeuars, substituées dans I'une des trois équations
données, conduisent a I’équation de la surface

(l.z ﬁ—)‘z—l— zz)z — 2((.2_|__ bz)xz — 2(02__[)2)]‘2
-+ 2(0’—[1”)z2+ (c;» — b’)’::o.

On peut se faire unc idée assez exacte de celte surface
en étudiant quelques-unes de ses sections planes.

Le plan YOZ ne contient que deux points A ¢t B de la
surface; ils ont pour coordonnées :

Ao, x=o0, Y:-——V/C"'——Uz, 3= 0,

B.... a=—o, .)‘:—!—-\/4:'-'—[)_", s= 0.

Le plan ZOX la coupe suivant les deux circonlé-
rences
y=o, (xpcf+4 =10,

ctle plan XOY suivautles deux circonférences

z=o, (vmb)P+r =<,
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Les plans y = xtangg qui passent tous par I'axe OZ
déterminent dans la surface deux sections circulaires
ayant pour équations dans leurs plans

24 (ap et — b‘—;l_l'—l‘_;)y: bicos'e

(OU estla trace du plan y = x tangp sur le plan XOY);
ce sont les courbes R = const.

De méme, les plans z = x tang{ donnent les couples
de circonférences

r + (U$ Vb — c*siny )’ = ¢* cos*

(OV est la trace du plan z = xtang{ sur le plan ZOX);
ce sont les courbes R’ = const.

Le lieu géométrique des centres des courbes R = const.
a pour équations

z—o0, (.1:2—1-3")2:('2.1‘2—1— (cz_ bl\),}ﬂ;
c’est la transformée par rayons vecteurs réciproques de
Iellipse
=0, x4 (¢ — b*)yi=c*(¢t — b?),
Vorie: ; Y
en prenant 1’origine comme pole et cVet —b pour para-
métre de transformation. Ce lieu est aussi la podaire de
Pellipse

.zZ )/2

z2=—=—20, ;‘- ;——-——[)“:"

Le lieu géométrique des centres des courbes R’ = coust.
a pour équations
ry=o0, (@4 32)P=>0%"— (¢ — b*)z%
c’est la transformée de I'hyperbole

ry=0, P2—(c—0)37="0{c— b,
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ou la podaire de 'hyperbole
— x z —
y=o pTaTr— v

A l'aide de tous les résultats que nous venons d’obtenir,
on voit facilement que la surface a la forme de deux fu-
seaux recourbés de maniére & avoir leurs pointes en con-
tact aux points A et B, leurs parties renflées autour des
points x = == ¢, ¥ = 0, z = o, et dont les axes s’appli-
queraient sur la courbe

z=0, (2’4 y)=c'z*~+ (c+ b*)y*.

La surface proposée est la transformée par rayons vec-
teurs réciproques d’'un coéne de révolution; cette trans-
formation s’opére en prenant pour pole le point A et
2\/4;‘2 — b® pour puissance. Le cone ainsi obtenu a son
sommet au point B, son axe paralléle & OX, et ses géné-
ratrices font avec I'axe un angle , tel que

b

tangw e
V/La — b

Le cone est I'enveloppe des spheres inscrites ou I'en-
veloppe de ses plans tangents. La surface est 'enveloppe
des transformées des sphéres inscrites ou de celles des
plans tangents au cone; c'est donc une cyclide pour la-
quclle, dans le premicr mode de génération, les trois
sphéres fixes sont les transformées de trois plans tan-
gents, et dans le second celles de trois sphéres inscrites.
Les centres de ces deux séries de sphéres sont sur ellipse
et sur Phyperbole que nous avons déja rencontrées :

x? )-2

= 0 —_ 4 —— =
b ?— b

i

Iy

z'.’
—_———

"
b: & — bt
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on peut le démontrer, soit par le caleul, soit par des con-
sidérations géométriques trés-simples empruntées a la
théorie des courbes du second ordre. Ces deux courbes
sont Vellipse focale et V' hyperbole ombilicale du systéme
de surfaces homofocales du sccond degré que nous au-
rons & considérer pour établir 'équation de la surface en
coordonnées elliptiques.

La eyclide a deux plans tangents singuliers qui la
touchent suivant deux circonférences; ces plans passent
par 'axe OY et font avec le plan XOY des angles égaux
a w. Aux points A et Bil ya deux cones de tangentes :
I'un est le cone de révolution que nous avons trouvé ¢n
transformant la surface, et I'autre est le cone symétrique
du preniier par rapport au plan ZOX. Cette cyclide jouit
encore d’une propriété remarquable : elle appartient a la
classe des surfaces que M. Moutard a proposé de nommer
anallagmatiques (p. 307). En effet, en prenant l'ori-
gine comme pole et ¢* — b* comme parametre de trans-
formation, on retombe sur la surface elle-méme (¥).

Les lignes de courbure du cone sont les génératrices
ct les sections circulaires; les transformées par rayons
vecteurs réciproques de ces lignes seront les lignes de
courbure de la surface proposée.

Les génératrices donnent, par la transformation, des
circonférences qui passent par les deux points A et B;
les plans de ces circonférences passant tous par I'axe OY,
clles se confondent avee les courbes R’ = const.

Quant aux sections eirculaires du cone, elles ont pour

(*) Cette remarque a éié faite par M, Mannheim dans sa belle ¢tude sur
les cyelides, avant que le mot anallagmatique fat inventé, Moi aussi jai
fait des anallagmatiques sans le savoir, car la surface du quatricme de-
aré, numerotée (8, 2¢ sévie, t. I, p. 236, et dont Pintersection avee I'el-
lipsoide donne la ligne des courbures semblables, est une surface anal-
lagmatique du quatriéme ordre. P.
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transformées des circonférences symétriques par rapport
au plan XOY. Leurs plans passent tous par 'axe OZ (*).
Ce sont les circonférences R = const.

Représentons maintenant par R, et R les rayons de
courbure principaux correspondant aux lignes de cour-
bure R = const. et R = const.

Le plan y = xtangp coupe la surface suivant deux
cercles ayant pour rayons bcos9, ct faisant avec la sur-
face un angle 9, tel que

sing — - sing;
en appliquant le théoréme de Meunier on aura done

b2
50057_R\/1~ . sm.q;’

bie?coste b2t
R:Pzs o= = — — ——— =— R2,
ot — Ot sxnlc‘» Pl —+ (C‘ _— b.’)]z

plan z = xtangy coupe la surface suivant deux
cercles ayant pour rayons ccosy, et faisant avec la sur-
face un angle = donné par la relation

par suite,
212 )2
n brerr o
| [11‘32_(61___[)2)22

Donc, les deux variables R et R’ représentent bien les
, P

(*) On le démontre en remarquant qu’il suffit de prouver que les traces
de ces plans sur XOY passent par Porigine, ce qu'on fait facilement en
s’appuyant sur ce théoréme de Géométrie plane élémentaire : Une circon-
férence tangente @ la corde commune de deux circonférences égales, en un des
points communs a ces deux circonfcrences, les coupe en deux points qui sont
en ligne droite avce le milieu de la ligne des centres.
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rayons de courbure principaux au point x, y, z de la
cyclide. »
2° Les courbes R = const., R’ = const., élant les
lignes de courbure de la surface, sont orthogonales; en
désignant par ds I'arc d’une courbe quelconque tracée
sur la surface, on aura 'équation

ds’—=EdR*+ GdR",
ot :

et
G — " dr \? dy f dz \*
f(ui’ \aw) “\aw)
el Pangle ¢ que fait cette courbe avee R = const. aura
S q
pour tangente
VEAR
\/adﬂ/

tangi —

On trouve sans difficulté

(cr—D3)R"?

E =
(R + R p(0"— R2)
G — ((z___[)z)Rz
TR R)(R— )
et par suite
?— D2 Rz R?

! — (R - dR?}-
G=RE R')*(b’—ﬁ“( TR >

. rd
Cela posé, en désignant par « et 8 les angles que font
avec R = const. les courbes

pPAR 4+ qdR' = o,
el
dix dR'
pREOT—RY) gRY(RT—¢)

:(),
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tan \/E(I
¥ of T —
g G

_ E/)R"(b2—ﬁ’)
tang8 = \/a ma

on trouve

et par suite
tanga tangf = —

donc, les deux familles de courbes sont orthogonales.

3° Entin, pour trouver 'équation de la surface en
coordonndes elliptiques, il suffit de rappeler que des
équations des trois familles de surfaces homofocales du
second ordre :

SR A

— —_ =,

2 T he T __ 2

¢ b g

22 b% 22

u? -+ 2 __ h2 2 — 1:"
I ©

2 7 22

—_— e — =1

v br— 32 ct—y ’

on déduit
x’—{—_y’—i—z’ + bz+ C’=pz'+ ;L2~{-—v2,
b2e? + (b: + c:)_.,,‘z -+ c’y’ + 0222 = y’v’ ~+ vzpz_i__ puiin;

car I'équation de la cyclide, mise sous la forme

(_.,:2 + _)’2 + 22 b2 + cz)'z
—4[ 02 4 (b~ ) 2 Py + 022 ] = o,

devient, a I'aide des relations précédentes,
(P2+ I"'? —}—v’)’ — 4(?‘2”1 + ._,2P2+sza) — o..

Le premier membre de cette équation se décompose en
quatre facteurs du premier degeé; la surface a done
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quatre nappes
P—}-p.—l-v:o,
p—v—p=0,
vy—p—p=o,
p—p—v=20;

L

la derniére équation représente a elle seule la partie
réelle de la surface proposée; la premiére et la troisiéme
donnent des surfaces imaginaires, et la seconde ne repré-
sente que les points A et B.

Question 708
(voir o* série, t. III, p. 442);

Par MM. LE BEL er TALAYRACH,

Eléves du lycée Charlemagne (classe de M. Hauser. )

On sait que si d’un point quelconque P d’un cercle
circonscrit & un triangle ABC, on méne des perpendi-
culaires aux trois cétés du triangle, les pieds de ces
perpendiculaires sont sur une méme droite. Démontrer
que cette droite est également distante du point P et
du point de rencontre des trois hauteurs du triangle.

Appelons a, (B, y les pieds des perpendiculaires

abaissées du point P sur les trois cotés du triangle ABC,
Ann. de Mathémat., o série, t. IV, (Avril 1865.) 12
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et considérons le quadrilatére complet ABoZCy. D'aprés
une proposition connue (Nouvelles Annales, 1.V, p. 13,
et t. VI, p. 196), les points de rencontre des hauteurs
des triangles ALy, Caf3, ABC, sont en ligne droite;
soient H;, H,, H ces points, H se trouve donc sur H,H,.
Mais la figure P37H, est un parallélogramme, de méme
que la figure P2f H, ; donc la distance de P a la droite
a3y est laméme que celle des points H,, H, 4 cette droite,
et par suite que celle de H. C. Q. F. D.

Remarque. — Ce théoréme démontre que dans tout
triangle ABC circonscrit 4 une parabole, le point de
rencontre des hauteurs du triangle est sur la directrice.

Car le point P peut étre considéré comme le foyer
d’une parabole inscrite dans le triangle ABC, laquelle
aurait pour tangente au sommet la droite af3y; d’aprés

ce qui précéde, la droite H,H, en serait la directrice.

Note, — MM. Legrand, éléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Vac-
quant); Rondeaux, du lycée Charlemagne, et Heurteau, de Sainte-Barbe,
donnent une solution peu différente. MM. O. Puel, du Prytanée de Ia
Fléche; Emperanger, du lycée de Bordeaux; A. Morel, du Jycée Louis-le~
Grand ; Roques, du 53¢ d’infanterie, s'appuient sur la propriété de la
parabole, démontrée comme corollaire dans la solution précédente.
Autres solutions géométriques de MM. Marini, maitre répétiteur au lycée
Louis-le-Grand ; A. Graber, de Zurich; A. D. et R., éléves de 1'Ecole Cen-
trale; de Vigneral.

Question 710
(voir p. 442);

Par M. L. LACAUCHIE,
Eléve de Sainte~-Barbe (classe de M. Moutard.)

Soient a, b, ¢ les milieux des c6tés d’un triangle ABC;
ay, by, ¢y les pieds des hauteurs;

a, By 7y o1, Byy 71 les points d’inter section (beys cby),
(ca‘, ac,), (ab,, b‘h)s (I’C, blci)a ((w, a¢q), (("ba ”11’1):
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M le centre du cercle circonscrit;

H le point d’intersection des hauteurs;

O le centre du cercle des neuf points.

Cette notation admise :

1° Les points a, 3, y.sont sur la ligne droite HM.

2° Les droites Aa,, BBy, Cy, sont paralléles entre
elles, et perpendiculaires ¢ HM.

3° Les quatre points a, 3, y1, A sont en ligne droite.
11 en est de méme des quatre points 3, y,, a4, B, et des
quatre points y, ay, 6y, C.

4° oy, 34, 71 sont les sommets d’un triangle conjugué
au cercle des neuf points (O).

5° Les droites aay, bf3;, cy, passent par un méme
point P; et pareillement les droites a,a,, b, c1y,
passent par un point P,.

6° Les deux points P et Py appartiennent au cercle
des neuf points.

7° Les points d’intersection (AB, «,f3,), (BC, 3,7,),
(AC, a;7,) sont une méme droite qui passe par P, P,.

{ScaroETER.)

Jappelle &, &', ¢ les points milieux des distances HA,
HB, HC par lesquels passe le cercle des neuf points. On
sait que les droites aa’, bd', cc’ sont des diamétres de ce
cercle.

1° Si je considére I'hexagone beyc'cb,b'b inscrit au
cercle des neuf points, les points &, H, O, intersections
des cOtés opposés, sont en ligne droite. En considérant
les hexagones ac,c'ca,a’a et ab,b'ba,a’a, on démon-
trerait de méme que les points 3 et y sont sur la droite OH,
qui n’est autre que MH.

2° Si nous considérons le quadrilatére inserit cc, b, b,
la polaire du point « o1t se coupent les diagonales est Aa,;
de méme, les droites BB,, Cy, sont les polaires des

12.
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points 3 et y. Les points «, {3, 7 étant sur une méme
ligne droite (MH) qui passe par le centre, les droites Aa,,
Bf;, Cy, seront paralléles entre elles et perpendiculaires
a la droite MH.

3° L’hexagone b, cabc,a, b, étant inscrit au cercle, les
points a, 3;, 7, sont en ligne droite. On démontrerait, en
considérant les hexagones a,cbac,b,a, et ab,c,a bca,
qu’il en est de méme pour les points 3, «,, y, et les
points v, a4, 3.

Or, les polaires des points 3, &, 7, sont les dvoites AB,,
A«, CB,, elles se coupent an méme point, donc Ac
passe par 3, et les points «, {3;, y;, A sont en ligne
droite. On démontrerait de méme que 3, y,, «;, B et
¥» &4, 31, C sont respectivement en ligne droite.

4° La polaire Ao du point &, passant par Biy 71, celle
de 8, par o4, y,, le triangle «, 3,7, est conjugué au cercle
des neuf points (O).

5°-6° Sil'on joint B, 3, on détermine sur le cercle (O)
un point P tel, que la droite qui le joint au point a passe
par a;. On a, en eflet, un quadrilatére inscrit acbP; cb
coupe la polaire de 3; en «; donc aP passera en e;. De
méme ab coupe cette polaire en y,, donc CP passcra
par y;.

On démontrerait de la méme fagon que a,ay, b,0,,
€17, se coupent en un méme point P, situé sur le cercle
des neuf points.

7° Soient Ay, By, C; les points d'intersection (AB,
a,3,), (BC, B171), (AC, ;7). Pa et P,a, se coupent
en a,, donc aa,, ou BC, et PP, se coupent en un point A,
de la polaire de «;, ou 3,7,. Donc A, est sur la droite PP,.
Il en est de méme de B, et C,.

On peut encore tirer d’autres conséquences de ces pro-
priétés.

8° Soient o, f3,, v« les points d'intersection des
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droites (Pa, P,a,), (Pb, P,b,), (Pc, Pyc,); et ay, Bs, 75
les points d’intersection des droites (B, B, C,y,), (A, 24,
Ca”/ﬂ)y (Ayay, B:@)-

Les points A,, B,, C, ont pour polaires aa,, [3,Bs.
71725 ces droites se coupent donc en un méme point, qui
est le pole de PP,.

9° a; est un point de la polaire de a4, ce point est donc
sur la droite Aof;7, A,. Les points 3,, 7, sont de méme
respectivement sur les droites BBy, B, et Cya,f3,C,.

10° L’hexagone cb, Pc, bP, ¢ étant inscrit au cercle des
neuf points, les points «, 33, y; sont en ligne droite. Il en
est de méme de 3, oy, 72 et de y, aa, Po.

11° Les polaires de @, f3; el y, élant les droiles Ay,
By, Cy71, le point a4 sera sur la droite Az, et sera le
pole de la droite «f337,. De méme 3; et y; sont sur les
droites B, et Cy,, et seront les poles des droites Bz 7,
et ya, f3,.

12° En appelant a4, f,, 7, les points de rencontre des
droites aety, B3, 77, deux a deux, on voit que le triangle
a, 3.7, est le triangle conjugué de ABC par rapport au
cercle des neuf points. Les polaires de a, a,, a; élant
171, Ayoy, BC qui se coupent en Ay, ces points sont en
ligne droite. Il en est de méme de 3, f3;, 3, et de vy,
T2y Vse

Donc, en résumé, on a: quatre droites contenant
chacune six points : (MOHafy), (AaPiyiAias),
(Bfey7:ByBs), (Cyayf31Cyy:) 3 une droite en contenant
cing (PP, A, B, C,); neuf droites contenant chacune trois
points : (“ﬁ:'/:)y (B“z‘/e)a (7“:52)7 (“1‘130‘5)7 (ﬁiﬁ!ﬁb),
(717274)s (Aagas), (BEif3s), (Cyiys): ces trois der-
niéres droites sont de plus perpendiculaires a MH ;— trois
groupes de trois droites passant par un méme point:
(aas), (8B4), (c71) par le point P (ay ), (64f4), (174)
par le point Pys (o es), (£3£2)s (7172) par le pole de PPy
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— enfin deux triangles : «;f,7,, conjugué de ABC par
rapport au cercle (0), et &, 8,7, conjugué de ce cercle.

Note. — Solutions analogues par le P. Autefage et par MM. Le Bel et
Talayrach.

BULLETIN.

(Tous les ouvrages annoneés dans ce Bulletin se trouvent a la librairie
’ de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 35.)

Iv.

Trarre pE GEoMETRIE DEscRipTIVE, par Jules de la
Gournerie, Ingénieur en chef, etc. Troisiéme partie.
xx-216 pages, et Atlas de 46 planches. Paris, 1864,
chez Gauthier-Villars.

La troisiéme Partie du Cours de Géométric descriptive se com-
pose de trois Livres consacrés a la théorie de la courbure des
surfaces, aux surfaces hélicoidales et aux surfaces topogra-
phiques.

Pour exposer la théorie de la courbure des surfaces, M..de
la Gournerie part du théoréme de M. Bertrand sur la déviation
de la normale. 1l en déduit la formule d’Euler, Vindicatrice de
M. Dupin et les surfaces osculatrices du second degré.

L’auteur discute ensuite la formule d’Euler dans les plus
grands détails; il fait voir qu'en général une surface se divise
en deux régions caractérisées par des indicatrices elliptiques ou
hyperboliques séparces par une courbe dont les points ont pour
indicatrices des paraboles,

Aprés avoir étudié les courbures des sections normales, on
détermine celles des sections obliques a 'aide du théoréme de
Meusnier. Lorsque le plan sécant devient tangent, ce théoréme
donne pour le rayon de courbure une valeur indéterminée.
Pour ce cas, M. de la Gournerie établit une formule pouvelle



fondée sur la relation

dans laquelle E est 'angle de contingence de la section normale
passant par P'une des asymptotes de I'indicatrice, £ I'angle de
contingence de la branche de courbe située dans le plan tangent
et tangente a laméme asymptote de Vindicatrice, et d la dévia-
tion de la normale 4 P'extrémité de I'axe considéré.

Comme exemple, M. de la Gournerie étudie les surfaces de
révolution et les surfaces gauches. Dans les premiéres, les sec- -
tions principales sont la courbe meéridienne, et la section nor-
male qui lui est perpendiculaire; les rayons de courbure prin-
cipaux sont le rayon de courbure de la méridienne et la portion
de la normale comprise entre le point considéré ct laxe de la
surface.

Les surfaces gauches sont & courbures opposées, et la géné-
ratrice qui passe en un point est une des asymptotes de I'indi-
catrice en ce point. L'autre asymptote est la génératrice de
I’hyperboloide osculateur.

Deux surfaces gauches qui se raccordent le long d’une géné-
ratrice sont osculatrices en deux points de cette génératrice.

Le lieu des centres de courbure d’une surface gauche corres-
pondant aux divers points d’'une méme génératrice est en
général une courbe gauche du quatrieme degré, qui est linter-
section du paraboloide formé par les normales, et d’un hyper-
boloide & une nappe.

Lorsque la génératrice considérée est singuliére, le parabo-
loide des normales devient un plan, et le lieu des centres dc
courbure est alors une courbe du second degré.

Comme application de cette théorie, M. de la Gournerie
¢tudie la surface gauche formée par les normales 4 une méme
surface mencées par les différents points d’une courbe tracée sur
cette surface, Pour exposer plus simplement les résnltats aux-
quels il est parvenu par 'analyse, M. de la Gournerie a recourt
a la considération ingénieuse de la droite auxiliaire, duc a
M. Mannheim.
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Si par le point central A d’une génératrice on éléve sur cette
droite une perpendiculaire AA’, égale au parameétre de distri-
bution, I'angle sous lequel on voit du point A’ un segment BC
de la génératrice est égal A I'angle que forment les plans tan-
gents en B ¢t C. Soit O un point quelconque de la génératrice,
menons par le point A’ une perpendiculaire PQ a A’O, et
soient en outre B’ et C’ les points de PQ qui se projetient en
B et C: I'angle B’OC’ est égal a I'angle que font entre eux les
plans tangents en B et C. D’aprés cela, quand on connait les
plans tangents en trois points O, B, C d’une méme génératrice,
il est facile de construire la droite auxiliaire PQ, relative au
point O, d’oit Pon déduit le point central et le paramétre de
distribution.

Dans le second Chapitre, M. de la Gournerie fait voir
comment on peut, i I'aide des théorémes d’Euler et de Meusnier,
déterminer le plan osculateur et le centre de courbure d'une
courbe donnée par ses deux projections.

Lorsque deux surfaces sont tangentes en un point, en gé-
néral elles se coupent suivant une courbe dont deux branches
passent par ce point. Pour obtenir les tangentes & ces deux
branches, il suffit de tracer les diamétres communs aux indica-
trices des deux surfaces.

Dans le troisiéme Chapitre, M. de la Gournerie démontre le
théoréme de M. Dupin sur les tangentes conjuguées; ensuite il
¢tudie les courbes d’ombre des surfaces gauches dans différents
cas particuliers, et arrive d des résultats nouveaux et intéres-
sants.

Enfin, M. de la Gournerie discute avec le plus grand soin
les parties réelles et les parties virtuelles des courbes d’ombre,
et obtient ce théoréme général :

Quand sur une surface la courbe d’ombre propre et la
courbe d’ombre portée se rencontrent, leurs tangentes sont con-
Juguées.

Lorsqu'une surface cst osculée par un plan, le théoréme de
M. Dupin ne donne plus la tangente & la courbe d'ombre qui
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passe par ce point; cela tient & ce que, dans ce cas, la courbe

d’ombre a deux tangentes; on détermine ces droites a I'aide du
théoréme suivant, dit 4 M. de la Gourperie : .

Quand une surface est osculée par un plan en un point, si elle
est éclairée par un point lumineux situé dans ce plan, le point
d’osculation appartient deux fois & la courbe d’ombre, ¢t les
deux branches sont tangentes aux deux droites qui forment le
diamétre de Uindicatrice du troisiéme ordre, par rapport a la
direction du rayon de lumicre.

Le quatriéme Chapitre est consacré aux lignes de courbure.
Pour déterminer celles des surfaces du second ordre, M. de la
Gournerie démontre le théoréme de M. Dupin sur les surfaces
orthogonales, et le théoréme de Binet sur les surfaces homofo-
cales du second degré. Il résulte de ces deux théorémes que les
lignes de courbure d’une surface du second degré sont les sec-
tions faites dans cette surface par les surfaces homofocales. Les
projections de ces lignes sur les plans principaux de la surface
considérée sont des courbes du second degré.

Sur une surface quelconque, on appelle ligne asymptotique
celle qui touche en chacun de ses points une des asymptotes de
I'indicatrice. Son plan osculateur est tangent & la surface. M. de
la Gournerie étudie les lignes asymptotiques des surfaces
gauches et des surfaces de révolution.

En général, le cercle osculateur d’une section normale 3 une
surface n’a qu’un contact du second ordre avec cette section;
mais pour certaines positions du plan sécant le contact s'éléve
au troisiéme ordre. On dit alors que ces sections sont sur-
osculées par des cercles. En un point d’une surface quelconque
ily a trois sections normales surosculées par des cercles. Pour
une surface du second degré, ces sections sont les deux généra-
trices, et la courbe dont le plan est conjugué du diamétre qui
passe par le milieu de la normale.

Sur une surface quelconque on peut concevoir une courbe
qui soit en chacun de ses poinis tangenle a4 une section nor-
male surosculée par un cercle. Pour une surface du second
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degré, une telle courbe est laligne de contact de la surface avec
une développable qui est circonscrite 4 la fois & cette surface et
4 uge sphére concentrique. Ces courbes, que M. Poinsot a
appelées polhodies, se projettent sur les plans principaux de la
surface, considérée suivant des coniques semblables et sembla-
blement placées.

Le second Livre, relatif aux surfaces hélicoides, est divisé en
cinq Chapitres.

Dans le premier Chapitre, M. de la Gournerie définit d’une
maniére générale la surface hélicoide comme le lieu des hélices
de méme axe et de méme pas qui passent par les différents points
d’une hélice donnée. 1l compléte cette définition en remarguant
que cette surface peut étre engendrée par la directrice tournant
autour de 1’axe d’'un mouvement uniforme, et ayant en méme
temps un mouvement uniforme de translation parallélement a
cette droite. La courbe directrice est appelée méridienne lors-
qu’elle est plane et que son plan passe par I'axe. Le rapport de
la vitesse de translation 4 la vitesse angulaire de rotation, qui
est un élément trés-important de la surface, n'avait jusqu’a
présent recu aucune dénomination particuliére; M. de la Gour-
nerie le désigne sous le nom de pas réduit, expression heureu-
sement choisie, car ce rapport n’est autre chose que le pas
commun des hélices divisé par 2x.

Lorsque la directrice est une droite, en général la surface est
gauche. L’hélice qui passe par le pied de la plus courte dis-
tance de Paxe d la génératrice est appelée hélice de gorge.
Quand Ja génératrice coupe I’hélice de gorge, la surface est
gauche, et quand la génératrice touche I’hélice de gorge, la
surface est développable.

Désignons par b le rayon de I'hélice de gorge, par . son pas
réduit, par f 'angle que sa tangente fait avec un plan perpen-
diculaire a I'axe, et par « Pangle que la génératrice fait avec le
méme plan. Ces quatre quantités définissent complétement la
surface, mais clles ne sont pas indépendantes les unes des autres,
car on a la relation
(1) h = b tangp.
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Sur un hélicoide gauche la ligne de striction est I'hélice de
gorge. Toutes les génératrices ont le méme paramétre. La va-
leur de ce paramétre est

(2) k = b(tangz — tangp).

Pour que deux hélicoides puissent s’appliquer I'un sur Pautre,
il faut que le paramétre des génératrices soit le méme, et que
ces droites coupent I'hélice de gorge sous le méme angle ¢, ce
qui donne la relation

(3) a—B=c¢.

k et ¢ étant donnés, tous les hélicoides dont les ¢léments sa-
tisfont aux trois équations (1), (2), (3) sont applicables les
uns sur les autres. En éliminant « et P entre ces trois relations,
on trouve

b* 4 h'— kcote.b + kh —=o.

Sil'on regarde b et & comme les coordonnées rectangulaires
d’un point variable, cette équation représente un cercle. Ce
cercle, indiqué par M. Bour dans son Mémoire sur la déforma-
tior des suzfuces, permet de déterminer immédiatement deux
des trois quantités &, % et «, lorsque I'une d’elles est donnée.

Tous les hélicoides de méme axe, correspondant & un méme
systéme de valeurs de /% et de «, ont les mémes plans tangents
4 linfini. Celui qui a pour rayon %cota est développable, il
est donc la développable asymptote de tous les autres.

Lorsque la génératrice se déplace en décrivant la surface,
elle rencontre une infinité de fois sa position primitive; par
chacun de ces points passe une hélice double. L’hélicoide
posséde donc une infinité d’hélices doubles ayant des rayons de
plus en plus grands.

Le second Chapitre renferme la théorie de I'hélicoide déve-
loppable.

Un hélicoide développable, déterminé par son aréte de re~-
broussement, a pour trace, sur un plan perpendiculaire 4 I'axe,
une développante de cercle. Cette surface est d’égale pente, car
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son cone directeur est de révolution. D’aprés cela, on résout
facilement les divers problémes relatifs aux plans tangents de
I'hélicoide développable.

Pour trouver les sections planes de cette surface, on peut
construire les projections d’un certain nombre de génératrices,
ct déterminer les points d’intersection de ces droites avec le
plan sécant. Mais il est préférable d’employer une méthode re-
marquable par son élégance et sa simplicité, due 3 M. Bour,
et qui s’applique i toutes les surfaces dont les génératrices font
un angle constant avec le méme plan.

Soit AB la trace horizontale d’une surface réglée dont les gé-
neratrices font avec le plan horizontal un angle constant «. Soient
PQ la trace horizontale du plan sécant et 6 inclinaison de ce
plan. Soient CM la projection horizontale d’une génératrice de la
surface, et CQ la perpendiculaire a cette droite, C étant la trace
horizontale de la génératrice et M la projection horizontale du
pointoi cette droite rencontre le plan sécant. Abaissons MD per-
pendiculaire sur PQ; si nous désignons par Z la hauteur du
point d'intersection au-dessus du plan horizontal, nous aurons

Z = MCtanga = MD tang®.

Dés lors la question revient 4 trouver sur la droite MC un
point tel, que le rapport de ses distances aux droites données
soit égal 4 un rapport donné. Pour cela il suflit de porter, a
partir d’'un point fixe O, deux longueurs OE ¢t OF respecti-

OE
vement paralléles & CQ et PQ, dont le rapport F

soit ¢gal
coth

A =3 la ligne EF est paralléle a MQ.

Si la surface considérée est développable, la droite CQ est la
trace horizontale du plan tangent, et par suite la droite MQ est
la projection horizontale de la tangente.

Pour faire le développement d’un hélicoide développable, il
sufit de remarquer que l'aréte de rebroussement ayant un
rayon de courbure constant, la transformcée de cette courbe est
un cercle.
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Le sujet du troisitme Chapitre est la surface de la vis i
filets triangulaires, qui est un hélicoide gauche dans lequel la
directrice rectiligne rencontre I'axe obliquement. L’hélice de
striction se réduit i I'axe, et le paramétre des génératrices est
égal et de signe contraire au pas réduit. Le cone directeur est
de révolution.

Pour déterminer une surface de vis i filets triangulaires, il
suffit de se donner une hélice et 'angle « que la génératrice
fait avec un plan perpendiculaire  I'axe.

La trace de la surface sur un plan perpendiculaire & I'axe
est une spirale d’Archiméde.

Pour construire le plan tangent en un point de la surface, il
suffit de déterminer la tangente 4 I'hélice qui passe par ce point,
et de mener un plan par cette droite et par la génératrice. De
cette construction on déduit la suivante : par la trace horizon-
tale de I'axe et du coté ol s’étend la spirale d’Archiméde, on
éléve une perpendiculaire i la projection de la génératrice,
égale A h cota; la droite qui joint Pextrémité de cette perpen-
diculaire a la projection du point donné est perpendiculaire i
la trace horizontale du plan tangent cherché.

Pour construire la courbe d’ombre dans le cas de rayons
paralléles, par chaque génératrice ou fait passer un plan pa-
ralléle aux rayons lumineux, et on détermine le point de con-
tact par la méthode précédente. M. Poncelet a simplifié cette
construction en remarquant que la droite qui donne la projec-
tion horizontale du point de contact passe par un point fixe.
M. de la Gournerie a modifié cette construction de maniére a
obtenir un tracé plus rapide et plus exact.

Dans le cas de rayons divergents, on fait passer des plans
par le point lumineux et les diverses génératrices, et on déter-
mine les points de contact.

Les tangentes et les asymptotes des courbes d’ombre se dé-
terminent a I'aide du théoréme des tangentes conjuguées, qui
conduit, dans ce cas, 2 une construction facile, car I'une des
asymptotes de Dindicatrice est la génératrice elle-méme, et
Vautre se déduit aisément de la proposition suivante : ‘,
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Quelle que soit la génératrice que l'on considére, si on éléve
a sa projection horizontale une perpendiculaire égale & 2 h cota,
par le picd de Uaze et du c6té ot s’étend la branche de la spirale
d’ Archiméde sur laquelle est sa trace, Uextrémité de cette droite
appartient aux projections horizontales des secondes asymptotes
des indicatrices des différents points de cette génératrice.

Comme application de ces théories, M. de la Gournerie
donne la construction des ombres d’une vis 2 filets triangulaires
et de son écrou. 1l termine ce Chapitre en faisant voir que dans
certains cas la surface de la vis A filets triangulaires peut étre
employée comme surface de raccordement. Il donne comme
exemple la surface ganche lieu des normales & un céne de révo-
lution, menées par les divers points d’une section plane de cette
surface.

Le quatriéme Chapitre contient la théorie de la surface de la
vis a filets carrés, clest-d-dire de la surface engendrée par le
mouvement hélicoidal d’une droite autour d'un axe qu'elle
rencontre 2 angle droit. Cet hélicoide est tout A la fois une va-
riété de la surface de la vis a filets triangulaires et un conoide
droit. On peut y tracer des hélices, dites hélices excentriques,
qui résultent de I'intersection de la surface par des cylindres
de révolution dont une des génératrices coincide avec I'axe de
la surface.

Pour déterminer une surface de vis A filets carrés, il suffit de
se donner I'axe et une h¢lice directrice. Le plan tangent en un
point quelconque se détermine i I'aide d'un paraboloide de rac-
cordement. Les sections planes s’obtiennent en prenant les
points de rencontre d’'un certain nombre de génératrices avec le
plan sécant. On constrauit les courbes d’ombre en faisant passer
des plans lumineux par les génératrices et déterminant les
points de contact. Dans le cas de rayons paralléles, la courbe
d’ombre est une hélice excentrique.

La surface de la vis i filets carrés est la seule surface gauche
dont les rayons de courbure soient, en chaque point, égaux et
de signes contraires.
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Le cinqui¢me Chapitre est consacré aux surfaces hélicoides
non réglées.

Une surface de ce genre est donnée par son axe, par son pas
et par une directrice curviligne. On détermine I'intersection de
la surface par un plan, en prenant les traces, sur ce plan, d’un
nombre suffisant d’hélices. Les plans tangents et les lignes
d’ombre se construisent i I'aide des surfaces de vis a filets trian-
gulaires de raccordement, engendrées par les tangentes de la
courbe méridienne.

Si I'on considére un axe fixe OZ, une courbe AB située dans
un plan passant par cet axe, un point M de cette courbe, et
les différentes surfaces hélicoidales que peunt engendrer la
courbe AB en se mouvant autour de 'axe OZ, les asymptotes
des indicatrices de ces surfaces correspondant au point M
forment un cone du second degré. Ce céne, dont la considéra-
tion est due 4 M. de la Gournerie, est symétrique par rapport an
plan ZOM; T'une de ses génératrices est parall¢le a I'axe, les
asymptotes de I'indicatrice de la surface de révolution engen-
drée par AB sont denx autres génératrices de ce cone. 1l est
en outre facile de trouver un plan qui coupe ce cone suivant
une ellipse dont la projection sur un plan perpendiculaire a
Paxe soit un cercle. Dés lors, on peut aisément trouver V'inter-
section de ce cone par un plan quelconque, ce qui permet de
déterminer Vindicatrice d'une quelconque des surfaces héli-
coidales produites par le déplacement de AB autour de OZ.

Le dernier Livre, relatif aux surfaces topographiques, se com-
pose de deux Chapitres.

Le premier contient les solutions des principaux problémes re-
latifs & ces surfaces, résolus par la méthode des projections cotées.

Dans le second Chapitre, M. de la Gournerie fait voir
comment un tableau graphique peut représenter une table nu-
mérique i double entrée. Dans certains cas, au lieu de construire
la figure qui correspond i la formule donnée, on construit celle
qui correspond 4 la formule obtenue en prenant des variables
auxiliaires. Cette nouvelle figure est dite 'anamorphose de la
premiére,
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On voit par cette analyse que le nouvel ouvrage de M. de la
Gournerie est un grand et beau travail, ol I'on trouve les
théories les plus nouvelles et les plus intéressantes. Aussi nous
conseillons la lecture de ce traité, non-seulement aux personnes
qui s’occupent spécialement de Géométrie descriptive, mais a
tous ceux qui étudient la Géométrie de 1'espace; ils y trouve-
ront les découvertes les plus récentes exposées avec la plus
grande clarté.

M. de la Gournerie a le plus grand soin de citer les géométres
qui se sont avant lui occupés du méme sujet, et d’indiquer les
sources o0 il a puisé. Aussi, nous nous sommes fait un devoir
de signaler les parties de I'onvrage qui sont le résultat des re-
cherches personnelles de M. de la Gournerie. Si nous avons fait
quelques omissions, elles sont tout 4 fait involontaires.

Enfin, un point trés-important, et auquel M. de la Gournerie
a donné toute son attention, ce sont les constructions gra-
phiques; il a toujours choisi les plus simples et les plus exactes
au point de vue de I'exécution, et les épures qui accompagnent
le texte sont de véritables modéles de I'art du trait.

L. Gros.
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