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NOTE SUR UN LIEU GÉOMÉTRIQUE;

PAR M. PAUL SERRET.

Par les extrémités d'une corde fixe ah d'une conique
donnée C (ou par les extrémités de Tune quelconque des
cordes parallèles à celle-là) Ton fait passer une série de
coniques T hoinothétiques entre elles; et, menant deux
tangentes communes à chacune de ces coniques et à la
conique donnée, on demande le lieu décrit par le point de
concours de ces tangentes.

Ce problème, qui, abordé de la manière la plus natu-
relle, donnerait lieu sans doute à une élimination plus
que laborieuse, a été résolu très-simplement par MM. les
professeurs Mister et Neuberg (novembre i863, p. 48i,
Nouvelles Annales). On peut toutefois, en conservant
leur méthode, qui est parfaite, modifier avec avantage le
calcul dans lequel ils l'ont développée; et montrer, dans
une notation plus symétrique, en même temps que la so -
lution de la question générale, un exemple de l'utilité que
Ton trouve souvent à ne développer pas, dès le commen-
cement, les diverses fonctions qui entrent dans un calcul,
et à les retenir, au contraire, jusqu'à la tin, sous leur
forme la plus concise.

La courbe fixe donnée et Tune des courbes homo thé-
tiques variables ayant, en général, un système de diamè-
tres conjugués de mêmes directions, nous supposerons
les axes parallèles à ces diamètres; eten désignant par

(o) Ax' + C/2 -
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la courbe donnée, nous poserons

D = X, C j - f - E ^ Y ;

D = X,, Cxo-h E = Yo;

-H (Dr0 -f- E/o -4- F) =- P :

cette dernière fonction, égalée à zéro, représentant la
polaire du point (.r0, jQ) par rapport à la courbe (o).

Ces notations posées, le système des deux tangentes
menées, d'un point (#<»ƒ©) du lieu, à la courbe donnée,
ayant pour équation

<p><Po— P ' — O,

une conique quelconque, inscrite dans l'angle de ces deux
tangentes, est, avec trois paramètres variables a, |3, y,

(1) ?.?o—I>2-t- (a-r-f-pj + v ) 2 - o;

et si Ton retranche de cette équation l'équation (o) mul-
tipliée par (p0? il vient

ou

quation d'un système de cordes communes aux courbes
( o ) e t ( i ) .

Il reste maintenant à exprimer que la courbe (i) est
homolhétique à une courbe donnée, telle que

(3) A'-r'-hCV-f- D ' . r + . . . = o,

et que Tune des cordes (2) est donnée de position, ou de
direction seulement.



Or l'équation (i), partiellement développée, est

et Ton a, dès lors, entre les deux premiers des trois para-
mètres variables a, j3, y, les deux relations

(1) afcrX.Y.,

A' — C'

L'une des droites (2) doit coïncider avec la corde don-
née nb^ mx -4- ny •+- p = o ; l'on a donc, en outre,

g±X„

ou seulement, puisque le paramètre y n'entre pas dans
les relations (I) et (II),

1-£=-.- (h-II) :
m n ""t~" \ m n )

(III]

et il ne reste plus qu'à éliminer a et |3 entre les équa-
lions (I) , (II) et (III).

Or, de cette dernière élevée au carré et simplifiée par
l'emploi de la relation (I), il résulte

a2 p2 XJ Y2
Q

tu2 ri1 m"1 n2

ou

Les équations (II) et (III') sont maintenant du premier
degré en a8 — XJ, |32 — Y^ ; elles donnent

4-



( 5a )
d'où

, _ v * « ' (AC-CA ' ) « ' (AC-CA' )

et de ces valeurs substituées dans l'équation (I ) , ou
a2(32=Xj|YJ, il résulte, en supprimant les termes •+
et — XJYJ, et divisant par le facteur en évidence
AC' - CA'

AC' — CA'
— ; — _ »tf = O.

Telle est l'équation du lieu cherché. Les fonctions Xo,
Yo, <p0 y ont la signification indiquée, et le lieu est tou-
jours une courbe du second ordre.


