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DEMONSTRATION DE QUELQUES THEOREMES DE GEOMETRIE
ENONCES DANS LES NOUVELLES ANNALES
(voir t. XX, p. 83 et 140);

Par M. En. DEWULF,

Capitaine du Génie (a Bougie).

1. La courbe enveloppe des cordes communes & une
courbe fixe du degré m et aux courbes d’un faisceau du

degré n, est de la classe -;-m(m —1)(2n—1).

{E. oe Jonquikres.)
Soient

Fm('z" .7) =o, f;.(x, )') =+ M’"('Tr .7) -0, y=pr,

les équations de la courbe, du faisceau et d'une droite
passant par l'origine.
Les équations

(1) Fu(r, pz)=o0,
(2) So(@y px) + Az, pz) =0,



(112)

donnent les abscisses des points ot la droite coupe la
courbe et le faisceau. Eliminons x, et exprimons que
la résultante R a deux racines p égales. L’équation de
condition que nous obtiendrons ainsi ne renfermera plus
que A. Toutes les valeurs de A qui satisferont a cette
équation détermineront des courbes du faisceau qui au-
ront avec F,, = o des cordes communes passant par I'ori-
gine.

Pour quc R = o ait deux racines égales, il faut que

dR . .
R=ocet =0 aient une racine commune.
P

La résultante R’ de ces deux derniéres équations sera
du degré

m{mn —1) 4+ m'n

en A, parce que R = o est dudegré mn en p et du degré
m en X.

Parmi les valeurs de A données par R'=o se trouvent :
1° celles qui déterminent les courbes du faisceau qui
passent par les m(m —1) points de contact des tangentes
menées par P'ovigine a I,,; 2° celles qui déterminent les
m(2n —1) courbes qui passent parles m (272 —1) points
d’'intersection de F,, et de la courbe lieu des points de
contact des tangentes menées par un point aux courbes
d’un faisceau d’ordre 1, courbe qui est de Pordre 21 — 1,
ainsi que nous le verrons plus loin.

Ces deux catégories de courbes ne satisfont pas, a pro-
prement parler, 2 la question, les cordes communes
qu’clles fournissent étant infiniment petites. Le degré de
R’se réduira donc 4

m(mn —1) 4+ mn—m(m—1)—m(2n—1)
on
m{m—1)(2n—1).

Chaque valeur de A nous donne deux valeurs égalesdep ;
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. I
on peut donc, par un point, mener ;m(m—x)(z n—au)

tangentes au lieu. C. Q. F. D.

2. Une transversale tourne dans un plan autour
d’un point fixe S, et rencontre a chaque instant, en m
points, une courbe géométrique C,, de degré m, tracée
dans ce plan; sil’on méne les tangentes et les normales
a C,, en ces points d’intersection, les tangentes se cou-
pent deux & deux sur une courbe Z, et les normales se
coupent aussi deux a deux sur une courbc Z’.

1° Le degré de Z est %m(m——-x)(zm—S); cette

courbe passe par chacun des (m —2) points de C,,
autres que les points de contact, qui sont situés sur cha-
cune des m(m —1) tangentes & C,, issues de S. Chacune
des tangentes & C,,, en ses points d’inflexion ou de re-
broussement, est une tangente multiple de Z d’un ordre
de multiplicité égal & m —1.

2° Le degré de T/ estém(m——x)(zm-—-l). Silon

mene par S des paralléles aux m asymptotes de C,, et
ensuite des normales a cette courbe en tous les points
ou ces paralléles la rencontrent & distance finie, on ob-
tiendra d’abord m(m—1) droites paralléles aux asymp-

g . I
totes de Y. En outre, il existe, sur C,,, ;m (m—1) (2m—23)

paires d'éléments infiniment petits, paralléles deux a
deux, et situés deux a deux surdes droites concourantes
en S. Les normales en ces points, a C,,, sont les directions
des autres asymptotes de Z'. On a, en effet,

m(m —1) +§m(m-—1) (2m — 3)::—;-m(m —1) (2m —1).

Les normales a C,, en ses points d'inflexion ou de
Ann. de Mathémat , 2¢ série, t. I1. (Mars 1863.) S
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rebroussement sont des tangentes a X' de l'ordre m — 1.
(E. pE JonQuIEREs.)

Je vais déterminer le degré d’'une courbe X’ résultant
des intersections deux a4 deux de droites menées par les
points ou la transversale coupe C,, et faisant en ces points
un angle « constant avec C,,.

Voyons en combien de points une transversale L coupe
2", Par tout point Mde L on peut mener m? droites cou-
pant C,, sous un angle constant, et les points d’intersec-
tion sont sur la premiére polaire inclinée de M par rap-
porta C,, (voirla Théorie des polaires inclinées, 1. XVIII
et XIX). Les premiéres polaires inclinées de tous les
points de L forment un faisceau d’ordre m. Il y a donc
autant de points de " sur Lqu'il y ade cordes communes
a ce faisceau F,, et a C,,, passant par S. D’aprés le théo-
réme précédent, cc nombre est

:—:m(nz—l)(zm —1).

Si a = go°, X" devient X' et le degré ne change pas.
Si a = 0, &’ devient T et le degré devient

-

ém(m —1)(2m —3),

parce que le degré du faisceau des premiéres polaires
s’abaisse d’une unité.

Soit SA une tangente a G, en un point «, SA coupe C,,
en m—2 autres points. Soit «; un de ces points : a;o
représente deux tangentes menées de a; a C,,; la corde
de contact passe par S, donc a; se trouve sur Z.

Menons une transversale L passant par I’origine et par
un point a d’'inflexion de C,. Les tangentes menées par
les m — 1 points, autres que o, ou L coupe C,,, coupent
la tangente en « en m — 1 points 3. Menons une trans-
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versale Lo/ par un point «’ infiniment voisin de « sur la
courbe. Cette transversale coupe aussi C,, en m —1 points
autres que &', et les tangentes a €,, en ces points coupent
la tangente en x en m — 1 points 3’ infiniment voisins
des points 8. Il y a donc m — 1 éléments 33’ de Zsur la
tangenteen ¢ A €, . c. Q. F. D.

Si 'on méne par S des paralléles aux m asymptotes de
C..et ensuite des normales i cette courbe en tous les points
ou ces droites la rencontrent & distance finie, on obtien-
dra d’abord m(m — 1) droites paralléles aux asymptotes
de 2. Ceci est clair.

La droite de l'infini coupe Z en -’;m (m—1)(2m—3)

points, et par chacun de ces points on peut mener une
paire de tangentes dont les points de contact sont en
ligne droite avec S et qui donnent sur C,, des éléments
paralléles deux & deux, qui fournissent chacun une direc-
tion d’asymptote de Z'. C. Q. F. D.

On démontrerait, comme plus haut, que les normales
a C,, en ses points d’inflexion ou de rebroussement sont
des tangentes a 2’ de V'ordre m — 1.

On peut transporter ces propriétés a Z”.

3. Etant données dans un plan deux courbes géo-
métriques, l'une C,, du degré m, et I’autre de la classen;
siune tangente roule sur celle-ci et que par les points
ot elle rencontre C,, on méne & cette courbe des tan—
gentes et des normales :

° Lest t t d 1 d .
1 s tangentes se coupent deux & deux sur une

courbe X du degré ; mn(m—1) (2m —3).
2° Les normales se coupent deux & deux sur une
, 1
courbe X, de degré 5 mn(m—1) (2m —1).

(E. pe Jonquikres.)
8.
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Cherchons le degré d’'une courbe Z) résultant des
intersections deux a deux de droites passant par les points
ou la tangente mobile coupe C,, et y faisant avec C,, un
angle constant a.

Ce degré est égal au nombre des tangentes communes
a la courbe Z’; trouvée plus haut, et a la conrbe de la
classe 75 il est donc égal a

1
5 mn (m—1)(2m—1).
Le méme raisonnement donne pour le degré de X,
I
5 mna(m—1) (2m — 1),
et pour celui de &,
1
—mn(m —1)(2m— 3).
5 Ml

Le procédé de démonstration appliqué au premier
théoréme ci-dessus peut aussi démontrer un théoréme
énoncé par M. Moutard : « Etant données deux sur-
Sfaces, Uune du degré m, l'autre du degré n; si d’un
point S on projette tous les points de la courbe d’inter-
section sur un plan, cette courbe projection aura
mn(m —1)(n —1)

2

points doubles.

Note de M. Dewulf. —Voici comment M. Cremona
démontre que le lieu Z des points de contact des tangentes
menées d’un point o a tous les courbes d’'un faisceau F,
est de Pordre 27 — 1 (woir son Introduzione ad una
teoria geometrica delle Curve piane). Soit F, le fais-
ceau des premiéres polaires de o par rapport a F,. Les
points ou une courbe de F, est coupée par la courbe cor-
respondante de F, sont les points de contact des tangentes
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3 la premiére courbe issues de o; le lieu cherché est donc
aussi le lieu des intersections des courbes correspon-
dantes des deux faisceaux homographiques F, et F,. Or,
d’aprés un théoréme de M. de Jonquiéres, le degré de ce
lieu est égal 4 la somme des degrés des faisceaux, ou 27—1.

La courbe Z, que nous venons de considérer, est aussi
le lieu des points doubles des involutions de degré n que
détermine un faisceau F, sur toutes les droites qui pas-
sent par le point o. (Poir un Mémoire de M. de Jon-
quiéres, Annali di Tortolini.)

On peut démontrer les théorémes suivants :

Quand le point o décrit une courbe de degré n, I'en-
veloppe des courbes Z qui correspondent & chacune des
positions de o est de I'ordre m (22 —1) (2m —1).

Par un point il passe généralement n(2n—3) droites
ui déterminent dans un faisceau d’ordre n des involu-
tions ayant un point quadruple.

Un faisceau de I'ordre n et une droite déterminent unc
involution de l'ordre n, le rapport anharmonique de
quatre groupes de cette involution est constant, quelle que
soit ladroite, et quel que soit le pdle pris sur la droite,
si les quatre groupes sont toujours déterminés par les
quatre mémes courbes.

Il résulte de ce théoréme que la série des centres har-
moniques des groupes de 7 points en involution que dé-
termine un faisceau F, sur une droite quelconque est
homographique (ou projective) a4 la série des centres
harmoniques de I'involution d’une autre droite quel-
conque, ou, en d’autres termes, que les involutions qu’un
faisceau détermine sur deux droites sont toujours projec-
tives. (¥ oir Cremona, Introduzione, etc., p: 18.)

Deux faisceaux homographiques (ou projectifs) déter-
minent sur deux droites des involutions projectives.




