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AVERTISSEMENT DES REDACTEURS.

Les Nouvelles Annales de Mathématiques s'adressent,
comme 'indique leur titre, aux jeunes gens qui veulent
entrer 4 'Ecole Polytechnique ou i I'Ecole Normale;
elles s’adressent aussi aux Professeurs, puisque tous les
travaux qui tendent a perfectionner I'enseignement des
Mathématiques spéciales, simplification des théories, dé-
veloppements et applications des diverses méthodes, di-
vulgation des découvertes récentes, sont de leur ressort.
En général on n’admettra point d’articles relatifs au calcul
infinitésimal, 3 moins qu’ils ne soient fort courts et d’une
nature suffisamment élémentaire. On ne fera d’exception
a cette régle que pour les questions proposées au concours
d’agrégation des lycées, questions quiintéressent spéciale-
ment un grand nombre de Professeurs.

A partir de 1863, le Bulletin de Bibliographie, d’ His-
toire et de Biographie mathématiques, qui paraissait a la
suite des Nouvelles Annalcs avec une pagination dis-
tincte, sera réuni au corps du journal (*). Comme par le
passé, cette partie de notre publication sera consacrée a
analyse des ouvrages récents, a des extraits de journaux
étrangers, a des biographies de savants. Pour ce qui con-
cerne la partie historique, nous ferons usage de précieux
matériaux réunis par M. Terquem. Nous serons en me-
sure de donner en 1863 la biographie de Gauss et celle
de Gergonne. L’histoire des hommes qui ont voué leur

(*) Chaque numéro des Nouvelles Annales sera composé de trois feuilles.
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existence a la recherche de la vérité est féconde en ensei-
gnements de plus d’'un genre. On y apprend 'abnégation,
la modestie, 'amour du travail. Les jeunes gens et méme
les hommes faits ne sauraient étre 4 meilleure école.

Pour atteindre leur but, les Rédacteurs n’épargneront
aucune peine : mais ils comptent surtout sur la collabo-
ration des savants frangais et étrangers et sur celle des
éléves, auxquels s’adressent principalement les nom-
breuses questions proposées dans le journal.

Gerono et Prouner.

Paris. — Imprimerie de Mallot-Bachelier, rue de Seine Saint-Germain, 10,
prés Plnstitut.
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QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE
POLYTECHNIQUE (1862);

SorutioNn pE M. Gaerano DE LYS.

Trouver le lieu des centres des surfaces représentées
par Uéquation

4y — 2+ 2px3+ 29yz — 2ax — 2by + 2cz =0

(a, b, ¢ étant des nombres positifs donnés, p et q des
paramétres wvariables) : 1° lorsque p et q warient de
toutes les maniéres possibles ; 2° lorsque p et q varient
de maniére a ce que l’équation représente un cone.
Distinguer la partie du lieu qui correspond & des hyper-
boloides & une nappe de celle qui correspond a des hy-
perboloides a deux nappes.

Si 'on rapporte la surface a son centre, I'équation
prend la forme

xl e yt— 2P 2prz 4 29yz — ax’ — by + ¢z’ = o,

(x',y', 2') désignant les coordonnées du centre. Sous cette
forme, qui se raméne facilement i la suivante :

{2+ pa)+ (y + @2V — (P4 ¢+ 1) — a2z’ — by + ' =0,



(6) ;
on reconnait que I’équation représente généralement des
hyperboloides &4 une ou deux nappes suivant le signe de
la quantité
ax’ + by’ — ¢?/,

savoir :

az' + by'— es’ > o0.... Hyperboloide & une nappe.

az'+ by’ —cz’ < o.... Hyperboloide & deux nappes.

ax’+ by'— ¢z’ =o.... Cones.

Le lieu des centres dans les deux premiers cas s’ob-
tient facilement par I'élimination de p et ¢ entre les
trois équations qui déterminent le centre

(1) 2’ - pr' —a=o,
(2) ' +qgi —b=o,
(3) px +qy' —2 + c=o.

L’élimination donne
1y 2 — au — by’ — 2’ =0,

. . , . . ab
équation d’une sphére dont le centre est au point 7

¢ @+ b ¢
- et dont le rayon est .
2 v 4

2° Lorsque p et ¢ varient de maniére a ce que I'équa-
tion représente un cdne, le lieu des sommets des cones
est déterminé par les deux équations

4+ gy 2 — ax’ — by — ¢z = o,
axr’ + by’ — ¢z =o.
Le lieu est donc un cercle de la sphére déja trouvée.

Le plan ax’ + by’ — ¢z’ = o coupe la sphére en deux
zones,

Celle qui est au-dessous du plan et pour laquelle on a
az' + by’ — e’ >0,

est le lieu des centres des hyperboloides a une nappe.
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La zone qui est au-dessus du plan et pour laquelle
on a
ax' + by — 7' <o,

est le lieu des centres des hyperboloides 4 deux nappes.
Une remarque intéressante, c'est que 'un des para-
métres p ou ¢ étant supposé constant, on a l'équation
générale des hyperboloides qui admetient pour sections
planes communes une hyperbale équilatére et un cercle.

Note du Rédacteur. — Des solutions peu différentes
nous sont parvenues en assez grand nombre; nous nous
en tiendrons & la précédente, qui répond d'une maniére
simple et compléte a la question proposée.

QUESTION PROPOSEE EN COMPOSITION POUR L’ADMISSION
A L’ECOLE NORMALE (1862);

Sorution pE M. L. P,
Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Briot).

Par les extrénutés A, B d'une corde AB d’yne lon-
gueur constante et inscrite dans un cercle donné O, on
mene des droites AM, BM respectivement paralléles a
deux droites fixes; trouver le lieu de U'intersection M
des deux droites AM, BM.

Prenons pour axes des coordonnées OX, OY des paral-
leles aux directions fixes, menées par le centre O du
cercle. Soient 8 angle YOX des axes; 6, I'angle constant
BOAj; o Fangle variable AOX; P et Q les points ou les
droites BM, AM prolongées coupent les axes OX, OY;
x, y les coordonnées MQ, MP du point M, et r le rayon
du cercle.
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Les triangles OAQ, BOP donnent

roo. roo.
Y —"s‘i;]—éSlﬂ“, «T:—-"si—neslll(e—' 9.—&).

De ces deux équations, on tire

y.sinb sin§ .

5 cose=———— [x+4 ycos(6—8,)];

sme = T r.sin(6—6,)

¢t en substituant dans sin*a 4 cos*az =1, on obtient
pour I'équation du lieu
‘ r*sin? (6 —6,)

a4y + 2xy cos(6 — 6,) = Py

On voit que le lieu est une ellipse rapportée a son
centre. Si on avait 6 =06,, le lieu serait la droite
(x +_}’) = 0.

Ce cas particulier écarté, il est facile de voir que les
axes de l'ellipse sont dirigés suivant les bissectrices des
angles des axes; car I’équation obtenue reste la méme,
lorsqu’on change x en y et y en x, ou bien encore x en
—y, et —y enx.

On aura les longueurs des axes, en déterminant les
points de rencontre de la courbe et des bissectrices des
angles des coordonnées. On trouve, pour les longueurs
des demi-axes,

. /06— 6, (9—91>
rsin r cos
(=) ;

R4

. 8 6
sin — cos —
2 2

L’ellipse est ainsi déterminée de grandeur et de posi-
tion,
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QUESTION D’EXAMEN — ECOLE POLYTECHNIQUE (1862);
SovurioNn pe M. Arrerep BRISSAUD,

Eléve en spéciales (institution Loriol ).

Conditions de convergence et somme des termes
de la série:
1.2.3...pxP+2.3...p(p—+1)zr*
+3.4.5... (p+2)arrr 4. ...
1° Le rapport de deux termes consécutifs est en général

(111-4—1)(m+2)...(m+p)(m+p+1)r_m+-p+1
m(m~+1)...(m+p—i1)(m+p) m w5

sa limite est x; donc la condition de convergence est
x < 1. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, & <[1.
2° Pour p =1, la série convergente considérée devient

z+22+ 320+ 4ot 4. ...
Désignons sa somme par xy, on aura
y=1+o2x+324+423+....

Or, 14 22+ 3x2+... est la dérivée de

Izt =

donc y est la dérivée premiére de

I—x

En prenant les p dérivées successives de

» on lrouve

§ —

1+ 22+ 322+ 42° +. ..

\ 1
= deérivée premiére de = (1—=z)7,
P —a
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1.2+ 2.3x43.422+...

bivd 1
= dérivée secorde de =12 z),

1.2.3...p+23..(pH)z+...=1.2...p(1 —x) e+,

Multipliant les deux membres de cette derniére égalité
par x”, le premier membre devient la série considérée,
dont la somme est
1.2.3... pxP
(1—ap+

QUESTION D'EXAMEN — ECOLE POLYTECHNIQUE (1862);
SorutioN pE M. Grorces VACOSSIN,

Eléve en spéciales (institution Loriol ).

Tatorime, — Tout plan passant par les milieux de
deux arétes opposées d’un tétraédre le décompose en
deux parties équivalentes.

Ce théoréme, démontré dans les auteurs par les pro-
priétés du quadrilatére gauche, peat aussi étre établi par
les considérations suivantes.

Soit DFEG un plan passant par les points milieux D,

S
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E des cotés opposés du téwraédre S,ABC. Ce plan dé-
termine deux pentaédres équivalents.

Tragons les deux plans DCG, DBI : le pentaéddre
inférieur est décomposé en deux pyramides D, ACG,
C,DFEG respectivement équivalentes aux deux pyra-
mides D,SFB, B,DFEG qui composent le pentaédre su-
périeur.

En effet, les pyramides quadrangulaires de méme base
DFEG ont méme hauteur, car le plan de cette base passe
par le milieu de la droite des sommets ; par suite ces py-
ramides sont équivalentes. En second lieu, D,ACG est la
moitié de S,ACG; D,SFB est aussi la moitié de A,SFB.
En outre, S,ACG est équivalente a A,SFB: car soient
V le volume du tétraédre donné, d, d’ les distances du
plan sécant aux sommets A ou S, Bou C, on a

S,ACG __ACG _AG__ d
V. —ACB_ AB d—+d'’
A,SFB__BSF _SF _ d
V ~ SBC T SCT d+d’

Donc S, ACG est équivalente 3 A,SBF, et de ces deux

, .

résultats on conclut I'équivalence des pentaédres.

Obssrvations. — 1. Des égalités précédentes, on con-
clut pour la mesure des deux tétraédres

D,ACG = D,SFB= — 4
2(d+d’)
et pour | vd
pour leur somme (7:‘7'—)

A désignant I'aire de la section, on a pour les volumes
des pyramides quadrangulaires
d’A

C,DFEG = B,DFEG = —~-
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Comme ces quatre pyramides composent V,
_ Vd  ad'A
d+d’ +3

et

V=§(d+d')A.

II. Si D désigne la longueur de Varéte AB, « 'incli-
naison de D sur le plan sécant,

d+g'=Dsina, V=3 Dsina.A.

III. Sile plan tourne, D et V restant constants,

donc A varie en raison inverse de sine.

QUESTION 105

( voir tome 1V, page 560);

SoLutioN pE M. Apramam SCHNEE,
Eléve du lycée Charlemagne.

Considérant comme coordonnées rectangulaires d’un
point les rayons de courbure des extrémités des dia-
métres conjugués d’une méme ellipse, le lieu du point
est 'enveloppe d’une droite de longueur constante in-
scrite dans un angle droit. . (BrassinE. )

L’expression du rayon de courbure d’une ellipse en
fonction de 'abscisse du point considéré est
(a* — c*2?)?
p = —

' a'b
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Si
b?

a'm

Yy =mz, y=——
sont les équations de deux diamétres conjugués de I'el-
lipse ‘

ay + bx? = a’ b,

on sait que les abscisses des points de rencontre avec la
courbe sont données par

a? b? R a‘ m?

y J— a— N
=y =
a?m? 4 b? a*m? + b*

x et y étant les coordonnées courantes d’un point de la
courbe cherchée, on aura donc,

3

(/ s 2 n2 b’ H i i 2 ai ,“2 A2
a' — ¢! ———— at ——? —————
\ a*m* 4+ b* a* m? 4 b?
= ab rE Ry ’

d’ou Pon tire

a‘c*m?
a*m? + b?

2 2 h2 o2

kY a (4
(a‘ b;)“ —a - —
a*m? -+ b?

ol

= a*

{a* by)

Eliminant m? entre ces équations, on a I'équation du lieu
cherché

2 2 al+b2
4yt =—
a® b?

c’est 'enveloppe d’une droite de longueur constante

3
(a* + 8%)?
ab

inserite dans un angle droit, celui des axes de 'ellipse.
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NOTE SUR UN PROBLEME CONNU;
Par M. Pauvr SERRET.

Une corde AB d’une conique est vue, d’un point fixe
O, sous un angle constant, trouver Uéquation de son
enveloppe.

Ce probléme, résolu géométriquement dans le 7T'raité
des Propriétés projectives, n'a été étudié par 'analyse
que dans le cas particulier de I'angle droit. Voici cepen-
dant, pour le cas général, une méthode trés-simple, fon-
dée sur la transformation des équations, et qui s’appli-
querait avec la méme facilité a une courbe de degr¢
quelconque, ou i certaines questions analogues de la
géométrie de I'espace.

Soient
(1) Sz, r)=o,
(2) yYy=—mr—+n

les équations de la conique donnée et de la corde variable
AB, rapportées a des axes rectangulaires quelconques; et

(3) »(z)=o0

I'équation ayant pour racines les abscisses des extrémités
de la corde. Il suffira, pour résoudre le probléme, de
trouver la relation qui doit exister entre les paramétres
m et n, pour que les droites OA, OB, qui réunissent les
extrémités de la corde au point O (', y'), fassent entre
elles I'angle donné.

Or, mettant I'équation (2) sous la forme

(2") y—y =m(zx—rx)—(y —mx' —n),
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divisant les deux membres par x — x’, et désignant par
M le coefficient angulaire de I'une quelconque des droites
OA ou OB, il vient

y —mz'—n

M=m— 7 ’
x—x

d’ou
y' ' —Mz'—n

() r=L 0

C’est la relation existant entre 1’abscisse de chacune des
extrémités de la corde et le coefficient angulaire de la
droite qui unit cette extrémité au point O. Et si 'on
substitue & x sa valeur dans I'équation (3), I'équation
transformée

'— M2/ —n
(5) o (T2 o

\ /

aura pour racines, en M, les coeficients angulaires des
droites OA et OB. 1l sera facile, dés lors, d’exprimer
que les racines de cette équation sont liées par la rela-
tion

M —M”

;——{——M’+M” — const.;

et la relation entre m et n étant obtenue de la sorte, le
probléme s’achévera par les moyens ordinaires.

Cette méthode s’applique a plusieurs problémes ana-
logues, et dont quelques-uns, abordés autrement, ne se-
raient pas sans difficulté.
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REMARQUES SUR QUELQUES THEOREMES ENONCES
DANS LES NOUVELLES ANNALES;
Par M. L. FAURE,

Capitaine d’artillerie.

Question 609.

Cetle question, déja résolue par plusieurs éléves, est
un cas particulier de celle-ci (*) : Lorsqu'un triangle
est conjugué & une conique, la somme des carrés de
ses demi-axes principaux est égale & la puissance de
son centre relativement au cercle circonscrit au triangle.
Or, dans la question 609, le triangle RHC est conjugué
au cercle décrit sur FF' comme diamétre. D’ou I'on doit
conclure que la tangente MT menée par le point M,

FF’

milieu de FF', est égale 3 —.
2

Sur les deux premiers théorémes de M. Paul Serret
(page 323).

A la page 50 du tome XVII des Nouvelles Annales,
j’al énoncé le théoréme suivant : Si Uon décompose un
polygone abed. . . en triangles, en joignant ses sommets
& un point arbitraire i de son plan, Uon aura, o étant un
point fixe et k une constante :

— f—1
iab ibe

oia.oab .obi oib .obc.oci

R

Le théoréme I de I’endroit cité se déduit de celui-ci en

(*) Nouvelles Annales, t. XIX, p. 234.
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supposant que les points o, 7, a, b, c,..., soient sur un
cercle de rayon R. Dans ce cas, en effet,

ia—b2 4R\? iab

oia.oab.obi <-(;l—> oa?. 0b*’
on a donc ce théoréme : Lorsqu’un polygone abed. ..
est inscrit dans un cercle, si Uon prend surla circonfé-
rence deux points o et i, on aura, k étant une con-
stante,

iab ibe —2
cee=h.0i .
oa?. ob? + ob?. nc’+ o

Si enfin les points o et 7 se confondent, cette relation
donne,
ab be

—— —_—t =0,
oa.ob ob .oc

c’est la premiére des relations indiquées, car, p étant la
distance du point o au c6té ab,

ab 1 ab
oa.ob~_ 2R P

Le théoréme Il est une conséquence du suivant, que j’ai
démontré tome XVIII, page 181 : & L’on trace dans le
plan d’un polygone une droite quel:onque, la somme
des triangles formés par deux cités consécutifs du poly-
gone et la droite arbitraire, divisés respectivement par
le produit des distances de leurs sommets a une droite
Jixe, est constante.

Soient A et B deux cotés consécutifs du polygone en
question, ¢ leur point de rencontre, a et b les points ou
ils sont coupés par la droite arbitraire I. Si I'on dé-
signe par «, 6, y les distances des points a, b, ¢ a la droite
fixe, le théoréme indiqué donne la relation

abe
za.? - =h

Ann, de Mathémat., 2° série, t. II. (Janvier 1863.) 2
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k étant une constante. Appelons o le point d’intersection
de la droite fixe avec I, » I'angle de ces deux droites, on a

—2
a.B=oa.ob.sin o,
donc

abe —
2———— = ksin .
v oa.ob

Lorsque la droite fixe coincide avec I, cette somme
devient nulle, et le point o est un point quelconque

de I.

Si 'on suppose que les cotés du polygone et la droite 1
touchent un méme cercle de rayon r, on aura, en prenant
le point 0 au point de contact de la droite I,

1 1
oa=rcot—a, ob=rcot-2b,
2 2

1 1 1
abc = r*cot —acot—bcot —c,
2 2 2

done

On devra dans ces théorémes tenir compte des signes des
perpendiculaires.

Les différents théorémes auxquels nous avons fait
allusion dans ce qui précéde sont susceptibles d’un grand
nombre de corollaires ; nous en ajouterons quelques-uns
dont on pourra chercher des démonstrations directes.

1° Si une tangente roule sur un cercle inscrit & un
polygone, la somme des distances de chaque sommet a la
tangente mobile, multipliées respectivement par le sinus
del’angle formé a ce sommet, est égale au rayon du cercle
multiplié par la somme des sinus des angles du polygone.

Ce théoréme montre que le centre du cercle inscrit a
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un polygone est le centre de gravité d'un systéme de
points matériels placés aux sommets du polygone et dont
les poids seraient proportionnels aux sinus des angles
formés par les cotés du polygone qui aboutissent a ces
sommets.

2° Lorsqu’'un polygone est circonscrit a un cercle, la
somme des produits ‘que l'on obtient en multipliant
chaque cbté par la distance de son point de contact a
une tangente quelconque, est égale a la surface du poly-
gone.

Ce théoréme montre que le centre du cercle inscrit a
un polygone est le centre de gravité d’un systeme de
points matériels placés aux points de contact et dont les
poids seraient représentés par les cotés correspondants.

3° Un polygone étant circonscrit 4 un cercle, on méne
par son centre une transversale arbitraire. Cette transver-
sale divise chaque c6té en deux segments dont la somme
des inverses est constante, les segments étant comptés a
partir du point d’intersection avec la transversale. Etc.

SUR LA SERIE DE TAYLOR ;
Par M. TURQUAN,

Professeur au lycée de Tours.

Soient fx une fonction quelconque de x, et x, et xry + /1
deux valeurs particuliéres de x; on pourra toujours poser

7 [ /2

‘ /'(.r,—{-/t):fx.—}—{f’x,—l—l_l_;f”xl—l—...
(A) ’
\

!
 — n—1 /n
( + l.2...(n———|jf =+ R,

h*R étant un terme complémentaire convenablement
choisi et qu’il s’agit de déterminer.
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L’égalité (A) peut étre mise sous la forme

e == ") — fr, i
{(L"‘_/’szrx, e
(] 1.2

bn—Z

P P A sk

or I'équation y = fx représente une courbe, fi, est 'or-
donnée d’un certain point A de cette courbe, f'(x,+4 1)
S(= ""‘;:)_f”l est
la tangente trigonométrique de 'angle que fait avec I'axe
des x la corde (ui joint ces deux points. Si donc f (x)
et sa dérivée sont finies et continues, c'est-i-dire si ces
deux fonctions ne prennent aucune valeur infinie, et ne
passent pas brusquement d’une valeur finie 4 une autre
valeur finie, quand x varie depuis x = x, jusqu’a x,+ &,
on pourra mener a 'arc AB une tangente paralléle a sa
corde, car cet arc n'aura aucun point dont l'ordonnée
soit infinie, ni aucun point d’arrét, ni aucun point de
rupture, ni aucun point de rebroussement; et le point de
I'arc AB par lequel on peut mener une tangente paral-
l¢le a la corde AB, a une abscisse comprise entre x, et
x4+ h et quon peul représenter par x, + 6/, § étant
un nombre positif compris entre o et 1. On aura donc

est 'ordonnée d’un autre point B, et

Aot N2 (e, 4 o),
(3
et par suite
S (e 00y =fr + Lf”..r.‘ —|-——/L-f’”.z' -+
() ' ST T 2.3 e
? -+ hn_-z fn—l /n—l R
2. (n—1) oA ’
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ou bien encore

f’(x,+0/l)—f’.t._ 1 " h “m
oh “‘;.z.ef x'+1.2.3.9‘/ S
hn—3 hn—?
n—1 PR R.
+ l.2...(ll-—l)9f n g

Et si f'x et f" x restent finies et continues pour toute

valeur de x comprise entre x, et x,+ 6%, ou bien

entre x; et x, -+ h, parce que 6 peut étre infiniment peu

[+ 0h)—f'z
0h

le produit 6’6 étant un nombre positif compris entre o et

1 et que je représenterai par la seule lettre 6, Ainsi

différent de 1,

- sera égal a f" (x,+60h),

1
| f”(.rl—f—e’/t)::l—.—z.—ef”z.-}—...
(C) fn—3 hn—2 R
n—1 —_— .
+1.2...(n—1)9f g
Mais, comme cette égalité (C) doit avoir lieu aussi pour
h = o, il en résulte

1
1.2.0

o, =

f”""l,
d’ou
1
1.2.6

=I.
Donc, en supprimant 'accent de 6/,

" " / 4
ST (@ 0R) =" w3 [

/ln-—l

- —_—— n—{ n—12
" 1.3...(n—1) Jr e 2.k R

En répétant les mémes considérations et les mémes
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raisonnements, nous obtiendrons successivement :

S (e, +0h)=f"x +...41.2.3.4R,
SV, +9h) = fx 4. . .41 .2.3.4.1" 4R,

1.2.3...n

Ainsi, pourvu que fx et ses dérivées jusqu’a celle du
n‘ ordre inclusivement soient finjes et continues, pour
toute valeur de x comprise entre x; et x;+ /i, on a

y n
(x4 1) = fr, +{f’x,—{——;l—2f”a:.+...

At I
n—t — LN / .
1.2...(n—1)f J'+1.2...(n-—l)n’/ (7 + 04)

QUESTION 406
(volr tome XVI, page 401) (*);
Sorurion e M. D. THOMAS (TrmviTy CoLLEGE, OXFORD).
Soient
U =o0, Uy=o, 1= 0

(*) Cette question a pour ¢nonce:

Soient U, = 0, U, =0, U, = o les équations rendues homogénes de trois
cercles, ’équation du cercle qui coupe ces trois cercles a angle droit est
donnée par cette relation

| 4u, dt, dy,
i dx dy dz
dU, dU, dU,
dx E_ dz
dU, dU, dU,
dx & dr

= 0.
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les trois cercles donnés;

U=o
le cercle cherché.

En représentant par PP/ un diamétre du cercle U,
nous savons que la polaire du point P par rapport a
chacun des cercles Uy, U,, U, passe par P'.

Donc en exprimant la condition que les droites
.dU,  du, _du,

St W + £ i = o,
du, du, dU,

g —(Tr—+ 7 7{; + & =0

dU, dU, dU,

dr Ty "

v

se coupent au méme point, nous aurons, pour I'équation
du cercle cherché,

dU, qU, du,

dx dy dz

|
l dU, dU, dU,
l dx dy dz

== O,

dU, dU,; dU,
dx  dy dz

C. Q. F. D.

QUESTIONS.

633. 28 étant I'aire d’un quadrilatére sphérique in-
scrit; a, b, ¢, dles cotés 5 2 p le périmétre, on a

sinS— Vsin (p — a) sin(p — b) sin (p—c)sin(p — d)

’
I 1 I 1 L1, 1 1

2 cos—acos—bcos—ccos—(l+51n—a51n—bsm—csm—d
2 2 % 2 2 2 2 2
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cosa <+ cos b + cosc + cosd
cosS=

3
1 1
4 ms acos—-bcos-ccos d+sm asm bsm —csin— ‘o
2 2 2 2

p—d

S_ p—a p—20b pP—c.

lanb \/lang, > tang 3 tang 3 tang
P.

634. Si T'on appelle E et F les axes d’une ellipse,

e, fy €, f', ¢, f", les axes de ses projections sur trois
plans rectangulaires, on a

2B 2P =c"+ f24 &'+ [+ " + 77
EF=cf 4 2 f 24 "2f "2,
P. .

635. On sait que si d'un point M pris sur le pland’une
conique C, ayant pour foyers F, F/, on méne i cette
courbe deux tangentes MT, MT’, et les deux droites
MF, MF’, les angles TMF, T'MF' sont égaux, de sorte
que si le point M est pris sur une autre conique C ayant
les mémes foyers F, ' que C, la bissectrice de 1'angle
des tangentes, ou de son adjacent, est tangente a la
courbe C’ au point M. Prouver que toute courbe C” qui
par rappoxt ala conique C jouit de la méme proprlete, est
une conique ayant les mémes foyers F et F'.

636. On suppose que des rayous perpendlcu]alres a
I'axe d’une parabole soient, a leur rencontre avec cette
courbe, réfléchis de maniére que I’angle de réflexion égale
Pangle d’incidence : trouver I'enveloppe des rayons réflé-
chis, et déterminer géométriquement le point de cdntact
d’un rayon réfléchi ct de I'enveloppe.

637. Les quatre faces d'un tétraédre passent, chacune,
par un point fixe; les trois c6tés de 'une des quatre faces
sont assujettis a rester, chacun, sur un plan fixe : trouver
le lien géomé trique du sommet du tétraédre opposé a
cette face.
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Ce lieu est en général une surface du troisiéme degré,
qui se réduit a un céne du second degré quand les quatre
points fixes sont situés sur un méme plan. (R.SarLmox.)

638. Trouver sur la surface d’un hyperboloide & une
nappe le lieu géométrique d’'un point tel, que les deux
génératrices rectilignes menées par ce point fassent un
angle donné.

Cas particulier ou I'angle donné est droit.

639. Trouver sur la surface d’'un paraboloide hyper-
bolique le lieu géométrique d’'un point tel, que les deux
génératrices rectilignes menées par ce point fassent un
angle donné,

Cas particulier ou I'angle donné est droit.

BIBLIOGRAPHIE.

Trtorie pEs Skries, contenant : 1° les régles de conver-
gence et les propriétés fondamentales des séries;
2° étude et la sommation de quelques séries; 3° quel-
ques applications de la théorie des séries au calcul des
expressions transcendantes; par M. H. Laurent,
officier du génie, ancien élévede I'Ecole Polytechnique.
Ouvrage destiné aux candidats des Ecoles Polytechni-
que et Normale, et aux personnesqui désirentsuivreles
coursdes Facultés desSciences. In-8° de viir-124 pages.
Paris, Mallet-Bachelier. — Prix : 4 francs.

Voici un petit livre ou les séries sont traitées avec
beaucoup de soin, on peut méme dire avec amour, car
M. Hermann Laurent aime véritablement les séries. Ce
n’est point un mal, s'il est vrai qu’on ne puisse réussir
dans un sujet quelconque sans y mettre un peu de passion.
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Aprés quelques définitions, I’auteur expose les princi-
pales propriétés des séries. L’énoncé qui accompagne la
remarque 11 du I°" théoréme aurait dii étre présenté
comme la définition méme des séries convergentes, présen-
tée sous une forme un peu différente. La réciproque en est
donc vraie, comme doit I'étre la réciproque de toutebonne
définition. Aussi quand on dit, avec certains auteurs :
« Pour qu'une série soit convergente, il suffit que la
somme des p termes qui suivent le 2™ diminue indéfini-
ment quel que soit p », on n’apprend rien de plus au
lecteur que si on lui disait qu’une série est convergente...
quand elle est convergente. Quelquefois on n’énonce pas
la proposition correctement ou 'on explique mal ce qu’il
faut entendre par les mots « quel que soit p »; alors on a
une proposition fausse, comme I'a démontré M. Catalan
dans son excellent Traité des Séries.

M. Laurent ne s’explique pas complétement sur cette
difficulté, mais il regarde le prétendu théoréme comme
n’étant nullement indispensable & la théorie des séries,
en quoi il a parfaitement raison.

La démonstration du théoréme III (p. g), relatif aux
séries de la forme r, + r, sinf + 1, sin26,..., nous a
paru étre des plus ingénieuses. Viennent ensuite quelques
propositions sur les séries a termes imaginaires et sur
celles dont la valeur ne dépend pas de I'ordre dans lequel
les termes sont écrits. Clest, je crois, Dirichlet qui a Je
premier montré que la valeur de certaines séries pouvait
changer quand on altérait Vordre des termes, remarque
importante et qui montre avec quelle précaution on doit
user des suites infinies.

Les principales régles de convergence sont présentées
avec beaucoup d’ordre et démontrées avec netteté, mais

. ., . . u — .
'auteur a oublié de faire voir que —*' et Ju, ont la méme
u,
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limite, ce qui fait rentrer le théoréme V (p. 38) dans le
théoréme III.

Le reste de 'ouvrage est consacré 4 des exemples et a
des applications. Nous regretions que I'auteur ait dit
(p- 75) qu'il serait facile de démontrer que si x est en-
tier, la série e est le développement d’un nombre in-
commensurable. Cette maniére de parler est aujourd’hui
fort discréditée par suite de I'abus qu’en ont fait quelques
médiocrités prétentieuses. Dans 'exemple, le théoréme
ne nous parait pas du tout facile, et si M. Laurent en a une
démonstration simple, il nous obligera beaucoup de nous
la communiquer. Lambert le premier a fait voir, a 'aide
des fractions continues, que toutes les puissances de e dont
I’exposant est commensurable sont incommensurables. Sa
démonstration est extrémement ingénieuse comme tout
ce qui est sorti de cet esprit si profond et si élégant.
M. Liouville a ensuite démontré que e¢ ne pouvait étre
racine d’'unc équation du deuxiéme degré a coefficients
rationnels, démonstration simple, facile, mais non facile
atrouver. Jignore si I'on est allé plus loin dans cette
matiére.

En résumé, 'ouvrage de M. Laurent, sans rien renfer-
mer de véritablement nouveau, nous parait unc bonne
exposition d’une théorie importante, et nous le recom-
mandons aux éléves. A part les critiques de détail que
nous venons de faire, nous n’aurions que des éloges a
donner a 'auteur, sans quelques passages de la préface et
du livre, passages dont le ton peu convenable nous parait
devoir é&tre relevé. Aprés un tableau trés-exagéré des
erreurs dans lesquelles sont tombés de grands géometres
4 propos des séries, M. Laurent ajoute : « La théorie des
séries était encore, il n'y a pas cinquante ans, un véri-
table chaos. Le génie seul de Cauchy parvint & lui donner
une base solide. Ce grand géométre fit ce que ni les
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Newton, ni les Euler (*), ni les Bernoulli, ni les Lagrange
n’avaient pu faire. Il mit de la rigueur dans I’étude des
séries. On (*¥) raconte méme a ce sujet que Laplace
écoutant la lecture du premier Mémoire de Cauchy sur
les séries, frappé de la justesse des idées émises par ce
géométre, rentra effrayé chez lui, d’ou il n'osa sortir
qu’aprés avoir soigneusement vérifié la convergence de
toutes les séries qu'il avait employées dans sa Mécanique
céleste. » (Préface, p. v1.)

Et plus loin : v

« Lorsqu’on ouvre les écrits des auteurs de ces derniers
sitcles, on les voit attribuer avec une audace remarqua-

SN , .
ble des valeurs telles que ;2 lasérier—1+1—1....

Leibniz, pour le démontrer, etc. (p. 2).»

« Euler [Introduction & l’analyse des infiniment
petits (***)], Lacroix [ Traité du calcul différentiel et du
calcul intégral (***¥*)], reproduisent hardiment I'erreur
de Leibniz (p. 3). »

M. Laurent ne fera croire & personne qu’il ait été au-
dessus des forces d’'un Newton ou d’un Leibniz de mettre
de la rigueur dans I'étude des séries. 1ls ont accomipli des
choses bien plus difficiles. Quant & Pauteur de la Méca-
nique céleste, ce serait donc a son insu qu’il n’aurait em-
ployé que des séries convergentes et, sans un heureux
hasard, le grand monument qu’il avait élevé aurait pu
s'écrouler comme un chateau de cartes? Cela n’est vrai-
ment pas soutenable.

(*) Lordre chrenologique demandait qu’Euler fut placé entre Ber-
noulli et Lagrange.

(**) Qui?

(***) Quel volume? quelle page?

(****) Quel volume ? quelle page ? Il faudrait au moins citer exactement
ceux que l'on critique.
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Si M. Laurent, qui est trés-jeune et dont I’érudition
n’est que de seconde main, avait eu recours aux sources
originales, il se serait bien gardé de parler d’'une maniére
aussi irrévérencieuse de I'audace de Leibniz et de la har-
diesse d'Euler. Non-seulement la lecture des ouvrages de
ces grands hommes l'aurait rendu indulgent pour leurs
crreurs, mais encore elle lui aurait montré combien sa
critique est mal fondée. Si Leibniz et Euler avaient dit :
« Jappelle somme de la série 1—14+1—1+41... la
limite vers laquelle tend la somme de ses termes quand on
cn prend un nombre de plus en plus grand, et je vais dé-

1 . . ’
montrer que cette somme est ; Ny ils auralent avance une

chose parfaitement absurde. Mais telle n’était point leur
pensée. Leibniz (*) part d'un probléme qui conduit,
lorsque x est moindre que 1, & la série

1—x+2'—x+...;
puis faisant converger x vers 1, il voit que la solution
I . . ’
tend vers 3 valeur par laquelle il remplace la série gé-

nérale devenue dans ce cas 1 — 1+ 1—1-+.... En second
lieu il se pose un probléme de probabilité qui conduit a

A , . I .
la méme série et il trouve encore —- Tout cela est loin
2

d’étre absurde. Quant i Euler, je n’ai pas sous les yeux
les passages dont parle M. Laurent. Mais le grand ana-
lyste s’est expliqué lni-méme sur le sens qu'’il attribuait
ala somme d'une série divergente;; c’est pour lui la valeur
dela fonction dont le développement donne la série (*¥).
On peut s’exprimer et il est méme préférable de s'expri-

(*) Epistola ad Christanum W olfium circa scientiam infiniti ( Act. Erud.,
suppl. ad. t. V, 1713,
(**) Moxtucea, Histoire des Mathématiques, 2¢ édit., t. 111, p. 221.



(30)
mer autrement; mais je ne vois rien la de contraire a
la plus sévére logique. Ainsi voila Leibniz et Euler hors
de cause.
Je trouve a la page 2 une excellente explication du

L. 1 ,
paradoxe de la série 1 — 1 +1—1 4. ..=~. J’élonne-
2

rais bien M. Laurent si je lui disais que cette explication,
aujourd’hui tombée dans le domaine public, est d'un
auteur de I'un de ces siécles d'ignorance qui ont précédé
Cauchy. En 1696, Jacques Bernoulli dans une thése sur
les séries (*), aprés avoir montré qu'on a

! / n in?

m -+ n m m? m?3

saltem si ponatur m>>n, ajoute un peu plus loin :
Ratio autem paradoxi L = Lt -+ L1, est
21mn n m m m
quod continuata divisione ipsius l per m + m, residuum
divisionis non minuitur, sed perpetuo ipsi l equale
manet : unde quotiens divisionis proprie non est sola
.1 ) l { { l l
series — — — 4 — oo sed — — — 4 — ..., 4 vel — —
m m m m m m 21m
Saciendo. Et cependant Jacques Bernoulli est un de ceux
auxquels M. Laurent reproche de n’avoir pas su metire
de la rigueur dans I'étude des séries.

Nous pourrions encore citer un Mémoire de Vari-
gnon (*¥) sur les précautions a prendre dans 'emploi des
séries, pour savoir quand elles donnent vrai ou quand
elles donnent faux, les régles de convergence de Maclau-
rin, d'Euler, etc.; mais en voila assez pour montrer que
les reproches adressés aux prédécesseurs de Cauchy
n’étaient pas mériés ou ne pouvaient s’appliquer qu’a

(*) Opera, p. j52.
(**) Académie des Sciences, 1715, p. 202.
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des-auteurs du second ordre. Si nous avons insisté la-
dessus, ce n’est pas pour donner une facile legon d’his-
toire 2 M. Laurent, encore moins pour causer de la peine
a un jeune homme dont les succés nous seront toujours
chers ; mais nous tenions & prémunir les jeunes lecteurs
contre des assertions tranchantes qu’ils ne peuvent con-
tréler actuellement 1l ne faut pas laisser perdre le res-
pect que nous devons aux créateurs de la science. Imi-
tons-les si nous le pouvons, mais ne cessons jamais de les
honorer. P.

NOTE SUR L’ENVELOPPE D’UNE DROITE;
Par M. Joserw SACCHI (pr MirLan).

Soient
Y =9@, =@

les équationsde deux courbes AN, BN rapportées a des axes
orthogonaux OX, OY; f(«, §) = o une relation donnée
entre les abscisses o, € de deux points A, B des mémes
courbes; n I'abscisse du point N. En supposant que le
point A se meuve sur la courbe AN, il en sera de méme
de B et de la droite AB, laquelle sera tangente a une ligne
enveloppe en un point M qu’on veut déterminer.
En posant v
d , d ,
E=ty =Y

et en prenant les dérivées par rapport a « des deux équa-
tions suivantes

(r — o) 6 —a)=(r—a) (5= 2w) Sl 6)=0o,
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dont la premiére représente la droite AB, on a
[.7' (z— “H’(g)] /=y — '4‘(5) (r—8) g
et f(a)—l—-f&)é =o.

«)

En éliminant de ces quatre équations «, 8, &', on aurait
I'équation de la courbe enveloppe.

Que 'on nomme ¢ la tangente de 'angle que AB fait
avec OX, et que Pon suppose M placé entre A et B, on
aura

r— a MA

r—epy=tle—a), y—idg=tlz—6), — =0

Au moyen de ces équations, éliminant des équations (1)
les quantités
8, Y =9, -7'_‘"!’(6)’ r— o,

on obtient

/Y — t =t
(2) MA iﬂ——) = MB <?”” );
S 7

cette derniére détermine, dans des cas particuliers, la
position du point M sur la droite AB, comme on va le
voir dans les applications suivantes.

Applications. — 1. Supposons que la droite AB se
meuve de maniére que la longueur de l'arc ANB soit
constante ct égale a h.

En faisant

VI F 9 = Fay VI HH =1y
on aura
Sl &) =Py =Py 90— I~
d’ou l'on tire

f\'u):—P(a)— \/l+?u)’
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. et

o= dg=Vi+¥5"
En substituant ﬁﬁ“), f(g), ces valeurs dans l‘équa-

tion (2), et divisant par {1 + 2%, on a

N ol G (S, W
Vi+2 \/1—4—4»(6) - \/'+’2\/'+?'(;)

Si I'on conduit AT, BT, tangentes aux deux courbes
aux points A et B, et les droites BV, AV, respectivement
paralléles a ces tangentes, la derniére équation pourra
étre remplacée par la suivante

MA sinTBA = MBsinTAB,

ou bien
MA _TB _ VA
MB™ TA VB

?

d’ot I'on conclut que le point M est déterminé par la
bissectrice VM de I'angle AVB.
II. Soit constante et égale i a I'aire du triangle mixti-
ligne ANB.
SiTon pose ,
)= Py Yo = Y

on aura I’équation
.
S (% &) =Py =Py + ey =9 5 6= 2 (2 + ¥)—a

laquelle, en observant que qa(s) — @,y =1t (8 — @), donne

Sp=5le=8)(Fy—1) et Sp=1(a—6(Hy—1):

Par conséquent, de I’équation (2) on déduit MA = MB,
c’est-a-dire que le point M est le milieu de AB.
III. Soit constante et égale 4 b la longueur de la corde
Ann. de Mathémat., 2® série, t. 1I. (Janvier 1863.) 3
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AB, on aura
(""(g) Pl ) + (8 —o)' — &7,
qu) =—2(6— a) (t -+ tq)'(m)),
j&'g) =2 (6—a) (r+ ttlf(g));

ces valeurs changent 1’équation (2) en la suivante

MA i@__ —mp (LT,
‘!'(6\ l—t—ttp(“)

qui est équivalente a

(3) MA tangTBA = MB tang TAB;

d’ou, en désignant par P le point de rencontre des deux
normales aux courbes en A et B, on a

MA tang PAB — MB tangPBA;

cette derniére égalité montre que le point M est la pro-
jection de P sur AB.
Si la projection de T sur AB est R, on aura

RB tang TBA — RA tang TAB,
et dela, en ayant égard a 1’égalité (3),
MA = RB, MB = RA,
relations qui démontrent la propriété énoncée par
M. Boklen, dans la question (616) page 156 de ce jour-

nal (¥), relative au cas ou la droite constante AB se meut

de maniére que ses deux extrémités A, B restent sur deux
droites fixes TA, TB.

(*) Dans cette question ou I'on dit que : la projection orthogonale de O
est aussi éloignée de M. .., il faut lire : la projection orthogonale de N sur
MO est aussi dloignée de O. ...
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Observation. — Les régles données pour déterminer le
point M sur AB subsistent évidemment quelle que soit la
ligne ANB, composée d'un nombre quelconque d’arcs de
courbes différentes, puisqu’elles ne dépendent que des
points A, B qui ne peuvent appartenir qu'a deux courbes
ou a une seule.

NOTE SUR UNE QUESTION DE GEOMETRIE DE L'ESPACE:
Par M. BAEHR,

Professeur a Groningue.

Dans le tome XI, pages 66 et suivantes des Nouvelles
Annales, M. Dien remarque que si Xdx + Ydy + Zdz
est une différentielle exacte a trois variables, un systéme
de droites qui ont leurs origines ou points de départ sur
une surface donnée S, et dont les directions sont déter-
minées en fonctions des coordonnées de leurs origines
par les cosinus X, Y, Z, peut étre coupé normalement
par une autre surface, quelle que soit d’ailleurs la
surface S.

En cherchant a expliquer cette propriété particuliére
au systéme, on trouve que, dans le cas dont il s’agit, on
peut.prendre l'origine de chaque droite en un point quel-
conque de sa direction, c'est-a-dire que les cosinus
X, Y, Z, ne changent pas de valeurs si a X, ¥, Z,0n
substitue x 4+ pX, y +pY, z + pZ, p étant une lon-
gueur arbitraire; de sorte qu'ici le systéme des droites
esten effet indépendant de la surface S.

De plus, posant

Xdzx+4-Ydy + Zdz =dF (=, y, z,),

on obtiendra la surface normale aux droites, si I’on prend
3.
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sur. chacune d’elles, a partir du point ou elle perce la
surface S et du méme coté, une longueur r donnée par
I'intégrale de I'équation (3), page 67 (*), d'ou
r=—F(x,y, 3,) -+ const.

Et si ’on donne de méme a x, y, z, les accroisse-
ments pX, pY, pZ, la fonction F deviendra F + p;
par conséquent r diminuera de p; de sorte que, pour une
méme valeur de la constante dans 'intégrale, on retom-
bera toujours sur la méme surface normale aux droites,
quelles que soient leurs origines.

En effet, remarquant bien que X, Y, Z, ne sont pas
simplement proportionnels aux cosinus qui déterminent
la direction d’une droite, mais qu'ils sont ces cosinus eux-
mémes, on obtiendra en différentiant X2® 4+ Y2+ Z2 =1
successivement par rapport a x, y, 2, et en ayant égard
aux conditions

dX dY dX dZ dY _dZ

Ay " dx A de dz dy
qui expriment que Xdx + Ydy + Zdz est une diffé-

rentielle exacte,

—+Y ——+1Z ,
X d. + dy dz
dY dY dY

(1) ’X?i; Yo +ig=o
dZ dZ dz

X(_l;+ -‘E Z——d—zo

Mais, pour des accroissements quelconques de x, v, z,
la fonction X devient

1 dX dX dX "
X+ X 3 <$“+@”+7{7“)’

n=i

(*) Cette équation est dr +X dxc+Ydy +Zds=o (t. XI, p. 67).



(37)
si, dans le développement des puissances du trinbéme, on
change (dX)" en d*X. On voit d’abord que le premier
terme du développement, celui qu'on obtiendrait pour
n =1, s'évanouit, en vertu de la premiére des équa-
tions (1), si les accroissements Ax, Ay, Az, sont pro-
portionnels a X, Y, Z; ‘il est facile de démontrer que la
méme chose arrive a]ors pour les termes suivants.
En effet, différentiant la premiére des équations (1)
successivement par rapport a x, y, z, on a
d*X d*X d*X
X dx? +Y(dey+zdx_dz
dX dX dY dX dZ dX
e Iz T Az &y tar 4@z
d*X a*X d*X
X 2}7; +Y -@2— -+ m
dX dX dY dX dZ dX
& & Tdy Ay Ty @
d*X arx d'X
T Yoy T

dX dX dY dX dZ dX___O.
dz d.z+dz d)‘+2{? dz T

=0,

multipliant ces résultats respectivement par X, Y, Z,
ajoutant les produits, en ayant égard aux trois équa-
tions (1) et écrivant dX* pour indiquer d*X, oun obtient
I'équation symbolique

(X‘§+Y 0. S

d. dy dz ) ’

qui fait voir que le second terme du développement pré-
cédent s'évanouit en méme temps que le premier. La
méme chose aura lieu pour les termes suivants, de sorte
que X s’accroit de zéro. 1l en est de méme des accroisse-
ments de Y et de Z.
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La fonction F devient, symboliquement, si I'on donue
a x, y, z, des accroissements, arbitraires

n=—oo

dF dF dFf
F+ 2 1.2. 3.. n(dz AI+TA‘7‘+;;> '
n=—1 .
Mais, remarquant que )
dF dF dF
m=% (’F—Y, w=b

etque
d*'F _ dX _dy
dzdy —_ dy  dxz’
d*¥ dX dZ
drdz — dz — dz’
d*F dY dZ

dzdy——_!l_z_wa

3

le développement réel pourra étre mis sous la forme

F+ (Xazx+ YAy +ZAz)
—I—-l— [(-d—XA.‘I.‘—i— d-——x Ay + ‘-i—)—iAz)Ax
2 dx dy dz

dyY dyY

+ L L VA DA
2 Mo Ay h g as)ay

dZA dZA +dZA Az
-+ $ I-{—E; Y =z 3 .+...,

ce qui, en vertu des équations (1), se réduit a
F4+p(X*+Y*+2) ou F+p,
si I'on prend les accroissements de x, y, z, respective-

ment égaux a p X, pY, pZ. Donc la fonction F s’accroit

de p, etrde —p.
On peut arriver aux mémes résultats plus généralement
et sans le secours de la série de Taylor.
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Les fonctions X, Y, Z satisfaisant toujours & I'équation

-X!+YZ+Z:=l’

oun a, lorsque Xdx.+ Ydy + Zdz est la différentielle
d’une certaine fonction ¢ de x, y, z, I’équation aux diffé-
rentielles partielles

\ dy\’ de\*  (de\'_
G-

dont

s=V(z—a)+(r —b)+ (z —¢)

ou a, b, ¢ sont des constantes, estune solution compléte,
de laquelle on peut déduire toutes les fonctions possibles
qui satisfont a I’équation (2). Car, si F(x, 7, z) est une
telle fonction, on peut d’abord lui donner la forme de ¢,
en déterminant a, b, ¢, qui alors -deviennent des fonc-
tions de variables, par les équations

dont la somme des carrés donne en effet
CF=(s—af 4 (y — b)+ (2 — o)
Par la différentiation on a alors
FdF =(z — a)(dz — da) + (y — b) (dy— db)+ (s—c)(dz—dc).

Mais, si I'on multiplie les équations (3), respectivement
par dx, dy, dz, la somme des produits donne aussi

F.dF =(x — a)dz+(y — b)dy + (z—c)dz;

de sorte que si F satisfait & 'équation (2), les fonctions
a, b, ¢ déterminées par les équations (3) seront toujours
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telles, qu’on a identiquement
(4) ‘(x—a)da+(y—b)db+(z—c)dec=o,

ce qui, en exceptant le cas ou I'on aurait x=ga, y = b,
z =c qui donnerait F = o, et celui ou a, b, ¢ restent
constantes, qui revient a la solution compléte, ne peut
avoir lieu 4 moins que deux des quantitésa, b, ¢ ne soient
des fonctions de la troisiéme, ou que I'une d’elles ne soit
une fonction des deux autres.

Soit dans le premier cas

a=1(c), b=+di(ej;

¢, ¢y désignant des fonctions prises arbitrairement, et
¢, ¢/, leurs dérivées, 1’équation (4) devient

6) [z—d(e) ]y (e) +[r—d() W (c)+(z—c)=0,
et donnera
c=f(x,y,2) =L,
et par suite
a=Y(f), b=14(f)
La substitution de ces valeurs dans les équations (3)
donne
dF _ 2 —4(/f) y—¥%(f z—f

(6) X:—(E: — Y:—i:l‘v——), Z:——F—--

D’aprés cela, il est facile de démontrer que la valeur
de c, et par suite celles de a et b, ne changent pas lorsqu’on
donne & x, y, z, les accroissements p X, pY, pZ. Car, au
lieu de faire cette substitution dans ¢ = f (x, y, z), on
peut la faire dans ’équation (5) elle-méme, qui déter-
mine ¢ pour des valeurs quelconques des variables. On
obtient alors

[ — $(e) ¥ (¢) 4+ [ — dule) ¥, (e) -+ (2 — )
+E{le— W () +Dr— W () + (=]

=0,
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équation a laquelle on satisfait de nouveaupar. - -
c=f(x, 5, z),
parce qu'elle devient alors le résultat de la substitution de

c=fdansl’ equauon (5), muliipliée par 1 + g

Pour ces mémes accxoussemenls des variables, (x — a)
devient, en remarquant que a ne change pas,

r+pX —a, ou (a:——¢z)+px—}a-=(.r—a)<|+§),_"

De sorte que F=y(x — a)*+ (y —b)*+ (z —¢)*
deviendra F (1 -+ g) ouF +p.

F+p ¥
C’est-a-dire que F s’accroit de p, tandis que X, Y, Z
restent les mémes.
Dans le second cas, sil’on pose

Tandis que X devient

c=1{(a, b),
¢ désignant une fonction prise a volonté, I'équation (4)
se partage dans les deux suivantes : .

(7) (" —a) + (s—$) T =o, (r=01+ (=0 G =03

et ces derniéres déterminent a, b, et par, suite ¢ en fonc-
tion de x, y, z. On verra, comme dans le premier cas,
que ces valeurs ne changent pas, si I'on donne aux va-
riables des accroissements proportionnels 4 X, Y, Z; ce
qul méne ensuite aux mémes résultats que dans le pre-
mier cas.

Soit, par exemple,

F=y(' 4 y? 4 2?) — (x cosa + y cos§ + zCosy ).
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En supposant :
' cos’a -+ c0s?6 4~ cos?y =1,
la fonction F satisfait a I'équation (2). Alors les équa-
tions (3) sont, en posant, pour abréger,
zcosa + y cos6 + zcosy =P,
r—Pcosea=zxr—a, y—Pcos6=y—b, z—Pcosy=z—c,
Donc
a="Pcosa, b=Pcos6, c=Pcosy.

De sorte qu'on a ici un exemple du premier cas, savoir

a=y() =% b=y () =25

" cosy cosy

On vérifie aisément que ¢ = P cosy ne change pas, si
I'on substitue a &, y, z les valeurs x + pX, y +pY,
z + pZ, ¢’est-a-dire

] z — Pcosal -
er (=)

—P [
(,n) y_{_P(‘r__ﬂ),
F
5+ z — Pcosy
P F

Puis on vérifiera aussi aisément que F devient F + p,
et que X, Y, Z ne changent pas pour ces nouvelles va-
leurs des variables.

Si I'on part des valeurs précédentes de a et b en fonc-
tion de c, afin de déduire de la solution compléte la fonc-
tion F que nous avons prise pour exemple, I'équation (5)
qui détermine ¢ en fonction de x, y, z, donnera

cosa cosa cos8\ cosb
zr —c — +|y—c — 4+ (z—¢)=o,
cosy / cosy cosy ) cosy

et par suite :
c= Pcosvy.
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Cette équation ne change pas et donne, par-conséquent,
la méme valeur pour c, si i x, y, z on substitue les va-
leurs (m), continuant a y considérer ¢ comme I'i inconnue
a déterminer pour ces nouvelles valeurs des variables.
Soit, pour avoir un exemple du second cas,

F = sina {z' + y* + zcosg,
qui satisfait encore a I'équation (2).
Aprés une simple réduction et posant
cosa \z' + y'— zsina =P,
les équations (3) donneront

P cos S .
-—-f__g(,)__i, _—_‘r_P_‘:.o__a_, c:—.Ps]na’
22 - y? z+ y?
de sorte qu’on a ici
c=1(a, b) = — tanga ya*+ b*.
Si a .r, y, z on substitue xr 4+ pX, y + pY, z + pZ,
c’est-a-dire
Zz sina _ysinz sin
31 7
V_ﬁ + y? ~/ 2 4
on vérifie aisément que X, Y, Z ne changem pas, tandis
que F devient F + p.
Si 'on part de la valeur précédente de ¢ en fonction
de a et b, les équations (7) deviennent

() z=+p 2 -+ pcosa,

a tanga

(r-— a)— (z — ) —==— \/a‘ - = o,
b tanga

’V—b 5 — =

=)= o)

d’ou premiérement ay — bx = o. Ensuite on en déduira,
aprés quelques réductions, les valeurs précédentes de a,
b, c, en fonctions de x, y, z. Puis, si on y substitue a
X, y, z les valeurs (n), continuant a considérer a et b
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comme des inconnues a déterminer pour ces nouvelles
valeurs de x, y, z, les premiers membres augmentent
respectivement des termes

. x a
psina 7 il = ]
sz_,_yz \:a’+‘b’

psina [ 4 — b ] ’
Vai+ g Jar+ b
qui s’avanouissent quand on donne 4 a, b les mémes va-
leurs que celles trouvées d’abord. En sorte que les valeurs
de a et b ne changent pas pour les nouvelles valeurs de
Ty ¥y 2.

Pour obtenir les surfaces normales aux droites détermi-
nées par les fonctions cosinus, X, Y, Z, il faudra éliminer
x, ¥, z des équations (1) de 'article cité plus haut (¥),
c’est-a-dire des équations

dF
E—.r_(—-F-f—C)d—Ia

dF
/,—7':(—F+C)-t-l;7

5——~z=(—l‘+b)7[—z—a

lesquelles, dans le premier cas, en vertu des relations (6),
se réduisent a

\e—\»(f):g[r—wn.
() D= W= F = )
C
L — :F(z—f)

Or, si I'on multiplie la premiére et la seconde de ces

(*) Les équations (1) dont il s’agit sont (t. X1, p. 66):
t—x=rX, np—r=rY, {—z=rZ
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derniéres équations respectivement par ¢'(f) et ', (f),
la somme des produits et de la troisi¢éme donne, en vertu
de la relation (5), :
[E— 3NV ) +b—n (Y f)+e—Ff=0
ou ¢ et ¢, sont des fonctions connues en f; de sorte qu'on
peut tirer de cette équation f, c’est-a-dire f (x, y, z) en
fonction de £, », ¢, et comme 1’équation (5) a donné,
d’aprés ce qui précede, '
c=f(z, 7, 2)
celle-ci donnera évidemment .

f(x’ ME) z)':f(sy Ny §)-

Ainsi, dans les premicrs membres des équations (p), on
peut changer %, y, z en £, », {, parce que ces variables
n’y entrent que sous le signe f3 el aprés cela on élimine
x, y, z de ces équations en prenant la somme de leurs
carrés, ce qui donnera

E—y P+ — b (P +E—S)=0C,

dont le premier membre n’est autre chose que le carré de
la founction F, ot 'on a changé x, y, z en £, n, {.

On trouvera, d’'une maniére analogue, que de méme
dans le second cas I'équation de la surface normale est

Fr=0C, ou (E—a)+ (n—bpF+ (54— )2 =3

ou l'on suppose que dans les fonctions a, b, ¢ on a substi-
wég,n,{ax,y, 2

Si P'on prend la constante C égale a zéro, on aura,
dans le premier cas, au lieu d’une surface une ligne nor-
male, parce que C=o0 exige que chacun des trois
termes de la somme des carrés soit séparément nul, et

que les trois équations qu'on obtient ainsi se réduisent
évidemment aux deux équations

E=1(), n=1 (1)
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Dans le second cas, ces trois équations se réduisent a

E=(E 9)
qui représente une surface ; 'une des trois équations
E=a, n=b, {=e¢,

donnera également I’équation de cette surface.

Ces conclusions générales sont vérifiées par les deux
exemples précédents.

On voit facilement que, dans le premier, le systéme
de droites déterminées par les fonctions X, Y, Z qui se
déduisent de F, est composé des perpendiculaires menées
de chaque point de Vespace sur une droite passant par
Porigine et faisant avec les axes des angles &, 6, y. Le lien
normal & ces droites est généralement une surface cylin-
drique dont cette droite est I'axe, et qui devient cet axe
lui-méme lorsque le rayon du cylindre, c’est-a-dire la
constante dans I'équation générale, est zéro.

Dans le second exemple, le systéme consiste en des
droites menées de chaque point de ’espace a 1'axe des z
sous I'angle a; le lieu normal est toujours un cone droit
et circulaire, qui a son sommet a lorigine lorsque la
constaute est zéro, et on verra que, dans ce cas, I'équa-
tion de cette surface est en effet indifféremment F = o,
t=a, n=>5,¢=c, en serappelant que dans les va-
leurs de a, b, c, il faut changer x, y, zen £, », .

Note du HRédacteur. — Le remarquable article de
M. Baehr se rapporte 2 la question suivante, proposée
au Concours d’agrégation (année 1849) :

Etant données une surface, et par chaque point de
cette surface une droite qui fait avec les axes rectangu-
laires des coordonnées des angles dont les cosinus sont
des fonctions continues des coordonnées de ce point,
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trouver la condition pour qu'il existe une surface vior-
male & toutes ces droites. ‘

La solution en a é1é donnée par M. Dieu (t. XI,
p. 66-70). La condition cherchée consiste en ce que, si
X, Y, Z représentent les cosinus en fonction des coor-
données :

1l faut et il suffit que le trinéme Xdx + Ydy +Zdz
satisfasse & la condition connue d’intégrabilité des
différentielles a trois variables, et que le facteur propre
a le rendre intégrable soit, en vertu de l’équation de la
surface donnée, une fonction de Uintégrale.  G.

REPONSE A UNE LETTRE SUR CETTE QIIESTION:

Construire un triangle semblable & un triangle donné
ABC, et dont les trois sommets soient situés sur une hy-
perbole donnée.

Voici une solution : D’un point quelconque a pris sur
I’hyperbole, menez deux cordes ab, ac faisant eatre elles
un angle bac égal a I'angle BAC du triangle donné. Par le
centre o de la courbe et les milieux m, n des cordes ab, ac,
conduisez les diameétres omax, ony. Cela fait, prenez i par-
tir des points m, n sur les droites ma, na des longueurs m#/,
nc’ proportionnelles aux cotés AB, AC du triangle BAC;
et par les points &', ¢/, menez aux diamétres ox, oy
des paralléles qui iront se rencontrer en un point F. Unis-
sez ensuite le centre au point F par une droite oF que
vous prolongerez, s'il est nécessaire, jusqu'a ce qu’'elle
rencontre I'hyperbole en un point A’ qui sera le sommet
du triangle cherché, homologue au sommet A du triangle
donné. Pour déterminer les denx autres sommets B, C',
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il suffira.de mener par A’ des cordes A’B’, A’ C' respec-
tivement paralléles a ab, ac. Les deux triangles A'B’' C/,
ABC seront semblables comme ayant un angle égal
compris entre cdtés proportionnels.
* La question proposée peut admetire une infinité de
solutions. G.

RECTIFICATION;
Par M. NICOLAIDES.

« Dans le numéro de décembre, 4 la fin de mon ar-
» ticle (p. 466), on lit : L’équation différentielle

dy? dy\? dy [ dy? 2
(6) (“’”z;“yd—.r)*(f—”l—) =A(gm+!

» représente les courbes que le centre du cercle va-
» riable doit décrire pour que son enveloppe soit un
» cercle »; il faut ajouter : « ayant pour centre le point
» fixe, »

Dans le cas ou le centre du cercle enveloppe est un
point quelconque, I’équation (6) devient

(rfl‘—y—-r>——-2<.l————y> (ZC‘—l—r——-Q.B>
r dx

(B —4A) (1+ ) =

+ \ + - J K[ T Zt_2 ——0,

B, C sont les coordonnées du centre, 2 yA le rayon. Cette
équation représente un systéme de droites enveloppant
une conique dont les foyers sont les points (o0, o), (B, C).




(49)

SOLUTION Gmﬁ‘l‘mﬂm BB LA QUESTION 832

Pax M. Aan LAVAL,
Eléve du lycée de Lyon.

Enonce. — On prend le sommet d’un des trois angles
dont les cotés réunissent deux a deux quatre points
donnés d'une conique, et I’on cherche par rapport aux
cotés de cet angle la conjuguée harmonique de la droite
qui joint ce sommet au centre de la conique; démontrer
que celte conjuguée harmonigue et les deux autres
droites analogues sont paralléles. (Housew. )

Lemme I. — Les six points de rencontre d’une trans-
versale quelconque avec une conique et les cotés d’un
quadrilatére inscrit sont en involution. (Cette proposi-
tion est énoncée dans les Lecons nouvelles de Géomé-
trie de M. Amiot, dans le cas de la circonférence.) (*)
On passe de la a une conique quelconque, en remarquant
que, dans la projection perspective, le systéme des points

analogues jouit de la méme propriéié delre en invo-
lation.

Lemume II. — Les six points de rencontre d’une
transversale quelconque avec les cotés d'un quadrila-
tére etles diagonales intérieures sont en mvolulzon **.
(Lecons nouwlles de M. Amiot.)

(*) Elle est démontrée dans la Géométrie supérieure de M. Chasles
(p. 464) et dans le Complément de Géométrie analytigue de M. Page (liv. 111,
P- 79). C’est le théoréme de Desargues sur 'involution.

(**) Le lemme Il est, comme le précédent, un cas particulier.de cette
proposition générale démontrée, par Sturm (Annales de Mathématiques de
Gergonne, t. XVIl, p. 180) : Quand trois lignes du second degré ont quatre
points communs, toute transversale les coupe en six points, en involution. G.

Ann. de Mathémat., 2 série, t. 11. (Février 1863.) 4
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Cela posé, soient O le centre de la conique; A, B, C,D
les quatre points donnés; E le point de rencontre des
cotés opposés A, BC du quadrilatére inseriy-ABCD;
F le point de rencontre des deux autres cdtés opposés,
AB, CDj; et G celui des deux diagonales AC, BD.

Désignons par ET la conjuguée harmonique de EO
par rapport aux deux droites EAD, EBC, et menons par
le centre O une paralléle a cette conjuguée, paralléle qui
coupe les corés EAD, EBCen M et N. Il résulte d'une
propriété connue du faisceau harmonique que OM=ON.
Soient P et Q les points ou la paralléle menée, MN, coupe
les diagonales AC, BD, et H, K ceux ou elle coupe la
conique. Les six points M, N, P, Q, H, K sont en invo-
lution (Lemme I), et comme OM = ON et OH=OK,
on aura OP = OQ (*). Ainsi, la droite PQ est partagée
en deux parties égales par GO, d’ou il faut conclure que
la conjuguée harmonique de GO, par rapport aux droites
GC, GD, est paralléle a PQ, et par suite a ET.

On démontrerait de méme que la conjuguée harmo-
nique de FO, par rapport aux cotés FAB, FDC, est pa-
ralléle 4 PQ. Mais on abrége la démonstration en remar-
quant que si R, S sent les points ou MN prolongée ren-
contre les droites FAB, FDC, les six points R, S, M, N,
P, Q sont en involution (Lemme II); et de ce que
OM = ON, OP = 0Q, on conclura, comme précédem-
ment, que OR =08. Cette derniére égalité montre que la
conjuguée de FO, par rapport a FB, FC, est paralléle a
RS, et par suite 2 ET. Donc les trois conjuguées harmo-
niques sont paralléles entre elles.

(") Lorsque trois couples de points sont en involution, si deux des trois
segments qui lear correspondent ont leurs milieux au méme point, ce
point sera aussi le milieu du troisiéme segment. Quant au point central
de Yinvolution, il est alors & Pinfini. G.
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SOLUTION ANAI.YTIQI]E bE I:A GUESTION 652

Piar M. L. P.,
Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Briot).

—_——

Considérons I'un des trois angles dont les cotés réu-
nissent deux a deux quatre points A, B, C, D donués sur
un plan, et cherchons, pat rapport aux cdtés de cet
angle, la conjuguée harmonique de la droite menée de
son sommet 4 un point M du méme plan.

Nous exprimerons que cette conjuguée et les deux
autres droites analogues sont paralléles, et nous serons
conduits, comme conclusion, au théoréme (632).

Il suffit évidemment d’écrire que deux quelconques
de ces droites sont paralléles.

Je prends pour axes des coordonnées x, y deux cotés
opposés AB4 CD du quadrilatére ABCD; ces deux cé1és
se coupent en un point O qui sera I'origine.

Les deux autres ebtés opposés AC, BD se rencomtrent
en un point ¢¥; et si 'on désigne par a, &/, b, b’ key dis~
tances OA, OB, OC, OD, les cotés O'CA,; O/DB de
I'angle O/ aurom pour équations

Y A
( +[—l-—-l):0, <?+—b~,—-1>=o.

Soient x4, y, les coordonnées de M, I'équation de la
conjuguée harmonique de OM, par rapport aux axes OX,
OY, est

() N4z y=o ().

(*) Deux conjuguées harmoniques par rapport aux deux cotés d’un
angle sont des diamétres conjugués de la ligne fornmrée du systéme des

4.
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La conjuguée harmonique de O’M, par rapport aux
cdtés de I'angle O, a pour équation

‘ (5*%“‘)(?{ P
[+ (g (205

La condition du parallélisme de ces deux droites est

(2)

1 X 1 [, NE
(G E )+ (53 )
Al
(3) 1 xn+_71 L TN £ .
AN AAYEN I
= ,
\ T,

ou, en réduisant,

roN (2

| (F5-)G-9)
l_,.(‘.’.’.:...,_{';__l)("'_"__‘ﬁ):o'

a b a b

L’équation (3) ou (4) est précisément celle du lieu
géométrique des centres des coniques passant par les
quatre points donnés, en considérant x,, y, comme des
cordonnées variables. Donc les centres de ces coniques
jouissent de la propriété énoncée, et ce sont les seuls
points qui en jouissent.

La proposition 632 est, par conséquent, démontrée.

(4)

deux cotés de I’angle. Kl en résulte que si 'on prend ces cotés pour axes
de coordonnées, la somme des coefficients angulaires des deux conju-
guées harmoniques sera nuile.

(*) En général, si M=o, N=o0 sont les équations des deux cotés d’un
angle et M+ y N=o I’équation d'une droite quelconque menée par son
sommet, la conjuguée harmonique de cette droite par rapport aux cotés
de I'angle aura pour équation M — yN = 0. On le voit facilement en pre-
nant pour axes les denx cotés de angle.  G.
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SOLUTION GEOMETRIQUE D'UNE QUESTION DU CONCOURS
D’AGREGATION POUR LES LYCEES (ANNEE 1862);

Par M. L. P,,
Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Briot).

Etant données deux droites non situées dans le méme
plan, on fait passer par ces droites un paraboloide hy-
perbolique auquel on méne un plan tangent paralléle
a un plan fixe et donné : on demande le lieu du point
de contact.

Soient D, D’ et P les deux droites et le plan donnés;
P’ un plan paralléle aux deux droites D, D’; et Mle point
de contact d’un plan paralléle & P et de 'un des parabo-
loides hyperboliques passant par les deux droites don- .
nées.

Si I'on méne par le point M deux génératrices recti-
lignes de ce paraboloide, elles appartiendront au plan
tangent et seront, par counséquent, paralléles toutes deux
au plan P. L’une d’clles, AMA’, coupera les droites D et
D’ en des points A, A’; 'autre, MN, paralléle a la fois aux
plans I’, P, sera paralléle a leur intersection. Le parabo-
loide qui donne le point M du licu est déterminé par les
trois génératrices rectilignes D, D/, MN.

Tout point M, de AA appartient au lieu cherché ; car
si I'on désigne par M; N, une paralléle a I'intersection
des plans P, P’, on pourra faire passer un paraboloide
hyperbolique par les trois droites D, D', M;N,; et le
plan des deux droites AA’, M, N,, paralléle a P, sera tan-
gent en M, a ce parabolgide.

Ainsi, le lieu cherché est la surface engendrée par une
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droite AA’ qui s’appuic sur deux droites D, D’ non situées
dans un méme plan, en restant constamment paralléle a
un plan donné P. Clest donc un paubolmde hypﬁbo-
lique dent les plans directeurs sont paralléles a P et P.

Remarque. — On voit facilement que le lien se forme
du systéme de deux plans qui se coupent et passent, res-
pectivement, par D et IV, lorsque I'intersection des plans
P et P’ est paralléle a 'une de ces droites ; et que le lieu
se compose du systéme de deux plans paralléles, quand
les plans P et P/ sont paralléles entre eux.

SOLUTION DE LA QUESTION 628;

Pax MM. L. ANDLAUER er G. CHAUVEAU,
Eléves en Mathématiques spéciales.

Etant donné un tétraédre quelconque, on peut faire
passer par les centres de gravité des quatre faces un
ellipsoide tangent & ces mémes faces. Il aura pour
centre le centre de gravité du tétraédre. Et si on appelle
3a, 3b, 3¢ les ardtes adjacentes & un méme angle so-
lide, qu’'on prenne des axes paralléles & ces arétes, et
pourorigine le centre de gravité du tétraédre, 1'équation
de la surface tangente sera

z\? r\? 2 yz___3
B+ @) )52
(VANNSON )

Prenons pour axes des coordonnées x, y, z, trois aréteq
adjacentes du tétraédre, dont les longneurs seront dési-
gnées par 3a, 35, 3c.
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Pour qu’une surface du sccond degré,
A+ Ay’ + A"z + 2Byz + 2B'xz + 2B"zy + 2Cx
+ 20y +2C"z+D=0,

soit tangente aux trois faces du tétraédre, prises pour
plans de coordonnées, et aux centres de gravne de ces
faces, dont les coordonnées sont

il faut que les coefficients, A, A’, etc., satisfassent aux
conditions suivantes :

{ Aa+B"b+C =o,

(1) A'b +B’a+ 0 =o,
" Ca+Cb+D=—o,

Aa+ B'c + C =o,

(2) A’c+Ba+C"=o,
Ca+C'c+ D =o,

A'b+ Be + G = o,

(3) A¢c +~Bb +C"=o,
Cb+4+C'c+ D=o0.

Clest ce qu'on trouve facilement par la considération
de I'équation générale des plans tangents aux surfaces du
second degré.

Les derniéres équations des systémes (1), (2), (3)
donnent

D D
C=—— O=——, =——
2a ‘ 2b 2¢

En cherchant, de méme, les conditions pour que la
surface du second degré soit tangente a la quatriéme
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face du tétraédre, représentée par

x
...+{
a

z
b+z—3-——0,

et 4 son centre de gravité dont les coordonnés sont

zx=a, y==b, z=c,

on trouve, ‘en ayaunt égard aux équations qui précédent :
D ’ D ” . b

(4) B_6 be’ b= 6.ac’ B T 6.ab

Et, au moyen des expressions de C, C’, C”, B, B’, B” en

fonction de D, les équations (1), (2), (3) donnent

A:;%—,, A= 3252, A":sﬂc;-

Ces valeurs de A, A/, A, B, B', B/, C, C', C” véri-
fient toutes les équations de conditions obtenues, quel
que soit D qui reste indéterminé.

En remplacant les coefficients A, A/,. . ., C/, C’, par
‘leurs valeurs, dans I’équation

Az’ A'y* + A"z + 2Byz + 2B’ 2z + 2B"xy
+2Cr + 2Cy +2C"z4+D=o,

il en résulte

oy ¥z xy 3z 3y 3z .
6) GrRrEtR TRt e im0

équation qui représente un ellipsol’de réel.
Les coordonnées du centre de. cette surface sont den-
nées par les équations

£ 2z
._._+‘.7..+.___3—(),
a b c



et

£+Z+—-—-3=0.
a b c -

On voit que les coordonnées du centre de gravité, qui sont

. 3a y 3b 3¢ .
L == —~—9 = - 9 2 = —
4 4 4
satisfont a ces équations.
Au reste, si on rapporte la surface a son centre, en trans-
portant les axes parallélement 4 eux-mémes, on trouve
z oy 2 yz xz  xy 3
a b ¢ bc ac ab” B
Note du Rédacteur. — M. Ligniéres a résolu la méme
question par un calcul qui différe peu du précédent.

NOTE
Sur Pemploi des imaginaires dans la recherche des fonctions primitives
de quelques fonctions dérivées ;

Par M. Henri MARTIN,

Eléve en mathématiques spéciales (institution Barbet).

Exemple I. — Considérons la fonction dérivée
1
\/l -+ a:’.
Ona—— - Mais —=__-'—-____-—_— est
\/"i"z Vi—( rv ) Vi—(zy—1)
le produit de — \/ = par la dérivée de arc sin(zy—1). Donc

la fonction primitive de esL représentée par

Vi + x?

arc sin (2 y—1)

V=1

-+ C.
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La question est donc ramenée i évaluer cette derniére
fonction.

Or, de la formule d’Euler :
IV = cosy -+ V:.siny,
on tire* ’
_L (cosy + V=1 siny)
J= ’

V=

siny = xy—1,

et, en posant

il vient
arcsinzy—1 = ﬂﬁi—__z:__x) ,
V—1
d’ou
iﬂi./’.‘i_E: —_ L(Vl +x2_._.z‘)= L(JT:"_‘—F-{‘E).
—

Par conséquent la fonction primitive cherchée est
L(.z'—l—\/l —+—x’) -+ C.

Exemple 11. — Soity/1+4x* la dérivée proposée.

En remplagant x par xy—1, elle devient y1 — x?,
expression de I'ordonnée correspondante & l'abscisse x
dans le cercle y* 4 x'=1. Il en résulte que y1 —x*
est la dérivée du segment de cercle compris entre I'axe

des y et I'ordonnée correspondante a l'abscisse x, seg-
ment qui est égal a

1 — .
~ {27 — z* 4 arc sinz).
5\

D'on il suit que 1 + x* est la dérivée de

‘ 2‘/l:_l(z\/-——14/1+1‘2+arcsinm\/jx—) |

1 ——  arcsinzy—1
=—{xyi4a? — .
2( Vit + = >




(59)
Mais :

arc sin(xV——l)
=

donc la fonction primitive de 1+ x* est

=L(z+ ‘/-’,—‘*'_”’)’ (Ex. 17.)

-;—[z~/1+x’+L(.r+\/l+zz)]+é.

Exemple 11I. — Considérons la fonction dérivée
L (1 +x%).
On a

L(x+.r’)=L 1 -f-.t\/:——x-)({—z\/_:-—t-)
L(1+xV:)+L(1—.rV:).

Or, la fonction primitive de [ L f(x) ] f'(x) est,comme
on sait, f(x).L f(x) — f(x) 4+ C; donc, en neghgeant

les constantes, la fonction primitive de

L(l—l—x\/—_:l-)—!-L([—.l'J:T:!

sera

¢—[ 14+ 2y=1.L(1 +$s/—_)—r\/:
‘ ——(I——.‘L‘\/-—-l (l—zs/——l)——x\/_—],

.; ,.L(x—|-x\/-—_l)—L(l —‘r\//——-_l)]

V—1
+x[L(x+x\/:-—1)+L(x-—-x\/—_l)] — 2.

Si nous remplagons L (1 +x V=1), L(1 —xV—1), par
leurs expressions connues :

L(yiFz)+ V=1 arctangz,

L(Vi+o)—y=rtarc tangz,
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la fonction obtenue devient

V=1

(2¢/=T arctangz) +z (2. L1 + =) —2x,

ou
2.arc tangzx + z.L (1 + 2*) — 22 + C,

qui est la fonction primitive cherchée.

SOLUTION DE LA QUESTION 474 (*);

Par M. Gustave HARANG,
Eléve du lycée de Douai ( classe de M. Painvin).

Le déterminant

a—b a —b, a,—b, ... a —0b,

a—b a,—b, a,—b, ... a,—b,

...................................

a, — [’| a, — bz a, — ba e ay — bn

est égal a (a,—a,) (b, — b;) pour n=12; et pour
n> 2, il est nul.
Soit n = 2, le déterminant devient

a.—-b. a,-—b, _ bz—‘bl a, —-b,
a,-——b, ﬂg——bg - ) bQ_bl a2—b2 .
(] a, —a,
— = (a, — a,) (b, — b,).
bim by @b, | = T )

(*) La question 622, dont MM. Gustave Harang et Albert Sartiaux nous
ont adressé une solution, a été résolue, il y a six mois, par M. Bartet
(voir 1e numéro d’aoiit 1862, p. 312).
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Supposons maintenant n > 2.

Retranchons la seconde colonne de la premiére, et la
troisi¢éme de la seconde, il viendra / '

by—b, by—b, a,—b, .. a,—b,
b,—b, by—b, ay—0b, . . a,—b,
by— b, by—b, ay—b, ... a;—b,.
b?'_'bl ba_bi an——bJ ﬂn—bu
1 1 a, —0b, a, — 0,
1 1 a,—b; ... a,—0,
= (by—b)(bs—b) | 1 1 ay—b, ... a,— b, | =0;
t I a,,—l/, au—"bn

ce dernier déterminant, ayant deux colonnes égales, est
identiquement nul.

Note. — La méme question a été résolue par M. Abra-
ham Schnée, éléve du lycée Charlemagne.

SOLUTION DE LA QUESTION 576 ;
Par M. MOGNI,

Professeur a Tortone.

Soient C le centre, F, F, les foyers et P un point
quelconque d’une ellipse de Cassini; qu'on décrive un
cercle passant par F, F, et P, et supposons que la nor-
male a la courbe au point P rencontre ce cercle en un
second point N : alors on aura cette relation

CP X< PN = constante.
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Posons PF = f, PF, =), 'équation de la cassinienne,
exprimée au moyen des distances f, f;, sera f.fy=a,
a étant une constante.

Différentiant cette équation, on obtient

— N df‘_ f
Sdfi+fidf =0 dou =

On déduit immédiatement de cette relation que :

1° La tangente au point P de la courbe divise I'angle
formé par 'un des rayons vecteurs avec le profongement
de P'autre en deux parties dont les cosinus sont entre eux
comme les rayons vecteurs contigus.

2° Conséquemment, la normale au point P de la
courbe divise I'angle des rayons vecteurs en parties dont
les sinus sont entre eux comme les rayons vecteurs con-
tigus. On aura donc

S __ sinNPF
f.~ SinNPF,

Dans le triangle FPF, la droite PC qui unit le som-
met P au milieu C du cdté opposé, divise Pangle FPF,
en deux parties dont les sinus sont inverscment propor-
tionnels aux cotés adjacents; donc

f _ snCPF,
£~ sinCPF
On déduit de ce qui précéde
N N N S
(l) NPF = CPF,, NPF, = CPF.

- Meneoms NF, NF, et pssons
NF=#/, NF,=4#4, FF,—=2¢, PN=u, PC=m,
et soit R le rayon du cercle circonserit.
Par une propriélé du quadrilatére inserit, on-a
(2) S hA+fiih=2c.n
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Mais on a
h

in NPF —= —
sin NP R’

et dans le triangle IF, PC

sinF,pC= < sinFF,p= 2. L — & .
m m 2R 2R m

En ayant égard aux relations (+}, on obtient

’l —
2R

c. C,
S gon n=%
oRm

En opérant semblablement par rapport a &, on trouve

s

m

Substituant dans I'équation (2} les valeurs de 2 et &
ainsi obtenues, et réduisant, on trouve la relation cher-
chée

S Sfi=m.n=a.

' QUESTION D’ANALYSE
PROPOSEE AU CONCOURS DE L’AGREGATION (1862);

Sorution pr M. AUDOYNAUD,

Professeur au lycée de Poitiers.

Trouver la ligne qui coupe sous un angle constant
tous les méridiens d’une sphére. — Rectifier la courbe.
— Trouver sa projection orthographique ct sa projec-
tion stéréographique.
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1. Le méridien PA (*) a pour équations

4y +2'=R?} y=max.

Alors, si 2', ', 2’ sont les coordonnées d'un point quel-
conque M du lieu, la tangente en M au méridien sera
représentée par

zl

—.,':—-—-—————- -— !
x —.r (l+m2)(z z'),
»
o miz _
Y=Y =y B

Donc en appelant a le cosinus de I'angle constant, on
aura, en supprimant les accents,

dx z dy m’x

T dz (l+m’)x_17z— (|—i-m’)_y-+_l

dx? + + miz*
dz* x+m’ xt 1 - m? -1
s

En remplagant m par g et faisant usage de I’équation
de la sphére et de son équation diflérentielle
.rzl':.;—{—ydy + zdz = o,
il vient
R dz
(l) ds = — fr—————y |
a \/R’ —_z?

qui, jointe & I'équation de la sphére, donne la loxodro-

(*) On est prié de fuire la figure. POP’ est le diamétre commun aux
méridiens considérés; PMA un méridien rencontrant au point A I'équa-
teur EAE'. La droite MI est perpendiculaire sur le rayon OA au point /.
La droite MP’ rencontre OA au point A,
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nie. En Uintégrant, on obtient
s R arc sin = + C
== in = ..
a R

On voit que la courbe est rectifiable (¥).
Si 'on compte les arcs a partir de z = z,, on aura

R in 2 — arcsin 2’
s=— (arcsin —= — arcsin= )-
a R R

Remarque. — Si Pangle constant est de 9o°, a = o,
alors z = z,. Donc la courbe cherchée est 1’intersection
de la sphére par un plan paralléle au plan des xy, c’est-a-
dire un paralléle, si ce dernier est I'équateur.

2. Cherchons maintenant I’équation de la courbe en
coordonnées polaires.

Posons

angle MOI = 6, angle IOE=.
Alors
—_—1
z=DRsinb, ds?=R? (cos’Gdcp ~+ d9 ),

et I'équation (1) devient

T—a de
d:p:!l—” .
a cos b

D’ol, en intégrant

/

'—Vl—ath:m z 0 tant
§= p g 172 - constante,

ou
a

0 Nrepris
(2) tang (%—5> :CeVI_‘l _—‘_(le("c"'IM

’

en appelant « I'angle donné.

(*) Cest-a-dire que sa rectification se raméne a celle d’un arc de
cercle.

Ann, de Mathémat., 2° série, t. I1. (Février 1863.) 5
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Cette équation, considérée simultanément avec celle de
la sphére, donne une spirale sphérique.

3. Projection orthographique sur I'équateur.
Posons
Ol=r,
on aura
r =R cos@.

Mais en désignant par M la quantité Ce?**'*, on a

]
" 0 |—tang;
tang Z-——; =-————-—6=M,
1+tang;
d’ou
0 1— M
tang;:;—_}:—Ma
et par suite
. 6 1—M ose 1+ M
SIN - == ——————— C iy ——
2 J2(14+M?) 2 JVa2(1+ M?)
N et vosh e 2N
S =M T 4M
denc
M C ?cotu
(3) r=aR ‘

14 M’= 2R 14 C,c'19cota'

4. Projection stéréographique.
Menons la droite MP’ qui rencontre Oi en £, et posons

Ohk=1r'.
On aura
T
r'=R tangOP' M=R tang - POM=R tang 2_2_ =R.M,
d’on
(4) r'=C.Re? %,

C’est une spirale logarithmique
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Remarque. — En appelant p angle que le rayon »’
fait avec la tangente a la courbe (4), on trouve

. - :
tangp = zm = mqg;, p= =
C’est ce qu’on pouvait prévoir, puisqu'on démontre que
I'angle de deux courbes tracdes sur la sphére est égal a
celui de leurs projections stéréographiques; or le méri-
dien et la loxodromie font un angle «, donc leurs projec-
tions stéréographiques, c’est-a-dire r’ et la tangente a la
courbe (4), doivent faire le méme angle.

8. Si 'on veut les équations de la loxadromig en cqor-

d , .l- . 1= Nl’
onnées rectilignes, on remarque que de sinf = e L

on déduit M = \/: :; Zm ; mais z = R sin0, donc

M = tang <z~%> — _\_R:zi_z.

D'ailleurs

% = arc tapg

Hl“ﬁ

alors, en substituant dans J'équation (2), on optient

cotaarctang'; 1 —-—cotaarctangi)
= 2B,

(x‘—A—y’}l" (Ce +Ee

équation qui jointe a x*+ y* 4 2* = R* détermine la
courbe demandée.

(&3]
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SUR L’IMPOSSIBILITE DE QUELOUES EQUATIONS
INDETERMINEES ;

Par M. V.-A. LE BESGUE,

Correspondant de VInstitut.

I.

1. 1l est établi dans cette Note :

1° Que le nombre m* + 14m*n* 4 n* ne saurait étre
carré si ’on suppose m pair et n impair.

2° Comme conséquence, que x* + 4y*, x*-+y* ne
peuvent étre simultanément des carrés, x est supposé
impair el y pair.

3° Que le produit p (p+9) (P +29) (p +3¢) ne
saurait étre un carré. Le cas principal est celui-ci :
quatre carrés ne peuvent étre en progression arithmé-
tique.

4° Le nombre m* + 14m*n® + n* ne peut étre carré,
méme en supposant m et n impairs.

5° L.e nombre m* — m?n® -+ n* ne saurait étre un
carré.

11 va sans dire qu'on laisse de coté en 1° les solutions
m=o,n=r1;en 4° la solution m=n =1; en 5°les
solutions m=o,n=1;n =0, m=1.

La démonstration s’'appuie sur la résolution de I’équa-
tion

P+ yr=2z,

ou x, y, z sont premiers deux a deux. L’inconnue paire
"du premier membre est nécessairement divisible par 4,
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de sorte qu’en mettant I'équation sous la forme

r\? 22— z4zxz2—=x N
D =P,

p et ¢ sont premiers entre eux, I'un pair et I'autre im-
pair, et 'on a nécessairement

y=2pq, z=p'+¢, r=p—q.
On établirait de méme qu’on peut prendre

7l §2 r’4 st
= ——y T==17s z =
¥ 2 ’ 2

2

r et s étant des nombres impairs premiers entre eux. On
passerait de ces formules aux précédentes en posant

r+s=azap, r—s=—a2gq,

d’ou
r=p+4gq, s=p—q.
II.
Tatorime. — L'équation

rr=m414mn*+n',

ol m et n sont des nombres premiers entre eux, m étant
pair et n impair, est impossible.
Démonstration. — On posera m = 2°p, le nombre p

étant impair, et on reconnaitra 1° que I'équation est im-

possible pour a =1, et 2° que pour a>>1 on tombe for-
cément sur une equanon

r*=m' - 14m'*n'* 4 n't

ou l'on a m’ = 2p’, et p'impair, ce qui est impossible
par 1°. De sorte que I'impossibilité aura encore lieu pour

a>1.
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1°0On a
r? = 2«1/)4 + 2’“*'7p’n’+ n' — (2:'«'[): + 7”2}5 - 48”4’_
(29p*+ant 4 r)(22p* + n* = r)=48n' =3.2'n'.
Or, des deux facteurs
226p2+7”2+r, 22¢p1+7ﬁ2_~_-_-.’.,
un seul peut étre divisible par 3; car autrenrent, » serait
divisible par 3, les nombres
2Pt -, M —
le seraicnt, par suite p et r, ce qui n’est pas.
On prouve de méme qu’aucun facteur de 7 n’est comr-
muh aux nombres
29pt e Ay, AMplapEnt p,

Comme ces deux nombres sont pairs et que leur diffé-
rence est 27, I'un sera divisible par 2 et I'autre par 8; on
aura les décompositions suivantes:

2%p? 4 qpitr=o2r', =6r', n=rs,
2%p' + antmr=24s, =8¢,
on suppose r et s premiers entre eux.
La premiére décomposition donne, par addition,
22pr==r* = 9rs* 125 =84 46,
équation impossible.
La deaxiéme décomposition dohne, par addition,
2%pt =3V — 2 fst = (371 — 4 57) (r? — 5?)
= (42— 3r?)(s?— r?).
Comme ret s sont impairs, r* —s* est divisible par 8;
donc I'équation est impossible pour a = 1.
2° Pour @ > 1, comme les facteurs 4s* — 372, s* —1*

donnent
4.9’ — 3, -3 (s" — ) =gy
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on voit qu’ils sont premiers entre eux : chacun d’eux doit
donc étre carré. Or
3r1— st = fhk—1
ne saurait étre carré; il faudra donc prendre
22p1 = (§* — r*) (4s2—3r?).

Or, pour rendre carré s* —r?, s et r étant impairs, il faut
faire
s=0+u, r=t—u,
d’ou
s =ri=ftru;
de plus
fsr=3r=4{t +200w +u')—3(t' — 2070 + )
=t 4 140w + ut;
il vient donc
2e=pr = tru? (¢' 4+ 14?0+ u*),

I'un des nombres t, u, étant palr et I'autre impair. Si ¢
est pair, on a donc

t=12%""p,
v impair.
En continuant de méme, on aura a rendre carré
x + 141"]'7 +yl,
oni x est pair et y impair, x n'étant pas divisible par 4;
or cela a été prouvé impossible.

Corollaire. — On ne peut rendre simultanément car-
rés x* + y%, x® 4~ 4)*, x étant impair et y pair; il faut
poser

x=m*—n', y=amn
pour aveir x* + y?carré; alors x* + 4y* devient
mt - 14m* n* 4 n',

ou I'une des inconnues m, n, est paire.
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I11.
L’équation
z’:x‘+14.r’_y’+y‘
étant reconnue généralement impossible pour e cas de
x pair, il sera facile de montrer I'impossibilité de 1'é-
quation
r(p+q)(p+2q)(p+3q9)=

1l faut pour cela distinguer plusicurs cas, qm résultent
des remarques suivantes .
° On peut supposer p et ¢ premiers entre eux, car si

p et ¢ avaient le facteur commun 6, le premier membre
serait divisible par 6*, et par suite r par 6. On peut donc
faire disparaitre 0.

2° Deux facteurs consécutifs sont premiers entre eux,
autrement p et ¢ ne le seraient pas.

3° Le facteur commun a deux facteurs séparés par un
troisiéme ne peut étre que 2.

4° Le facteur commun a p et p+ 3¢ ne peut éire
que 3.

5° Si deux facteurs sont pairs, ils ne sauraient étre
Fun et autre divisibles par 4. Autrement p et g seraient
pairs.

6° Si pet p-+3q sont d1v151b1es par 3, ils ne sau-
raient étre tous deux divisibles par g. Autrement petg
seraient tous deux divisibles par 3.

Il y a donc a considérer les six cas suivants :

1°Fcas. p et q impairs, p non multiple de 3.
2° cas. p et q impairs, p multiple de 3.
3¢ cas. p pair, ¢ impair, . p non maltiple de 3.
4¢ cas. p pair, g impair, p multiple de 3.
5¢ cas. p impair, ¢ pair, p multiple de 3.

6° cas. p impair, ¢ pair, p non multiple de 3.
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Dans'le 1°* cas, il faut poser
p=rl, p+g=2s, pH+29=1t’, p+3¢g=24,
de la
g=28—7r}, pH2q=4s —ri=2,
ou
fst=r? 43,
équation impossible, le deuxiéme membre n’étant pas
divisible par 4.
Dans le 2° cas, il faut poser
p=3r*, p4+q=29, p+29=1¢t', p+3q==06u
dela
g=20—r*, pHqg=282=2u*+ 20,
ou
S=w+4r, pt+g=4i+r==r.

Mais on a vu que, pour rendre carrés u*—4-r? et
4u® + r?, il faudrait rendre carré m* 4 14m*n® +n’,
ce qui est impossible.

Dans le 3¢ cas, il faut poser

p=2z2r, p+q=s, p+2q9=2t’, p+3q=u’,

de la
q=1t'—7r, ptqg=t'+4 rr=s,
P+3I¢g=3>—r=un.

Or 3t* = u®+ r? est impossible; ret u n’étant pas divi-
sibles par 3, le deuxiéme membre ne saurait étre divi-
sible par 3 comme le premier.

Dans le 4° cas, il faut poser

p=6r, p+g=s, pt+a2q=2r, p+3q9=3u;
de Ja

g=u’— 21", pPrqg=uw44r=ys,
pt+29=20 +2r"=2¢
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ou
W r=2,
Or le systéme
WA 4ri=s, w4rt=7r
cst impossible.
Dans le 5¢ cas, il faut poser

p=3r, p+q=s, p4+29=20, p+39=23u

les nombres r, s, ¢, u étant impairs.

On a
g=uw—r, ptg=22ritu=s,
¢quation impossible aussi bien que
pPr+2qg=r4+20t=20,
car il en résulterait un carré de forme 84 + 3. '
Dans le 6¢ et dernier cas, chacun des nombres
P —+¢q, p—+ 29, p+ 3qdevra étre un carré impair.
Soient x*, y*, z*, * ces carrés, on aura
2= =gyl y?— 22,
Sil'on fait
t+2z=2u, t—z=2v,
y+x=2r, y—x=2s,
1, .
I'équation
12 — z’ :y’ — x’
deviendra
(1) uy = rs;
et comme l'on a
t=—=u+v¢, Zz2==u—v, y=r—+s, x=r—ryx,
I’équation
0~ =g} —y?

deviendra
fue == (06— )P — (r+ sy

.
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(2) Wt — rt— s2—8uv = o.

Des deux nombres u, v, 'un cst pair et autre impair,
il en est de méme de r et s; on peut supposer r pair et v

impair.

Si I'on pose
g:%:l ou n=2ir, s=)v,
I’équation (2) deviendra

W (rt —?) — 8ror— (r*—¢)=o,
d’ou 'on tire
M — )= vV it e o o
Pour avoir A rationnel, if faudrait que
réosp 14 70?0t
fat un carré, ce qui est impossible, puisque r est pair.

N. B. — Voyez les Commentationes Arithmeticae
collectee, Auspic. Acad. Petrop. edd. P.-H. Fuss et N.
Fuss, 2 vol. Petrop. 184g. Dans le tome II, Mém. 77,
Euler s’appuie sur I'impossibilité reconnue de trouver
quatre carrés en progression arithmétigue; il n’indique
pas 'ouvrage ou se trouve la démonstration, qui pour~
rait fort bien étre plus simple que la précédente.

1v.
Trtoreme. — L'équation
ri= m' 414 m*n* + n'
est impossible pour m et n impairs (premiers entre eux).

Démonstration. — L second membre est divisible
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par 16, parce que mn* et n* ont la forme 8k 41 ainsi r
est divisible par 4. L’équation mise sous la forme

(m* 4 qn* 4 1) (m* 4 pn? —r*) = 48n* = 3.16p* ¢*,

en supposant n = pg, p et g premiers entre eux, n’admet
que la décomposition

m - r=/{4p', m4quEr=124,
d’ou, par addition,
m'=2p' —p'q’ +64' = (p! — 2¢°) (2p* — 3¢’)
=(2¢’—p") (39" — 2p7).
Comme p* — 24*, et 2p* — 3¢* donnent
2(p?—29") = (2’ = 3¢")=—¢’,

on voit que p*— 2¢*, 2p*—3¢* sont premiers entre
eux. D’ailleurs ces nombres de forme 8% — 1 ne sauraient
étre carrés. Il faut prendre

m = (29" — p*) (34" — 2p%)

et supposer 2¢°—p* et 3¢® — 2p* carrés, ce qui est
impossible, car on en tirerait quatre carrés en progres-
sion arithmétique, savoir p?, ¢%, 2 ¢'— p?, 3¢*— ap*; la
raison est g* — p*.

Tutorime. — On ne saurait avoir
r=p'—pq+q.
Démonstration. — Si p et ¢ sont impairs en posant
p+gqgq=2m, p—gqg=2n,

I'un des nombres m, n serait pair et 'autre impair, et
comme on a :

=m-+n, q=m—n,
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il en résullerait
"-—‘—‘-p‘-l—q‘—p’q’

=2 (m' +6m*n+n') — (m* — 2m? n* 4 nt)
ou
r’=m'+ 1t§4m*n* + n',
ce qui est impossible.

Si des nombres p, g I'un est pair et Pautre impair, on
fera ‘
p+q=m, pP—q=n;

m et n seront impairs, on aura

2p=m-+n, 29q=m-—n;
par suite

167 = (m+n) — (m* — 0+ (m—n)t
=m'+14m’ r* + n',
ce qui est impossible.

Le méme mode de démonstration s’éiend a4 beaucoup
d’équations biquadratiques de la forme

r* =z 4 ax’ y* + by'.

Il en sera question dans une autre Note.

SUR LE NOMBRE DES DIAGONALES D'UN POLYEDRE (*).

Je désignerai par f'le nombre des faces, par s le nom-
bre des sommets ct par @ le nombre des arétes du po-
lyédre. On sait qu'il existe "entre ces trois quantités la
relation -

(1) fHs=a+2
découverte par Euler.

(*) Ce probléme a été traité par M. Henri Binder dans les Archives de
Grunert, t. VIII, p. 221.
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Soicnt, en outre, f; le nombre des faces triangulaires;
f+ le nombre des faces quadrangulaires, etc., et d le
nombre des diagonales.

Le nombre des distances mutuelles des s sommets est
s{s—1 . . .
s(s—1), Pour avoir ke nombre des diaganales, il faut

retrancher les distances mutuelles des sommets des
triangles, 3 f3; celles des sommets des quadrilatéres,
6 f,, etc., ce qui donne

s(s—1

‘—3f3—6ﬂ— .oﬁ,—...—'i(-"_’_'ﬁfn—.

2

Mais chaque arété appartenant a deux faces a été retran-
«chée deux fois; il faut donc ajouter a, et 'on aura
s(s

(2) d= —;—‘)-.-a—sﬁ_sg:_.‘._.”(”; PN

C’est la formule cherchée.

Exemples.
Tétradédre :

s=4, a=6, fi=4, d=o.
Hexaédre & faces quadrangulaires :
s=8, a=12, fy=o, fi=6, fi=o.., d=4.
Dodécaédre a faces pentagonales :
s=20, a= 30, fi=fi=fi=...=o0, fi=12, d= 100.
Remarque. — On peat écrire la forniule (2) ainsi

{3) (::‘(—’_2‘__3_)

+s+a—3 f,—6fi—. . .—ﬁ(’—;:l—) —

n

Mais, d’aprés la formule d’Euler, on a

sH4 a=2a-4 2~—/f
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D’ailleurs on a

(4) 2a=3f+4Li+5fi+. ..+ nfit...,

car le dernier membre donne le total des arétes de toutes
les faces, et chaque aréte est comptée deux fois. Donc
on pourra metire I’équation (2) sous la forme

(5) a=L=2 oy apsfofim.. —2E=s

Corollaire 1. — Le nombre des diagonales d’'un po-
lyedre est toujours inférieur an nombre des diagonales
du polygone qui a le méme nombre de sommets, ce qui
est d’ailleurs évident.

Corollaire II. — Si le polyédre n’a que des faces

triangulaires, on a

(6) a==38  ,_,

2
D’ailleurs I'équation (4) donne
(7) 2a =3f.
On peut éliminer entre les équations (1), (6) et (7) deux

des trois quantités a, s, f, et en faisant le calcul on
trouve pour d, I'une des trois formes

L 5=3)(s—4) _(f=2)(f—4) _(a—3)(a—6)
- 2 - 8 - 18
b.

SUR UNE QUESTION DE MAXIMUM;
Par M. Paur SERRET.

1. Soient ABCD un tétraédre quelconque; A'B’C’'D’
un quadrilatére gauche fermé dont les arétes successives
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soient perpendiculaires, respectivement, aux plans des
faces du premier tétraédre, et proportionnelles aux aires
de ces faces; et A’B’C’'D’ le tétraédre de méme nom et
des mémes sommets :

1° « Les volumes V, V' des deux tétraédres orthogo-
naux ABCD, A'B’C’D’ sont liés par la relation

V= % Vi e -

2° « Les trois angles formés par les arétes opposées du
tétraédre primitif ABCD servent de mesure aux trois
diédres diagonaux du quadrilatére orthogonal A’B'C'D'. »
Le troisiéme de ces diédres, qui a seul besoin d’une défi-
nition, ayant chacune de ses faces paralléle a deux
arétes opposées du quadrilatére A’B’C’D’, et son aréte
paralléle 4 la droite des milieux des diagonales.

Corollaire. — « Si deux des diédres diagonaux du
quadrilatére orthogonal sont droits, quatre arétes, op-
posées deux a deux, du tétraédre primitif, sont perpendi-
culaires entre elles. Et il en est de méme des deux der-
niéres arétes. » Cette derniére conclusion résultant soit,
au point de vue géométrique, de la collinéation des trois
hauteurs dans un triangle sphérique; soit, au point de
vue analytique, de cette formule

a.a’ .cos(a, a’)+b.b .cos(b, b') + ¢.c’.cos(c, ¢') =0,
ouaeta,bet b’y cetc' désignent les aréles opposées
du téiraédre.

Remarque. — La relation

3
V==V,

4

que M. Painvin trouve a I'aide des déterminants (Vou-
velles Annales, 1862), s'obtient, bien entendu, et de
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la maniére la plus rapide, par de simples considérations
de géométrie. Je V'avais rencontrée moi-méme depuis
longtemps, et I'avais appliquée au probléme de Lagrange.

La solution suivante est extraite d'un Mémoire que j’ai
eu ’honneur de soumettre A M. Liouville vers la fin d’oc-
tobre 1862, et qui a été inséré dans le numéro de no-
vembre du Journal de Mathématiques.

2. ProsLimMe. — Les aires des quatre faces étant
données, définir le tétraédre maximum. (Lagrange, Mé-
moires de I’ Académie de Berlin, 1773, p. 160.)

Solution. — Soient ABCD le tétraédre cherché, ct
A'B’C’'D’ son tétraédre orthogonal. Les aires des faces
du premier tétraédre étant données, et son volume étant
maximum : les quatre arétes consécutives A’B’/, B'C’,
C'D’, D’A’ du second tétraédre sont données de lon-
gueur, et son volume doit étre maximam. Or cette con-
dition exige que les diédres diagonaux du quadrilatére
orthogonal A’B'C’D’ soient droits. En effet, si le diédre
A’C’, par exemple, n’était droit, on pourrait, en laissant
immobile la face A'B'C’ dans son plan, amener le plan
de la face A'D'C’ a éwre perpendiculaire au plan de la
premiére par une rotation effectuée autour de la diagonale
A'C’. Par 14, la base A’B’C’ du tétraédre orthogonal ne
changerait point, mais sa hauteur et, dés lors, son volume
augmenteraient. Donc les diédres diagonaux du quadri-
latére orthogonal sont droits, et les arétes opposées du té-
traédre primitif sont perpendiculaires entre elles: conclu-
sion comprise dans les équations obtenues par Lagrange,

! 2 — 72 12 — p2 2 ’
@' — b — = — "t —a'=c—a? — b,

et énoncée déja, avec toules ses conséquences, par
M. Painvin.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. 11, (Février 1863.) 6
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RESOLUTION D'UNE EQUATION TRANSCENDANTE ;
Par M. J.-Ca. DUPAIN.

Etant données la corde aa et la surface S d’un seg-
ment circulaire plus petit que la moitié du cercle, trouver
larc 2y. .

En appelant r le rayon, on trouve successivement ct

sans difficulié
a = rsiny,

S=ir‘~‘2y——sin2y), v
(1) 2.S.sin’y 4 a’sin2y — 24’y =o.

Je représente par F (y) le premier membre de I'équa-
tion (1), et jobtiens les deux dérivées

F'(y)=2.S.sin2y + 2a*cos2y — 2 a?,
F’(y)=14.S.cos2y — fa*sin2y.

Zéro est une racine de I’équation (1), et cette racine
peut s’appeler double, parce qu’elle vérifie I'équation

F(y)=o.
L’équation (1) n’a pas de racine négative; en effet,
F(—y) peut s’écrire
2.S.sin’y + a’(2y —sin2y),

et reste positif pour toute valeur positive de y.
Si nous désignons par u le plus petit arc positif ayant

S L e, .
pour tangente —» la dérivée F'(y) devient

24'sin2 y (tangu — tang y);
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elle est positive quand y varie de o a «, et négative quand
y variede u am.

La fonction F( y) est nulle pour y = o; elle est crois-
sante, el par conséquent positive, quand y variede o a u,

7 A . . T
et elle décroit ensuite; lorsque y atteint la valeur S

F<£> =28 —ra’,
2

et comme le segment est plus petit qu'un demi-cercle,
ona

a? n
S —s ¢ F|- o.
<= 5’ <2) <
L’équation (1) a donc une racine comprise entre u et -
2

La fonction F{ y) reste négative quand y varie dez am

et il est inutile d’aller plus loin, car
Fly)<<2S+ a*—2a’y ma*4 a*— 2 a’y,

et ce dernier polynome est constamment négatif pour des

s e I+
valeurs de y supérieures a

fortiori de F'(y).

Afin d’arriver a une détermination numérique, je fais
une hypothése particuliére, par exemple, S = a*; I'équa-
tion (1) devient alors

; 11 en est de méme i

(2) Cy =sinly + svi}]_;!’

ou bien |

(3) F(y‘):si-n?}-+sm2y —y
et alors

F’(y)isinzy—p—coszy-—r,

F’(y)==2cos2y — 2sinz2y.
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Yapplique la méthode de Newton rectifiée par Fourier,
et j'obtiens deux limites plus resserrées

F(T ,
<%> — % =0,89270,
A2/ 1,2854o,

que je pourrais resserrer encore davantage.

. . ., . - T
On pourrait aussi dans I'équation (2) substituer -+ z

4
a y, ce qui donne en développant par la formule de
Taylor et en faisant quelques réductions

z+z-.:1+z—z’—— 2—z—3z2>—iz‘...
4 3 5°) 45 ’

T , e 7 g s
or z<Z, on peut donc en négligeant z’ écrire que

©

22 <1 — 7 z < 0,46, y < 1,243 en prenant pour y la

valeur 1,24 et en la transformant en degrés, on trouve
environ 71°, mais comme y < 1,24, il est prudent de
n’essaver que 70°. Si j'adopte cette valeur, les deux
membres de I'équation (2) deviennent

1,2217, 1,2044;

j essaye alors 69°, et les deux membres de I'équation (2)
deviennent
1,2043, 1,20061.

La véritable valeur est donc comprise entre 69° et 70°;

-
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aprés quelques.fausses positions on trouve

pour 6g°5'56". . . .. 1,206003 et 1,206000,
pour 69°5'57". . ... 1,206008 et 1,206005.

Le résuliat est donc 4 une demi-seconde prés 69°5'56" 1.

Il est commode d’employer dans ces calculs, outre les
logarithmes ordinaires, des tables de lignes trigonométri-
ques naturelles, de carrés, de degrés exprimés en parties
du rayon. Ces divers éléments se trouvent réunis a beau-
coup d’autres dans un petit volume intitulé : Collectio
tabularum ad calculos breviter subducendos, auctore
J. Dupuis, c’est-a-dire : Recueil de tables propres a
abréger les calculs. :

METIODE ELEMENTAIRE POUR TROUVER L’EQUATION
DE LA DEVELOPPEE DE L'ELLIPSE;

Par MM. LIGNIERES er CuarLes DE TRENQUELLEON.

Lieu des points d’oii l'on ne peut mener que
trois normales a Uellipse.

Ire Méthode. — Les pieds des normales menées par le
point (a, 6) sont donnés par I'intersection de I'ellipse

(1) aty* + b*x*—=a*b*,
et de I’hyperbole
(2) 6—r= %(a——x}.

Les lignes du second degré passant par les points d’in-
tersection des courbes (1) et (2) ont pour équation gé-
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nérale
a*y?+ retxy + bt — alay +Vb6x — a?l? = o
cette équation représentera deux droites, si I'on a

afl 4 (@ a4 b6~ ') 4 f a2 b= o,
ou

ot (2) o (ra ) (2) -t =

et 2 chaque systéme de deux droites correspond une va-
leur réelle de A.

$'il n'y a que trois normales, les courbes (1) et (2}
n’ont que trois points communs, et il n’ya que deux sys-
témes de droites ; et, par suite, 'équation en 1, ainsi que

l, ’ . 1 . l B d
équation en 3 ont deux racines égales ; on a donc

(a’a’ -+ bzgn_cu)a + 27 arb et a2 =o,
d’on

|-

1
(3) - atad 4 b16% 4+ 3 (a*h?a?53%)? ()

=c';

et par suite

(=

1
3

(4) (@)’ 4 (B67)° = (c*)

équation qu’on peut écrire ainsi

Y

(*)s

(noz> E <b6 )

22) +(Z2) =4

\ ¢ ct

ce qui est I'équation connue de la développée de I'ellipse.

II° Méthode. — Je prendsl'équation de la normale a
Pellipse a®y® + b*x* — a’b* = o, en fonction du coeffi-

(*) En valeurs réelles de o et § les équations (3) et (4) admettent les
mémes solutions.  G.
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cient angulaire
2
y=mrt ——2 .
va:+ b*m?
Cette équation peut s’écrire
(1) (y —mz)(a’+ b*m?*)—c*m* = o.

En général, I'équation (1) donne pour m quatre va-
leurs : elle n’aura que trois racines distinctes, lorsqu’elle
aura une racine commune avec I'équation formée en éga-
lant a o la dérivée de son premier membre par rapport
A m; cette équation dérivée est .

(2) —z(y — mz)(a*+ b*m*) + (y —mx)*b’m —c*m = o.

Les équations (1) et (2) doivent avoir une racine com-
mune. Multiplions I'équation (1) par x et I’équation (2)
par (y — mx) et ajoutons, il vient :

c'y
(r —mzy = B
d’ou l'on tire
s /oy
r=\%
M —= e——————
x
Si je change, dans cette valeur de m, xeny, yenx, a

. . 1
enbetb en a, j'aurai la valeur de ~ (*); donc

8

Multipliant ces deux derniéres équations membre a

(*) Paree que Péquation (1) conserve les mémes solutions lorsqu’on y

1
change xeny,yen x,aen b, b en a,etmen o G.
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membre, il vient

r“.ry
Y \/ b1 \/ Thr ]

. 3/ctx
ou bien, en divisant les deux membres par \/ A

arb? -’
2 2
z 3 y 3
= =
— -+ —_— = 1.
a b

C’est I'équation connue de la développée de 'ellipse.

PROPRIETES RELATIVES A LA SOMME ET A LA DIFFERENCE
DE DEUX CARRES ;

Par 12 R. P. L. CLAUDE,

De 1a Compagnie de Jésus (*)

1. Siun nombre entier n est la somme de deux carrés
différents, le nombre 2™.n le sera pareillement.
Soit n = a® + b%; nous aurons

2™ . n = 2™a*® - 2™ b3,

Si m est pair, chacun des termes du second membre est
w1 carré; sim est impair et égal a 2k —+ 1, nous aurons

2%+ (@ - b) = 2.2 (a? + b*) = 2% (a+ b)*+ 27 (a — b).
Donc. ...

2. Réciproquement, si un nombre 2™.n est la somme

(*) Plusieurs des propriétés dont il s’agit dans Varticle que le R. P. L.
Claude nous a adressé ayant déja été démontrées dans les Nouvelles An-
uales, nous ne publions qu'un extrait de cet article.
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de deux carrés différents, le nombre n le sera pareille-

ment.

Soit 2™.n = a* + b*; nous aurons

et <“+b>’+ (“:?)’.
2 2

Or, a® + b® étant un nombre pair, a et b ont un méme
ordre de parité, c’est-a-dire sont tous deux pairs ou tous

a+b a—b

s sont des nomhres en-

deux impairs, donc
tiers. Donc. . ..

3. Tout nombre impair, & Uexception de l'unité, est
la différence de deux carrés,
Nous avons identiquement

ab = (a-—{—b‘)’_
2

a-—b\?
2 bl
et ab peut représenter un nombre impair quelconque,
puisque dans le cas ou le nombre proposé serait premier,
ou le carré d'un nombre premier, nous n’avons qu’a

faire 6 = 1. Les nombres a et 4 étant impairs, a + b et
a

a— b seront des nombres pairs, et par suite ’

—b .
sont des nombres entiers. Donc....

4. Tout muluple de 4, & Uexception de 4 lui-méme,
est la différence de deux carreés.
Soit 4ab le nombre proposé; nous aurons identique-
ment
fab=(a+b)}—(a—b).
Donc. ...

B. Tout carré, & Uexception de 1 et de 4, est la dif-
férence de deux carreés.
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En effet, un carré quelconque est un nombre impair,
ou un multiple de quatre.

6. Aucun nombre simplement pair ne peut étre la
différence de deux carrés.
Soit, en effet,

2ab=(2*— y*)=(z+ y)(z —y),

le produit de ces deux facteurs étant simplement pair,
I'un des deux facteurs devra étre pair et 'autre impair,
ce qui est impossible, car la premiére propriété ne peut
avoir lieu sans que x ety aient un méme ordre de parité,
tandis que la seconde exige que x et y aient un ordre de
parité différent. Donc x et y ne sauraient ¢tre des nom-
bres entiers. Donc. . . .

1. Tout nombre qui est la différence de deux carrés
jouit de cette propriété autant de fois que ’on peut for-
mer de combinaisons différentes avec le nombre des
Sacteurs premiers qu’il renferme, 2 a 2, 3 43, ...,
nan.

Soient py, ps,. .-, p. les facteurs premiers du nombre
N, de maniére que nous ayons

N=pt . pS...p2,

nous pourrons représenter par a 'une quelconque des
combinaisons ci-dessus désignées; a aura pour chacune
d’elles une valeur différente. Mais, & une valeur diffé-
rente de @ correspond une valeur différente de &, ct par
at+b a—2b

suite des valeurs différentes de ’

; donc. ...
Note du Rédacteur. — Lorsque N est un nombre im-
pair, I'équation
(x+r)(x—y)=N

admet autant de solutions entiéres et positives que N a
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de diviseurs moindres que sa raciune carrée, en compre-
nant 'unité parmi ces diviseurs. Car, a chaque solution
entiére et positive de I’équation

(z+y)(z—y)=N,
correspond un diviseur x — y de N, et moindre que /N,
puisque x—y < x + y. Et, inversement a chaque divi-
seur & — y de N moindre que VN, correspond une solu-
tion entiére et positive de I'équation considérée.

1l en résulte que si la décomposition du nombre N en
ses facteurs premiers donne

— % . on
N_' l" 2""Pn’

ct qu'en outre N ne soit pas un carré, le nombre des so-
lutions dont il s’agit est

(1, —«I—l) (a,+ l)...(a,,—{—l)
2

Si le nombre impair N était un carré, le nombre des so-
lutions serait

(a,—{-l)(a,—}—l)...(a,,—i—-l)—l.

Quand N est pair, la décomposition de N en facteurs
premiers donne

Ou
no*

N:zs.p""‘.pf’. Lp

L'un des deux facteurs x + y, x —y étant nécessaire-
ment un nombre pair, il faudra, pour que x et y soient
entiers, que lautre facteur soit aussi un nombre pair.
Cette condition est d’ailleurs suffisante pour que x et y
soient entiers. Ainsi, le nombre des solutions entiéres ct
positives de I'équation

(x+3)(x—r) =N=25ph.ph. pi,
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sera égal au nombre des décompositions de N en deux
facteurs entiers (x + 7), (x—y), inégaux et divisibles,
chacun, par deux.
Le nombre total des diviseurs de N, en y comprenant
Net 1, est

(B4+1) (@ 4 1) (2 +1). . (on +1).

Il s’ensuit que, si N n’est pas un carré, le nombre des
décompositions de N en deux facteurs entiers est

(6+l)(a|+l)(acz—i—l)...(a,.—%l).

Mais, pour obtenir les solutions cherchdes, il faut écar-
ter toutes les décompositions dans lesquelles I'un des deux
facteurs entiers est impair. Et il est clair que le nombre
de ces derniéres décompositions est précisément égal au
nombre des diviseurs impairs de N, c’est-a-dire égal a

(e 41)(a+1). .. (aat1).

D’ou nous concluons que le nombre des solutions cher-
chées est

(841)(a;+1) (@2+1).. . (an41)
2

—_ (al—i- I)(x,-lml)...(:z,ﬁ—l),

ou
(6 —1)(ai41) (@g+1)...(2 1)
2

Lorsque 2°p® p%...p" est un carré, le nombre des

solutions entiéres et positives de I’équation

3 oy on

(24 7)(x —y)=2"pT .p*...p0",

(6=—1) (& +1) (@23 4+ 1).. o (@n+1)—1
2

)

comme il est facile de s’en assurer par ce qui précéde.

G.
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£=  QUESTIONS.

640. On prend les médianes d’'un triangle quelconque
pour cotés d'un second triangle, puis les médianes de ce
dernier pour cé6tés d’'un troisiéme triangle, et ainsi de
suite; on a de cette maniére deux séries de triangles :
les triangles dont les rangs sont impairs et ceux dont les
rangs sont pairs; dans chaque série les triangles sont

toujours semblables. (Ap. G.)
641. Démontrer la relation
cos (a—+b +-c)cos(a+b—c)cos(a+c—b)cos(b+c —a)
— 4 cos?a cos? b cos® ¢
= —(cos a + cos b + cosc) (cos @ + cos b — cos c)
X (cosa + cosc —cos b) (cos b + cosc — cosa ).

(CaTarax.)
642. Discuter la fonction

_(1 -z + 2+ ..z )?
T4 4 4.

En égalant a zéro la dérivée de y, on trouve I'équa-
tion
1+ 2z 4.+ — (n+ l).r":o;

trouver les racines réelles de cette équation.
x étant supposé compris entre + 1 et — 1, développer
y en série ordonnée suivant les puissances de x.
(CaTaLan.)
643. Théoréme concernant les surfaces d’'un ordre

quelconque (4 démontrer par des considérations de pure
géométrie).
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Parmi les surfaces de degré n qui forment un ialsceau
donné, il y en a, en général (*),

mm—+2nr—372—(r—1)(n+2m—3)]

qui touchent une surface donnée du degré m.
Par exemple, dans un faisceau de surfaces du degré n,
il y en a 3 (n — 1)* qui touchent un plan donné.
(E. pE JonqQuiknes.)

644. Ou sait que le cercle osculateur en un point quel-
conque A d’une parabole coupe cette courbe en un second
point B; démontrer : 1° que la droite AB et toutes les
droites analogues sont tangentes 4 une méme parabole ;
2° que le lieu géométrique des milieux des cordes telles
que AB est une parabole.

645. Soient 0, &', 3" les distances du centre d’une co-
nique & trois tangentes, et p, p’, p” les distances de ce
centre aux points de contact; on a

(87 01) 4 87 g (3 — 81) 4 87207 (8 — ) = o0
(Houser.)
646. Par un point (a, §) du plan d’une ellipse
aly'+ ba*—a'b*=o,

on peut, en général, mener quatre droites qui coupent
cette courbe sous un angle donné, 9, différent de zéro;
wouver I'équation du systéme de ces quatre droites.

(*) En géuéral, c'est-a-dire si ta surface $” n’a ni ligne nodale, ni ligne
de rebroussement, ete.
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NOTE SUR LE CERCLE TANGENT A TROIS CERCLES DONNES;
Par M. Paur SERBET.

1. Tatorkme. — Les cercles, en nombre infini, iso-
gonaux & trois cercles donnés, forment quatre séries
distinctes ; et les cercles de chaque série ont, pour axe
radical commun, Uun des quatre axes de similitude des
trois cercles donnés.

Considérons, en effet, deux cercles déterminés, isogo-
‘naux aux trois cercles donnés, et se coupant dans les
deux points o et w. Si 'on construit la figure réciproque
de la proposée, par rapport a I'origine o, les deux cercles
se transforment en deux droites concourantes; chacune
de ces droites coupe sous un méme angle les transformés
des trois cercles donnés ; et le point de concours o' de ces
droites est un centre de similitlude commun aux trois
cercles transformés. Dés lors, chacune des droites, en
nombre infini, que 'on peut mener par le point de con-
cours o’ des deux premiéres, coupe sous un méme angle
les trois cercles transformés ; et chacun des trois cercles,
passant par les points o et w de la figure primitive, coupe,
sous un méme angle, les trois cercles primitifs.

D'ailleurs, les trois cercles transformés ayant un centre
commun de similitude o', si le point o est tel, que la droite
w'o rencontre les trois cercles, les réciproques de veux-
ci, par rapport a l'origine o, ou les trois cercles primitifs,
seront coupés sons un méme angle par la droite ow’ qui
sera, dés lors, un axe de similitude de ces cercles. Cette
propriété subsistera donc toujours, que la droite o’ ren-
contre ou non les cercles transformés; et la droite oo,
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ou ow, est un axe de similitude des trois cercles pri-
mitifs.

2. Si, parmi les cercles isogonaux aux trois cercles
donnés, 'on considére en particulier le cercle orthogo-
nal et le cercle tangent, on verra que « 'un quelconque
des cercles tangents et le cercle orthogonal ont pour axe
radical 'un des quatre axes de similitude des cercles pro-
posés. » (PonceLet.) La construction du cercle tangent se
réduisant dés lors a la détermination d’un cercle tangent
a l'un quelconque des trois proposés, et ayant pour axe
radical, par rapport au cercle orthogonal, 'un des quatre
axes de similitude des cercles donnés. Chacun de ces
axes donnenaissance 4 deux cercles tangents, et le nombre
des solutions est huit.

3. Silon voulait de méme construire un cercle cou-
pant, sous un méme angle donné /, les trois cercles pro-
posés, il suffirait encore de mener un cercle coupant,
sous l’angle 7, I'un quelconque des trois cercles proposés,
et ayant pour radical commun, avec le cercle orthogonal,
I'un des quatre axes de similitude. Comme celui du cercle
tangent, le nouveau probléme admet huit solutions; et
tous les cercles isogonaux que I'on obtient en faisant va-

. . T .
rier 'angleide 0 a S ont, pour axe radical commun

avec deux des huit cercles tangents, I'un des axes de simi-
litude des trois cercles proposés.
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_ QUESTION 636 H
SoLurion e MM. NOBLOT »r QUANTIN,
Eléves du lycée impérial de Lyon.

<

Enonct. — On suppose que des rayons lumineux per-
pendiculaires & Uaxe d'une parabole soient, & leur ren-
contre avec cette courbe, réfléchis en faisant un angle de
réflexion égal a l'angle d’incidence : trouver I enveloppe
des rayons réfléchis, et déterminer géométriguement le
point de contact d’un rayon réfléchi et de Uenveloppe.

Il est 4 remarquer que la direction du rayon réfléchi est
perpendiculaire 4 la droite qui joint le foyer F de la pa-
rabole au point ol le rdyon lumineux rencontre cette
courbe.

Prenons I'équation de la parabole en coordonnées po-
laires :

E I cosa

Soient p,, w, les coordonnées du point o1 le rayon inci-
dent rencontre la parabole, I'équation du rayon réfléchi
est

Py ou p= P .
{1 —cosw,) cos (», — )

Eliminons w, entre cette derniére éqyation et sa déri-
vée par rapport 4 ;. On a: :
(1) p-(t—cosw)cos (0 —w)=p,

(2) cos(w, —w)sine, — (1—cosw,)sin(w, —w)=o.
De I'équation (2) on tire
-sin'e,
1= cas o,
Aun. de Mathémat., 2° série, t. 1. (Mars 1863 ). -7

(3) tang (0, — o) =

. N
= cot —-
2 -



(98)
En éliminant ces (w; — ) entre {1) et (3) on trouve

11 en résulte

__2a:t/|—-a:’

tang o, =
J 1 —2a

De Péquation (3} tirons tang w,, et égalons les deux
valeurs de tang o, :

tang e, — tangw = (1 + tangw.tangm‘)cotf'—;-f

1 —a?

=(1+tangm.tangw.)\/ 3
o

d’ou
atangw 4 {1 — o?
tang o, = 8 J_,
a—tangw.\ 1 —

En égalant, il vient:

#(3— foi)tang o = (for— 1) T= 3
“2(3 —41’)’(1 +tang’m)= 13

et finalement :
cosw = a (3 — 4a?).

Remplagons a par sa valeur, et nous aurons, pour 1'é-
quation demancfée, en coordonnées polaires :

c05m=-3\’/L_2.1:.
2.9 P

Nous pouvons transformer en coordonnées rectiligues,
mais remarquons d’abord que si I'on veut discuter I'équa-
tion obtenue en coordonnées polaires, on fera bien de la
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mettre sous la forme

ou

qu’on déduit de la précédente en remarquant que

. ™ . ki3 ) o T~ «@
€0s © = sin (—Z——m>_3sxn (3_3) — 4 sin? (3_5)'

En posant
x —e
coso = === p=V <+,
x? +‘7-?
on a
2 (z+42pf=27.p(2*+ r*).

Deétermination directe du point de contact du rayon
réfléchi et de son enveloppe.

Quand des rayons lumineux émanent d’un point A, le
point de contact X du rayon réfléchi MX, avec la caus-
tigue, son enveloppe, est a une dxstance de M donnée par
la formule

AM.R.cosz

H PR Z e
lim MX = AM--—Rcosa( )

R étant le rayon de courbure en M.
-Dans le cas qui nous occupe, AM est infini, et la for-

{*) Cette formule est démontrée dans les Eléments de Calcul infinitdsi-
mal de M. Duhamel (t. I¢F, p. 205, édition de 1856); « est ’angle que le
rayon incident forme avec la normale a la courbe au point M ou’ oo rayon
rencontre la courbe. G.

7ee
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mulddevient

lim MX = 20052,

La courbe étant une parabole

(p+22)

R= J"}".y,

l
en prenant pour origine le sommet de la courbe.
La sous-normale est constante et égale 4 p; on a done

¥
CO8 X == ————
Vot o?
Par suite,
lim MX = 22 22) )
2p

QUESTION 636

(voir p. 87);

Sorution b MM. A. TRACE kr E. PITET,
Eléves en mathématiques spéciales au lycée Charlemagne.

Le rayon réfléchi MP, faisant avec la normale MN un
angle NMP égal 2 1’angle NMQ que le rayon incident QM
forme avec la normale, et la normale divisant en deux
parties égales I'angle du rayon vecteur FM avec une pa-
rallele & I'axe menée par le point M, I'angle FMP est
droit.

(*) En désignant par x I’abscisse du point M de la parabole rapportée a
son sommet, et par x’ I’abscisse du point X ot le rayon réfiéchi MX touche
son enveloppe, on a &' =3z, ce qui donne un moyen bien simple de dé-
terminerle point X, lorsqu'on sait déja que le droite MX est perpendicu~
lairea FM. G.
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Le probléme proposé revient donc 2 celui-ci :

Trouver I'enveloppe de la droite MP, perpendiculaire
au rayon vecteur FM, mené du foyer a un point de la pa-
rabole. 4 '

Appelons a I'angle MFX (*), p, le rayon vecteur FM,

2p le paramétre de la parabole; nous aurons

P___P . |

Pl=——
. 1-+4-cosa 3
. t+ 2.cos’£

S$i w et p sont les coordonnées polaires d'un point quel-
conque P du rayon réfléchi MP, le triangle rectangle FMP

donnera
pi=p.cos(w—a),

P

et, en remplagant p, par sa valeur » il viendra,

&
2 cos? ;
pour P'équation de MP :

— Jagy
p.€08 {w— ) cos =3

Cherchons I'enveloppe de cette droite quand « varie.
Pour cela, prenons la dérivée par rapport 4 «; nous au-
rons .

p|sin (w — ) cos’a—(—cos(m—- a:)cosg sine | =o.
2 2 2

Supprimons le facteur e cosgqﬁi ne donne pas de solu-

tien; nous aurons alors :

. X . @
sin (o — g - ¢ —
(w a)cosz cos (w a)sm2 o,

(*) La droite FX est dirigée cn sens contraire de V’axe de la parabole.
~ On est pri¢ de faire la figure.
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ce qui donne

) : »— — == 0.

3a C g
Nous ne poserons pas © — - = km, carsi, laissant «

fixe, on donne 4 w des valeurs différant d’'up multiple
de 7, on obtiendra la méme position du point P.

De 'équation (1) om tire
20

- =x, et w—a=

3

5

wi €

de sorte que I'enveloppe cherchée a pour équation :

pcos’.%:-.g, ou p= —L (4.

2.c08 =
’ 3
Cette équation représente une courbe symétrique par
rapport a I'axe polaire, et qui rencontre cet axe en des
points A, B, tels que

Fa =l;), et FB—=/4p.

On peut construire géométriquement le point de con-
tact P du rayon réfléchi MPH, et de ’enveloppe.

Prenons sur la parabole un point M/, infiniment rap-
proché de M. Soit M'H’ le rayon réfléchi en M/, et qui est
perpendiculaire sur FM'. Les droites MH, M'H' se-coupe—
ront en un point P'; le point cherché P est la limite des
positions que prend P’ sur MH, quand M’ converge vers M.
Pour déterminer ce point limite, cherchons le peint au-

*) Manucl des Candidats a I'Ecolc Polytechnique, t. 16¥, p. {59,
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tour duquel il faut faire tourner le systéme FMH ; infi-
niment voisin de FMH, pour 'amener a coincider. avee
FMP. Ce point, devant étre a la méme distance de M et de
M/, appartient 4 la perpendiculaire KN’ élevée au milien K
de MM, 1l est d’ailleurs 4 égale distance des droites FM,
FM', il doit donc se trouver sur la bissectrice de 'angle
formé par ces deux droites au point F. _Etant, de méme,
également distant des droites MPPH, M'P'H’, il doit appar-
tenir a la bissectrice de I'angle que ces droites forment
en P'. Si l'on fait maintenant coincider M’ avec M, & cette
limite la perpendiculaire KN'.deviendra la normale MN
menée a la parabole au point M. Les deux bissectrices
deviennent_des perpendiculaires aux droites MF, MH,
aux points F et P. Donc, pour déterminer le point de
contact P du rayon réfléchi MH et de son enveloppe, on
ménera a FM, au point F, une perpendiculaire qui cou-
pera la normale MN en un point O, et de ce dernier point
on abaissera une perpendiculaire OP sur MH (¥).

Cette propriété permet de trouver 1'équation de P'en+
veloppe d’une autre maniére.

En effet, au lieu de chercher I'enveloppe, cherchons le
lieu du point P, défini par la propriété géométrique que
nous venons de démontrer. *

En désignant toujours par p, et a les coordonnées po-

. (*) Cette construction. géométrique du point de contart P du rayom ré-
fléchi et de la caustigue a été donnée par de Lhospital dans son' Analyse des
infiniment petits. La démonstration de MM. Trace et Pitet se fonde sur la
théorie des centres instantanés de rotation, dont les' premiers prindipes
sont exposés avec autant de clarté que de prétision das tes Eldnmi de
Calcul infinitésimal dé M. DPuhamel (t. I, p. 190 et suiv.). La détermina-
tion du point de contact, 1'équation.de la caustique, I'expression de som
rayon de courbure, se déduisent tres-sxmpleahent de formuled’ geéndérales:
démontrées dans un excellent ouvrage ayant podr titre : Sulla geonetria
analitica delle linee piane, opuscolo di Giuseppe Sacehi, dottore in mase-
matica (Pavia, 1854). G. .
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laires FM, MFX de M; et par p et & celles du point P,
on aura d’abord

p= s p=pcos{w—a);
QCOS’;
dou

pcos(m—z).cos’% =

w1

Menons MC paralléle a I'ave de la parabole, et FD

paralléle 4 la normale OM. Nous aurons

€MO = DFX, OMF = MFD.
Mais »
CMO = OMF;

puisque MO est normale au point M. Donc

DFX =— MFD — MFP.
Il en résulte

2
MFX = E.PFX’ ou a=z0.

Par suite, I'équation

& _P
p.€os (o oe)cos.z.._2
donne
p=—t—
2.cos’2
3

ce qui est I'équation déja obtenue.

Note du HRédacteur.— M. Hermile de la Phidelne,
éléve du lycée Charlemaghe, nous a adressé une solution
a peu prés semblable & celle de MM. Trace et Pitet,
éléves du méme lycée.

La méme question a été résolue par MM. Albin Laval,
éléve du lycée de Lyon; Geoffroy, éléve du lycée de
Nancy; Abraham Schnée, éléve du lycée Charlemagne;
Rouquet et Pelletreau.
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QUESTION 634
Soruriox nE M. F. Y_LLIAC.

Sil'on appelle E, ¥, les axes dune ellipse; e, f; €, f';
¢", f" les axes de ses projections sur trois plans rectan-
gulaires, on a

2E 4 2P =l - [ - e - f
E2F? — c’f’ + c/zf/2+ cflzf//z_

(P.)

Soicnit ey, fi5 €., f5 €, f", les projections des axes
E, I sur trois plans rectangulaires;on a,d’aprés un théo-
réme connu

2B = ¢! 4+ €242
afr=f1 S+ (),

ct, en ajoutant ces deux égalités membre & membre, il
vient

2B 4 2F = (&2 + /1) + (€, + 7)1+ /2).

Mais on sait que les projections des axes d’une ellipse
sur un plan sont des diamétres conjugués de la projec-
tion de Dellipse; donc, en vertu de I'égalité de la somme
des carrés des axes et de la somme des carrés de deux

(*) Nous avons rétabli, dans les premiers membres de ces deux égalités,
le facteur 2 qui ne se trouve pas dans la rédaction de M. Ylliac. C'est cette
omission qui a fait supposer a3 M. Ylliac qu’il y avait une erreur dans 1'é-
noncé de la question proposée. Le théoréme connu sur lequel se fondent
les deux égalités dont il s'agit consiste en ce que la somme des carrés des
projections d’une droite sur trois plans rectangulaires est le double du
carré de la droite projetée.  G.
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diameétres conjugués d'une méme ellipse, on a
dtSi=el Sl =S e =S
et, par suite,

2B 2 = e 1 € fT e

Pour démontrer la seconde partie de la proposition, je
désigne par S l'aire du rectangle des axes de Vellipse
donnée, et par s, s/, s” les aires des projecticns de ce rec-
tangle. Alors on a, comme l'on sait:

(1) S? = 4 "2 - 52

Mais s, s/, s” sont les aires des parallélogrammes con-
struits sur les projections des axes sur les trois plans,
et, par suite, les aires des parallélogrammes construits
sur des diamétres conjugués des ellipses projections de
Pellipse dounée. Or, ces aires sont égales, dans chaque
ellipse, au rectangle des axes; on a donc

) s=ef, s=df, s"=e)"
d’ailleurs
S =—=EF.

En remplacant, dans I'égalité (1), S, 5, s/, s” par leurs va-
leurs, il vient:

Eze______ eafz+ elgf/g + e”’f”’.
Pour cette seconde partie, on aurait pu raisonner ainsi

. . . . , .E.F .
quil suit: Paire de I'ellipse donnée est - i les aires

des projections sont
me.f = f  wm.f7
b b
4 4 4 7

donc, en vertu du théoréme relatif aux projections des
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airés planes,

(B2 — (S (L) (252

2
d’ot, en supprimant le facteur commun —=»

EF = f14 o 4"
C. Q. F. D.

Note du Rédacteur. — Une solution peu différente
nous a été adressée de Lyon, dans une lettre anonyme;
la méme question a été résolue par M. A. M., éléve du
lycée de Douai, par MM. Laisant, sous-lieutenant du
génie, licencié és Sciences; Pelletrean, Rouquet; Me-
lon, éléve du collége Rollin, et par M. Moulin, répéti-
teur au Prytanée impérial de la Fléche.

SUR UN PROBLEME D'ALGEBRE LEGALE (*) ET SUR UNE
TRANSFORMATION DE SERIE;

Par M. E. CATALAN.

Comniunique’ a la Société Philomathique, séance du 29 mars 1862.

I. D’aprés le Code civil (art. 757}, le droit de l'enfant
naturel est d’un tiers de la portion héréditaire qu’il au-
rait eue, s’il eiit été légitime (*¥).

(*) Voir, pour ce probléme, Quillet, Nouvelles Annales, t. IV, p. 253, et
Louis Gros, t. X, p. 27.

(**) Cette partie de Varticle 757 se rapporte au cas du partage entre
enfants légitimes et enfants naturels. Lorsque des enfants naturels
concourent avec des ascendants ou des collatéraux, la loi a des consé-
quences bizarres et méme absurdes, dont je ne parlerai pas ici. (Voyez
une brochure intitalée : ’drticle 757, — Application de 1’Algébre au Code
civil.)
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Soient : /le nombre des enfants légitimes ; 1 le nombre
des enfants naturels; x,, la part d’'un enfant légitime;
1, la part d'un enfant naturel. ‘

On a d’abord, en prenant pour unité la somme & par-
tager entre les 7 + n enfants,

(l) Iz, + Y =1.

D’un autre coté, conformément a la prescription ci-des-
sus,

I
(2) YI,..=§II+|,n_|-

De ces deux relations, on conclut aisément la formule
suivante, connue depuis longtemps (¥),

‘ o1 n + nin—r)
3) A A YTy R Ty Ty ey h
? “+— n{n—-—1)...3.2.1
TR (i)

II. La complication de cette formule est peut-étre ce
qui empéche les jurisconsultes d’obéir, sinon a lesprit,
du oins au texte de la loi, quand il s’agit pour eux d’ef-
fectuer un partage entre enfants légitimes et enfants na-
turels. Mais on peut la remplacer par une autre expres-
sion beaucoup plus commode.

On a en effet

N

1 1 !
J— [ =1 .
I(l+x)(l—+—2)..‘(l+p)—1.2.3...11\[: (v—oyei=ds;

(*) Elle a été donnée d'abord par M. Cournot (Bulletin de Férussac,
L XVL, p. 3).



donc : ;
- 1 n 1 n(n—n)
I[u—-f 91 ‘19[ g ;(l"‘e) 32-——'7-('"—'9)2‘—‘-‘
e - B\n
. =50
3" 0[“ (2 6)"do;

d’ou enfin

LI PV B +u(n——-1)?"~_2 LI
(4)s LT A (+1 1.2 427

-
( M nJ'

11 est visible que, pour former la quantité entre paren-
théses, il suffit de développer (2 4 1) et de diviser par
L,l4+1,l+2,...,1+ nles termes du développement.
Du reste, il est facile de vérifier, par un procédé pure-

ment algébrique, I'équivalence des deux expressions de
x,’,..

III. Cette équivalence étant démontrée, il en résulte
que I'on a

1 n n(n—1)
I+ 0TI+ (+2)

n{n—1)(n—2)
L{{41)({42)({+3)

= (1) [ +71—Lr(liz>
)

méme quand les deux membres, au lieu d'étre composés
d’un nombre fini de termes, deviennent des séries con-

22
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vergentes. Par exemple, en supposant

cc qui est exact.

IV. Sil'on pose

=—t,
1—z
d’out résulte
—_1
= 9
1 —
I'équation (5) devient
1 n 1 n(n—1) 1
—— - t ...
! 1741 + 1.2 i+ 2

_ I n z n(n—1) t \? .
=(1—1) [7+l(l+1) 1—t+l(l+l)(l—i—z) 1—¢ +]
ou plutét, par le changement de t en z :

n o1 n(n—1) 1 .
I

l-—l—lz+ 1.2 l-{—zz-

~| -

(6)

n z n(n—1)

=(r—-z)"[%+,(,+,) =z () (.i,v)’+~--]-

Cette seconde transformation est, pour ainsi dire, con-
b P ]
juguée de la premiére. On peut les renfermer dans la
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double formule :
1_n 1 .n(n—l) L
o l Tl+lz+ 1.2 42 — ,
(r—2)=1 n z n(n—1) z \?
] 7+l(l+1)1—z+l(l+l)(l+2)(1—z)+'"
(7) 1 n n(n-—xv) .
AR NI

=l+n 1 z +n(n—|) 1 z ’+ )
T il +11—2 1.2 (+2\1—3z

Celle-ci a d’assez nombreuses conséquences, sur les-
quelles je pourrai revenir dans une autre occasion.

DEMONSTRATION DE QUELQUES THEOREMES DE GEOMETRIE
ENONCES DANS LES NOUVELLES ANNALES
(voir t. XX, p. 83 et 140);

Par M. En. DEWULF,
Capitaine du Génie (a Bougie).

1. La courbe enveloppe des cordes communes & une
courbe fixe du degré m et aux courbes d’un faisceau du

degré n, est de la clc;sse im(m —1)(2n—1).

{E. oe Jonquikres.)
Soient

Fu(z, y)=o, Sulz, ¥) + (7, y) =0, Yy = px,

les équations de la courbe, du faisceau et d’une droite
passant par l'origine.

Les équations
() Fu(x, px) =0,

(2) So(zy px) + .z, pr)=o,
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donnent les abscisses des points ou la droite coupe -la
courbe et le faisceau. Eliminons x, et exprimons que
la résultante R a deux racines p égales. L'équation de
condition que nous obtiendrons ainsi ne renfermera plus
que A. Toutes les valeurs de A qui satisferont a cette
équation détermineront des courbes du faisceau qui au-
ront avec F,, = o des cordes communes passant par I'ori-
gine.

Pour que R = o ait deux racines égales, il faut que

dR . .
R=o0cet T =0 alent une racine commune.
/4

La résultante R’ de ces deux derniéres équations sera
du degré

m{mn —1) 4+ m'n

en A, parce que R = o est du degré mn en p et du degré
m en A.

Parmi les valeurs de 2 données par R'=o se trouvent :
1° celles qui déterminent les courbes du faisceau qui
passent par les m(m —1) points de contact des tangentes
menées par l'ovigine & F,,; 2° celles qui déterminent les
m(2n —1) courbes qui passent par les m (27 —1) points
d’intersection de F,, et de la courbe lieu des points de
contact des tangentes menées par un point aux courbes
d’'un faisceau d’ordre 1, courbe qui est de Pordre 21 —1,
ainsi que nous-le verrons plus loin.

Ces deux catégories de courbes ne satisfont pas, a pro-
prement parler, 42 la question, les cordes communes
qu’clles fournissent étant infiniment petites. Le degré de
R’se réduira donc a

m(mn —1) 4+ mn—m(m—1)—m(2n—1)
on
m{m—1)(2rn—1).

Chaque valeur de A nous donne deux valeurs égales dep ;
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. 1 :
on peut donc, par un point, mener -z-m(m—x)(z n—1)

tangentes au lieu. c. Q. F. D.

2. Une transversale tourne dans un plan autour
d’un point fixe S, et rencontre & chaque instant, en
points, une courbe géométrique C,, de degré m, tracée
dans ce plan ; sil’on méne les tangentes et les normales
a C,, en ces points d’intersection, les tangentes se cou-
pent deux & deux sur une courbe Z, et les normales se
coupent aussi deux & deux sur une courbe Z'.

1° Le degré de Z est %m(m—x)(zm——S); cette

courbe passe par chacun des (m —2) points de C,,
autres que les points de contact, qui sont situés sur cha-
cune des m(m — 1) tangentes & C,, issues de S. Chacune
des tangentes & C,,, en ses points d’inflexion ou de re-
broussement, est une tangente multiple de  d’un ordre
de multiplicité égal & n—1.

2° Le degré de Z'esti—m(m—l)(zm—l). Sil'on

méne par S des paralléles aux m asymptotes de C,, et
ensuite des normales a cette courbe en tous les points
ol ces paralléles la rencontrent & distance finie, on ob-
tiendra d’'abord m(m—1) droites paralléles aux asymp-

. . I
totes de . En outre, i/ existe, sur C,,, om (m—1) (2m—3)

paires d'éléments infiniment petits, paralléles deux a
deux, et situés deux a deux sur des droites concourantes
en S. Les normales en ces points, @ C,,, sont les directions
des autres asymptotes de Z'. On a, en effet,

m(m —1) +%m(m-—l)(2m — 3)::-;-m(m —1) (2m —1).

Les normales a C,,, en ses points d'inflexion ou de
Aun, de Mathémat , 2¢ série, t. 1. (Mars 1863.) b
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rebroussement sont des tangentes 4 Z' de 'ordre m — 1.
(E. pE JoNQuikrEs.)

Je vais déterminer le degré d'une courbe X’ résultant
des intersections deux 4 deux de droites menées par les
points ou la transversale coupe C, et faisant en ces points
un angle « constant avec C,,.

Voyons en combien de points une transversale L coupe
2", Par tout point M de L on peut mener m? droites cou-
pant C,, sous un angle constant, et les points d’intersec-
tion sont sur la premiére polaire inclinée de M par rap-
porta C,, (voirla Théorie des polaires inclinées, 1. XVIII
et XIX). Les premiéres polaires inclinées de tous les
points de L forment un faisceau d’ordre m. Il y a donc
autant de points de 2’ sur Lqu’il y ade cordes communes
a ce faisceau F,, et a C,,, passant par S. D’aprés le théo-
réme précédent, ce nombre est

m(m—1)(2m —1).

N =

Si a = go°, ¥’ devient ¥’ et le degré ne change pas.
Si a = 0, 2’ devient X et le degré devient

-

1
;m(m—l)(2m—3),

parce que le degré du faisceau des premiéres polaires
s’abaisse d’'une unité.

Soit SA une tangente a C,, en un point «, SA coupe C,,
en m—2 autres points. Soit a; un de ces points : o
représente deux tangentes mendes de o, a C,,; la corde
de contact passe par S, donc a; se trouve sur .

Menons une transversale L passant par I’origine et par
un point « d’inflexion de C,,. Les tangentes menées par
les m — 1 points, autres que «, ou L coupe C,,, coupent
la tangente en « en m — 1 points 3. Menons une trans-
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versale La' par un point «’ infiniment voisin de « sar la
courbe. Cette transversale coupe aussi C,, en m —1 points
autres que a’, et les tangentes a €,, en ces points coupent
la tangente en « en m — 1 points 3’ infiniment voisins
des points 3. Il y a donc m — 1 éléments 33’ de Z sur la
tangenteen ¢ A €. c. Q. F. D.

Si 'on méne par S des paralléles aux m asymptotes de
C..et ensuite des normales i cette courbe en tous les points
ou ces droites la rencontrent & distance finie, on obtien-
dra d’abord m(m — 1) droites paralléles aux asymptotes
de X'. Ceci est clair.

La droite de l'infini coupe Z en -im (m—1)(2m—3)

points, et par chacun de ces points on peut mener une
paire de tangentes dont les points de contact sont en
ligne droite avec S et qui donnent sur C, des éléments
paralléles deux & deux, qui fournissent chacun une direc-
tion d’asymptote de X'. C. Q. F. D.

On démontrerait, comme plus haut, que les normales
a C,, en ses points d’inflexion ou de rebroussement sont
des tangentes a 2’ de 'ordre m — 1.

On peut transporter ces propriétés a Z”.

3. Etant données dans un plan deux courbes géo~
métriques, U’une C,, du degré m, et U’autre de la classen;
siune tangente roule sur celle-ci et que par les points
ot elle rencontre C,, on méne & cette courbe des tan—
gentes et des normales :

1° Les tangentes se coupent deux & deux sur une
courbe I, du degré é mn(m—1) ('zm—?)).‘

2° Les normales se coupent deux & deux sur une
courbe T, de degré-;— mn(m—1) (2m —1).

(E. pE JonQuikres.)
8.
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Cherchons le degré d'une courbe Z' résultant des
intersections deux 4 deux de droites passant par les points
ou la tangente mobile coupe C,, et y faisant avec C,, un
angle constant «.

Ce degré est égal au nombre des tangentes communes
a la courbe 2, trouvée plus haut, et a la courbe de la
classe 5 il est donc égal a

1
3 mn (m—1)(2m—1).
Le méme raisonnement donne pour le degré de X,

1
3 mn(m —1) (2m — 1),

et pour celui de Z;
1
P mn(m —1)(2m— 3).

Le procédé de démonstration appliqué au premier
théoréme ci-dessus peut aussi démontrer un théoréme
énoncé par M. Moutard : « Etant données deux sur-
faces, Uune du degré m, lautre du degré n; sid’un
point S on projette tous les points de la courbe d’inter—
section sur un plan, cette courbe projection aura
mn(m —1)(r—1)

2

points doubles.

Note de M. Dewulf. —Voici comment M., Cremona
démontre que le lieu Z des points de contact des tangentes
menées d'un point o a tous les courbes d’un faisceau F,
est de l'ordre 272 — 1 (woir son Introduzione ad una
teoria geometrica delle Curve piane). Soit F), le fais-
ceau des premiéres polaires de o par rapport a F,. Les
points ou une courbe de F, est coupée par la courbe cor-
respondante de F, sont les points de contact des tangentes
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3 la premiére courbe issues de o le lieu cherché est donc
aussi le lieu des intersections des courbes correspon-
dantes des deux faisceaux homographiques F, et F;. Or,
d’aprés un théoréme de M. de Jonquiéres, le degré de ce
lieu est égal 4 la somme des degrés des faisceaux, on 2n—1.

La courbe Z, que nous venons de considérer, est aussi
le lieu des points doubles des involutions de degré n que
détermine un faisceau F, sur toutes les droites qui pas-
sent par le point o. (Foir un Mémoire de M. de Jon-
quiéres, Annali di Tortolini.)

On peut démontrer les théorémes suivants :

Quand le point o décrit une courbe de degré n, I'en-
veloppe des courbes X qui correspondent a chacune des
positions de o est de 'ordre m (27 —1) (2m —1).

Par un point il passe généralement n(2n—3) droites
qui déterminent dans un faisceau d’ordre n des involu-
tions ayant un point quadruple.

Un faisceau de I’ordre n2 et une droite déterminent unc
involution de l'ordre n, le rapport anharmonique de
quatre groupes de cette involution est constant, quelle que
soit ladroite, et quel que soit le pdle pris sur la droite,
si les quatre groupes sont toujours déterminés par les
quatre mémes courbes.

Il résulte de ce théoréme que la série des centres har-
moniques des groupes de n points en involution que dé-
termine un faisceau F, sur une droite quelconque est
homographique (ou projective) 4 la série des centres
harmoniques de I'involution d’une autre droite quel-
counque, ou, en d’autres termes, que les involutions qu’un
faisceau détermine sur deux droites sont toujours projec-
tives. (¥ oir Cremona, Introduzione, eic., p: 18.)

Deux faisceaux homographiques (ou projectifs) déter-
minent sur deux droites des involutions projectives.
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BIBLIOGRAPHIE.

Taarrt pe GEomETRIE DESCRIPTIVE; par M. Jules de la
Gournerie, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées,
professeur de géométrie descriptive a I'Ecole Polytech-
nique et au Conservatoire des Arts et Métiers. 1 par-
tie : in-4 avec atlas de 52 planches; 1860. 2° partie :
in-4 avec atlas de 52 planches; 1862. Paris, Mallet-
Bachelier. — Prix des deux premiéres parties
20 francs.

L’ouvrage complet doit se composer de trois parties ;
les deux premiéres seulement sont publiées.

La premiére partie renferme quatre livres.

Dans le premier livre I'auteur expose les solutions des
principaux problémes sur la ligne droite et le plan.

Le second livre, qui traite des cylindres, des cines

et des surfaces de révolution, commence par un chapitre
extrémement intéressant sur les courbes planes et I'emploi
des courbes d’erreur.

" Puis viennent les problémes sur les plans tangents et
les sections planes. Le dernier chapitre, consacré aux in-~
tersections des surfaces courbes, est de beaucoup le plus
important de cette premiere partie, tant par la nature
des questions que par le choix des exemples : en particu-
lier le probléme de l'intersection de deux surfaces de ré-
volution dont les axes sont dans le méme plan, est dis-
cuté aussi compléiement que possible. Enfin, I'auteur
indique les cas les plus fréquents ou l'intersection de
deux surfaces du second degré se décompose en deux
eourbes planes.

Le troisiéme livre, consacré i la méthode des projec-
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tions cotées, renferme en quelques pages tout ce qu'il y a
de véritablement utile dans cette méthode, et quelques
exemples bien choisis en font saisir I'utilité et I'impor-
tance. A .

Dans le quatriéme livre, qui traite de la perspective
axonométrique et de la perspective cavaliére, 'auteur est
peut-étre un peu trop concis, et quelques développements
de plus sur la perspective axonométrique seraient fort
utiles. Cependant les exemples variés que donne I'auteur
suffisent, a la rigueur, pour faire comprendre '’emploi de
ce mode de représentation des corps.

La seconde partie est divisée en trois livres.

Le premier livre, consacré aux ombres linéaires, ren—
ferme un trés-grand nombre d’exemples tous heureuse-
ment choisis; les plus intéressants sont ceux relatifs anx
ombres d’une niche sphérique représentée soit par une
perspective axonométrique, soit par une perspective ca-
valiére.

Le chapitre le plus important de ce livre est celui qui
traite des figures homologiques. Cette belle théorie, ¢réée
par M. Poncelet, devait naturellement faire partie d'un
cours de géométrie descriptive, puisque la projection
d’une figure plane est homologique de cette figure. M. de
la Gournerie estle premier qui ait introduit la notion des
figures homologiques dans I'enseignement de la géométrie
descriptive.

Dans le second livre, consacré aux surfaces dévelop-
pables, ces surfaces sont d’abord considérées comme
Pensemble des développantes d’une méme courbe, ou, ce
qui revient au méme, comme l’ensemble des tangentes
a une méme courbe. Cette maniére de considérer les
surfaces développables a 'avantage de montrer immé-
diatement I'existence de I'aréte de rebroussement.

Puis, revenant a la définition ordinaire des surfaccs
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développables, on yoit que ces surfaces peuvent étre con-
sidérées comme enveloppes d’un plan mobile.

Le mouvement de ce plan peut étre dirigé de trois ma-
niéres principales: 1° le plan peut étre assujetti 4 rester
tangent & deux surfaces données ; 2° ce plan peut rouler
sur deux cotrbes donmées ; 3° ce plan peut rouler sur
une courbe fixe en restant paralléle aux plans tangents
d’un cdne donné.

Comme exemples de surfaces développables, M. de la
Gournerie a choisi la surface circonscrite a deux coni-
ques, et la surface d’égale pente. En prenant une conique
pour directrice d’une surface d’égale pente, on obtient la
surface développable circonscrite a deux coniques. M. de
la Gournerie donne les principales propriéiés de cettg
surface.

Soient S, et Sy deux surfaces du second degré ; elles se
eoupent suivant une courbe M ; par cette courbe on peut
faire passer une infinité d’autres surfaces du second de-
gré Sy, Siy.. ., S,. ... Parmi toutes ces surfaces se trou-
vent quatre cones ¢, ¢/, ¢”, ¢ ; désignons les sommets de
ces cdnes par o, o/, 0o/, 0”.

Si nous considérons deux quelconques de nos surfaces,
S, et S,, par exemple, huit génératrices de S,, seront tan-
gentes 3 S,, et de méme huit génératrices de S, seront tan-
gentes a S, ; ce qui revient a dire que la courbe M touche
huit génératrices de chacune des surfaces S,, S,,..., S,,
qui passent par cette courbe. En effet, soit ¢ I'un des
cones passant par la courbe M, o le sommet de ce cone
et ¢, le cone circonscrit a la surface S,, et ayant son som-
met en o0, les deux cones ¢ et ¢, ont quatre plans tan-
gents communs. Ces quatre plans coupent la surface S,
suivant huit génératrices, qui sont évidemment tangentes
a la courbe M.

Si maintenant nous prenons les polaires réciproques
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de toutes ces surfaces par rapport i une surface auxi-
liaire, aux surfaces du second degré Sy, S,, Ssy Ss,..., Sa
correspondent de nouvelles surfaces du second degré,
2y, Zg, 25, Biye..y 2,5 a la courbe M correspond une
surface développable p; aux cones c, ¢,  corres-
pondent des coniques A, A/, A”, A”. La surface p est
circonscrite aux surfaces Z,, Z,,... €t passe par les co-
niques A, &'y A", A", qui seront évidemment des lignes
doubles de cetle surface; les plans de ces coniques sont
les plans polaires des points o, o', 0”, 0”.

Si nous considérons les huit tangentes de la courbe M

¢ ¢

qui sont situées sur la surface S,,, a ces droites corres-
pondent huit génératrices de la surface p situées sur la
surface Z,. Les huit premiéres droites étant deux a
deux dans des plans tangents aux cones ¢, ¢/, ¢/, ¢”, les
huit autres se coupent deux a deux sur les courbes
A, Al’ A/I, AI//.

Si I'on se donne directement les coniques A et &,
clles déterminent la surface p et par suite les deux
autres lignes doubles A7, A", C'est en partant directe-
ment des courbes A et A’ que M. de la Gournerie étudie
la surface p; il considére d’abord le cas ou les plans de
ces deux courbes sont paralléles, et établitainsi les princi-
pales propriétés de cette surface; puis, en s’appuyant sur
le principe des transformations homographiques, il en
conclut que les propriétés trouvées, dans le cas particu-
lier considéré, sont tout a fait générales.

Le troisiéme livre est consacré a la théorie des surfaces
gauches.

Le premier chapitre renferme les principaux modes de
génération du paraboloide hyperbolique, la nature de
ses sections planes et de ses courbes d’ombre.

Le second chapitre contient la théorie générale des sur-
faces gauches.
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Le plan tangent d’une surface gauche n’étant pas le
méme tout le long de la génératrice, on est obligé, pour le
construire, de recourir aux paraboloides de raccordement.

Si I'on considére un plan P quelconque passant par
une génératrice G d'une surface gauche, ce plan touche
toujours la surface en un point M de cette génératrice.

Si le plan P tourne autour de la droite G, le point M
se déplace sur cette droite; il existe une relation trés-
simple entre I'angle décrit par le plan P et la longueur
parcourue par le point M.

Soient deux droites quelconques A et B, a et b les
points ou ces deux droites sont rencontrées par leur plus
courte distance. Un plan quelconque passant par la droite
A coupe B en un point m, et I'on voit facilement que la
tangente de 'angle que fait ce plan avec le plan passant par
A et par ab est proportionnelle & bm. Quand le pointm
esten b, cet angle est nul ; quand le point m2 est a I'in-
fini, cet angle est droit.

Supposons maintenant que nos deux droites A et B
soient deux génératrices infiniment voisines d’une sur-
face gauche. Le point a est ce qu'on appelle le point cen-
tral de la génératrice A. Le plan qui contient A et ab se
nomme le plan central; enfin on appelle obliguité d'un
plan passant par la génératrice A 1'angle de ce plan avec
le plan central. Alors, comme le point m devient le
point de tangence M, on peut dire que la tangente de
I'obliquité d’un plan tangent est proportionnelle a la
distance du point de contact au point central. Le rapport
de ces denx grandeurs est égal 4 I'angle des deux géné-
ratrices, divisé par leur plus courte distance; (*) on lui
donne le nom de paramétre de distribution.

Les points centraux des diverses génératrices forment

{*) Ces théor¢mes sont dus a M, Chasles. P.
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une courbe a laquelle on a donné le nom de ligne de
striction.

On appelle sommelts d'une surface gauche les points
singuliers ou deux génératrices consécutives se rencon-
trent. Si le sommet s'éloigne a V'infini, la generatnce
sur laquelle il se trouve prend le nom d’aréte.

Toute ligne dombre d'une surface gauche passe par
chaque sommet, et y est tangente & la génératrice ; d’olt
il suit que les arétes d’'une surface gauche sont asym-
ptotes de toutes les courbes d’ombre.

Ces théorémes sont dus a4 M. de la Gournerie.

Les derniers chapitres renferment 1’étude des princi-
paux conoides, de I'hyperboloide & une nappe, et du biais
passé. Enfin I'ouvrage se termine par quelques notions sur
la déformation des surfaces gauches.

« L’étude des différentes formes que peut prendre une
» surface donnée, lorsqu’on la suppose flexible etinexten-
» sible, est en général un probléme difficile; mais il se
» simplifie beaucoup pour les surfaces gauches lorsqu’on
» exige que les génératrices restent droites. D’apreés cette
» condition, la déformation ne peut résulter que de plis
» faitsle long des génératrices. Une génératrice G tourne
» autour de la génératrice voisine G en décrivant unc
» aire qui appartient 2 un hyperboloide de révolution.
» La position relative des deux génératrices n’est pas
» modifiée, et par conséquent la valeur du paramétre de
» distribution de G n’éprouve pas d’altération, et le point
» central reste le méme. »

On conclut de la ces deux théorémes dus 4 M. Bour:

Ilest toujours possible de déformerune surface gauche
de maniére a rendre ses génératrices paralléles & celles
d’un coéne donné ou & un plan.

Quand on déforme une surface gauckhe, langle de
contingence de toutes les sections perpendiculaires a
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une méme génératrice varie précisément de la quan-
tité dont on augmente ou dont on diminue l'angle de
contingence correspondant du céne directeur.

En résumé, tous ceux qui veulent étudier sérieuse-
ment la géométrie descriptive doivent consulter le nou-
veau Lraité, ou se trouvent réunis méthodiquement les
principes de la géométrie générale, jusqu’alors demeu-
rés ¢pars dans divers ouvrages et dans de nombreux
recueils. :

Mais ce que nous avons surtout admiré dans ces lecons
de géométrie descriptive, c’est la méthode d’enseigne-
ment suivie par M. de la Gournerie, méthode qui con-
siste a raisonner toujours d’'une maniére générale sans fa-
tiguer l'attention par des détails inutiles. Cette facon
large d’exposer les choses dans toute leur simplicité fait
immédiatement comprendre le véritable esprit des mé-
thodes, et développe 'intelligence des éléves en leur lais-
sant voir & coté de chaque question étudiée toutes celles
qui s’y rattachent. Gros.

Die ErLemente pER MaTHEMATIK.... ELfMENTS DE Ma-
tTHEMATIQUES; par M. Richard Baltzer, professeur an
Gymnase de Dresde. 2° partie : Planimétrie, Stéréo-
métrie, Trigonométrie. Leipzig, 1862. 1 vol. in-8 de

382 pages.

L’auteur de la Théorie des Déterminants, dont il a été
rendu compte dans le dernier volume des Nouvelles An-
nales, M. Baltzer, vient de faire paraitre la seconde par-
tie de son savant ouvrage sur les mathématiques élémen-
taires. Nous y trouvons, condensé dans un mince volume,
un cours complet et détaillé de géométrie élémentaire et
de trigonométrie, rédigé d’aprés un nouveau plan, et ou
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I'auteur s'est placé au point de vue élevé de la Géométrie
moderne.

Commencons par donner un aper¢u du contenu de ce
traité, qui se divise en trois livres ayant pour objets res-
pectifs la Planimétrie (Géométrie dans le plan), la Sré-
réométrie (Géométrie dans 'espace) et la Trigonométrie.

I.

Géométrie dans le plan (132 pages).

§ 1. Notions fondamentales. — Les premiéres no-
tions de la Géométrie se rapportant a des objets indéfinis-
sables qu'il s’agit plutét de montrer que de déterminer
par des énoncés rigoureux, nous ne trouvons aucun in-
convénient sérieux a parler, dés le début, du nombre des
dimensions des diverses espéces de figures. Nous eussions
préféré cependant que I'auteur n’eiit prononcé que plus
tard les mots de Jongucur d’une ligne courbe ou d’aire
d’une surface courbe, ces notions reposant sur des théo-
rémes a démontrer, sans lesquels elles ne peuvent étre
bien comprises.

Les définitions de la ligne droite et du plan sont dis-
cutées avec un soin que I'on n’est pas habitué a rencon-
trer dans nos traités de Géométrie, et qui montre a quel
degré M. Baltzer s'est pénéiré de I'esprit de rigueur des
Anciens.

I1 est un seul point sur lequel nous regrettons d’étre en
complet désaccord avec 'auteur : c’est au sujet de sa dé-
finition de 'angle et des conséquences qu'il en tire, d'a-
prés Bertrand (de Genéve), pour éviter d'introduire,
dans la théorie des paralléles, I'axiome connu impropre-
ment sous le nom de postulatum d’Euclide. Remplacer
cet axiome, d’une évidence intuitive, par une démonstra-
tion fondée sur des définitions difficiles & saisir et sur
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des considérations un peu vagues d'infinis de difiérents
ordres, n’est-ce pas faire naitre dans esprit du lecteur
plus de doutes qu’on ne lui en dte? Telle a woujours été
I'opinion soutenue dans les Nouvelles Annales par le
savant rédacteur qu’elles viennent de perdre; telle est
encore I'opinion des géométres qui font le plus autorité
en ces maltiéres (*). Nous faisons des veeux pour que
M. Baltzer, dans la prochaine édition de son livre, mette
sa théorie & 1'abri des objections auxquelles elle reste
toujours sujette, malgré tout le talent qu’il a mis a la
perfectionner.

M. Balizer établit, dans la notation des segments de
lignes et des aires de triangles, la convention des signes
dont la premiére idée est due a son illustre maitre,
M. Mcebius. DV’aprés cette convention, on a, pour toute
position du point A sur la droite BC ou dans le plan BCD,
les relations

BC = BA + AC,
BCD = BCA +- CDA + DBA.

On sait combicen cette régle des signes est utile dans les
démonstrations de la Géométrie supgrieure. Elle sert aussi
a formuler plus simplemeut un grand nombre de propo-
sitions de la Géométrie élémentaire.

§ 2. Des angles des figures rectilignes. — Théorie
des paralléles, somme des angles d’un polygone, etc.

§ 3. Des cotés des triangles. — Relations entre les
cotés et les angles opposés. Positions relatives de deux
cercles. Tangentes.

§ 4. Des figures inscrites ou circonscrites au cercle.
— €e chapitre contient un grand nombre de propositions
intéressantes et trés-simplement démontrées.

(*) Voyes Duhamel, Traité de Calcul infinitésimal, t. 17 p. 19.
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§ 5. Egalité des triangles.— M. Bahzer, a I'exemple
d’Euclide, appelle égales et semblables les figures super-
posables ou jomissant de I'égalité. proprement dite, et
égales celles que nous appelons ordinairement équiva-
lentes. Nous censerverons, dans ce qui va saivre, les dé-
nominations d'égalité et d’équivalence, avee le sens
qu’on leur attache dans les traités frangais modernes.

§ 6. Des diverses espéces de quadrilatéres.

§ 1. Egalités des figures. — L’auteur, par analogie
avec ce qu'il fera plus tard en traitant de la similitude,
introduit la considération du point que 'on pourrait
appeler centre d’cgalité, lequel est un point commun
a deux figures égales. Il distingue 1'égalité de méme sens
de I'égalité de sens contraire (symétrie), qui, dans le cas
des figures planes, se raméne a la premiére par le retour-
nement du plan. Propriétés des polygones réguliers.

§ 8. Angle coupc par un systéme de paralléles. —
Théorie des lignes proportionnelles. Division harmoni-
que, elc.

§ 9. Equivalence des parallélogrammes et des trian-
gles. — Carré de I’hypoténuse. Théorémes de Pappus,
de Varignon, etc. Aire d’un polygone.

§ 10. Mesure des aires. — Quadrature des aires
planes en général.

§ . Similitude des triangles.

§ 12. Similitude des figures. — Deux figures sont
semblables lorsque tous leurs points sont déterminés,
par rapport a deux bases données, par deux systémes de
triangles semblables chacun & chacua. Eléments homo-
logues & eux-mémes (centres de similitude). Similitude
de deux cercles.

§ 13. Cyclométrie. — Détermination approchée du

rapport de la circonférence au diamétre. Notions sur la
courbure.
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§ 14. Produits et carrés de lignes droites. — Puissance
d’un point par rapport a un cercle. Ligunes d’égale puis-
sance (axes radicaux). Poles et polaires. Faisceanux de
cercles. Théoréme de Ptolémée, etc.

§ 15.. Périmétres et aires des figures.— Maximnm de
I'aire des figures isopérimétres.

II.

Géométrie dans Uespace (129 pages).

§ 1. Intersection des plans et des droites. — Droites et
plans paralléles. Surfaces réglées, etc. .

§ 2. Angles et distance des plans et des droites. —
Projections, etc.

§ 3. Cone, cylindre et sphére. — Leurs sections cir-
culaires, ctc.-
§ 4. Géométrie de la sphére. — L'auteur fait ressor-

tir avec soin, dans ce chapitre, le principe de dualité
(triangles polaires, etc.) et les analogies et les différences
entre les propriétés des figures sphériques et celles des
figures planes.

§ 8. Angles solides, prismes, figures perspectives.
— Collinéation {homographie). Projection stéréogra-
phique, etc.

§ 6. Tétraédre et parallélépipéde (*). — Egalité et
similitude des figures dans I’espace.

§ 7. Des polyédres. — Théoréme d’Euvler (ou plu-
t6t de Descartes) sur le nombre des sommets, des faces
et des arétes d’un polyédre. Polyédres réguliers, semi-
réguliers, étoilés, etc.

§ 8. Cubature des prismes et des pyramides. — Théo-
rémes de Monge, de Mcebius, de Steiner.

*) Et non parallélipipéde.
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'§ 9. Cubature de la sphére et d’autres solides. —
Théoréme : Si une surface réglée quelconque ést coupée
par denx plans paralléles suivant deux courbes fermées,
le volume du segment compris entre ces plars est égal a
la moyenne aMthmétique entre les cylindres de méme
hauteur qui ont pour bases les sections paralléles, di-
minuée de la moitié du céne dont les génératrices sont
paralléles a celles de la surface réglée, et qui a son som-
met sur I'un des plans, sa base sur 'autre. On en déduit
simplement le volume du tronc de pyramide, etc.

§ 10. Aires du cylindre, du cone et de la sphére.

§ 11. Centres de gravité des figures. — Cette théo-
rie, dont I'auteur fait connaitre de nombreuses applica-
tions a la géométrie, est établie d'une maniére purement
géométrique, sans rien emprunter aux principes de la
statique.

.
Trigonométrie (114 pages).

Cette partiede 'ouvrage forme un traité trés-développé,
ou l'auteur s’est toujours préoccupé de donner i ses ré-
sultats la plus grande généralité possible. Les nombreux
exemples numériques qu’'on y rencontre ‘sont calculés a
V'aide de tables logarithmiques & quatre décimales.

§ 1. Du sinus. — Applications aux triangles, etc.

§ 2. Du cosinus. — Applications aux triangles, etc.

§ 3. De la tangente et de la cotangente. — For-
mules pour la résolution des triangles. Probléme de
Pothenot, etc. .

§ 4. -Goniométrie. — Ce chapitre contient les pro-
priéiés des fonctions circulaires démontrées par les pro-
cédés généraux de la nouvelle Géométrie, ainsi que les
formules les plus importantes relatives aux triangles, aux
quadrilatéres, etc.

Ann. de Mathémat , 2 série, t. 11. (Mars 1863.) 9
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§ 5. Trigonométrie sphérique. — Les formules de la
trigonométrie sphérique sont étendues, d’aprés M. Mee-
bius, au cas des triangles dont les c6tés surpassent un
demi-cercle. — Théorémes de Lexell, de Legendre, ete.

§ 6. Polygonométrie et Polyédrométtie. — Ce cha-
pitre renferme le développement d’'importantes proposi-
tions, dont la plupart ont été indiquées dans les derniéres
sections de la Théorie des Déterminants. — Au moyen
d’un principe fondamental , déja établi au n°3 du §18 de
ce dernier ouvrage, on déduit, de chaque relation poly-
gonométrique, un relation polyédrométrique correspon-
dante.

§ 7. Des Propriétés projectives. —On trouve dans ce
chapitre une excellente introduction a I’étude des travaux
des inventeurs de la Géométrie nouvelle, de MM. Pon-
celet, Mocbius, Chasles, Steiner, etc.

D’aprés cette analyse, bien incompléte, on voit quelle
richesse de matériaux renferme ce remarquable traité.

Un des plus éminents services que M. Baltzer ait
rendus par cette publication, c’est d’avoir cité, pour
chaque proposition, les noms des auteurs auxquels elle
est due. Ces indications historiques sont faites avec la
consciencieuse érudition qui rend si précieuses les notes
placées au bas des pages de la Théorie des Déterminants.

Dans sa préface, M. Baltzer va au-devant d’une objec-
lion que I'on avait déja faite 4 la premiére partie de son
cours, lorsqu’elle a paru il y deux ans. Un livre ou
les matiéres sont aussi serrées et traitées de si haut ne
serait guére accessible a un commengant, livié & lui-
méme et doué seulement d’une intelligence ordinaire.
Mais l'intention de I'auteur n’a pas été de composer
un traité pour les lecteurs privés du secours d’'un mai-
tre, ou, comme on dit en Allemagne, fiir den Selbstun-
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terricht. Il n’a pas voulu non plus rédiger une suite de

legons que le maitre n’aurait plus qu'a développer dans -
'ordre ou elles se sucoédent. Son but, en composent un -
traité ou tout le monde trouvera a s’instruire, a été de

classer méthodiquement les matiéres qui pourront faire

le sujet de I'enseignement, et que le professeur devra

présenter dans ’ordre qui lui semblera le plus convenable -
et le mieux approprié aux besoins de ses éléves; et 4-
ceux-ci il offre en méme temps un résumé substantiel et

précis des legons qu'ils auront suivies.

Nous pensons que I'auteur a complétement réussi dans
cette utile entreprise, et nous ne doutons pas que son
fivre ne soit accueilli avec empressement par tous les lec-
teurs familiers avee la langue allemande. Il serait bien &
désirer que la publication d’une édition francaise aidat
bientét cet ouvrage a se répandre dane notre pays, ou
'on trouve si peu de traités élémentaires qui soient en
rapport avec les progres de la Géométrie, progrés aux-
quels les savants frangais ont tant contribué !

Nous pourrions citer encore un grand nombre d’excel-
lents ouvrages, publiés récemment a I’éwranger, et qui ,
faute d’'une traduction, resteront inconnus en France.
Jadis les savants de 'Europe entiére se servaient tous de
la méme langue, ct les productions scientifiques circu-
laient dans tous les pays o chacun comprenait et écrivait,
le latin. Aujourd’hui chacun écrit dans sa langue mater-
nelle, et nous sommes loin de considérer comme un pro-
grés cette tendance ultra-nationale , dont les effets sont si
peu en harmonie avec I'élan général qui porte les peuples
modernes a lier entre eux un commerce plus intime. Pour
se lenir au courant des travaux qui se font hors de son
paysy 'homme de science doit consacrer beaacoup de
temps & s'initier aux langues des nations savantes, et, a-
mesure. que le mouvement scientifique pénétre chez un

9.

-
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nouveau peuple, c’est un nouvel idiome a étudier. Au-
trement, on est” obligé, pour imprimer des traductions
d’un livre dauns les. diverses ]angues, de faire trois ou
quatre fois les mémes frais qu’a coité la publication pri-
mitive. De 13 résulte que peu d’ouvrages sont traduits ,
et parmi ceux qui ne le sont pas, trés-peu sont connus
T’éiranger. Si Leibniz et les Bernoulli avaient écrit en
allemand, qui sait combien de temps l'invention du cal-
cul infinitésimal elit mis a parvenir en France!

Nous ne demanderions pas, toutefois, que tous les
livres de science, sans distinction, fussent rédigés en
latin. Mais si, d’un c6té, il nous semble avantageux que
les traités élémentaires, destinés a populariser les décou-
vertes, soient écrits en langue vulgaire, afin de ne pas
ajouter la difficulté de la traduction a celle du sujet;
d’autre part, il serait bien a souhaiter que les savants,
dont les publications doivent recruter leurs lecteurs dans
tous les pays, se décidassent & revenir i la langue de
Newton, d’Euler et de Gauss, dont 'emploi a si puissam-
ment contribué a répandre le nom de ces grands hommes
hors de leur patrie.

Hover,

Professeur a la Faculté des Sciences
de Bordeaux.

e
———

ANALOGIES DU TRIANGLE ET DU TETRAEDRE.
CERCLE DES NEUF POINTS, SPHERE DES DOUZE POINTS.

Triangle.

1. Soient ABC un triangle, «, {3, y les milieux des
cotés BC, AC, AB, O le centre du cercle circonscrit.
Menons Oa, O, Oy et prolongeons ces droites jusqu’en
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A’y B/, C' de telle sorte que »
OA’=204, OB'=208, OC =204.

Les deux triangles A’ B’ C’ et ABC auront leurs c6tés pa-
ralléles et seront égaux, mais inversement situés.

2. Si I'on fait sur le triangle A’B’ C’ la méme opéra-
tion que sur le triangle ABC, on retrouvera ce dernier
triangle. Il y a donc entre ces deux triangles une sorte de
réciprocité : nous dirons qu’ils sont conjugués.

3. Les mémes lettres désignant les points homologues
des deux triangles conjugués, O est le point de concours

des hauteurs de A’B’C/ et O’ le point de concours des
hauteurs de ABC.

4. Les triangles ABC, A’B’ C/, «f3y sont semblables
deux & deux et ont respectivement pour centres de simi-
litude :

ABC, A'B'C/, le milieu M de OO/;

ABC, «f3y, le centre de gravité G de ABC;;

A’'B’C’y «f3y, le point O centre du cercle circonscrit
a ABC.

D’aprés un théoréme connu, les points O, G, M sont
en ligne droite; mais O, M, O’ sont aussi en ligne droite;
donc O, G, O’ sont en ligne droite. Par conséquent :

Le centre du cercle circonscrit & un triangle, le centre
de gravité et le point de concours des hauteurs sont trois
points en ligne droite. '

8. Le point O', considéré comme appartenant au trian-
gle ABC, a pour homologue le point O dans le triangle
afy, car O’ et O sont les points de concours des hauteurs
dans ces deux triangles. Done, puisque G est le centre
de similitude et que le rapport de similitude est 2, on

aura
0'G =206G.
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6. Le point M, milien de O0/, est le centre du cercle
eirconscrit au triangle «f37. En effet, de

I
0“:52-00', OG=§ oo,
on conclut
oa:%ou:%mﬁ+cm,

d’ott
OG = ZGMI

Donc le point M est, dans le triangle afy, 'homologue
du point O dans le triangle ABC. Mais O est le centre du
cercle circonscrit au triangle ABC. Donc; etc.

7. Le point M est aussi le centre du cercle circonscrit
au triangle o’ £y’ égal au triangle «f3;. Il en résulte que
les six points «, £, 7, &’y 8/, 7/ sont sur un méme cercle.

8. Les points 2 et o’ étant homologues dans les deux
triangles ABC et A’ B’C’, la droite aa’ passe par le point
M qui est son milieu. Mais si Ap est la perpendiculaire
abaissée de A sur le cété BC, le triangle o’ p « étant rec-
tangle en p, on aura

Mp=Ma = Md/,

et le point p sera encore sur la cireonférence du numéro
précédent. De 1a résulte que :
1° Les milieux a4 35y des cotés d’un triangle ; 2° les
milieux o', B!, y' des portions des hauteurs comprises
entre les sommets et le point de concours des hauteurs;
3° les pieds p, q, r des hauteurs, sont neuf points situés
sur une méme circonférence.
Le centre de cette circonférence est au milieu de la
droite qui joint le centre du cercle circonscrit au point
de concours des hauteurs.
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Le rayan de celte circonférence est la maitié du rayon
du cercle circonscrit au triangle proposé.
Cette derniére partie résulte de ce que le rapport de
similitude des triangles ABC et afy est a.

Tétraédre dont les hauteurs se rencontrent.

1(*). Soient ABCD un tétraédre, a,f3,y,0 les centres de
gravité de ses faces. Si les quatre hauteurs se rencontrent
en un méme point, on peut démontrer que les perpendi-
culaires élevées aux faces par les points «, 3, , d se ren-
contrent en un certain point. Soit O ce point.

Cela posé, menons Oa et prenons sur la méme direc-
tion OA’ = 3 Oa, et opérons de la méme maniére relati-
vement aux autres faces : nous obtiendrons les sommets
d'un tétraédre A’ B’ C'D’ égal au proposé, mais inver-
sement situé. Les faces homologues ABC, A’ B’/ C/, etc.
sont paralléles.

II (**). Si V'on fait sur le tétra¢dre A’ B’ C' D’ 1a méme
opération que sur ABCD, on retrouvera ce dernier té-
traédre. Il y a donc entre ces deux tétraédres une certaine
réciprocité qui nous engage a leur donner le nom de té-
traédres conjugués.

III. Les mémes lettres désignant les points homolo-
gues, le point O, point de concours des normales me-
nées aux faces de ABC par les centres de gravité de ces
faces, est le point de concours des hauteurs du tétraédre
A'B’C’D/, et réciproquement le point O’, ot se rencon-
trent les normales élevées en o', B/, 7', 0/ aux faces du

dernier tétraédre, est le point de concours des hauteurs
du premier.

(*) A démontrer.
(**) A démontrer.
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IV. Les tétraédres ABCD, A’ B’ C'D’, «f3yd sont sem-
blables et leurs centres de similitude sont respective-
ment :

Pour ABCD et A’ B’ C' D', le milieu M de OO’;

Pour ABCD et «f3y0, le centre de gravité G de ABCD;

Pour A’B’C' D’ et «f3y3, le point O.

D’aprés un théoréme connu, les points M, G et O sont
en ligne droite; mais O, M et O’ sont aussi en ligne
droite; donc il en sera de méme pour les points O, G et
O’. Ainsi :

Dans un tétraédre dont les hauteurs se rencontrent,
le point de concours des normales menées aux faces par
leurs centres de gravité, le centre de gravité du tétraédre
et le point de concours des hauteurs sont trois points en
ligne droite.

V. Le point O', considéré comme appartenant au té-
traédre ABCD, a pour homologue le point O dans-le té-
traédre «f37d, car O et O’ sont, dans ces deux tétraédres,
les points de concours des hauteurs. Donc, puisque G est
le centre de similitude des tétraédres ABCD et «f37d dont
le rapport de similitude est 3, on aura

0'G = 30G.

IV bis (autre analogue du n° 4). Soient p, g, r, s les
projections des sommets du tétraédre ABCD sur les faces
opposées, points qui sont aussi les projections du point
O’ sur ces faces. Nommons K le centre de la sphére cir-
eonscrite et » la projection de K sur la face BCD ou le
centre de la circonférence circonscrite 3 BCD. On sait
que dans le tétraédre dont les hauteurs se rencontrent, la
projection d'un sommet sur la face opposée est le point de
concours des hauteurs de cette face. Donc les points p, «
et v sont en ligne droite (u° 4). Par conséquent les points
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0', G, K ont leurs projections en ligne droite sur une
face quelconque du tétraédre. Donc ces trois points sont
en ligne droite. Ainsi :

Dans un tétraédre dont les hauteurs se rencontrent,
le point de concours des hauteurs (0'), le centre de gra-
vité du tétraédre (G) et le centre de la sphére inscrite
dK), sont trois points en ligne droite.

VI. Le point M, milieu de OO’, est le centre de la

o'

sphére circonscrite au tétratdre af3yd. En effet, puisque

P °
v = (n° &),

on aura

0 ’
KO——Z-(-)—::OM

et puisque G est le milieu de OM, on aura
KG = 3GM.

Donc le point M est dans le tétraédre afy3 I'homologue
du point K dans le tétraédre proposé, et par suite M est
le centre de la sphére circonscrite a afyd.

VII. Le point M est aussi le centre de la sphére circon-
scrite au tétraédre o’ 'y’ 0" qui est égal au (étraédre
af3yd. 1l en résulte que les huit points a, B, y, 3, &/, B/,
7', 0’ sont sur une méme sphére.

VIII. Les points « et «’' étant homologues dans les
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deux tétraédres conjugués ABCD, A'B'C'D’, la droite aa
passe par le point. M, et comme le triangle a’'pa est
rectangle en p, on aura
Mp—=Ma=Md'.
Denc le point p est sur la sphére du numéro précédent.
On a donc ce théoréme : , o

Dans un tétraédre ABCD dont les hauteurs se ren-
contrent :

1° Les centres de gravité a, 3, y, 3 des faces; 2° les
pointsa',3',v',9" placés aux deux tiers des droites qui
wvont de chagque sommet au point de concours des hau-
teurs; 3° les pieds p, q, r, s des quatre hauteurs, sont
douze points situés sur la méme sphére.

Le centre de cette sphére est au milieu de la droite qui
joint le point de concours des hauteurs au point de con-
cours des normales mences a chaque face par son centre
de gravité.

Enfin le rayon de cette sphére est le tiers du rayon
de la sphére circonscrite au tétraédre proposé.  P.

SUR UNE QUESTION RELATIVE A LA GEOMETRIE
' DE L’ESPACE;

Par M. Aser. TRANSON.

L’article de M. Baehr, ci-dessus, p. 35, m’engage a
revenir sur la question proposée au concours d’agréga=
tion de I'année 184g.

11 s’agissait de trouver la condition pour que des droi-
tes, issues des différents points d’unc surface donnée S,
avec des cosinus de direction exprimés par les fonctions
X, Y, Z, soient normales & une méme surface.
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La condition indiquée par M. Dien (rappelée ci-des-
‘sus, p. 47) me parait manquer de généralité. En effet, elle
exige que la fonction différentielle X dx + Ydy +Zdz
satisfasse a la condition connue d’intégrabilité. Or, en
étudiant les propriétés d'un ensemble de droites menees
de tous les points de Uespace suivant une loi continue,
j’ai montré ailleurs (*) qu'il existe une infinité de sur-
faces satisfaisant & la condition du concours de 1849,
c’est-a-dire au moyen desquelles les droites en question
se groupent en systémes normaux a des surfaces déter-
mindes; et cela sans que les fonctions X, Y, Z soient
assujetties & ancune condition, notamment sans que la
condition d’intégrabilité doive étre satisfaite.

D’ailleurs je m’empresse d’ajonter que M. Dieu lui-
méme a donné dans son travail (Nouvelles Annales,
t. XI, p. 66-70) la vraie condition des surfaces S sous la

forme (1
) D, (X + pZ) =D, (Y +9Z),

qui, développée, devient I'équation linéaire aux différen-
tielles partielles

dY dZ

dz ~ dy r+
de sorte que si F'= o est 'équation de I'une des surfaces
demandées, la fonction F doit satisfaire a la condition

(dY dZ) dF (dF dY) dF

dZ dX\ _ dX dY,
@) 1Ty @

i b Ul
dX dY\ dF __
dy dr) @z O

Telle est I'unique condition des surfaces S dont I'exis«

(*) Journal de I’Ecole Polytechnique, XXXVIII® cahier.
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tence en nombre illimité se trouve ainsi démontrée. Mais
M. Dieu ne s’arréle pas a développer la condition (1); il
la suppose a tort relative exclusivement & quelque forme
particuliére de ’équation des surfaces S. Cependant la
condition & laquelle il s’arréte finalement ne demeure
vraie que sous la réserve d’étre énoncée comme il suit :

Si le trinéme Xdx + Ydy + L dz satisfait & la con-
dition d’intégrabilité, il faut que le facteur propre & le
rendre intégrable soit, en vertu de l'équation de la sur-
Jace donnée, une fonction de Uintégrale.

C’est alors un théoréme dont la démonstration repose
sur une propriété remarquable du facteur d’intégrabilité
de la fonction différentielle Xdx + Y dy + Zdz, savoir
que & étant ce facteur, U étant I'intégrale et I une fonc-
tion satisfaisant & la condition (2)

<(1Y dZ)dF ((IZ dX)dF
—= +

(Iz_?d_—y- dx dz  dz F)T
dX dY\dF _
dy T& )BT

p est nécessairement une fonction de U et de F.

Imaginons en effet qu'on ait porté dans p les valeurs
de x et y tirées des équations

U=g¢(z, _y,z), F=19 (z, .Y,z),

il est aisé de voir que g ne contiendra plus z, c’est-a-dire
que sa dérivée prise par rapport a z sans faire varier U
ni F sera nulle.

Cette dérivée ainsi définie est

dp\ dpdrx dpdy dp
di ] “dx dz ' dy dz + &’
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dans laquelle 2= et ¥ seront tirdes des deux équations
dz dz
dU dx dUdy_‘_rI_l_I_‘_o
dz Z'.'_.- dy dsz dz ~
dF a. dF d dF
arar + — _‘Z + — =—o.
de dz ~ dy dz ~ dz
Or, on pourra remplacer dans la premiére les quami(és
dU dU dU ar
& &y & P
et alors, sil'on a égard i la condition d'intégrabilité

dX dZ dZ dX dX dY
(z*z;) X+ (z ";:) Y+ (@—:E)Z—"’
aussi bien qu’a ’équation ci-dessus (2) qui assujettit F,
dz dy

Z et d_z §ont

les quantités proportionnelles X, Y, Z,

on reconnaitra aisément que les valeurs de

respectivement égales a

dY dZ dZ dX
dz ~ dy  dz  dy
dX  dYy’ dX dYy’
dy  dz Ay T dx

dz
nent un résultat qui est identiquement nul d’aprés les
conditions auxquelles doit satisfaire le facteur d'intégra-
bilité.

Revenons maintenant a la surface requise par le con-
cours de 1849. On voit que si I'équation de cette sur-
face rend le facteur d’intégrabilité une fonction de I'in-
tégrale lorsque le facteur d’intégrabilité et par suite
Pintégrale existent ; c’est que dans tous les cas, c’est-a-dire
que le facteur existe, ou non, la surface demandée est de
celles qui satisfont & I'équation (2).

: d :
lesquelles étant reportées dans la valcur de <-—F-> don-
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Théoréme a démontrer.

Lorsque plusieurs forces situées dans un méme plan
tournent ensemble d’'un méme angle autour de leurs
points d’application respectifs, on sait que la résultante
tourne du méme angle autour d’'un point fixe qu’on ap-
pelle centre des forces. C'est une généralisation de la
propriété du centre des forces paralléles.

Supposons maintenant qu’une premiére force P tourne
dans le plan commun en demeurant tangente 2 un cercle
fixe de rayon r; qu'une seconde force P’ tourne du méme
angle en demeurant tangente 2 un autre cercle r/, et
ainsi des autres. La résultante de ces forces tournera
aussi d’'un méme angle autour d’un cercle facile a déter-
miner.

1° Le cercle directeur de la résultante aura pour
centre le point qui serait le centre des forees P si les
rayons de leurs cercles respectifs s’évanouissaient; 2° il
aura le méme rayon que si tous les cercles directeurs des
forces, en conservant leurs rayons, devenaient concen-
triques.

Ce théoréme conduit a la question suivante : Soit un
ensemble de forces situées dans un méme plan et tour-
nant simultanément du méme angle en demeuraat tan-
gentes a des courbes directrices; leur résultante tournera
du méme angle en demeurant tangente A une certaine
courbe qu'on appellera la directrice résuliante. Et si,
dans une sitation particuliére du systéme, on considére
les cercles osculateurs des directrices composantes, au-
ront-ils avec le cercle osculateur de la directrice résul-
tante les mémes relations. de position et de grandeur
qu'auraient des cercles directeurs composants avec un
cercle directeur résultant?
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En cas d’affirmative, il serait intéressant d'illustrer le
théoréme par quelque exemple ou la directrice résultante
serait déduite des directrices composantes.

METHODE POUR TROUVER L’EQUATION DE LA DEVELOPPEE
DE L’ELLIPSE; '
Par M. L. TAILLIER,

Professeur de Mathématiques.

Considérons le cercle décrit sur le grand axe AOA' de
Iellipse, dont le centre est O. Soient M un point de ce
cercle, N le point correspondant de ellipse; x’, y' les
coordonnées de N, et ¢ I'angle MOA. On a

x'=acosp et y=bsing.
L’équation de la normale au point (x', y') est
Va'y —a*y x4+ 2’y = o,
ou, en remplacant x’, y’ par leurs valeurs,
(1) by cosg — ax sing + ¢?sing.cosp = o.

Pour avoir le lieu des intersections successives, il faut
éliminer ¢ entre I'équation (1) et sa dérivée. En divisant
cette équation par cosg, elle devient

by — ax tangg + c*sing = o,
ct sa dérivée donne

2
Cos“ ¢

~+ c?cosp = 0;

d’ou
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. En divisant I'équation (1) par sing, on a
_bycot§—ax+ 2 cosg= o0,

et de la dérivée on tire

Substituant a sing et cosg ces valeurs dans

sin?¢ -+ cos’ ¢ == 1,
il vient

o @)

Cette méthode ne peut étre employée pour I'hyperbole ;
mais pour avoir I'équation de la développée de cette
courbe, il suffira de changer 5* en — b* dans I'équa-
tion (2); on a ainsi

QUESTION.

647. Sur toutes les tangentes a une ellipse, et a partir
de leurs points de contact, on porte une longueur con-
stante : on demande 'équation du lieu des extrémités de
ces droites. Examiner la forme du lieu représenté par
cette équation, et expliquer les circonstances particu-
liéres que I'on rencontre lorsque la longueur constante
se réduit a zéro. : (Meurarn.)
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SOLUTIONS DES QUESTIONS 608 ET 637
( voir 2° série, t. I*"; p. 36, et &. 1, p. 24);
~ Pan M. HARANG,
Eléve en mathématiques spéciales du lycée de Douai
(classe de M. Painvin ).

Question 608.
Enoncé. — Posons _
(1) K=4(ae—4 bd+3c’)(bf—4ce+3d’)—(nf—3 be+2cd)?,
(2) H=b*— ac,
(3) I=uae—4bd+ 3¢,
(4) J = ace+ 2bcd — ad? — eb* — ¢*.

(5) % (Z—;(>Z=4HI’—12aIJ——a’K.

(MicaaeL Roserrs.)

Prenons la dérivée de (1) par rapport a f':

! (“{'_1}5) = 2(ac — fbd + 3¢*) b — (af — Bbe + 2¢d)a,

ou

i (%) =2bl— a(af — 3be + 2cd).

Elevons au carré :

2
% (%) =46’ *—fabl(af—3 be+2cd)+-a*(af —3 be+2cd).
11 faut donc démontrer que
451 — fabl(af — 3be—+2¢d) + a*(af — 3be + 2cd)
= 4Bl —12a1) —a*[{1(bf—4 ce+3 d*)|+-a*(af—3 be+2cd)*.
Ann. de Mathémat., 2° série, t. II. (Avril 1863.) 10
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En supprimant le terme commun a* (af— 3 be+2cd)?,
ct en remplagant H par sa valeur b* — ac, cette égalité se
réduit a '

— 4abl (af — 3be + 2¢d)
= — facl? — 124} — &*[{1(bf — fce + 3d)),
ou

b(af — 3be+ 2cd) = cl+ 33 + a (bf — fee + 3d2).
Substituant a I sa valeur ae — §bd + 3¢, il vient
blaf—3be+2cd) = ace—fbed+3c+3) +a(bf —fce+3d7),
d’ot

) —ace + 2bcd — ad* — eb? — 3.

Ce qui est vrai d'aprés 1'équation (4).

Question 637.

Enonct. — Les quatre faces d’un tétraédre ABCD
passent chacune par un point fixe; les trois cétés AB,
AC, CB de l'une des quatre faces sont assujettis & rester
chacun sur un plan fixe: trouver le lieu géométrique du
sommet, D, du tétraédre, opposé a cette face.

Ce lieu est en général une surface du troisiéme degré,
qui se réduit & un céne du second degré quand les
quatre points fixes sont situés sur un méme plan.

(R. Sarmon.)

Je prendrai pour plans de coordonnées les trois plans
fixes. Les équations des cdtés AB, AC, CB, situés dans

ces plans, sont alors,



Y=o,
AC ..... xr z tv
-4 - —1==0
a c
e x=o0,
CB...... .
Iyl —1=o0
c b !

Soient (a, 8, %), (@15 81y 71)5 (@25 635 72)y (235 635 73)5
les coordonnées des quatre points fixes. Le plan CDA
aura pour équation

xr 2z 4 o
-— -—1 = .
a+c Y

11 doit passer par le point («y, 6, 7), donc

LT 4N =o,
a c
d’ou
f.'.+z_l__[
N = — c
= 3

L’équation du plan CDA est donc
(1)

I |
;(6‘1‘-—a|]’)+;(6|z-—7|)’)+ }”——6|=0.

De méme, I’équation du plan BCD, passant par la droite
BC et par le point («,, &, 73), sera

1 1
{2) Z(a,y—@,x)—-l—;(a,z——y,.r)-q—;c—a;,:o;
ct le plan BDA aura pour équation

1 1 N
(3) ;('st_“sz)'i"b'(?a)’—'csz)—*-z—'ya:—‘o-

10.
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Les quatre points A, B, C, («, 6, 7) sont dans un méme
plan, on a donc

a (4] o 1
o b o 1
=0,
0 o c I
« 6 3 1
¢'est-a-dire
« 6 v .
(4) Stgpto—1=o()

Pour avoir I'équation du lieu cherché, il suffit d’¢li-

miner ‘lz, %, g-entre les équations (1), (2), (3), (4);le

lieu aura donc pour équation

o (ry —8x) (23— p22) (2 — a))
r—ar) o (Bs—ny) (r—8)|_
(7520 — o32) (937 — 6:32) o z— 7 ’

2 g ¥ —~1

ce qui représente une surface du troisiéme degré (**).

(*) L'équation (4) s’obtient immédiatement en observant que Ie plan

ABC a pour équation
z Yy oz —o
PRAP RIS

et que le point («, 3, y) est sur ce plan.  P.
(**) Il reste a prouver que le lieu se réduit 2 un cone du second degré
quand les quatre points donnés sontsitués dans un méme plan. P.
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SOLUTION DE LA QIIESTION 639;
Par M. Lioxn LHUILLIER,

Eléve a Nancy.

Enonce. — Trouver sur la surface d’un paraboloide
hyperbolique le lieu géométrique d’un point tel, que les
deux génératrices rectilignes menées par ce point
Jfassent un angle donné.

Cas particulier ou l'angle donné est droit.

Soient

y z y z x

= — =) ———_—= =

ve VP T Ve WP D
ct

L_i_;zy, 1.5__"_l=f,

Voo Vp Voo VP ow

les équations de deux génératrices rectilignes menées par
un point de la surface.

Si I'on représente par ¢ l'angle donné, et par a, b,
a', b les coefficients angulaires des projections de ces
génératrices, la condition de l'énoncé se traduit par
Péquation

aa’ 4 bb' 41
COS?: N
Va + b1 ya' + b
Or, on a
2% ; 21_,, 7;
= - —y b= — = o = =, b — L
Vo' ' vy v

la condition devient donc

cos g = r—p—4
V¥ +p+p') (hpr+p + 1)
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ou
(16307 + 4(p+p )V 4p) + (p + p'Y]cos 9= (§ e +p — P')".
Substituant dans cette équation a A et p les valeurs

Lyl e L 2 i1 vient

I I ,

2 zz ]7 z'l
16(=—=) +8(p+/p <—+—7>+ » -+ "]COSZ
[16(Z=2) + 8+ (5 +5) + w7 |costs

“[s(z-5)+r-r]

Cette derniére équation simplifiée en vertu de la relation
.rﬂ zz

rimrAe x, qui est satisfaite pour tous les points du
lieu, devient

[|6x2+8(1)+,/) <x+%’}2) (p+r )Jcos’
=4z +p—p')

(1)

Les points cherchés sont donc a I'intersection du para-
boloide et du cylindre hyperbolique représenté par
I'équation précédente.

Dans le cas particulier ou I'angle donné ¢ est droit,
P'équation (1) se réduit & (4x + p — p/) = o elle repré-
sente un plan perpendiculaire a I’axe du paraboloide, et
qui coupe, par conséquent, la surface suivant une hyper-
bole. Si p = p’, ce plan devient le plan tangent au som-
met; le lieu des points communs a ce plan et au parabo-
loide se forme des deux génératrices rectilignes menées
par le sommet de la surface.

Dans tous les cas, le plan 4x + p — p' = o est le lieu
géométrique des sommets des triédres trirectangles
circonscrits au paraboloide. 1l suffit, pour s’en assurer,
d’ajouter, en tenant compte des relations qui expriment
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que trois plans sont rectangulaires, les équatious des trois
plans tangents de la forme

fxcos’a + § y cosa cos§ + 4z cosa cosy = p' cos’y — p cos?E.

On trouve aisément 4x = p' — p. '

SOLUTION DE LA QUESTION 646;

Par M. Manceruin NOBLOT,
Eléve du lycée de Lyon.

Enonce. — Parun point (a, 6) du plan d’une ellipse
aty® -+ b*x? = a*b*, on peut, en général, mener quatre
droites qui coupent cette courba sous un angla danné
différent de o trouver I'équation du systéme de ces
quatre droites. .

Soient A la tangente de I'angle J 5 m le coefficient angu-
laire d’une droite menée par le point («, €); x, y les coor-
données du point ou elle coupe I'ellipse sous I'apgle d: on
aura

bz
m-{-—a
(1) A= o
I~—1m ;’——
2) Y—6=m(X—aj,
(3) y—8=m(x—a),
(4) a'y* 4 bz = a?b.

Les équations (1) et (3) donnent

(8 —m) (68— ma)
(@ —byma—am— b’
b (mA+41)(8—mu)
(a* = b*)mA —a*m* — b

X T —

y=-

En remplagant x, y par ces expressions dans P'équa-
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tion (4), il vient

(8 — ma)'[a*(A— m)? + b* (mA +1)]
=[(a®*— b*\mA — a*m* — b},
]
ou, parce que m —

Y—§
—a
o Y8\ (Y8 62<Y--6‘A )2’
( _“X—a> [a ( -§X—x> + X—z +1 J
(5) -

—_ Y5 2 Y—6\* 2 2.
—[es =t ()T

k]

équation du quatriéme degré homogéne par rapport a
Y—6, X—u«, qui représente le systtme de quatre
droites, réelles ou imaginaires, menées par le point
(2, 6), et coupant Pellipse sous 'angle donné 9.

Quand A = o, P’équation (5) se réduit a

(6X —aY)=a’(Y — 8) + 01X —a)?,
elle représente alors le systéme des deux tangentes me-
nées du point (e, 6) a Iellipse.

Note du Rédacteur. — La méme question a été ré-
solue d’'une maniére semblable par M. Gustave Harang,
éléve en mathématiques spéciales au lycée de Douai
(classe de M. Painvin).

SOLUTIONS DES QUESTIONS 638 ET 639;
Par M. E. HANS,

Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Briot).

Question 638.

Soient M un point du lieu; O le centre de I'hyperbo-
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loide, et OM = a’. Je prends pour axe des x la droite
OM, pour axes des y et'des z les axes de 'hyperbole con-
juguée; I'équation de la surface sera

x? y? 7
AT T AT

L’intersection de I'hyperboloide par le plan x =a’ est
!

le systéme des deux droites y = == o ces deux droites

devant faire un angle constant V, on a

2b'c
(1) tangV = Py
Prenons maintenant pour axes de coordonnées les trois
axes de 'hyperboloide, et nommons x, y, z les coordon-
nées du point M, rapporté a ce nouveau systéme. En
désignant par a, b, ¢ les demi-axes de I’hyperboloide, on
aura

n’2+b'2—(:'2:ﬂz+b’—-tz, a’2=_1:2+y:+z-2’
d’ou
(2) P — =2 -y 2 — (a4 b — ).

Le parallélipipéde construit sur les demi-diamétres
conjugués a méme volume que celui qui est construit
sur les demi-axes; sa base est '¢’, et sa hauteur est la
distance de I'origine au plan tangent

zX Y zZ

—_— =1.
a’ b2 c?

Cette hauteur a donc pour expression

1

o2 2 zi.
- +‘7— -+
a

b ¢t



Done
10
abc ==+ ’bc
x r? 2*
T +'57+ f
d’ou
(3) e’ =ZFabe —-+y +z

bi

Remplagant, dans P'équation (1), 'c’ et ¢"* — b'* par
leurs valeurs (3) et (2), il vient B

+2abc\/ +l;‘+
(4) tangV =
:+y <+ 27— az+b1_c1)

~ Le lieu cherché est donc déterminé par 'intersection
de I'hyperboloide et d’une surface du quatriéme degré
que I'équation (4) représente.
Quand l'angle donné V est droit, I'équation (4) se ré-
duit a
2?4y 43— (a4 b — ¢*) = o,

et, dans ce cas, le licu est déterminé par 'intersection de
I'hyperboloide et d’une sphére.

On voit a priori qu'il n’y aura de lieu réel qu’autant
que 'angle donné ne surpassera pas le plus grand angle
formé par deux des génératrices du cone asymptote.

Question 639.

La solution de ce probléme se déduit de celle du pro-
bleme précédent. En effet, on obtient I'équation
y? z2

2p 29

du paraboloide hyperbolique, en transportant l'originc
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au sommet (T = — @,y == 0, Z = 0), delhyperixdﬂde

.T' j’ 52
+ i
faisant tendre a vers l'infini, et posant
. b .
hm-;._.p, llm—a—_.q.
Dans le cas de I’hyperboloide, le lieu appartient 4 la

surface .
(tangV) [ + 7'+ — (@’ + &' — 2)]

z! .71 zz
=+ —_ T -
_._2abc\/a‘ + 5 +c‘

Transportant 'origine au sommet, cette équation de-
vient

(tang V) [(z— a)'+ 32+ 2* — (a® + b — ¢*)]

2 ]
=_._+2abc\/(x ) +_y +z
at bt

Elevant au carré et simplifiant
(tang? V) (2° 4+ y?+2* — 2ax — b* + c¥)?

. 7 z. 2z 1
_4a’(12c2< + ;._1_;2).

Divisant les deux membres par a?,

2 2 2 2 2\ 2
(tangzv) (m_zx_i+i>
a a a
b b b ¢
=4 — — = 2 + —3 — o — /_._—.._..
4aa o 4‘7 4 ¥ Sa aa* TG
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I'équation se réduit a

(1) <tang*V)(—zz-p+q)'=4.;!,y=+4.§z'+4m,

et elle représente un hyperboloide. Le lieu cherché est
donc déterminé par I'intersection de cet hyperboloide et
du paraboloide donné.

Lorsque 'angle V est droit, 'équation (1) donne
(—22—p+gq)=o,

équation qui représente un plan paralléle au plan des yz.
Dans ce cas, le lieu est une hyperbole. Si on a de plus
p = ¢, le lieu se compose de deux droites.

THEOREME
SUR LES CONIQUES INSCRITES DANS UN QUADRILATERE;

Par M. PAINVIN.

Soient S, §', §', trois coniques inscrites dans un
quadrilatére ; on méne une tangente quelconque & la
conique S puis par les points P' et P, Q' et Q, oi cette
tangente rencontre respectivement les coniques S' et S,
on méne encore des tangentes a la premiére conique S ;
le lieu des intersections M de ces tangentes se compose
de deux coniques inscrites dans le méme quadrilatére.

Tel est ’énoncé du théoréme que je vais démontrer.

1. Si A, B, C représentent des fonctions linéaires ho-
mogénes des coordonnées z, y, z d’'un point, 'équation

ou A et p sont deux constantes liées par la relation

=1,
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représente une conique inscrite dans un quadrilatére
ayant pour diagonales les droites

A=o0, B=o0, C=o,
et pour cotés les droites

A+B+C=o,
A+B—C=o,
(1) ’ A—B+C=o,
lA—B—C=o.
Cherchons, en effet, 'enveloppe de la courbe; en regar-
dant A comme un paramétre variable, on trouve

(A?+B*—C*)*— 4 A’B*=o,
ou

(A+B+C)(A+B—C)(A—B+C)(A—B—C)=o.

2. Ceci posé, soient

B1 2
(S) A’:TA.-{—%, o Atp=1,
B (2
(1) {(8") A=+ ot ht k=1,
BZ C2 .
! (S”) A= 7l_+ 7, ol }l,—!—k.: 1
| 1 1
les équations des trois coniques S, S’, S”.
La droite
(2) A= §1_n_<f +c cosg

e
ou ¢ est un parametre arbitraire, représente une tangente
quelconque a la conique S; car si 'on remplace A par
cette valeur dans la premiére des équations (1), on trouve
un carré parfait.
Un point quelconque P’ de §, et un point quelconque

N
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P”de S” seront respectivement donnés par les équations

B ~ .
SX—:\//:sma, g—_\/h.sma.,

' %:\/Zcos(z, ( = V&, cosa, :

\

(3) ¥

a, a,, sont deux constantes arbitraires; les équations des
deux coniques sont évidemment vérifiées par les coor-
données des points P/ et P,

Exprimons maintenant que ces deux points sont sur la
tangente (2) a la conique S, ce qui conduit aux conditions

” k

(4) x:Ljsina sin ¢ + —=cosacosg,
V2 Ve
, v

(5) I—LSlna sm?—i——-cosa:.cos?

Vi Ve

Or, les équations de deux autres tangentes quelconques a
la conique S seront

. B . C
(6) A= —sinu +~ —cos u,
v Ve
B . c
(7) == ——SINU, + — COoSu,.
I.l.

Exprimons que la premiére passe par le point P/, et la
seconde par le point P¥, nous aurons les deux nouvelles
conditions

k. . V&
(8) 1 = —=sinusina + ——=cos & cusz,

Vi Ve
ky
(9) 1 _-\L—'smu.ama.-i— —(——\/_cosu.coaa..
Vi Ve
L’équation du lieu des points d'intersection des tan-
gentes (6) et (7) s'obtiendra en éliminant les indéter-
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minées «, &, , u, U, , ct ¢ entre les six équations (4), (5);

(6), (7)» (8), (9)-

3. Pour eflectuer cette élimination, tirons de (4) et (8)
les valeurs de sina et cosa, et ajoutons la somme des
carrés; opérons de méme sur a,, & I'aide des relations
(5) et (9); on obtient ainsi les deux égalités suivantes
qui ne renferment plus que ¢, u et u, :

— A
(| 0) cos? L__l.‘ — — sin? ?;'—.: -+ t c0s? 2_4.-_{‘ )
2 h 2 & 2

— P + [
(11) cos? g = —sin? i +f-cos’ dnakld 5
! 2 h, 2 &, 2

on a supprimé les facteurs (‘P: u>, <?:a'), qui, éga-
lés & zéro, donneraient la tangente primitive (2); les
lieux géométriques correspondants sont évidemment les
coniques S’ et S,

Maintenant éliminons ¢ entre les équations (10) et {11);
pour cela, ayant égard aux formules

.2 1 +4-cosa . ,a 1 —cosa
cOoS ; = —— sin = —

2 2 2

j écrirai d’abord les relations (10) et (11) sous la forme
suivante :

/

) )
gCOS(?—u)= [-Z+%]°°S(?+“)+Z+%""

‘

) )
( cos (¢ —u)) = [—; +-;i]605(q‘+u.)+ I +$——1.
i [} [} 1 N

Développons les cosinus et ordonnons par rapport a sing
ct cos @, nous trouvons

2 { asingsine + b cospcosu =c,
(12

a;singsinu, + b, cosgcosn, =c,,



=k —— )k
a——z-l-z-f-l, “'“‘-h—,"'JT."""
A @ 2 ®
(13) b= T b, = lz—.—_'—._*-l’
2 © A P
¢ = Z"F';""]y CI—ATI—Fz—I.

Résolvons les équations (12 ) par rapport & sing et cos g,
puis ajoutons la somme des carrés ; on obtient la relation
suivante entre u et u, :

(ab,sinucosu, —a,bsinu, cos u )}

acsinu, — ac,sinu ) + (be, cosu — b, ccosu, ).

W,

Or, si l'on remarque que les produits ab,, a,b;
acy, a;c,. .., sontde la forme
5 ab=p—+p, ca,=n-+n, be,=m-+m,,
(r5) ab=p—p, cca=n—n, bec=m—m;
la relation (14) deviendra
[psin(e—u)+ p,sin (u+u,)]?
(sinze, —sinu)+nr, (sinu+sina,) ]

=n
~+ [ (cosw—cosu,) + m, (cosu +-cosu,)|*;

. uU—u, u—u, .o+ u, w—+u, |t
psin €c0s —— - p,sin cos
2 2 2 2

u—u, U~ u, . tu, w— u, |*
cO0S ——— s

—n,sin cos
2 2 2 2

L u—~u . utu U~ u, w—-u,|?
~+} msin sin — m,CO$§ cos .
a 2 2 2 2

La question se trouve donc ramenée & I'élimination de
u et uy entre les équations (6), (7) et (16).
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En éliminant successivement les quantités Cet B, les
équations (6) et (7) se raméneront i la forme

. (u+u.> B (u——-u.)i
A sin = — cos ’
2 Va 2

(u-—l-u.> C (u—-u.)
A cos — — cO0s .
2 ~/; 2

De 1a on déduit, sans difficulté,

L fuw) B sin u—u, __R
‘sm 2 —H\/_):’ 2 .
A

(17)

(18) e cos <,,-:u,) =H_C¢;_; cos (“: u,) =4,

R et H étant des quantités qui ne renferment aucune in-
déterminée, et définies par les égalités

(19) | ¥

. B: C?
( RZ—_—T +____A2;

3

Het R entrent d’ailleurs dans les expressions (18) avec
des signes quelconques complétement indépendants.

La substitution des valeurs (18) dans la relation (16)
nous conduit 4 'équation du lieu cherché, savoir :

o ] BT ]

4. Développons cette derniére équation, en rempla-
cant R*? par sa valeur (19), nous trouvons :

‘

B (RIS Y o
2 A4 2 2 2 —_—p2
PA+m )‘—|—nl‘ + ™ (m*~+n*— p3)
ArC? A'B?
(21) — —— (Pt —m) — —— (p'—n}+m"); =o.
RABC

\ ~+2 W(Mﬂ:l+nn.+pp.)

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. I1. (Avril 1863 ). I
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Or, je vais démontrer d'abord que le coeficient
(mmy, +nny+pp,) de R est nul ; et je ferai voir ensuite
que le premier membre de I'équation restante se décom-
pose en deux facteurs de la forme

5. Pour arriver simplement & ce résultat, je remarque
que les six constantes m, n, p; my, n., p;, dépendent,
par lintermédiaire des a, a,, b, b,, ¢, ¢;, de trois con-
stantes arbitraires seulement, savoir }, /i et &, ; il est donc
important de faire ressortir le plus possible cette dépen-
dance.

Des égalités (15) je conclus

(22) 2m =be,+bc, 2n=ca,+c,a, 2p=ab +al,
29,

am =be—b,c, 2n=ca,—ca, 2p=ab—ab.

Or, les relations (13) donnent

a+b=2, a+ b =2,
b ) b, 2)\
(73) 4—0-—2/[ -+ ¢ = 7;’
_p__2(1—1) k1=
a+c= 2A — ’ a|+c|_2‘_l_2l_h|.

Du premier groupe (23) on déduit

(24) "= _ ot
*=i=n

et du second,

N gn,::z—b,,

(25) 3 = i —bi |
2 T 4i—b)
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Posons alors VI

b =1 —

(26) : t b=‘<—§la

les égalités (24) et (25) nous donneront d’abord
a=1-+8§,

(27) {m:1+&’

puis, en égalant les valeurs de 2 :
(28) Bel—Bier=(B—B) (1 —Bf)-

D’aprés cette notation, les valeurs des constantes m,
n, p, my, n,, py, fournies par les équations (22), seront

am=c,+ c— (Be + Bic),
2m=—c,— ¢ —{Be,— Bic),
2n==c + ¢, +(Be,+ B¢,
2n= — (e —c) — (Be, — Bic),
p=1—0B,
p=pB—"B

(29)

ct, en outre, la relation (28) pourra s'écrire
(30) Bl —Bict=pp..

6. Ces préparations étant effectuées, calculons d’abord
la quantité (mm,+ nn, + pp,). On a :

§(mm, =, ppi) = € — ¢+ el — Bl
—2(Bei—Biet) — el Hci—Brel+Blc
—2(Bc? — B.c?) + 4,,},‘;

le second membre est évidemment nul; donc

(29 bis) mm, + nn, 4+ pp,=o.
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Si maintenant on pose

A2=1X, M=p*+ m*—ni,
B2

T=Y’ N=p*— mi+4n,

c‘l
' - =2, P=p}—m—n3y
B

I'équation (21) prendra la forme
(32) p'X*+ m?Y! + 22 — MXY — NXZ — PYZ = o,

La décomposition en carrés nous donnera, en premier
fieu,

(33) (2p'X —MY — NZ) — M!Y* — N7 — 2P, YZ = o,
aprés avoir posé
Mf —_ M’-——Lip’m’,

(34) N! =N — fpin,
P, = MN + 2 p?P.

Continuant la décomposition, nous trouvons enfin
(2 "X — MY — NZJ*
%) |~ (my+ga) o=
Or, il arrive ici que
(36) Pi=MINZ.
On a, en effet, d’aprés les formules (34),
(37) PimMIN}=(MN—+ap'Bf— (Mim fp'm?) (N'— f p'r%);

en ayant égard aux valeurs des M, N, P (31), on aura
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successivement :

P’ — MIN?

4P2 — PMN +pzpz+ m2N1+ nrM? — 41,2,"2,,2

= p?MN + m’ N+ i’M* — (m’ 4 n’) MN
+p* (P*— fm*n?)

= p’MN + (M — N)(~’M — m*N)
+ p (P — fm*nt);

et enfin
PP (PP —ppi(m+mi -+ n])
e, e (mmt - wtnl — miel — min?)
) P'—4;1"N" ={—pl(mm} + wn} — m'w —min})

+ (mm,+ nn,)* (m*+m} + n* + n})
— 2 (mm,~+-nn,) (mn—+mn,)(mn,+ m,n)

Or, les relations (29) et (30) nous donnent

mm, 4+ nn,= — pp,,
(39) mn 4+ m,n, = pcc, ,

mn,—+ mp == — p.cc;
de 13 on conclut

m*m? + n*nl = p’p} — 2mm,nn,,

m*n® + m’n} = p*c*¢} — 2mmnn,,

(40)

)
152 2?2 — 2 2
( m*rl 4+ min* = picic} — 2mm,nn,,

(mm, - nn)(mn, 4 mn) (mr+ mn) = p*p*cicl.

En substituant ces valeurs dans I'expression (38), on
constate immédiatement 1’égalité annoncée, savoir

P! =MIN:.

Si T'on a égard a cette derniére relation, I’équation (35)
donne les deux suivantes, en remettant pour X, Y, Z
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leurs valeurs (31),

M—M B2 N-—N
s 4+

2 . —_—
A—- 2p2 Iy 2‘02 '.”"
A,=M+M..'ITS‘+N+N,.(£:

2pt B 2p

équations qu’on peut écrire sous cette forme plus simple,
en faisant usage des relations (34) :

. 2m? . B 2 n? Lo
4 ‘A~)\(M+L\l|} +p(N+N|) &
) 2m? an?

2 — . R? (2
(A—MM—M) Tam=n)

Ainsi se trouve démontrée la premiére partie du théoréme

énoncé: le lieu géoméiriqgue se compose de deux co-
nigues.

Remarque. — Dans tous ces calculs, jai supposé
P, =+ M;Ny; il suffit d'un peu d’attention pour voir
que cette restriction n'influe aucunement sur les consé-
quences que je veux en tirer; les valeurs particuliéres de
m, n, p,..., pourront seules indiquer si 'on doit prendre

= +M1.N, ou P, = —MlN,.

7. Pajouterai que les deux coniques (41) sontinscrites
dans le quadrilatére auquel sont inscrites les coniques
S, §, 8. .

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'on ait
pour la premiére conique

1(M+M.)+F(N+N.}_*

=1
2m? 2n? ’
et pour la seconde

MM—M)  @(N—N)

a2m? o2 n?
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Or, ces deux conditions entrainent I'existence simultanée
des deux relations

{ @M + pm*N — 2m*n* = o,
(42) l 22 M, + paN, = o;

nous allons vérifier ces deux égalités.
Je remarque d’abord que les équations (29) dounent.

fmin, = —c*+cl 4 et — Blet— 21)[7‘, 3
ou,' en remplacaut ¢; par la valeur déduite de I'équa-
tion (30),
fmm B = — pp,[¢¢ — (1 — B)?).

Mais, d’apreés les équations (24) et (26), 0n a

_e—(1—p)
V=

nous arrivons ainsi 4 la premiére des relations suivantes :

App, 4 mm,= o,

3
(4 ) PP+ nn = 0;
la seconde se déduit de la premiére en ayant égard aux
égalités (39) et a la condition A + p = 1. Muliiplions ces
derniéres relations respectivement par gmni,, Anng, el
ajoutons, il vient

\n*ni 4 pm*m: + ppp (mm; 4 nn, )= o,

ou, d’aprés 'équation (29 bis),
(44) Aninl A pmiml = dpppl.

8. Ceci posé, la premiére des égalités (42) qu’il s’agit
de vérifier devient, en remplacant M, N, P par leurs va-
leurs (31),

PP+ pm?) — m' i — (A r*R} 4 pmimi) = o0;
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ou, en vertu de la relation (44),

(45) P (At + pm?) — mint —\ppip? =o.

Substituons a A et p leurs valeurs (43), nous trouvons,
réduction faite,

plmnr—+4mn)+ p (mn+mn)=o;

or, le premier membre est nul par suite des relations (3g).

Passons a la seconde des égalités (42). Elevons au carré
le premier membre et ayons égard aux relations (34) et
(36), puis a la premiére des égalités (42) qui vient
d’&tre vérifiée; on obtient
(A\*M + pm?NY:— 4 p’min? [\ r? + pm?+hp(m? + 1?) — . pl),
ou

fmin[min’ — (A n* + pm?) p* +dpp'pl],

quantité évidemment nulle d’aprés 1'égalité démon-
trée (45).

Ainsi se trouve complétement établi le théoréme sui-
vant:

Tutorime I. — Soient S, ¥, 8" trois conigues inscrites
dans un quadrilatére ; on méne une tangente quelcon-
que & la conique S; puis, par les points P' et P’, Q' et
Q’, oL cette tangente rencontre respectivement les co-
niques §' et 8%, on méne encore des tangentes a la pre-
miére conique S ; le lieu des intersections de ces tangentes
se compose de deux coniques inscrites dans le méme
quadrilatére.

Je vais maintenant déduire de cette analyse plusieurs
conséquences.

9. Si Von suppose que la conique S” coincide avec la
conique §', auquel cas on a

h="h, k=k,



(169 )

eL, par suite,

m =0, M= p'4+m, M, = p*— m?,
n = o, = p*+ n, N, = pr—n, »
p=0, P=—(m+n), P=(p'—m)(p*—n);

les denx coniques (41) se réduisent, 'une 4 la conique S,
et 'autre &

m? n?

— B+ — C

A=
Ap? pp?

d’ou ce théoréme, cas particulier du précédent :

Tutorime II. — &i S et §' sont deux coniques inscrites
dans un quadrilatére, et gu'on méne une tangente quel-
conque a S; puis, que parles points d’intersection de cette
tangente avec la conique S' on méne des tangentes &
la premiére conique S: le licu des intersections de ces
tangentes sera une conique inscrite dans le méme qua-
drilatére.

10. Considérons un systéme de coniques homofocales

x? YZ
Pt =)
si 'on pose
c 1 c V—1
-= = —_ —
P = e
cette équation prend la forme
x? —_—y?
= =2
A
c’est-a-dire que des coniques homofocales sont toutes
inscrites dans un méme quadrilatére; les sommets de ce
quadrilatére sont, comme il est facile de s'en convaincre,
les deux foyers réels et les deux foyers imaginaires de la
conique; deux des diagonales de ce quadrilatére sont les
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axes communs a toutes ces courbes, la troisiéme diago-
nale (¢ = o) est & 'infini. Le théoréme que je viens de
démontrer est donc applicable a ce cas particulier, et nous
pourrons dire :

Trtorime I1I. — T7ois coniques S, ', 8" étant homo-
Sfocales, si l'on méne une tangente quelconque a la co-
nique S, et que, par les points d’interscction de cette
tangente avec les coniques §' et S”, on meéne de nou-
velles tangentes & la premiére, le liew des intersections
de ces tangentes se composera de deux coniques homo-
JSocales avec les premiéres.

On aurait un théoréme semblable pour le cas encore
plus particulier de trois cercles concentriques.

11. Dauns les calculs précédents, les lettres A, B, C
représentent, comme nous l'avons dit, des fonctions

s e x ,
linéaires et homogénes de x, y, z; = % étant les coordon-

uées d’un point. Supposons actuellement que =7, au
- Sup 2z

lieu de désigner les coordonnées d’un point, svient les
parameétres ou les coordonnées d’une droite. En d’autres
termes, au lieu d’interpréter les calculs que nous venons
de faire dans le systéme des coordonnées-point, interpré-
tons-les dans le systéme des coordonnées tangentielles.

Dans ce dernier systéme :

Les équations (1) représenteront trois coniques circon-
scrites 4 un méme quadrilatére dont les sommets seront
les points représentés par les équations (1) 3 1'équation (2)
représente un point quelconque I situé sur la conique S;
les équations (3) donnent les coordonnées des tangentes
respectives TV et T” aux coniques §' et §”; les relations ( 4)
et (5) sont les conditions pour que les tangentes T’ et
T passent par le point 15 les équations (6) et (7) repré-
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scnteat deux points quelconques M’ et M situés sur la-
conique S; les relations (8) et (9) expriment: la pre-
miére, que le point M/ est sur la tangente IT’; 1a seconde,:
que le point M” est sur la tangente IT”. Les équations:
(6) et (7) donnent done les coordonnées d’une droite
passant par les points d’intersection avec la conique S
des tangentes menées respectivement a §' et §” d’un point
quelconque I de S. Par conséquent I'équation (21), qui
est une relation entre les coordonnées d'une quelconque
de ces droites, en sera la courbe enveloppe, et cette
courbe enveloppe (21) ou (41) se composera de deux
coniques circonscrites au méme quadrilatére.

Nous sommes ainsi conduits au théoréme suivant :

Tatorime IV. — T'rois conigues S, S', S” étant cir-
conscrites & un méme quadrilatére, si d’un point quel-
conquel de S on méne des tangentes 1T et 1T" respec-
tivement aux coniques S' et S”, et que M' et M" soient
les intersections de ces langentes avec la conique S,
Uenveloppe des droites M' M" se compose de deux coni-
ques circonscrites au méme quadrilatére.

Ce dernier théoréme est connu depuis longtemps.
M. Poncelet I’a démontré analytiquement pour le cas de
trois cercles ayant une corde commune (Applications
d’Analyse et de Géométrie, p. 3144 347), et I'a étendu
au cas de trois coniques a I'aide des principes de la mé-
thode projective.

12. Du premier des théorémes que je viens de démon-
trer, on peut déduire plusieurs conséquences relatives
a I'inscription des polygones. Je ne citerai que celle~ci :

Tatorime V. — Sotent S, Sy, Sy, ..., S,, (n+1) co-
niques inscrites dans un méme quadrilatére ; imaginons
un polygone A A,A,...A,A dontles n premiers som-
mets Ay, A,,..., A, sont assujellis a rester respective-
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ment sur les n coniques S,, S,,. .., S, ét dont tous les
c6tés sont constamment tangents a la conique S; si 'on
déforme ce polygone en conservant toujours les mémes
conditions et le méme mode de construction, le sommet
libre A de ce polygone décrira une conique inscrite dans
le méme quadrilatére. '

La déduction de cette propriété est facile. Considé-
rons, par exemple, cinq coniques S, S,, S,, S;, S;; A, A,
étant une tangente quelconque a S, le point de rencontre
i des-deux tangentes A, et Ay décrira une conique in-
scrite dans le méme quadrilatére, d’aprés le premier théo-
réme. AyA, étant une tangente a S, et le point <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>