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AVERTISSEMENT DES RÉDACTEURS. 

Les Nouvelles Annales de Mathématiques s'adressent, 
comme Tiudique leur titre, aux jeunes gens qui veulent 
entrer à TÉcole Polytechnique ou à l'École Normale; 
elles s'adressent aussi aux Professeurs, puisque tous les 
travaux qui tendent à perfectionner renseignement des 
Mathématiques spéciales, simplification des théories, dé-
veloppements et applications des diverses méthodes, di-
vulgation des découvertes récentes, sont de leur ressort. 
En général on n'admettra point d'articles relatifs au calcul 
infinitésimal, à moins qu'ils ne soient fort courts et d'une 
nature suffisamment élémentaire. On ne fera d'exception 
à cette règle que pour les questions proposées au concours 
d'agrégation des lycées, questions qui intéressent spéciale-
ment un grand nombre de Professeurs. 

A partir de i863, le Bulletin de Bibliographie^ d'His* 

toire et de Biographie mathématiques y qui paraissait à la 
suite des Nouvelles Annales avec une pagination dis-
tincte, sera réuni au corps du journal (* ) . Comme par le 
passé, cette partie de notre publication sera consacrée à 
l'analyse des ouvrages récents, à des extraits de journaux 
étrangers, à des biographies de savants. Pour ce qui con-
cerne la partie historique, nous ferons usage de précieux 
matériaux réunis par M. Terquem. INous serons en me-
sure de donner en i863 la biographie de Gauss et celle 
de Gergonne. L'histoire des hommes qui ont voué leur 

(*) Chaque numéro des Nouvelles Annales sera composé de trois feuille». 
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existence à la recherche de la vérité est féconde en ensei-
gnements de plus d'un genre. On y apprend l'abnégation, 
la modestie, l'amour du travail. Les jeunes gens et même 
les hommes faits ne sauraient être à meilleure école. 

Pour atteindre leur but, les Rédacteurs n'épargneront 
aucune peine : mais ils comptent surtout sur la collabo-
ration des savants français et étrangers et sur celle des 
élèves, auxquels s'adressent principalement les nom-
breuses questions proposées dans le journal. 

GEROKO et PROUI I ÎT . 

Pari». —Imprimerie de Mallet-BaciieUer, rue de Seine Saint-Germain, lo, 
près l'institut. 



NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
QUESTION PROPOSÉE AU CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE 

POLYTECHNIOUE ( 1 8 6 2 ) ; 
SOLUTION DE M . GAETANO D E L Y S . 

Trouver le lieu des centres des surfaces représentées 

par réquation 

4- — -i- 2pxzH- 2qyz — nax — 2 ¿ j 2 f z =r o 

(a, è, c étant des nombres positifs donnés^ p et q des 

paramètres variables) : i® lorsque p et q varient de 

toutes les manières possibles ; 2° lorsque p et q varient 

de manière à ce que Véquation représente un cône. 

Distinguer la partie du lieu qui correspond à des hyper-

boloïdes à une nappe de celle qui correspond à des hy-

perboloïdes à deux nappes. 

Si Ton rapporte la surface à son centre, Téqualion 
prend la forme 

.r"̂  -f- j — z^ + 7.pa:z -f- iqyz — ax' — hf H- cz z=z o, 

\ z ' ) désignant les coordonnées du centre. Sous cette 
forme, qui se ramène facilement à la suivante : 



( 6 ) 
on reconnait que l'équation représente généralement des 
hyperboloïdes à une ou deux nappes suivant le signe de 
la quantité 

-f- by — cz\ 
safoir : 

aie' 4- ¿'jr' — fi' > G. . . . Hyperboloide à une nappe. 

ax'-^bf— cz' C^o,. , . Hyperboloide à deux nappes. 

ax' by — cz' z=z o. . , . Cônes. 

Le lieu des centres dans les deux premiers cas s'ob-
tient facilement par l'élimination à^ p ei q entre les 
trois équations qui déterminent le centre 

( Î ) x' 4 - pz' — a G, 

(2) y' qz' — b 

( 3 ) px 4- qy' — z' c=z o. 

L'élimination donne 

équation d'une sphère dont le centre est au point ^^ 

- et dont le rayon est ^ ^ 

2® Lorsque p ex. q varient de manière à ce que Téqua-
tion représente un cône, le lieu des sommets des cônes 
est déterminé par les deux équations 

x'̂  -4- j a'' ~ ax' — by — cz' = o, 
ax' -f- by — cz' = o. 

Le lieu est donc un cercle de la sphère déjà trouvée. 
Le plan ax' by' — cz' = o coupe la sphère en deux 

zones. 
Celle qui est au-dessous du plan et pour ^quelle on a 

fltx'-f- -

(est le lieu des centres des hyperboloïdes à line nappe. 
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La zone qui est au-d^us du plan et pçiir Uqucjle 

ou a 

est le lieu des centres des hyperboloïdes à deux nappes. 
Une remarque intéressante, c'est que l'un des para-

mètres p on q étant supposé constant, on a l'équation 
générale des hyperboloïdes qui admettent pour sections 
planes communes une hyperbole équilatère et un cercle. 

Note du Rédacteur, — Des solutions peu différentes 
nous sont parvenues en assez grand nombre 5 nous nous 
en tiendrons à la précédente, qui répond d une manière 
simple et complète à la question proposée. 

QUESTION PROPOSÉE EN COMPOSITION POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE NORMALE ( 1 8 6 2 ) ; 

SOLUTION DE M . L . P , 
Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. briot). 

Par les extrémités A, P d'une corde AB d'iine lon-

gueur constante et inscrite dans un cercle dçnné O, o/̂  
mène des droites AM, BM respectivement parallèles à 

deux droites fixes ^ trouver le lieu de Vintersection 

des deux droites AM, BM. 

Prenons pour axes des coordonnées OX, OY des paral-
lèles aux directions fixes, menées par le centre O du 
cercle. Soient 6 l'angle YOX des axes-, ôj l'angle constant 
BOA ; Cf. l'angle variable AOX ; P et Q les points où les 
droites BM, AM prolongées coupent les axes OX, O Y j 
X, j les coordonnées MQ, MP du point M, et r le rayon 
du cercle. 
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Les iriangles OAQ, BOP donnent 

r . r 
y = sma, xz=z sin (ô— ô,— a), 

sinô sinô ^ ' 

De ces deux équations, on lire 

j.sioô sinô • . NT 
r r.sin(ô —e,) ^ 

et en substituant dans sin'a-f-cos^ a = i , on obtient 
pour l'équation du lieu 

—e.) 
-h j ' -h o.xy CCS ( ô — 9I) : sin'ô 

On voit que le lieu est une ellipse rapportée à son 
centre. Si ou avait 0 = ôj , le lieu serait la droite 

Ce cas particulier écarté, il est facile de voir que les 
axes de l'ellipse sont dirigés suivant les bissectrices des 
angles des axes^ car l'équation obtenue reste la même, 
lorsqu'on change x en et j en ou bien encore x en 
— y , et — y en̂ 3̂t:. 

On aura les longueurs des axes, en déterminant les 
points de rencontre de la courbe et des bissectrices des 
angles des coordonnées. On trouve, pour les longueurs 
des demi-axes. 

r sin r cos 

sin - cos -
2 2 

L'ellipse est ainsi déterminée de grandeur et de posi-
tion. 



OUESTION D'EXAMEN - ÉCOLE POLÏTECHNieilE ( 1 8 6 2 ) ; 
SOLUTION DE M . ALFRED B R I S S A U D , 

Élève en spéciales (institution Loriol) . 

Conditions de convergence et somme des termes 

de la séiie : 

1.2.3.., pxP-^ 2.3. . . 
H- 3.4.5. . . 

i ® Le rapport de deux termes consécutifs est en général 

{m i) {m 1) , . . (m p)(m -h p i) __/y?-f-jP-H i _ 
m [m \ ) [ m p — \ )[rn p) m ' 

sa limite est donc la condition de convergence est 
X < I. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, x i . 

2̂  Pour/^== I, la série convergente considérée devient 

Désignons sa somme par x j^ on aura 

4 .r' -I-

Or, 1-4-20:-+- Zx^ -h . . . est la dérivée de 

I 

I — X 

donc y est la dérivée première de ' 

En prenant les p dérivées successives de y — o n trouve 

= dérivée première de — ^ — " — 
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I . a - h . 

==r dérivée seconde de • 

l - h (/7-f - l ) a: - h . . . = 1 . 2 . . . / ? ( î — :r)-"(f-»-0. 

Multipliant les deux membres de cette dernière égalité 
par x^^ le premier membre devient la série considérée, 
dont la somme est 

1.2.3.. . pxP 

OlIESTION D'EXAMEN — É C O L E POllTECHKIOllE ( 1 8 6 2 ) ; 
SOLUTION DE M . GEORGES V A C O S S I N , 

Élève en spéciales (institution Loriol). 

T H É O R È M E , — Tout plan passant par les milieux de 

deux arêtes opposées d\ui tétraèdre le décompose en 

deux parties équivalentes. 

Ce théorème, démontré dans les auteurs par les pro-
priétés du quadrilatère gauche, peut aussi être établi par 
les considérations suivantes. 

Soit DFEG un plan passant par les points milieux D, 



( " ) 
E des côtés opposés du tétraèdre S, ABC. Ce plaa dé-
termine deux pentaèdres équivalents. 

Traçons les deux plans DCG, DBF : le pentaèdre 
inférieur est décomposé en deux pyramides D , ACG, 
C,DFEG respectivement équivalentes aux deux pyra-
mides D,SFB, B,DFEG qui composent le pentaèdre su-
périeur. 

En effet, les pyramides quadrangulaires de même base 
DFEG ont même hauteur, car le plan de cette base passe 
par le milieu de la droite des sommets, par suite ces py-
ramides sont équivalentes. En second lieu, D , ACG est la 
moitié de S, ACG-, D,SFB est aussi la moitié de A^SFB. 
En outre. S,ACG est équivalente à A,SFB : car soient 
V le volume du tétraèdre donné, J, d ' les distances du 
plan sécant aux sommets A ou S, B ou C, on a 

S , A C G A C G A G D 

V A C B A B D - ^ D ' 

A , S F D _ B S F _ ^ _ D 

V S B C S E 

Donc S, ACG est équivalente à A,SBF, et de ces deux 
résultats on conclut l'équivalence des pentaèdres. 

Observations, — I. Des égalités précédentes, on con-
clut pour la mesure des deux tétraèdres 

D , A C G — D , S F B = 

\d 
et pour leur somme 

A désignant Taire de la section, on a pour Us volumes 
des pyramides quadrangulaires 

C , D F E G = B , D F E G = ^ 



( ) 
Comine ces quatre pyramides composent V, 

\d nd'K yj ~ ^ 
d - ^ d ' ^ 3 

et 

II. Si D désigne la longueur de l'arête AB, a rincli-
naison de D sur le plan sécant, 

R/ 4 - = D s i n a , V = | D s i n a . A . 

III. Si le plan tourne, D et V restant constants, 

A = 1 I • 
2 D sin a ' 

donc A varie en raison inverse de sin a. 

QUESTION 105 
( voir tome IV, page 560) ; 

SOLUTION DE M . ABRAHAM S C H N É E , 
Élève du lycée Charlemagne. 

Considérant comme coordonnées rectangulaires d'un 

point les rayons de courbure des extrémités des dia-

mètres conjugués d'une même ellipse^ le lieu du point 

est r enveloppe d'une droite de longueur constante in-

scrite dans un angle droit, (BRASSINE.) 

L'expression du rayon de courbure d'une ellipse en 
fonction de l'abscisse du point considéré est 

{a' ^ c^ x^ f 



( ) 
Si 

Y = MXY r = X 

sont les équations de deux diamètres conjugués de Tel-
lipse 

a'y--h = 

on sait que les abscisses des points de rencontre avec la 
courbe sont données par 

â^m^ -h b^ ' ~ a^ m' -f- b' ' 

a; et étant les coordonnées courantes d'un point de la 
courbe cherchée, on aura donc 

/ , , l ' A ' / , 2 a ' » ' ' y 

^ - , , 

d'où Ton tire 

Eliminant nî  entre ces équations, on a Téquation du lieu 
cherché 

c'est l'enveloppe d'une droite de longueur constante 

ab 

inscrite dans un angle droit, celui des axes de l'ellipse. 
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NOTE SUR UN PROBLÈME CONNU; 
PAR M . PAUL S Ë R R E T . 

Une corde AB d'une conique est vue, d'un point fixe 

O, sous un angle constant, trouver Véquation de son 

enveloppe. 

Ce problème, résolu géométriquement dans le Traité 

des Propriétés projectives, n'a été étudié par l'analyse 
que dans le cas particulier de l'angle droit. Voici cepen-
dant, pour le cas général, une méthode très-simple, fon-
dée sur la transformation des équations, et qui s'appli-
querait avec la même facilité à une courbe de degré 
quelconque, ou à certaines questions analogues de la 
géométrie de l'espace. 

Soient 

(0 = 
(2) r — nix-}-n 

les équations de la conique donnée et de la corde variable 
AB, rapportées à des axes rectangulaires quelconques; et 

(3) 

l'équation ayant pour racines les abscisses des extrémités 
de la corde. Il suflSra, pour résoudre le problème, de 
trouver la relation qui doit exister entre les paramètres 
m et n, pour que les droites OA, OB, qui réunissent les 
extrémités de la corde au point O fassent entre 
elles l'angle donné. 

Or, mettant l'équation (2) sous la forme 

(2') j = m (.r - .r' ) - ( - m.r' ^ /z), 
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divisant les deux membres par x — et désignant par 
M le coefficient angulaire de Tune quelconque des droites 
OA où OB, il tient 

M ^ y' -^mx'-^n M = m ;; f 
X-- x' 

d'où 

(4) m —M 

Cest la relation existant entre l'abscisse de chacune des 
extrémités de la corde et le coefficient angulaire de la 
droite qui unit cette extrémité au point O. Et si l'on 
substitue à o; sa valeur dans l'équation (3) , Téquation 
transformée 

aura pour racines, en M, les coefficients angulaires des 
droites OA et OB. Il sera facile, dès lors, d'exprimer 
que les racines de cette équation sont liées par la rela-
tion 

M ' -M ' ' 
• M' M" 

= const. ; 

et la relation entre m et n étant obtenue de la sorte, le 
problème s'achèvera par les moyens ordinaires. 

Cette méthode s'applique à plusieurs problèmes ana-
logues, et dont quelques-uns, abordés autrement, ne se-
raient pas sans difficulté. 



( ' 6 ) 

REMARQUES SUR QUELQUES THÉORÈMES ÉNONCES 
D4NS LES NOUVELLES 4NNALES; 

PAR M . L . F A U R E , 
Capitaine d'artillerie. 

Question 609. 

Celle question, déjà résolue par plusieurs élèves, est 
un cas particulier de celle-ci ( * ) : Lorsqu'un triangle 

est conjugué à une conique, la somme des carrés de 

ses demi-axes principaux est égale à la puissance de 

son centre relativement au cercle circonscrit au triangle. 

Or, dans la question 609, le triangle RHC est conjugué 
au cercle décrit sur FF ' comme diamètre. D'où Ton doit 
conclure que la tangente MT menée par le point M, 

F F ' 
milieu de FF', est égale à — 

sj^ 

Sur les deux premiers théorèmes de M, Paul Serret 

(page 323). 

A la page 5o du tome XVI I des Nouvelles Annales^ 

j'ai énoncé le théorème suivant : Si Von décompose un 

polygone ahcd, . . en triangles, enjoignant ses sommets 

à un point arbitraire i de son plan. Von aura^ o étant un 

point fixe et h une constante : 

iab ibc 
oia ,oab ,obi oib .obc ,oci 

Le théorème I de l'endroit cité se déduit de celui-ci en 

Nouvelles Annales, t. XIX, p. 
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supposant que les points o, â  b., c^, . soient sur un 
cercle de rayon R. Dans ce cas, en effet, 

iah __/4RY iah ^ 
oia ,oab .obi \ oi J oa'^.ob^'"' 

on a donc ce théorème : Lorsqu'un polygone abcd... 

est inscrit dans un cercle^ si Fon prend sur la circonfé-

rence deux points o et /, on auray k étant une con-

stante^ 
iab ibc 

oa'^.ob'' ob^^nc"^ 

Si enfin les points o et i se confondent, cette relation 
donne. 

ab bc 
+ — h^ ; ; = = 0 , 

on,00 00.oc 

c'est la première des relations indiquées, car, p étant la 
distance du point o au côté ah^ 

ab I ab 
oa.ob 7.K p 

Le théorème I I est une conséquence du suivant, que j'ai 
démontré tome XVII I , page i8 i : Si Von trace dans le 

plan d'un polygone une droite quelconque, la somme 

des triangles formés par deux côtés consécutifs du poly-

gone et la droite arbitraire^ dis^isés respectivement par 

le produit des distances de leurs sommets à une droite 

fixe y est constante. 

Soient A et B deux côtés consécutifs du polygone en 
question, c leur point de rencontre, aet b les points où 
ils sont coupés par la droite arbitraire 1. Si Ton dé~ 
signe par a, 6, y les distances des points a, b, c k la droite 
fixe, le théorème indiqué donne la relation 

Ann, de Maihémat., série, t. II. {Janvier i863.) 2 
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k étant une constante. Appelons o le point d'intersection 
de la droite fixe avec I, w F angle de ces deux droites^ on a 

2 
a.P = o a . . s i n w. 

donc 
^ abc 

7 oa ob 
z=z k sin ft). 

Lorsque la droite fixe coïncide avec I, cette somme 
devient nulle, et le point o est un point quelconque 
d e L 

Si Ton suppose que les côtés du polygone et la droite I 
touchent un même cercle de rayon r, on aura, en prenant 
le point o au point de contact de la droite I, 

I I ï r oa:=rcol-a. ob =r cot-b^ 
1 1 

abc = r ' cot ~ a cot - b cot - c, 
2 9. 2 

donc 
I 

cot - c 
\ 1 

On devra dans ces théorèmes tenir compte des signes des 
perpendiculaires. 

Les différents théorèmes auxquels nous avons fait 
allusion dans ce qui précède sont susceptibles d'un grand 
nombre de corollaires \ nous en ajouterons quelques-uns 
dont on pourra chercher des démonstrations directes. 

Si une tangente roule sur un cercle inscrit à un 
polygone, la somme des distances de chaque sommet à la 
tangente mobile, multipliées respectivement par le sinus 
de l'angle formé à ce sommet, est égale au rayon du cercle 
multiplié par la somme des sinus des angles du polygone. 

Ce théorème montre que le centre du cercle inscrit à 
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un polygone est le centre de gravité d'un système de 
points matériels placés aux sommets du polygone et dont 
les poids seraient proportionnels aux sinus des angles 
formés par les côtés du polygone qui aboutissent à ces 
sommets. 

Lorsqu'un polygone est circonscrit à un cercle, la 
somme des produits que l'on obtient en multipliant 
chaque côté par la distance de son point de contact à 
mie tangente quelconque, est égale à la surface du poly-
gone. 

Ce théorème montre que le centre du cercle inscrit à 
un polygone est le centre de gravité d'un système de 
points matériels placés aux points de contact et dont les 
poids seraient représentés par les côtés correspondants. 

Un polygone étant circonscrit à un cercle, on mène 
par son centre une transversale arbitraire. Cette transver-
sale divise chaque côté en deux segments dont la somme 
des inverses est constante, les segments étant comptés à 
partir du point d'intersection avec la transversale. Etc. 

SUR LA SÉRIE DE TAYLOR ; 
PAR M . TURQUAINÎ, 

Professeur au lycée de Tours. 

Soient fx une fonction quelconque de x, et x, et x^ -j- h 

deux valeurs particulières de on pourra toujours poser 

i / (.r. ^ h ) ^ f x , ^ - y X, + - i - . . . 

(A ) . 
i h^-' 
\ 1 . 2 . . I ) 

/i" R étant un terme complémentaire convenablement 
choisi et qu'il s'agit de déterminer. 
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L'égalité ( A ) peut être mise sous la forme 

1 . 2 . . . « --h A'— R; 

or l'équation y z= fx représente une courbe,/xi est l'or-
donnée d'un certain point A de cette courbe, /(x^-^-h) 

!•> 1 • T» yf-^iH-Zi)—/^r, est 1 ordonnée d un autre point D, et —̂̂  —^^— est 

la tangente trigonométrique de l'angle que fait avec l'axe 
des X la corde qui joint ces deux points. Si donc f {x) 

et sa dérivée sont ñnies et continues, c'est-à,-dire si ces 
deux fonctions ne prennent aucune valeur infinie, et ne 

passent pas brusquement d'une valeur finie à une autre 
valeur finie, quand x varie depuis x = Xi jusqu'à x^-h h^ 

on pourra mener à Tare AB une tangente parallèle à sa 
corde, car cet arc n'aura aucun point dont l'ordonnée 
soit infinie, ni aucun point d'arrêt, ni aucun point de 
rupture, ni aucun point de rebrousseraent 5 et le point de 
Tare AB par lequel on peut mener une tangente paral-
lèle à la corde AB, a une abscisse comprise entre x^ et 
.Ti-h A et qu'on peut représenter par Xj-f-ô/i, B étant 
un nombre positif compris entre o et i . On aura donc 

et par suite 

l (.r. ô/O .r. -I- A + ^ 

(B) 
H r /" - ' JC, -h /i"-' R, 

i . 2 . . . ( « — l ) 



( ) 
ou bien encore 

Qh '^1.2.3.0^ 

Et si / ' o : et f " x restent finies et continues pour toute 
valeur de x comprise entre x^ et + ou bien 
entre x^ et Xj -f- /?, parce que 6 peut être infiniment peu 

différent de i , ^g^l ^ + 
9 A 

le produit 6̂ 0 étant un nombre positif compris entre o et 
I et que je représenterai par la seule lettre Ainsi 

(C) /¿n-3 ¡^u-2 
/ « - ' ^ . - K R . 

I . 2 . . . ( / 2 - - L) ( 

Mais, comme cette égalité (C) doit avoir lieu aussi pour 
// = o, il en résulte 

d'où 
I 

Donc, en supprimant l'accent de 

1.3. . , ( « - ! ) 

En répétant les mêmes considérations el les mêmes 



( ) 
raisonnemeiils, uous obtiendrons successivement: 

/ ' ^ ( . R , -h O A ) = f ^ ^ x , H - . . . 4 - I . 2 . 3 4 . / / « - ^ R , 

d'où 
/ " ( . r , 4 - G / 0 - 1 . 2 . 3 . . . / / . R , 

R -
/«(x, -4- 0//) 

1 . 2 . 3 . . . « 

Ainsi, pourvu que fx et ses dérivées jusqu'à celle du 
l̂eme ordre inclusivement soient finies et continues, pour 

toute valeur de x comprise entre Xi et Xi 4- on a 

I .2.. . « — 1 
h-

I . 2 . . . /2 1/2 

QUESTION 406 
(voir tome XYI, page 401) (*); 

SOLUTION DE M . D . T H O M A S (TRINITY COLLEGE, OXFORD). 

Soient 
U , — O , V2 = 0, U , = R O 

Cette question a pour énonce : 
Soient U, = 0,1], = o, U j = o les équations rendues homogènes de trois 

cercles, l'équation du cercle qui coupe ces trois cercles à angle droit est 
donnée par cette relation 

dU, dV, dU, 
dx' dy dz 

dV, ¿U, ¿U, 
dx dj dz 

dV, dV, 
dx dy ds 



) 
les trois cercles donnés; 

U = : o 

le cercle cherché. 
En représentant par PP^ un diamètre du cercle U, 

nous savons que la polaire du point P par rapport à 
chacun des cercles Ui, Uj , Us passe par F . 

Donc en exprimant la condition que les droites 

dV, 
^ djc 

-t- rî — 
dy dz 

. dlh 
' dx 

H-ri — 
dy 

dV, 
" dx dy 

se coupent au même point, nous aurons, pour l'éqtiation 
du cercle cherché, 

dV, 
dx dy dz 

dU, dV, dV, 
dx dy dz 

dV, dV, dlJ, 
dx dr dz 

o. 

c. Q. F. D. 

QUESTIONS. 

633. 2s étant Taire d'un quadrilatère sphérique in-
scrit; è, c, ¿/les côtés ; n p h périmètre, on a 

Vsin f — a) sin (/? — ¿>) sin {p—c) s i n ( — d) 
sinS= 

2 ( cos - acos - ^ cos - ccos - d-h si n ~ «si n - bsi n-csm-d 
\ 2 2 2 2 2 2 2 2 
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^ C O S F L c o s è - h c o s r - f - c o s ^ 
co&S 

1 » , I I , . I . I , . I . I 
- flcos - ocos - ccos - a -h sin - ^sm - osin - csin - a 

p — a p — h p — c p — d 

P. 
6t34. Si Ton appelle E et F les axes d'une ellipse, 

e , y , les axes de ses projections sur trois 
plans rectangulaires, on a 

P. 
635. On sait que si d'un point M pris sur le plan d'une 

conique C, ayant pour foyers F , F', on mène à cette 
courbe deux tangentes MT, MT ' , et les deux droites 
MF, MF', les angles TMF , T ' M F ' sont égaux, de sorte 
que si le point M est pris sur une autre conique C ayant 
les mêmes foyers F, F ' que C, la bissectrice de l'angle 
des tangentes, ou de son adjacent-, est tangente à la 
courbe C au point M. Prouver que toute courbe C" qui 
par rapport à la conique C jouit de la même propriété, est 
une conique ayant les mêmes foyers F et F' . . . . 

636. On suppose que des rayons perpendiculaires à 
l'axe d'une parabole soient, à leur rencontre avec cette 
courbe, réfléchis de manière que l'angle de réflexion égale 
l'angle d'incidence : trouver l'enveloppe des rayons réflé-
chis, et déterminer géométriquement le point de c(5ntact 
d'un rayon réfléchi et de l'enveloppe. 

637. Les quatre faces d'un tétraèdre passent, chacune, 
par un point iixe^ les trois côtés de l'une des quatre faces 
sont assujettis à rester, chacun, sur un plan fixe : trouver 
le lieu géométrique du sommet du tétraèdre opposé à 
cette face. 



( ) 
Ce lieu est en général une surface du troisième degré, 

qui se réduit à un cône du second degré quand les quatre 
points fixes sont situés sur un même plan. ( R . S ALMON . ) 

638. Trouver sur la surface d'un hyperboloïde à une 
nappe le lieu géométrique d'un point tel, que les deux 
génératrices rectilignes menées par ce point fassent un 
angle donné. 

Cas particulier où Tangle donné est droit. 
639. Trouver sur la surface d'un paraboloïde hyper-

bolique le lieu géométrique d'un point tel, que les deux 
génératrices rectilignes menées par ce point fassent un 
angle donné. 

Cas particulier où l'angle donné est droit. 

BIBLIOGRAPHIE. 

T H É O R I E DES SÉRIES , contenant : les règles de conver-
gence et les propriétés fondamentales des séries; 
2® l'étude et la sommation de quelques séries; 3° quel-
ques applications de la théorie des séries au calcul des 
expressions transcendantes; par M, H, Laurent,, 

officier du génie, ancien élève de l'Ecole Polytechnique. 
Ouvrage destiné aux candidats des Écoles Polytechni-
que et Normale, et aux personnesqui désirent suivre les 
cours des Facultés desSciences. In-8^ de viii-124 pages. 
Paris, Mallet-Bachelier. — Prix : 4 francs. 

Voici un petit livre où les séries sont traitées avec 
beaucoup de soin, on peut même dire avec amour, car 
M. Hermann Laurent aime véritablement les séries. Ce 
n'est point un mal, s'il est vrai qu'on ne puisse réussir 
dans un sujet quelconque sans y mettre un peu de passion. 
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Après quelques définitions, l'auteur expose les princi-

pales propriétés des séries. L'énoncé qui accompagne la 
remarque I I du P*' théorème aurait dû être présenté 
comme la définition même des séries convergentes, présen-
tée sous une forme un peu différente. La réciproque en est 
donc vraie, comme doit l'être la réciproque de toute bonne 
définition. Aussi quand on dit, avec certains auteurs : 
(( Pour qu'une série soit convergente, il suffit que la 
somme des p termes qui suivent le diminue indéfini-
ment quel que soit p » , on n'apprend rien de plus au 
lecteur que si on lui disait qu'une série est convergente... 
quand elle est convergente. Quelquefois on n'énonce pas 
la proposition correctement ou l'on explique mal ce qu'il 
faut entendre par les mots « quel que soit p » ; alors on a 
une proposition fausse, comme l'a démontré M. Catalan 
dans son excellent Traité des Séries, 

M. Laurent ne s'explique pas complètement sur cette 
difliculté, mais il regarde le prétendu théorème comme 
n'étant nullement indispensable à la théorie des séries, 
en quoi il a parfaitement raison. 

La démonstration du théorème II I (p. 9), relatif aux 
séries de la forme r̂  -f- r̂  sinô -4- r̂  sin2Ô,. . ., nous a 
paru être des plus ingénieuses. Viennent ensuite quelques 
propositions sur les séries à termes imaginaires et sur 
celles dont la valeur ne dépend pas de l'ordre dans lequel 
les termes sont écrits. C'est, je crois, Dirichlet qui a le 
premier montré que la valeur de certaines séries pouvait 
changer quand on altérait l'ordre des termes^ remarque 
importante et qui montre avec quelle précaution on doit 
user des suites infinies. 

Les principales règles de convergence sont présentées 
avec beaucoup d'ordre et démontrées avec netteté, mais 

l auteur a oublié de faire voir que ^^^ et "Iju,, ont la même 
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Jimile, ce qui fait rentrer le théorème \ (p. 38) dans le 
théorème III. 

Le reste de l'ouvrage est consacré à des exemples et à 
des applications. Nous regrettons que l'auteur ait dit 
(p. 75) qu'i7 serait facile de démontrer que si x est en-

tier, la série est le développement d'un nombre in-

commensurable. Cette manière de parler est aujourd'hui 
fort discréditée par suite de l'abus qu'en ont fait quelques 
médiocrités prétentieuses. Dans l'exemple, le théorème 
ne nous paraît pas du tout facile, et si M. Laurent en a une 
démonstration simple, il nous obligera beaucoup de nous 
la communiquer. Lambert le premier a fait voir, à l'aide 
des fractions continues, que toutes les puissances de Î? dont 
l'exposant est commensirVable sont incommensurables. Sa 
démonstration est extrêmement ingénieuse comme tout 
ce qui est sorti de cet esprit si profond et si élégant. 
M. Liouville a ensuite démontré que e ne pouvait être 
racine d'une équation du deuxième degré à coefficients 
rationnels, démonstration simple, facile, mais non facile 

à trouver. J'ignore si l'on est allé plus loin dans cette 
matière. 

En résumé, l'ouvrage de M. Laurent, sans rien renfer-
mer de véritablement nouveau, nous parait une bonne 
exposition d'une théorie importante, et nous le recom-
mandons aux élèves. A part les critiques de détail que 
nous venons de faire, nous n'aurions que des éloges à 
donner à l'auteur, sans quelques passages de la préface et 
du livre, passages dont le ton peu convenable nous paraît 
devoir être relevé. Après un tableau très-exagéré des 
erreurs dans lesquelles sont tombés de grands géomètres 
à propos des séries, M. Laurent ajoute : « La théorie des 
séries était encore, il n'y a pas cinquante ans, un véri-
table chaos. Le génie seul de Cauchy parvint à lui donner 
une base solide. Ce grand géomètre fit ce que ni les 
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Newton, ni les Euler ( * ) , ni les Bernoulli, ni les Lagrange 
n'avaient pu faire. Il mit de la rigueur dans l'étude des 
séries. On ( ** ) raconte même à ce sujet que Laplace 
écoutant la lecture du premier Mémoire de Cauchy sur 
les séries, frappé de la justesse des idées émises par ce 
géomètre, rentra effrayé chez lui, d'où il nosa sortir 
qu'après avoir soigneusement vérifié la convergence de 
toutes les séries qu'il avait employées dans sa Mécanique 

céleste, » (Préface, p. vi . ) 
Et plus loin : 

(( Lorsqu'on ouvre les écrits des auteurs de ces derniers 

siècles, on les voit attribuer avec une audace remarqua-

ble des valeurs telles que ^ à la série i — i -f- i — i . . . . 

Leibniz, pour le démontrer, etc. (p. 2). » 
(( Euler \^Introduction à Vanalyse des infiniment 

petits Lacroix [ Traité du calcul différentiel et du 

calcul intégral reproduisent hardiment l'erreur 
de Leibniz (p. 3 ). )) 

M. Laurent ne fera croire à personne qu'il ait été au-
dessus des forces d'un Newton ou d'un Leibniz de mettre 
de la rigueur dans Tétude des séries. Ils ont accompli des 
choses bien plus difficiles. Quant à l'auteur de la Méca-

nique céleste^ ce serait donc à son insu qu'il n'aurait em-
ployé que des séries convergentes et, sans un heureux 
hasard, le grand monument qu'il avait élevé aurait pu 
s'écrouler comme un château de cartes? Cela n'est vrai-
ment pas soutenable. 

( * ) L*ordre chronologique demandait qu'Euler fût placé entre Ber-
noulli et Lagrange. 

( - ) Qui? 
( * * * ) Quel volume? quelle page? 

Quel volume? quelle page? Il faudrait au moins citer exactement 
ceux que l'on critique. 
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Si !\I. Laurent, qui est très-jeune et dont 1 érudition 

n'est que de seconde main, avait eu recours aux sources 
originales, il se serait bien gardé de parler d'une manière 
aussi irrévérencieuse de Vaudace àe Leibniz et de la har-

diesse d'Euler. Non-seulement la lecture des ouvrages de 
ces grands hommes l'aurait rendu indulgent pour leurs 
erreurs, mais encore elle lui aurait montré combien sa 
critique est mal fondée. Si Leibniz et Euler avaient dit : 
(( J'appelle somme de la série i — i + i — i - j - i . . . la 
limite vers laquelle tend la somme de ses termes quand on 
en prend un nombre de plus en plus grand, et je vais dé-
montrer que cette somme est ^ )>, ils auraient avancé une 

chose parfaitement absurde. Mais telle n'était point leur 
pensée. Leibniz ( * ) part d'un problème qui conduit, 
lorsque x est moindre que i , à la série 

I — X X"̂  — X^ , . . ; 

puis faisant converger x vers i , il voit que la solution 

tend vers valeur par laquelle il remplace la série gé-

nérale devenue dans ce cas i — i - f - i— i-f- En second 
lieu il se pose un problème de probabilité qui conduit à 

la même série et il trouve encore Tout cela est loin 
2 

d'être absurde. Quant à Euler, je n'ai pas sous les yeux 
les passages dont parle M. Laurent. Mais le grand ana-
lyste s'est expliqué lui-même sur le sens qu'il attribuait 
à la somme d'une série divergente ; c'est pour lui la valeur 
delà fonction dont le développement donne la série 
On peut s'exprimer et il est même préférable de s'expri-

(*) Epistola ad Chrisianum Tf^oljium circa scientiam infiniti ( Act. Erud., 

siippl. ad. t. V, 1713. 
( * * ) MONTUCLA, Histoire des Mathématiques, 2*-' édit., t, 111, p. 221. 
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mer autrement ; mais je ne vois rien là de contraire à 
la plus sévère logique. Ainsi voilà Leibniz et Euler hors 
de cause. 

Je trouve à la page a une excellente explication du 

paradoxe de la série i — i -h i — i - h . . , = J'étonne-

rais bien M. Laurent si je lui disais que cette explication, 

aujourd'hui tombée dans le domaine public, est d'un 

auteur de Fun de ces siècles d'ignorance qui ont précédé 

Cauchy. En 1696, Jacques Bernoulli dans une thèse sur 

les séries ( * ) , après avoir montré qu'on a 

/ __ / //? ¿n' 
m H- n m m"^ ni^ 

saltern si ponatiir m^n, ajoute un peu plus loin : 

Ratio aiitem paradoxi — = — — L ^ L 1 est 

2 m ni ni ni m 
quod conlinuata divisione ipsius l per m m, residuum 

divisionis non minuitur, sed perpetuo ipsi l œquale 

manet : unde quotiens divisionis proprie non est sola 
. I l l . I I I , / 

series 1 • • sed \ • 9 -f- vet m m m m m m 2 m 

faciendo. Et cependant Jacques Bernoulli est un de ceux 
auxquels M. Laurent reproche de n'avoir pas su mettre 
de la rigueur dans l'étude des séries. 

Nous pourrions encore citer un Mémoire de Vari-
gnon sur les précatitions à prendre dans l'emploi des 
séries, pour savoir quand elles donnent vrai ou quand 
elles donnent faux, les règles de convergence de Maclau-
rin, d'Euler, etc.; mais en voilà assez pour montrer que 
les reproches adressés aux prédécesseurs de Cauchy 
n'étaient pas mérités ou ne pouvaient s'appliquer qu'à 

(*) Opera, p. 7 5 2 . 

Académie df^s Sciencc'Sy » 7 1 5 , p. ?.û2. 
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des auteurs du second ordre. Si nous avons insisté là-
dessus, ce n'est pas pour donner une facile leçon d'his-
toire à M. Laurent, encore moins pour causer de la peine 
à un jeune homme dont les succès nous seront toujours 
chers ; mais nous tenions à prémunir les jeunes lecteurs 
contre des assertions tranchantes qu'ils ne peuvent con-
trôler actuellement II ne faut pas laisser perdre le res-
pect que nous devons aux créateurs de la science. Imi-
tons-les si nous le pouvons, mais ne cessons jamais de les 
honorer. P. 

NOTE SUR L'ENVELOPPE D'UNE DROITE; 
PAR M . JOSEPH S A C C H I (DE M I L A N ) . 

Soient 

les équations de deux courbes AN, BN rapportées à des axes 
orthogonaux OX, OY ; ê ) = o une relation donnée 
entre les abscisses a, 6 de deux points A, B des mêmes 
courbes; n l'abscisse du point N. En supposant que le 
point A se meuve sur la courbe AN, il en sera de même 
de B et de la droite AB, laquelle sera tangente à une ligne 
enveloppe en un point M qu'on veut déterminer. 

En posant 

df ___ , d̂ p _ 

et en prenant les dérivées par rapport à a des deux équa-
tions suivantes 

- n « ) ) (ê - a) = (or - a) / ( « , g) o, 
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dont la première représente la droite AB, on a 

[/ - «)i'(ê)] r - -̂(6) - ( — S ) 

En éliminant de ces quatre équations a, ê, 6', on aurait 
Téquation de la courbe enveloppe. 

Que Ton nomme t la tangente de Tangle que AB fait 
avec OX, et que l'on suppose M placé entre A et B, on 
aura 

f \ . f ^ — A M A 

Au moyen de ces équations, éliminant des équations ( i ) 
les quantités 

on obtient 

MA 

cette dernière détermine, dans des cas particuliers, la 
position du point M sur la droite AB, comme on va le 
voir dans les applications suivantes. 

Applications, — I. Supposons que la droite AB se 
meuve de manière que la longueur de l'arc ANB soit 
constante et égale à h. 

En faisant 

on aura 

d'où l'on tire 

/ ( ' « )= -/ ' (a ) = 



( 3 3 ) 

En substituant à f l^ ) , ces valeurs dans l'équa-

tion (2), et divisant par v / n - o n a 

i _ J i s r L \ ( ' - V . ) . 

Si Ton conduit AT , BT, tangentes aux deux courbes 
aux points A et B, et les droites BV, AV, respectivement 
parallèles à ces tangentes, la dernière équation pourra 
être remplacée par la suivante 

M A s i n T B A = M B s i n T A B , 

ou bien 
^ _ TB _ ^ 

MB T A V B ' 

d'où Ton conclut que le point M est déterminé par la 
bissectrice VM de l'angle AVB. 

II. Soit constante et égale à a l'aire du triangle mîxti-
ligne ANB. 

Si l'on pose 

on aura l'équation 

laquelle, en observant que — = í (g a), donne 

Par conséquent, de l'équation (2) on déduit MA = MB, 
c'est-à-dire que le point M est le milieu de AB. 

III . Soit constante et égale à è la longueur de la corde 
Ann. de Mathémat., 2® série, t. U. (Janvier i863.) 3 
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AB, on aura 

> ( a ) = - M « + ' ? ' ( „ ) ) . 

ces valeurs changent l'équation (2) en la suivante 

MA 

qui est équivalente à 

(3) MA tangTbA = MB tangT AB ; 

d'où, en désignant par P le point de rencontre des deux 
normales aux courbes en A et B, on a 

MA tang PAB = MB tangPBA ; 

cette dernière égalité montre que le point M est la pro-
jection de P sur AB. 

Si la projection de T sur AB est R , on aura 

RB tangTBA = RA tangTAB, 

et delà, en ayant égard à l'égalité (3), 

MA = RB, MBrizrRA, 

relations qui démontrent la propriété énoncée par 
M. Boklen, dans la question (616) page i56 de ce jour-
nal (*), relative au cas où la droite constante AB se meut 
de manière que ses deux extrémités A, B restent sur deux 
droites fixes T A , TB. 

(* ) Dans cette question où Ton dit que : la projection orthogonale de O 
est aussi éloignée de M . . i l faut lire : la projection orthogonale de sur 
MO est aussi éloignée de O 
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Observation. — Les règles données pour déterminer le 

point M sur AB subsistent évidemment quelle que soit la 
ligne ANB, composée d'un nonAre quelconque d'arcs de 
courbes différentes, puisqu'elles ne dépendent que des 
points A, B qui ne peuvent appartenir qu'à deux courbes 
ou à une seule. 

NOTE m m i QUESTION DE GÉOMÉTRIE DE L'ESPACfi; 
PAR M . B A E H R , 

Professeur à Groningue. 

Dans le tome XI , pages 66 et suivantes des Nouvelles 

Annales^ M, Dieu remarque que si ILdx -f- Yrfy^ -f- Z/¿r. 
est une différentielle exacte à trois variables, un système 
de droites qui ont leurs origines ou points de départ sur 
une surface donnée S, et dont les directions sont déter-
minées en fonctions des coordonnées de leurs origines 
par les cosinus X , Y, Z, peut être coupé normalement 
par une autre surface, quelle que soit d'ailleurs la 
surface S. 

En chercbant à expliquer cette propriété particulière 
au système, on trouve que, dans le cas dont il s'agit, on 
peut prendre l'origine de chaque droite en un point quel-
conque de sa direction, c'est-à-dire que les cosinus 

X, Y, Z, ne changent pas de valeurs si àx^j^ z , on 

substitue jr^pY^ z -h pTj^ p étant une lon-

gueur arbitraire; de sorte qu'ici le système des droites 
est en effet indépendant de la surface S. 

De plus, posant 

on obtiendra la surface normale aux droites, si l'on prend 

3. 
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sur chacuiic d elles, à partir du point où elle perce la 
surface S et du même coté, une longueur r donnée par 
l'intégrale de l'équation (3), page 67 (* ) , d'où 

r = — F ( x , ) - f - const. 

Et si l'on donne de même à x^j^ les accroisse-

ments pX^ pY^ pZ^ la fonction F deviendra F + ; 
par conséquent r diminuera de de sorte que, pour une 
même valeur de la constante dans l'intégrale, on retom-
bera toujours sur la même surface normale aux droites, 
quelles que soient leurs origines. 

En eifet, remarquant bien que X , Y, Z, ne sont pas 
simplement proportionnels aux cosinus qui déterminent 
la direction d'une droite, mais qu'ils sont ces cosinus eux-
mêmes, on obtiendra en différentiant X® + Y® -h Z® = i 
successivement par rapport à .r, j ' , et en ayant égard 
aux conditions 

ciX_dY 

(if dx ' dz d.r ' dz dy^ 

qui expriment que Xdx-hYdj •+• Zdz est une diffé-
rentielle exacte, 

I dX ^^dX dX 
X — h Y — - 4 - Z — - = o, 

l dx dy dz 

f X — Y — Z — — o 
dx dy dz 

Mais, pour des accroissements quelconques de Zj 
la fonction X devient 

_ T idx dx dx Y 
^ i ,1.3. . .n \ dx dy ^ dz J 
N — I 

C») Cette équation est rfrH-Xi/x-f-Y^r-hZiif = 0 (t. XI, p. 67). 
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sî  dans le développen^ent des puissances du trînèiue, on 
change ( d X ^ en ¿ " X . On voit d'abord que le premier 
terme du développement, celui qu'on obtiendrait pour 

s'évanouit, en vertu de la première des équa-
tions ( i ) , si les accroissements Ax^ Ay^ A r , sont pro-
portionnels à X , Y, Z ; il est facile de démontrer que la 
même chose arrive alors pour les termes suivants. 

En effet, différentiant la première des équations ( i ) 
successivement par rapport à x , y , z, on a 

^ dx djr dx dz 

dX l i ^ dX 
dx dv dx dy dx dz 

= o, 

dy dx dy^ dy dz 

dy dx dy dy dy dz 

dz dx dz dy dz dz * 

multipliant ces résultats respectivement par X^ Y, Z, 
ajoutant les produits, en ayant égard aux trois équa-
tions ( i ) et écrivant dX* pour indiquer on obtient 
l'équation symbolique 

qui fait voir que le second terme du développement pré-
cédent s'évanouit en même temps que le premier. La 
même chose aura lieu pour les termes suivants, de sorte 
que X s'accroît de zéro. 11 en est de même des accroisse-
ments de Y et de Z. 
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La fonction Fdevienti symboliquement, si Ton donne 

à X, ar, des accroissements, arbitraires 

n = ao 
V^ I /¿/F D¥ D F Y 

1.2.3,. « \flir i^y az J 
n=i 

Mais, remarquant que 

et ijue 
d'F dX dX 

dxdy dy 

d'F dX dZ 
dxdz dz 

d'F dX dZ 
dz dy dz 

le développement réel pourra être mis sous la forme 

F 4 - ( X A A : - | - Y A J - H Z A Z ) 

/dX dX dx \ 
\dj; dy dz 

(dX dX dX \ 

idZ dZ dZ \ 1 

ce qui, en vertu des équations ( i ) , se réduit à 

Y'-f-Z^) ou F 4-/?, 

si Ton prend les accroissements de Xy y^ z^ respective-
ment égaux a pHy pY , pZ, Donc la fonction F s'accroît 
de et r de — p. 

On peut arriver aux mêmes résultats plus généralement 
pt sans le secours de la série de Taylor. 
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Les fonctions X , Y, Z satisfaisant toujoiir» à l^nal ion 

on a, lorsque Y e s t la diifférentielle 
d'une certaine fonction cp de j : ,/ , -z, l'équation d^é -
rentielles partielles 

\ax j \ciy j \ az / 

dont 

où c sont des constantes, est une solution complète., 

de laquelle on peut déduire toutes les fonctions possibles 
qui satisfont à Téquation (2). Car, si jr? est une 
telle fonction, on peut d'abord lui donner la forme de 
en déterminant a, fe, c, qui alors deviennent des fonc-
tions de variables, par les équations 

(3) = = = 

dont la somme des carrés donne en effet 

F2=: (07 — ( j — (z — 

Par la differentiation on a alors 

YdF = {x - a) [dx--- da) —h) [dy-- db)'\'[z--c){dz—dc). 

Mais, si Ton multiplie les équations (3 ) , respectivement 
par dx^ djr.̂  dz.̂  la somme des produits donne aussi 

F.dF=:{x — b)dy -^{z--c)dz', 

de sorte que si F satisfait à l'équation (2) , les fonctions 
fc, c déterminées par les équations (3) seront toujours 
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idles, qu'on a identiquement 
( 4 ) = 

ce qui, en exceptant le cas où l'on aurait x = a^ = i , 
z = c qui donnerait F = o, et celui où a, c restent 
constantes, qui revient à la solution complète, ne peut 
avoir lieu à moins que deux des quantités«, c ne soient 
des fonctions de la troisième, ou que l'une d'elles ne soit 
une fonction des deux autres. 

Soit dans le premier cas 

^̂  tpi désignant des fonctions prises arbitrairement, et 
leurs dérivées, l'équation (4) devient 

et donnera 
C J , Z) 

et par suite 

La substitution de ces valeurs dans les équations (3) 
donne 

^^^ ^ = — F — ' — F — ' ^^-Y-' 

D'après cela, il est facile de démontrer que la valeur 
de c, et par suite celles de a et è, ne changent pas lorsqu'on 
donne à x , j , z^ les accroissements p X , pY , pZ. Car, au 
lieu de faire cette substitution dans c = / (x^y^ z ) , on 
peut la faire dans l'équation (5) elle-même, qui déter-
mine c pour des valeurs quelconques des variables. On 
obtient alors 

= o. 
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équation à laquelle on satisfait de nouveau par ^ 

parce qu elle devient alors le résultat de la substitution de 

c=/dans 1 équation (5) , multipliée par i 

Pour ces mêmes accroissements des variables, ( x — a ) 
devient, en remarquant que a ne change pas, 

De sorte que F = ^ ( x — a y - h { j — b)^-h ( z—c ) ^ 

deviendra F f ^ ou F -f- p. 

^ f ) 
Tandis que X devient —̂^ ou 

F^p F 

C'est-à-dire que F s'accroît de p, tandis que X, Y , Z 
restent les mêmes. 

Dans le second cas, si l'on pose 

h), 

ip désignant une fonction prise à volonté, l'équation (4 ) 
se partage dans les deux suivantes : 

( 7 ) = + = 

et ces dernières déterminent et par suite c en fonc-
tion de X, jr, z . On verra, comme dans le premier cas, 
que ces valeurs ne changent pas, si l'on donne aux va-
riables des accroissements proportionnels à X , Y, Z ; ce 
qui mène ensuite aux mêmes résultats que dans le pre-
mier cas. 

Soit, par exemple, 

F = (.R̂  4 - 2,2 J — ^^ Y. Ç̂ ĜG 2 C0S7 F. 
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En supposant 

cos'a -f- ces'S cos»7 = i , 

la fonction F satisfait à 1 equation (a). Alors les équa-
tions (3) sont, en posant, pour abréger, 

.r cosa -h X cos€ -+- z COS7 = P, 

X—Pcosa=j7 — a, y—Pcos6=/—z — P c o s y r r z — c, 

Donc 
fl = Pcosa, ¿ ^ P c o s ê , c = Pcos7. 

De sorte qu'on a ici un exemple du premier cas, savoir 

cosa cos6 
a =:-lt[c) = c, b = -il: c] = c. 

^ ^ ' cosy ' COS7 

On vérifie aisément que c = Pcosy ne change pas, si 
l'on substitue à a:, z les valeurs + j-i-pY^ 

z -h pZ , c'est-à-dire 

/ i fx — Pcosa\ 

V F ) ' 

i ̂ r —- PcosS\ 

^ F ) ' 

z + p\ 
(z — p cos7\ 

i F y 

Puis on vérifiera aussi aisément que F devient F -h p, 
et que X , Y , Z ne changent pas pour ces nouvelles va-
leurs des variables. 

Si Ton part des valeurs précédentes de a et é en fonc-
tion de c, afin de déduire de la solution complète la fonc-
tion F que nous avons prise pour exemple, l'équation (5) 
qui détermine c en fonction de x , z^ donnera 

(cosa\ cosa / cos6\ cos€ , , 

— c ) ^ J — c h (z — = Oy 
COS7/ COS7 \ C0S7/ COS7 et par suite 

c = : PCOS7. 
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Cette équation ne change pas et donne, pftr^Bséquent, 
la même valeur pour c, si k x^ z on substitue les va^ 
leurs (m), continuant à y considérer c comme Finconniie 
à déterminer pour ces nouvelles valeurs des variables. 

Soit, pour avoir un exemple du second cas, 

F = sin a H- -h -z cos a, 

qui satisfait encore à l'équation (2), 

Après une simple réduction et posant 

cosa —zsina = P, 

les équations (3) donneront 

^Pcosa , rPcosa ^ . 
ti = — " = , - — " = — Psma, 

de sorte qu'on a ici 

c ~ rĵ  (âr, ¿>) = — tanga sjà̂  -H b'̂ . 

Si à .r, z on substitue x -f- p X , y -f- p Y, z -f- pZ , 
c'est-à-dire 
, . J7sina rsina (n) j - f - — y z-+-/?cosa, 

on vérifie aisément que X , Y, Z ne changent pas, tandis 
que F devient F 4- p. 

Si l'on part de la valeur précédente de c en fonction 
de a et è, les équations (7) deviennent 

, . , ,, ¿7 tanga 

S/a^ -h b^ 

d'oli premièrement ay — bx = 0. Ensuite on en déduira, 
après quelques réductions, les valeurs précédentes de Û, 

c, en fonctions de x , j , z. Puis, si on y substitue à 
X, J, z les valeurs (n ) , continuant à considérer a et 6 
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comme des inconiiues à déterminer pour ces nouvelles 
valeurs de j , z^ les premiers membres augmentent 
respectivement des termes 

X a p sma 
L v/^ 

p sm a 

qui s'avanouissent quand on donne à a, A les mêmes va-
leurs que celles trouvées d'abord. En sorte que les valeurs 
de a et è ne changent pas pour les nouvelles valeurs de 
.r, J , z . ^ 

Pour obtenir les surfaces normales aux droites détermi-
nées par les fonctions cosinus, X , Y, Z, il faudra éliminer 
X, z des équations ( i ) de l'article cité plus haut (*), 
c'est-à-dire des équations 

lesquelles, dans le premier cas, en vertu des relations (6), 
se réduisent à 

Or, si l'on multiplie la première et la seconde de ces 

( * ) I.€Ss cqualions ( i ) dont il s'agit sont (t. XI, p. 66) : 
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dernières équations respectivement par e t f , t / ) , 
la somme des produits et de la troisième donne, en vertu 
de la relation (5) , 

[ i ~ ^ ( / ) ] ( / ) ~ ( / ) ] ( / ) + ^ o , 

où Ip et sont des fonctions connues en / ; de sorte qu'on 
peut tirer de cette équation /, c ' e s t - à - d i r e z ) en 

fonction de n, et comme l'équation (5 ) a donné, 
d'après ce qui précède, 

Xy 4 

celle-ci donnera évidemment 

Ainsi, dans les premiers membres des équations (p), on 
peut changer y, z en Ç, y}, parce que ces variables 
n'y entrent que sous le s i g n e e l après cela on élimine 
X, ^ de ces équations en prenant la somme de leurs 
carrés, ce qui donnera 

[ ç - ^ ( / ) ? + - { / ) ? - f - {'^-/Y = 

dont le premier membre n'est autre chose que le carré de 
la fonction F, où l'on a changé y^ z en >5, 

On trouvera, d'une manière analogue, que de même 
dans le second cas l'équation de la surface normale est 

OÙ Ton suppose que dans les fonctions ft, c on a substi-
tué yî, ^ à X, J , 

Si l'on prend la constante C égale à zéro, on aura, 
dans le premier cas, au lieu d'une surface une ligne nor-
male, parce que C = o exige que chacun des trois 
termes de la somme des carrés soit séparément nul, et 
que les trois équations qu'on obtient ainsi se réduisent 
évidemment aux deux équations 
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Dans le second cas, ces iroîs équations se réduisent k 

qui représente une surface ; Tune des trois équations 
^ = a, ri=z b, 

donnera également Téquation de cette surface. 
Ces conclusions générales sont vérifiées par les deux 

exemples précédents. 
On voit facilement que, dans le premier, le système 

de droites déterminées par les fonctions X , Y , Z qui se 
déduisent de F, est composé des perpendiculaires menées 
de chaque point de l'espace sur une droite passant par 
l'origine et faisant avec les axes des angles a, ê, y. Le lieu 
normal à ces droites est généralement une surface cylin-
drique dont cette droite est Taxe, et qui devient cet axe 
lui-même lorsque le rayon du cylindre, c'est-à-dire la 
constante dans l'équation générale, est zéro. 

Dans le second exemple, le système consiste en des 
droites menées de chaque point de l'espace à Taxe des z 

sous l'angle a; le lieu normal est toujours un cône droit 
et circulaire, qui a son sommet à l'origine lorsque la 
constante est zéro, et on verra que, dans ce cas, l'équa-
tion de cette surface est en effet indifféremment F = o, 
^ = a, yj = Ç = c, en se rappelant que dans les va-
leurs de a. A, c, il faut changer x , y , z en yj, 

¡Vote du Rédacteur. — Le remarquable article de 
M. Baehr se rapporte à la question suivante, proposée 
au Concours d'agrégation (année 1849) • 

Étant données une surface? et par chaque point de 

cette surface une droite qui fait avec les axes rectangu-

luires des coordonnées des angles dont les cosinus sont 

des fonctions continues des coordonnées de ce point. 
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trower la condition pour qu'il existe une surface Wûr^ 

maie à toutes ces droites. 

La solution en a été donnée par M. Dîeiu (t . X ï , 
p. 66-70). La condition cherchée consiste en ce qde, si 
X , Y , Z représentent les cosinus en fonction des coor-
données : 

Il faut et il suffit que le trinôme Xdx -hY dj-{-Zdz 

satisfasse à la condition connue d'intégrabilité des 

différentielles à trois variables, et que le facteur propre 

à le rendre intégrable soit, en vertu de Véquation de la 

surface donnée, une fonction de l'intégrale. G. 

RÉPONSE A UNE LETTRE SUR CETTE QUESTION : 

Construire un triangle semblable à un triangle donné 

ABC, et dont les trois sommets soient situés sur une hy-

perbole donnée. 

Voici une solution : D'un point quelconque a pris sur 
Thyperbole, menez deux cordes ab^ ac faisant entre elles 
un angle bac égal à l'angle BAC du triangle donné. Par le 
centre o de la courbe et les milieux m, n des cordes ab^ ac., 

conduisez les diamètres omx^ onj. Cela fait, prenez à par-
tir des points m, n sur les droites ma^ na des longueurs mh' 

ne' proportionnelles aux côtés AB, AC du triangle BAC; 
et par les points fe', c', menez aux diamètres ox, oy 

des parallèles qui iront se rencontrer en un point F . Unis-
sez ensuite le centre au point F par une droite o F que 
vous prolongerez, s'il est nécessaire, jusqu'à ce qu'elle 
rencontre Thyperbole en un point A' qui sera le sommet 
du triangle cherché, homologue au sommet A du triangle 
donné. Pour déterminer les deux autres sommets B', C , 
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il suffira de mener par M des cordes A 'B ' , A'C^ respec-
tivement parallèles à aè, ac. Les deux triangles A ' B ' C , 
ABC seront semblables comme ayant un angle égal 
compris entre côtés proportionnels. 

La question proposée peut admettre une infinité de 
solutions. G. 

RECTIFICATION, 
PAR M . N I C O L A Ï D È S . 

(( Dans le numéro de décembre, à la fin de mon ar-
i) ticle (p. 4^6), on lit : L'équation différentielle 

» représente les courbes que le centre du cercle va-
» riable doit décrire pour que son enveloppe soit un 
» cercle » ; il faut ajouter : « ayant pour centre le point 
» fixe. » 

Dans le cas où le centre du cercle enveloppe est un 
point quelconque, l'équation (6) devient 

/' cIY^ \ 

B, c sont les coordonnées du centre, 2 ŷ A le rayon. Cette 
équation représente un système de droites enveloppant 
une conique dont les foyers sont les points ( o 5 o ) , ( B , C ) . 
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m w m «fiOllTRiWE BE LA QlIISTIOlf 632; 

PAE M. ALBIW LAVAL, 
Élève du lycée de Lyon. 

ÉNONCÉ. — On prend le sommet d'un des trois angles 

dont les côtés réunissent deux à deux quatre points 

donnés d 'une conique^ et Von cherche par rapport aux 

côtés de cet angle la conjuguée harmonique de la droite 

qui joint ce sommet au centre de la conique; démontrer 

que cette conjuguée harmonique et les deux autres 

droites analogues sont parallèles, (HouSEL.) 

LEMME I . — Les six points de rencontre d^une trans-^ 

versale quelconque avec une conique el les côtés d^un 

quadrilatère inscrit sont en involution, (Cette proposi-
tion est énoncée dans les Leçons nouvelles de Géomé-

trie de M, Amiot, dans le cas de la circonférence.) ( * ) 
On passe de là à une conique quelconque, en remarquant 
que, dans la projection perspective, le système des points 
analogues jouit de la même propriété d'être en invo-
lution. 

LEMME I L — Les six points de rencontre d'une 

transversale quelconque avec les côtés d'un quadrila-

tère et les diagonales intérieures sont en involution (**). 

[Leçons nouvelles de M. Amiot.)' 

(*) Elle est démontrée dans la Géométrie supérieure de M. Chasles 
(p. 464) et dans le Complément de Géométrie analytique de M.Page (liv.lll, 
p. 79C ' e s t le théorème de Desargues sur i'involiition. 

(** ) Le lemme U est, comme le précédent, un CAS particulier de celle 
proposition générale démoutrée par Sturm {Annales de Mathématiques d « 
Gergonne, t. XVll, p. 180) : Quand trois lignes du second degré ont quatre 
points communs, toute transversale les coupe en six points, en involution. G, 

Ann. de Mathémat., 2® série, t. II. (Février i863.) 4 
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Cela posé, soient O le centre de la conique; Ar C, D 

les quatre points donnés; E le point de rencontre des 
côtés , 6C di» q u a ^ l ^ m i n ^ l t i J B C D ; 
F le point de rencontre des deux autres côtés opposés, 
AB, CD; et G celui des deux diagonales AC, BD. 

Désignons par ET la conjuguée harmonique de EO 
par rapport aux deux droites EAD, EBC, et menons par 
le centre O une parallèle à celte conjuguée, parallèle qui 
coirpe les côtés EAD, EBC en M et N. Il résulte d'une 
propriété connue du faisceau harmonique que O M = O N . 
Soient P et Q les points où la parallèle me];Lée, MN, coupe 
les diagonales AC, BD, et H, K ceux où elle coupe la 
conique. Les six points M, N, P, Q, H, K sont en invo-
lution (Lemme I ) , et comme OM = ON et G H = OK, 
on aura 0 P = OQ (* ) . Ainsi, la droite P Q est partagée 
en deux parties égales par GO, d'où il faut conclure que 
la conjuguée harmonique de GO, par rapport aux droites 
GC, GD, est parallèle à PQ, et par 3uite à ET. 

On démontrerait de même que la conjuguée harmo-
nique de FO, par rapport aux côtés FAB, FDC, est pa-
rallèle à PQ. Mais on abrège la démonstration en remar-
quant que si R, S sont les points où MN prolongée ren-
contre les droites FAB, FDC, les six points R, S, M, N, 
P, Q sont en iuvolution (Lemme I I ) ; et de ce que 
OM = ON, OP = OQ, ou conclura, comme précédem-
ment, que OR = OS. Cette dernière égalité montre que la 
conjuguée de FO, par rapport à FB, FC, est parallèle à 
RS, et par suite à ET. Donc les trois conjuguées harmo-
niques sont parallèles entre elles. 

( * ) Lorsque trois couples de points sont en inTolution, si deux des trois 
segments qui leur correspondent ont leurs milieux au même points ce 
point sera aussi le milieu du troisième segment. Quant au point central 
d« Vinvolution, il est alors à Finfini. 6 . 
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SOLIITMN ANALYTIQUE » f i LA «UESTMN « S 2 ; 
PAR t. p., 

Elève du lycée Saint-Louis (dasse de M. Briot). 

Considérons l'un des trois angles dont les cotés réu-
nissent deux à deux quatre points A, B, C, D donnés sur 
un plan, et cherchons, paf rapport aux côtés de cet 
angle, la conjuguée harmonique de la droite menée de 
son sommet à un point M du même plan. 

Nous exprimerons que cette conjuguée et lés deux 
autres droites analogues sont parallèles, et nous serons 
conduits, comme conclusion, au théorème (632'). 

Il suffit évidemment d'écrire que deux quelconques 
de ces droites sont parallèles. 

Je prends pour axes des coordonnées x^y deux côtés 
opposés ABy CD du quadrilatère ABCD : ces deux côtés 
se coupent en un point O qui sera l'origine. 

Les detix autreai côtés opposés AG, BD se rencoià^trent 
en un point O^; et si l'on désigné par b\ h' h^èÏ!^ 

tancer OA , OB, OC, OD, les côtéŝ  O 'CA, O^DB âe 
l'angle O^ amowt pour équations 

Soient x^y y, les coordoi^nées de M, l'équation de la 
conjuguée harmonique de OM, par rap|i^rlattX âxesOX , 
0¥ , est 

( * ) Deux conjuguées harmoniques par rapport aux deux côtés d'un 
angle sont des diamètres conjugués de la ligne formée du système des 

4-
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La conjuguée harmonique de O ' M , par rapport aux 

côtés de l'angle O', a pour équation 

J 
b W à' V j ( j 

La condition du parallélisme de ces deux droites est 

( 3 ) r. 

' J'i \ 1 /J^i Ti \ 

.R, 

(4) 

OU, en réduisant, 

I ( i - î - ) ( ? ' - ? ) 

L'équation (3 ) ou (4) est précisément celle du lieu 
géométrique des centres des coniques passant par les 
quatre points donnés, en considérant o:,, comme des 
cordonnées variables. Donc les centres de ces coniques 
jouissent de la propriété énoncée, et ce sont les seuls 
points qui en jouissent. 

La proposition 632 est, par conséquent, démontrée. 

deux côtés de l'angle. en résulte que si Ton prend ces côtés pour axes 
de coordonnées, la somme des coefficients angulaires des deux conju-
guées harmoniques sera au^lé. 

( * ) En général, si M = o, N = o sont les équations des deux côtés d'un 
angle et M-f-y N = o l'équation d'une droite quelconque menée par son 
sommet, la conjuguée harmonique de cette droite par rapport aux côtés 
de Tangle aura pour équation M — y N = o. On le voit facilement en pre-
nant pour axes les deux côtés de Fangle. G. 
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SOLUTION GÉONÉTRIOUB D UNE «VESTION Ml CONCOURS 
D^AGRÊGATION POUR LES LYCÉES (ANNÉE 1862 ) ; 

PAR M . L . P . , 
Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Briot). 

Étant données deux droites non situées dans le même 

plan, on fait passer par ces droites un paraboloide hy^ 

perbolique auquel on mène un plan tangent parallèle 

à un plan fixe et donné : on demande le lieu du point 

de contact. 

Soient D, D' et P les deux droites et le plan donnés -, 
P ' un plan parallèle aux deux droites D, D' -, et Mie point 
de contact d'un plan parallèle à P et de l'un des parabo-
loides hyperboliques passant par les deux droites don-
nées. 

Si l'on mène par le point M deux génératrices recti-
lignes de ce paraboloide, elles appartiendront au plan 
tangent et seront, par conséquent, parallèles toutes deux 
au plan P. L'une d'elles, AMA', coupera les droites D et 
D'en des points A, l'autre, MN, parallèle à la fois aux 
plans P, P', sera parallèle à leur intersection. Le parabo-
loide qui donne le point M du lieu est déterminé par les 
trois génératrices rectilignes D, D', MN. 

Tout point Mt de A A' appartient au lieu cherché; car 
si l'on désigne par Mj Nj une parallèle à l'intersection 
des plans P, P', on pourra faire passer un paraboloide 
hyperbolique par les trois droites D, D', Mj N^ ; et le 
plan des deux droites AA', M, Nj , parallèle à P, sera lan-
gent en Ml à ce parabol#jÉê. 

Ainsi, le lieu cherché est la surface engendrée par une 



( 5 4 ) ^ 
droite AM qui s'appuie sur deux droites D, D^non situees 
dans un même plan, en restant constamment parallèle à 
un |4fin donaé P. Cmt donc un paraboloide hyjwbo-
lique doQt le« plaps #oi?t parallèles à P et à P . 

Remarque, — On voit facil^^niçnt que le lieu se forme 
du système de àea^. plans qui s^ içoup^nt et passent, res-
pectivement, par D et D', lorsque l'intersection des plans 
P et P'est parallèle à l'une de ces droites ; et que le lieu 
se compose du système de deux plans parallèles, quand 
les plans P et P ' sont parallèles entre eux. 

SOLUTION DE LA QUESTION 6 2 8 ; 
PMI M M . L . A N D L A U E R ET G . C H A U V Î ; A U , 

Élèves en Mathématiques spéciales. 

Étant donné un tétraèdre quelconque^ on peut faire 

passer par les centres de gras^ité des quatre faces un 

ellipsoïde tangent à ces mêmes faces. Il aura pour 

centre le centre de gravité du tétraèdre. Et si on appelle 

3 c les arêtes adjacentes à un même angle so-

lide^ quon prenne des axes parallèles à ces arêtes, et 

pour origine le centre de gravité du tétraèdre^ Véquation 

de la surface tangente sera 

( V A N N S O N . ) 

Prenons pour axes cjes coordonnées j , z , trois arète^ 
adjacentes du tétraèdre, dont les lonjgueurs seront dési-
gnées par 3 « , 3 i , 3 c. 
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Pour qu une surface du second degré, 

A.r' -f- ^.»¿i -f, h- 2B'xz h- 2C.r 

4- aC ' j -f- 2C"2 -h D = o, 

soit tangente aux trois faces du tétraèdre, prises pour 
plans de coordotinées, et aux centres de gravité de ces 
faces, dont les coordonnées sont 

= J = A, 

( > ' = o , z=zc, x=za)y 

( z = ù , y ^ b ) , 

il faut que les coefficients. A, A', etc., satisfassent aux 
conditions suivantes : 

i' = o, 

C« + C'^ -h D = 0 , 

iAa-f- B'c H- G = 0 , 

+ D = 0 , 

iA'^-h Bc 4- G' = 0 , 

-h B^ 4-C" = o, 
d = 0 . 

C est ce qu'on trouve facilement par la considération 
de l'équation générale des plans tangents aux surfaces du 
second degré. 

Les dernières équatioiis des systèmes (1), (2), (3 ) 
donnent 

ia ih ic 

En cherchant, de même, les conditions pour que la 
surface du second degré soit tangente à la quatrième 
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face du tétraèdre, représentée par 

- - f - j H 3 = 0 , 
a b c 

et à son centre de gravité dont les coordonnés sont 

x^a, z^c, 

on trouve, en ayant égard aux équations qui précèdent ; 

Et, au moyen des expressions de C, C , C , B, B', B'̂  en 
fonction de D, les équations ( i ) , (2 ) , (3) donnent 

Ces valeurs de A, A', A ^ B, B', B^ C, C , C" véri-
fient tontes les équations de conditions obtenues, quel 
que soit D qui reste indéterminé. 

En remplaçant les coefficients A, A ' , . — 1 C', C , par 
leurs valeurs, dans Téquation 

4- A'jr' -h A'^z' -h 2 B / 2 4- -f- i ^ ^ x y 

+ 2Gr 4- a C ' / 4- s C z 4- I > = o, 

il en résulte 

(5) -i-i-x;4—r^-'r H -̂i ^ 3 = 0 , 
^ ' a' c' èc ac ab a b c . 

équation qui représente un ellipsoïde réel. 
Les coordonnées du centre de cette surface sont don-

nées par les équations 

2 -t-' r 2 o 
— H - ~ H 3 = 0 , 

a b c 

X 2 r z 
a b c 
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et 

X Y 1Z ^ 
- H - ^ H 3 = 0 . 

a b c 

On voit que les coordonnées du centre de gravité, qui sont 

Z b 3c 

satisfont à ces équations. 
Au reste, si on rapporte la surface à son centre, en trans-

portant les axes parallèlement à eux-mêmes, on trouve 

x ' > ' YZ XZ XY 3 
1--1 j h 1 J!̂  ^ = 

à ' ^ b ' ' ^ e bc^ ac ab b 

Note du Rédacteur. — M. Lignières a résolu la même 
question par un calcul qui diffère peu du précédent. 

NOTE 
Sur remplo i des imaginaires dans la recherche des fonctions primitives 

de quelques fonctions dérivées ; 
PAR M . HENRI MARTIN, 

Élève en malhématiques spéciales (institution Barbet). 

Exemple — Considérons la fonction dérivée 
I 

Il -h X* 

On a , ' = ' — ' Mais ' est 
v̂ i v/1 ~ u f ^ y v I -

le produit de par la dérivée de arc s i n ( a : D o n c 

la fonction primitive de ^ ^ est représentée par 

a r c s i n ( A v / — i ; 
-h L . 

s / — 1 
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La question est donc ramenée à évaluer cette dernière 
fonction. 

Or, de la formule d'Euler : 

' == COS-f- v^^^ . sinj, 

on tire-
_ L (cos7 v ^ ^ sinj ) 

^ 7 3 7 -
et, en posant 

sinx=:x\/—I, 

il vient 

arc sm x y — i = —— :, 

d'où 

arc sin X i / — i / / N / / \ 

V — I 

Par conséquent la fonction primitive cherchée est 

Exemple //. — Soit\/i-i-a:® la dérivée proposée. 
En remplaçant x par xsj—i, elle devient — 

expression de l'ordonnée correspondante à l'abscisse x 

dans le cercle j * -f- = i . H en résulte que ¡̂\ — x'̂  
est la dérivée du segment de cercle compris entre l'axe 
desj et l'ordonnée correspondante à l'abscisse .r, seg-
ment qui est égal à 

- ( o: v/i — x^ -+- arc sin.r). 2 

D'où il suit que sji -h x* est la dérivée de 

- — ( i r y ^ — I . v/i -j-x'-̂  -h arcsin.r y/'—i) 
2 y — I 

arc sin x v̂ —-1 
7 = — y/—I 
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Mais 

arcs in {a :v — i ) ^ / , \ __\ 

donc la fonclioti primitive de y/n-a:' est 

2 

Exemple ///. — Considérons la fonction dérivée 
L(i-hx'). 

On a 

L ( 1 + ^ V ^ ) + — 

Or, la fonction primitive de [ L e s t , comme 
on sa i t ,/ (x ) . L / ( j r ) — f ( x ) -hC;donc^ en négligeant 
les constantes, la fonction primitive de 

L ( i + X v / ^ ) 4 - L ( i - - J c V ^ ) 

y / ^ 

+ [L (1 + V / ^ ) -f-L (I - - Y / ^ ) ] — 2x. 

Si nous remplaçons L ( i -f-x ^—1)1 L ( i — x ^ — i )? par 
leurs expressions connues : 

L ( v̂  i - h H - v^—I arc tangx, 

L ( v/î — V — ï ̂ ^^ tangJÈT, 

sera 

ou 
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la fonction obtenue devient 

, (2 V—I arc langx) -h x (2. L x'-) — 2x, 

ou 
2.arc tangx -h ̂ .L (1 4- — -h C, 

qui est la fonction primitive cherchée. 

SOLUTION DE LA QUESTION 474 , 
PAR M . GUSTAVE H A R A N G , 

Élève du lycée de Douai (classe de M. Painvin). 

Le déterminant 

— — 63 — 

a^ — bi Hi — 1/3— ¿>3 

£/3 — — ¿>5 £73 — ¿3 

bi an — b^ 

a, — h,, 

— bn 

fh — 

— bn 

est égal à ( « j — a^) [b^ — ¿2) pour nz=zi-^ et pour 
n >> 2, il est nul. 

Soit /z = 2, le déterminant devient 

a, — b^ a^ — 

Oi — Z», ¿la -- Z>2 

o a, — «a 

— bx a-i — bi 

bi — £7i — 

/̂ ï — bx ax — bi 

( * ) La question 622, dont MM. Gustave Harang et Albert Sartiaux nous 
ont adressé une solution, a été résolue, il y a six mois, par M. Bartet 
( i w le numéro d'août 1862, p. Sia ) . 
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Supposons maintenant n ^ 2. 
Retranchons la seconde colonne de la première, et la 

troisième de la seconde, il viendra 

bi — ¿>3 — bi rt, — b 

b. — bi ¿3 — ¿3 «2 — 

bi — b^ ¿>3 — bi a^ —- b 

bi — bi ¿>3 — ¿>2 ûn — b^ 

I I A, — ¿>3 

I I ai — 

I I A^ — B^ 

01 — bn 

02 — bn 

t^Z — bn 

On bu 

a, — b, 

Uj — b„ 
. — 

I an — ¿'3 — bn 

= 0; 

ce dernier déterminant, ayant deux colonnes égales, est 
identiquement nul. 

Note, — La même question a été résolue par M. Abra-
ham Schnée, élève du lycée Charlemagne. 

SOLUTION M LA QUESTION 576 ^ 
PAR M . M O G N I , 

Professeur à Torlone. 

Soient C le centre, F , Fi les foyers et P un point 

quelconque d'une ellipse de Cassini^ quon décrive un 

cercle passant par F , F j et P , et supposons que la nor-

male à la courbe au point P rencontre ce cercle en un 

second point N : alors on aura cette relation 

C P X P N =R exinstante. 
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Posons PF PF, = f x , Tequation de la cassinienHe, 

exprimée au moyen des distances f sera ff=== a. 

a étant une constante. 
Différentiant cette équation, on obtient 

f d f ^ f . d f = o d'où 
^fi fi 

On déduit immédiatement de cette relation que : 
La tangente au point P de la courbe divise l'angle 

formé par l'un des rayons vecteurs avec le prolongement 
de l'autre en deux parties dont les cosinus sont entre eux 
comme les rayons vecteurs contigus. 

Vî  Conséquemment, la normale au point P de la 
courbe divise l'angle des rayons vecteurs en parties dont 
les sinus sont entre eux comme les rayons vecteurs con-
tigus. On aura donc 

/ _ yin NPF 
/ . sinNPF,' 

Dans le triangle FPF j la droite PC qui unît le som-
met P au milieu C du côté opposé, divise l'angle FPF, 
en deux parties dont les sinus sont inversement propor-
tionnels aux côtés adjacents-, donc 

/ _ sâitCPFi 
/ ~ sin CPF ' 

On déduit de ce qui précède 

(1) N ^ = CPf\, NPÎ\ = ( Î F . 

Menons NF, NF^ et posons 

ÎSF = //, = FF,rr:2C, VN — P C = / W , 

ei soit R le rayon du cercle ciixionscrit. 
Par une prt^riété dit quadrilatère inscrit, oil a 

( 2 ) f .Â -{-f Jt = ïc^n 
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Mais Oil a 

h 
sin NPF = 

2 R ' 

et dans le t r iang le F i P C 

sinF.PCri: -sinFF,P== ~ . J - = 
m m 2R 

En ayant égard aux relations (t), on obtient 

" - d'où = 2R 2R/W m 

En opérant semblablenient par rapport à A, on trouve 

m 

Substituant dans l'équation {2 ) les valeurs de h et h 
ainsi obtenues, et réduisant, on trouve la relation cher-
chée 

f.f^ m .n = a. 
c. Q. F. D. 

QUESTION D'ANALYSE 
PROPOSÉE AU CONCOURS DE L'AGRÉGATION ( 1 8 6 2 ) , 

SOLUTION DB M . A U D O Y N A U D , 
Professeur au lycée de Poitiers. 

Trouver la ligne qui coupe sous un angle constant 

tous les méridiens d^une sphère. — Rectifier la courbe, 

— Trouver sa projection orthographique et sa projec-

tion stéréo graphique. 
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i . Le méridien PA ( * ) a pour équations 

J ' 4- 2' = RS J = mx. 

Alors, si a ' , j ' , z ' sont les coordonnées d'un point quel-
conque M du lieu, la tangente en M au méridien sera 
représentée par 

( T 

2 r/ 

^ ~ .r' ^ ^ • (2 - 2'), 

, z 

Donc en appelant a le cosinus de l'angle constant, on 
aura, en supprimant les accents, 

(ïx z dy /?/' X 

/dx" dy'' j z" m'z" 

En remplaçant m par - et faisant usage de l'équation 

de la sphère et de son équation différentielle 

xclr-\-ydy -f- zdz =. o, 

il vient 

R dz 
(0 a _ 

qui, jointe à l'équation de la sphère, donne la loxodro-

( * ) On est prié de faire la figure. POP' est le diamètre commun aux 
méridiens considérés; PMA un méridien rencontrant au point A l'équa-
teur EAE'. La droite MI est perpendiculaire sur le rayon OA au point 
La droite MP' rencontre OA au point k. 
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niie. Eii r intégrant, on obtient 

R . z . 
i = - arc sin ^ + C. 

a R 

On voit que la courbe est rectiiîable ( * ) . 
Si l'on compte les arcs à partir Ae z = ZQ^ on aura 

R / . 2 . Zo\ 
? == - ( arc sin - — arc sin - | • 

Il \ R R / 

Remarque. — Si l'angle constant est de 90®, a = o, 
alors z = Zq, Donc la courbe cherchée est l'intersection 
de la sphère par un plan parallèle au plan des x j , c'est-à-
dire un parallèle ? si ce dernier est l'équateur. 

2. Cherchons maintenant l'équation de la courbe en 
coordonnées polaires. 

Posons 
angle MOI = 0, angle lOE = 

Alors 

2 = Rsin9, ( c o s ^ e ^ V i ? © ' ) , 

et l'équation ( i ) devient 

— UQ 
atf — 

a COS0 

D'où , en intégrant 

I/I — /N G \ 
sp = -— L tang I J — - j constante, 

(a ) = 

en appelant a l'angle donné. 

( * ) C'est-à-dire que sa rectification se ramène à celle d'un arc de 
cercle. 

Ann, de Maihémat., 2«série, t, II. (Février i863.) 5 
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Cette équation, considérée simuUanéraenl avec celle de 
la sphère, donne une spirale sphérique. 

3. Projection orthographique sur Téquateur. 
Posons 

01 = r, 

on aura 
r = R cosò. 

Mais en désignant par M la quantité Ce^®®'^, on a 

H - t a n g -

(l'où 
e I — M 

et par suite 

. 0 I — M 9 Î4 -M 
sin - = — ) cos ~ = 

sinÔ = — > cos0= : 

donc 

4. Projection stéréo graphique. 

Menons la droite MP ' qui rencontre Oi en k̂  et posons 

OA=:r ' . 
On aura 

/ î - A 

r ' = R t a n g O P ' M = : R tang i p O M = : R tang l ^ ^ J = R . M , 

d'où 
? cota 

( 4 ) r ' = C . R e ' " 

Cesi une spirale logarithmique 



( 67 ) 
Remarque, — Eu appelant l'angle que le rayon / ' 

fait avec la tangente à la courbe (4), on trouve 

C'est ce qu'on pouvait prévoir, puisqu'on démontre que 
l'angle de deux courbes tracées sur la sphère est égal à 
celui de leurs projections stéréographiques ; or le méri-
dien et la loxodromie font un angle a, donc leurs projec-
tions stéréographiques, c'est-à -dire r' et la tangente à la 
courbe (4 ) , doivent faire le même angle. 

§i l'on yei\t les équations de la Ipxod^Offii^ coor-
j Mj 

données rectilignes, on remarque que de sin 0 = ^ ^ ^̂ ^ ? 

on déduit M = i / m a i s z = Il sini?, donc 
V I sinQ ' 

D'ailleurs 
T ) = arc tapg - -, • y 

alors, en substituant dans l'équation (a ) , on ol)tient 

i / cot« arctanf; - , — cot« arc tang 

équation qui jointe à jô  -hjr ' -f- = R^ déticrmine la 
coqrbfi demandée. 
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SUR L IMPOSSIBILITÉ DE QUELQUES ÉQUATIONS 
INDÉTERMINÉES; 

PAR M . V . - A . L E B E S G U E , 
Correspondant de Tlnstitut. 

L 

1. Il est établi dans cette Note : 
1° Que le nombre m^ 4- i^ni^n^ H- ne saurait être 

carré si l'on suppose m pair et n impair. 
Comme conséquence, que - f -4 j% - f - n e 

peuvent être simultanément des carrés, x est supposé 
impair et y pair. 

3° Que le produit p ( H - 9) -h ^ç) -H ne 
saurait être im carré. Le cas principal est celui-ci : 
quatre carrés ne peuvent être en progression arithmé-
tique. 

4° Le nombre m'* 4- i^m^ ti^ 4- n'* ne peut être carré, 
même en supposant m el n impairs. 

Le nombre m ^ — n e saurait être un 
carré. 

Il va sans dire qu'on laisse de côté en les solutions 
m = o, « = 15 en la solution m = w = 15 en 5® les 
solutions m = o^ n = i] n = Oj m =2 i . 

La démonstration s'appuie sur la résolution de l'équa-
tion 

où x^y, z sont premiers deux à deux. L'inconnue paire 
du premier membre est nécessairement divisible par 4? 
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de sorte qu'en mettant Féquation sous la forme 

(r\2 z^ — z + x 3 — X 

p et q sont premiers entre eux, l'un pair et l'autre im-
pair, et l'on a nécessairement 

On établirait de même qu'on peut prendre 

r — i xz=.rs^ z 1= 
2 2 

r et s étant des nombres impairs premiers entre eux. On 
passerait de ces formules aux précédentes en posant 

d'où 

n . 

THÉORÈME. — V équation 

r* = 4- i^m'^n} -f- n\ 

oil m et n sont des nombres premiers entre eux^ m étant 

pair et n impair^ est impossible. 

Démonstration, — On posera m = le nombre p 

étant impair, et on reconnaîtra i^que l'équation est im-
possible pour a = I , et 2° que pour a >> 1 on tombe for-
cément sur une équation 

OÙ l'on a m' = et p' impair, ce qui est impossible 
par 1". De sorte que l'impossibilité aura encore lieu pour 
a > i . 
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i " O n a 

= -h /2' ^[oT-^p^ ̂  rjn'y ^ 48/7»,̂  

Or, des deux facteurs 

H- 7 4- - - r , 

un seul peut être divisible par car autrement, n serait 

divisible par 3, les nombres 

-h r y — r 

le seraient, par suite p et r, ce qui n'est pas. 
On prouve de même qu'aucun facteur de n n'est conr-

muh aux nombres 

Comme ces deux nombres sotit pairs et que leur diffé-
rence est 2r, l'un sera divisible par 2 et l'autre par 8; o » 
aura les décompositions suivantes 

4 - = 2r% = 6r% n rs y 

on suppose r et s premiers entre eux. 
La première décoiiiposition dôniit, paV addition, 

équation impossible. 
Ltf déàxiètarè déctraiposkidn dbhtiê, paf addition, 

2 V = — = (3r» — 45') [r' — s') 

Comme ret 5 sont impairs, r '—s^ est divisible par 8; 
donc l'équation est impossible pour a = i . 

Pour « > 1, comme les facteürs 4^' — 3 / r * 
donnent 

__ 3 (.ç" „ r ' ) — s\ 
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on voit qu'ils sont premiers entre eux : chacun d'eux doit 
donc être carre. Or 

ne saurait être carré, il faudra donc prendre 

2 2 V = ( I ' — — 3 R ' ) . 

Or, pour rendre carré s* — r®, s el r étant impairs, il faut 
faire 

d'où 

de plus 

3r'=r4{ i« — H- H*) 

il vient donc 

Tun des nombres r , M, étant pair et l'autre impair. Si t 
est pair, on a donc 

r impair. 
En continuant de même, on aura à rendre carré 

où X est pair et j impair, x n'étant pas divisible par 4 \ 
or cela a été prouvé impossible. 

Corollaire, — On ne peut rendre simultanément car-
rés x^ - 4 - x ^ ^étanl: impair et y pair^ il faut 
poser 

x=zm^—72% y^imn 

pour avoir X® carré; alors devient 

m^ -f- i^ni'^ -4- , 

où Tune des inconnues w, n̂  est paire. 
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I I I . 
L'équation 

= y* 

étant reconnue généralement impossible pour le cas de 
X pair, il sera facile de montrer l'impossibilité de l'é-
quation 

11 faut pour cela distinguer plusieurs cas, qui résultent 
de» remarques suivantes 

I ° On peut supposer p et q premiers entre eux, car ŝ i 
p et q avaient le facteur commun le premier membre 
serait divisible par et par suite rpar ô®. On peut donc 
faire disparaître 0. 

Deux facteurs consécutifs sont premiers entre eux, 
autrement p el q ne le seraient pas. 

Le facteur commun à deux facteurs séparés par un 
troisième ne peut être que 2. 

Le facteur commun k p el p-hZq ne peut être 
que 3. 

5® Si deux facteurs sont pairs, ils ne sauraient être 
l'un et l'autre divisibles par 4- Autrement p el q seraient 
pairs. 

Si p el p -^Zq sont divisibles par 3, ils ne sau-
raient être tous deux divisibles par 9. Autrement p eiq 

seraient tous deux divisibles par 3. 
II y a donc à considérer les S'ix cas suivants : 

i®''cas. p et q impairs, p non multiple de 3. 
2® cas. p et q impairs, p multiple de 3. 
3® cas. p pair, q impair, p non multiple de 3. 
4® cas. p pair, q impair, p multiple de 3. 
5® cas. p impair, q pair^ p multiple de 3. 
^̂^ ras. p impair, 7 pair, p non multiple 
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Dans le cas, il faut poser 

P = r\ p-{-7.q=:t\ 

de là 
— p -h 2q = ^S^ — r^ = 

ou 

équation impossible, le deuxième membre n'étant pas 
divisible par 4-

Dans le 2® cas, il faut poser 

p=3r\ p-i-q — T.s^ p'\-'2qz=:t\ p Z q -=. ) 

de là 

OU 

p2q =/^u'-h = 

Mais on a vu que, pour rendre carrés â  4- r* et 
4m® 4- r®, il faudrait rendre carré m^ 4- 4-n*, 
ce qui est impossible. 

Dans le 3® cas, il faut poser 

de là 

-H 3^ = 3/2 — 

Or = ^¿'4- r^ est impossible; / et u n'étant pas divi-
sibles par 3, le deuxième membre ne saurait être divi-
sible par 3 comme le premier. 

Dans le 4̂  cas, il faut poser 

de là 
q ~ 2 , /y + (7 — lû 4- 4 ' • = 

p 2q ^ 2 2 /•' = 2 t"' 
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OU 

a' 4- H = 
Or le système 

est impossible. 
Dans le 5® cas, il faut poser 

P = p q — p 

les nombres r, i, hélant impairs. 
On a 

—r - , -f- ^ 2 r ' - j - = = 5% 

équation impossible aussi bien que 

/; 4- 2// = r ' 2 û  = 

car il en résulterait un carœ de forme 8^4-3 . 
Dans le 6® et dernier cas, chacun des nombres ^ 

p - h q ^ p - ^ ' 2 q^p -h ' i q devra être un carré impair. 
Soient j ^ , ces carrés, on aura 

Si Ton fait 
t-hZ=z2Uf t — 3 = 2 P, 

1 equation 

deviendra 

(1) nv=zrs', 

et comme Ton a 

z= u-— y = r-i- s f x=z r — 

l'équation 
s '^rz '—.i-

deviendra 
rr (w —r } ' - ( rH- ' v ) ' 
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OU 

( 2 ) P̂  — r- — s"̂  8 ^ o. 

Des dettx nombres l'un est pair et l'autre impair, 
il en est de même de r et .ç; on peut supposer r pair et u 
itopâir. 

Si Ton pose 

-z=z- = \ ou 
r V 

l'équation (2) deviendra 

V ( r ' (r^ — P̂ ) = 0, 

d'où l'on tire 

^ (r2 ~ 4 /V i ,>*. 

Pour avoir 1 rationnel, if faudrait que 

fût un carré, ce qui est impossible, pttisque r est pair. 

N, B, — Vojez les Commentationes Arithmeticce 

collectœ, Auspic. Acad. Petrop, edd. P.-H. Fuss et N. 
Fuss, 2 vol. Petrop. 1849. le tome II , Mém, 77, 
Euler s'appuie sur l'impossibilité reconnue de trouver 
quatre carrés en progression arithmétique; il n'indique 
pas l'ouvrage où se trouve la démonstration, qui pour-
rait fort bien être plus ^itnplie que la précédente. 

IV. 

THÉORÈME. — V équation 

est impossible pour m et n impairs (premiers entre eux). 

Démonstration, — Le second membre est divisible 
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par 16, parce que m* et n* ont la forme 8A -f-1 ; ainsi r 
est divisible par 4. L'équation mise sous la forme 

(m' 7 A) (m' 48«« = 3. l6p' 

en supposant n = pq^ p et q premiers entre eux, n'admet 
que la décomposition 

d'où, par addition, 

Comme p^ — 2 et 2/?' — dq^ donnent 

on voit que p^—29^, — Zq^ sont premiers entre 
eux. D'ailleurs ces nombres de forme SA — i ne sauraient 
être carrés. Il faut prendre 

et supposer — p^ et iq^ — carrés, ce qui est 
impossible, car on en tirerait quatre carrés en progres-
sion arithmétique, savoir p̂ ^ 29*— 3 — la 
raison est q̂  —p'^. 

THÉORÎSME. — On ne saurait avoir 

Démonstration. -— Si p et <7 sont impairs en posant 
4 - ^ = 2 / 7 1 , p — q — 2ny 

l'un des nombres /?/, ?i serait pair et l'autre impair, et 
comme on a 

pz=L m n ^ q m n^ 
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il en résulterait 

^ 2 [m' -h n^ + n^) — [m'' — 2^^ /i' -f «•) 
ou 

r' = /7i< -I- -+-

ce qui est impossible. 
Si des nombres p^ q Tun est pair et l'autre impair, on 

fera 

p-\- q~ m, p-^ q = n \ 

m et n seront impairs, on aura 

iq ~ m — n\ par suite 

i6r'={m-h ny — {m'— n')'-h (m ̂  n)* 

== -4-i4 W H -

ce qui est impossible. 
Le même mode de démonstration s'étend à beaucoup 

d'équations biquadratiques de la forme 

Il en sera question dans une autre Note. 

SUR LE NOMBRE DES DIAGONALES DlIN POLYÈDRE ( * ) . 

Je désignerai par fie nombre des faces, par s le nom-
bre des sommets et par n le nombre des arêtes du po-
lyèdre. On sait qu'il existe'entre ces trois quantités la 
relation 

(i) f'^s — a-^T. 

découverte par Euler. 

( * ) Ce problème a été traité par M. Henri Binder dans les Archives de 
Grunert, t. VIII, p. 321. 
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Soicnl^en outre,/a le nombre des faces triangulaires; 

J\ le nombre des faces quadrangulaires, etc., et d le 
nombre des diagonales. 

Le nombre des distances mutuelles des s sodnmels est 

i h z i l l . Pour avoir le nombre des diagonales, il faut 

retrancher les distances mutuelles des sommets des 
triangles, 3^3 ; celles des sommets des quadrilatères, 
6/4, etc , ce qui donne 

— 3/3 - 6/4 — 10/5 — . . . . . 

Mais chaque arête appartenant à deux faces a été retran-
chée deux fois; il faut donc ajoutera, et Ton aura 

(<?.) d— ^ ^ 'fn-- .... 

C'est la formule cherchée. 

Exemptes, 
Tétraèdre : 

^ = « = /3 = 4, d=zo. 

Hexaèdre h faces quadrangulaires : 

5 = 8 , rt=î2, f a — o , / 4 = 6 , / s — O . . , = 

Dodécaèdre à faces pentagonales : 

é = 20, rt = 3o, /a =/4 . . o, 1 2 , d~ \00, 

Remarque, — On peut écrire la formule (2) ainsi 

"JL 2 

Mais, d'après la formule d'Euler^ on a 

A i a ~ 2. <1 -I — f. 
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D'ailleurs on a 

(4) 2« 3/3 -f- 4/4 -f- 5/5 4- . . . 4- . . , 

car le dernier membre donne le total des arêtes de toutes 
les faces, et chaque arête est comptée deux fois. Donc 
on pourra mettre 1 équation (2 ) sous la forme 

7 •ifi—3) , r tir r (5) .. 

Corollaire L — Le nombre des diagonales d'un po-
lyèdre est toujours inférieur au nombre des diagonales 
du polygone qui a le même nombre de sommets, ce qui 
est d'ailleurs évident. 

Corollaire //. — Si le polyèdre n'a que des faces 
triangulaires, on a 

(6) + 

D'ailleurs l'équation (4 ) donne 

(7) 2 « = 3/. 

On peut éliminer entre les équations ( i ) , (6) et ( 7 ) deux 
des trois quantités Î, et en faisant le calcul on 
trouve pour l'une des trois formes 

~ 3) (5 - 4) _ ( / - 2 ) ( / ^ 4) _ 3) (.7 -
' ~ 2 8 18 ' 

P . 

SUR m QUESTION DE MAXIMUM; 
PAR M. PAUL SERRET. 

1. Soient ABCD un tétraèdre quelconque; A ' B ' C ' D ' 
un quadrilatère gauche fermé dont les arêtes successives 
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soient perpendiculaires, respectivement, aux plans des 
faces du premier tétraèdre, et proportionnelles aux aires 
de ces faces; et A 'B 'C 'D ' le tétraèdre de même nom et 
des mêmes sommets : 

(( Les volumes V, V des deux tétraèdres onhogo-

naux ABCD, A 'B 'C 'D sont liés par la relation 

4 
<( Les trois angles formés par les arêtes opposées du 

tétraèdre primitif ABCD servent de mesure aux trois 
dièdres diagonaux du quadrilatère orthogonal A'B'CD'. » 
Le troisième de ces dièdres, qui a seul besoin d'une défi-
nition, ayant chacune de ses faces parallèle à deux 
arêtes opposées du quadrilatère A 'B 'C 'D' , et son arête 
parallèle à la droite des milieux des diagonales. 

Corollaire, — a Si deux des dièdres diagonaux du 
quadrilatère orthogonal sont droits, quatre arêtes, op-
posées deux à deux, du tétraèdre primitif, sont perpendi-
culaires entre elles. Et il en est de môme des deux der-
nières arêtes. » Cette dernière conclusion résultant soit, 
au point de vue géométrique, de la collinéation des trois 
hauteurs dans un triangle sphérique; soit, au point de 
vue analytique, de cette formule 

«r .a'.cos(<7, a') b b') -f c'.c'.cos(c, c') — o, 

où a et b et b\ c et c' désignent les arêles opposées 
du tétraèdre. 

Remarque, — La relation 

que M. Painyin trouve à l'aide des déterminants [Nou-

velles Annales, 1862), s'obtient, bien entendu, et de 
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la manière la plus rapide, par de simples considéra lion s 
de géométrie. Je l'avais rencontrée moi-même depuis 
longtemps, et l'avais appliquée au problème de Lagrange. 

La solution suivante est extraite d'un Mémoire que j'ai 
eu l'honneur de soumettre à M. Liouville vers la fin d'oc-
tobre 1862, et qui a été inséré dans le numéro de no-
vembre du Journal de. Mathématiques, 

2 . PROBLÈME. — Les aires des quatre faces étant 

données y définir le tétraèdre maximum, (Lagrange, Mé-

moires de V Académie de Berlin,^ 1773? p. 160.) 

SolutioJi. — Soient ABCD le tétraèdre cherché, et 
A 'B 'C 'D ' son tétraèdre orthogonal. Les aires des faces 
du premier tétraèdre étant données, et son volume étant 
maximum : les quatre arêtes consécutives A'B', B 'C , 
C D ' , D'A ' du second tétraèdre sont données de lon-
gueur, et son volume doit être maximum. Or cette con-
dition exige que les dièdres diagonaux du quadrilatère 
orthogonal A 'B 'C 'D' soient droits. En effet, si le dièdre 
A ' C , par exemple, n était droit, on pourrait, en laissant 
immobile la face A ' B ' C dans son plan, amener le plan 
de la face A ' D ' C à être perpendiculaire au plan de la 
première par une rotation effectuée autour de la diagonale 
A ' C . Par là, la base A ' B ' C du tétraèdre orthogonal ne 
changerait point, mais sa hauteur et, dès lors, son volume 
augmenteraient. Donc les dièdres diagonaux du quadri-
latère orthogonal sont droits, et les arêtes opposées du té-
traèdre primitif sont perpendiculaires entre elles: conclu-
sion comprise dans les équations obtenues par Lagrange, 

_ ¿,'2 _ __ _ ~ — — 

et énoncée déjà, avec toutes ses conséquences, par 
M. Painvin. 

Ann. de Muthémat., série, t. 11. (Février i863 ) 
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RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION TRANSCENDANTE ; 
PAR M. J.-CH. DUPAIN . 

Étant données la corde a a et la surface S d'un seg-
ment circulaire plus petit que la moitié du cercle, trouver 
l'arc . 

En appelant r le rayon, ou trouve successivement et 
sans difïicullé 

a = rsin/, 

S = ^r'^iy— siniy), 

(i) if .S.sin'j-f-¿ï'sinaj — 

Je représente par F ( j ) le premier membre de l'équa-
tion ( i ) , et j'obtiens les deux dérivées 

= a.S.sin2J 4- a^U'osaj — 

Zéro est une racine de l'équation ( i ) , et cette racine 
peut s'appeler double, parce qu'elle vérifie l'équation 

L'équation ( i ) n'a pas de racine négative-, en effet, 
F (—J* ) peut s'écrire 

2.S.sin^7-f- a' (2x — sÍD2j), 

et reste positif pour toute valeur positive d e j . 
Si nous désignons par ii le plus petit arc positif ayant 

S 

pour t a n g e n t e l a dérivée F ' d e v i e n t 

2« ' sin2 7 (tangfi — tangjr); 
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elle est positive quand y varie de o à w, et négative quand 
y varie de u à TT. 

La fonction F ( j ) est nulle pour y = o ; elle est crois-
sante, et par conséquent positive, quand varie de o à M, 
et elle décroît ensuite; lorsque y atteint la valeur ~ 

et comme le segment est plus petit qu'un demi-cercle, 
on a 

L'équation ( i ) a dotic une racine comprise entre u et - • 

La fonction F ( j^) reste négative quand y varie de ̂  à TT 

et il est inutile d'aller plus loin, car 

F (y ) < 2S 2 « y , 

et ce dernier polynôme est constamment négatif pour des 

valeurs de j supérieures à — ; il en est de même à 

fortiori de F ( y ) . 
Afin d'arriver à une détermination numérique, je fais 

une hypothèse particulière, par exemple, S a* ; l'équa-
tion ( i ) devient alors 

sin 2/ 
X = smV - - ^ 2 

ou bien 

( 3 ) 

et alors 
F' ) = sin 2/ -f- C0S2 J — I, 

= 2 C0S2/ — 2 sin 2) . 
G, 
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3'applique la méthode de Newton rectifiée par Fourier, 

et j'obtiens deux limites plus resserrées 

: 0,89270, 

I,28540, 

que je pourrais resserrer encore davantage. 

On pourrait aussi dans Téquation (2 ) substituer 

à ce qui donne en développant par la formule de 
Taylor et en faisant quelques réductions 

or J» on peut donc en négligeant z'̂  écrire que 

z^ — z o,46,j^<^ i î ^4 *5 en prenant pour la 

valeur i , 24 et en la transformant en degrés, on trouve 
environ 71°, mais comme i , 24, il est prudent de 
n'essayer que 70®. Si j'adopte cette valeur, les deux 
membres de l'équation (2) deviennent 

1 , 2 2 1 7 , I,2O44; 

j'essaye alors 69®, et les deux membres de l'équation (2) 
deviennent 

1,2043, 1,2061. 

La véritable valeur est donc comprise entre 69*̂  et 70®; 
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après quelques'fausses positions on trouve 

pour 69° 5' 56" 1, 2O6OO3 et i , 206006, 
pour69®5'57" 1,206008 et i,2o6oo5. 

Le résultat est donc à une demi-seconde près 
Il est commode d'employer dans ces calculs, outre les 

logarithmes ordinaires, des tables de lignes trigonométri-
ques naturelles, de carrés, de degrés exprimés en parties 
du rayon. Ces divers éléments se trouvent réunis à beau-
coup d'autres dans un petit volume intitulé : Collectio 

tabularum ad cálculos hreviter suhducendos, auctore 

J. Dupuis, c'est-à-dire : Recueil de tables propres à 

abréger les calculs. 

MÉTHODE ÉLÉMENTAIRE POUR TROUVER l'ÉQUATION 
DE LA DÉVELOPPÉE DE L'ELLIPSE; 

PAR M M . LIGNIÈRES ET CHARLES D E T R E N Q U E L L É O N . 

Lieu des points d'où Von ne peut mener que 

trois normales à Vellipse, 

r^ Méthode. — Les pieds des normales menées par le 
point (a, 6) sont donnés par l'intersection de l'ellipse 

( i ) 

et de l'hyperbole 

Les lignes du second degré passant par les points d'in-
tersection des courbes (1) et (2) ont pour équation gé-
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nérale 

cette équation représentera deux droites, si l'on a 

ou 

et à chaque système de deux droites correspond une va-
leur réelle de X. 

S'il n'y a que trois normales, les courbes ( i ) et (2 ) 
n'ont que trois points communs, et il n'y a que deux sys-
tèmes de droites ; et, par suite, l'équation en X, ainsi que 

l'équation en ont deux racines égales ; on a donc 

( « 'a ' - f — - h = 
d'où 

1 1 

( 3 ) n ' a ' - h 3 {(f- { c ' Y 

et par suite 

(4) + = 
équation qu'on peut écrire ainsi 

2 2 

ce qui est l'équalion connue de la développée de l'ellipse. 

//® Méthode, — Je prends l'équation de la normale à 
l'ellipse a ' - I - h^x'̂  — a'fe' = o, en fonction du coeffi-

(*) En valeurs réelles de a et € les équations ( 3 ) et ( 4 ) admettent les 
mêmes solutions. G. 
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cient angulaire , c^m 

y =zmx±-

Celle équalion peut s'écrire 

(l) ( r — —C*/?ï'=0. 

En général, l'équation ( i ) donne pour m quatre va-
leurs : elle n'aura que trois racines distinctes, lorsqu'elle 
aura une racine commune avec l'équation formée en éga-
lant à o la dérivée de son premier membre par rapport 
à m ; cette équation dérivée est. 

( 2 ) — mx)[a'^-{- b'^rn^) - h ( j — mxyb^m — c ^ m = o . 

Les équations ( i ) et (2 ) doivent avoir une racine com-
mune. Multiplions l'équation ( i ) par x et 1 équation (2 ) 
par (y — mx) et ajoutons, il vient 

d'où l'on tire 

X 

Si je change, dans cette valeur de m, x en y, y en .r, a 

en b et b en a, j'aurai la valeur de ~ { * ) ; Jonc 
m 

X ^ Je'X 

I 
//î J 

Multipliant ces deux dernières équations membre à 

( * ) Parce que Téqtfation ( i ) conserve les mêmes solutions lorsqu'on y 

change x en y en x, a ^n hy h en a, et m en G. 
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membre, il vient 

ou bien, en divisant les deux membres par : 

^a J 

C'est Féquation connue de la développée de Fellipse. 

PROPRIÉTÉS RELATIVES A LA SOMME ET A LA DIFFÉRENCE 
DE DEUX CARRÉS; 

PAR LE R . P. L . C L A U D E , 

De la Compagnie de Jésus (*). 

1. Si un nombre entier n est la somme de deux carrés 

différents, le nombre le sera pareillement, 

Soit « == a® -f- ; nous aurons 

2" . « = 2'" 

Si m est pair, chacun des termes du second membre est 
n i carré; si m est impair et égal à 2/14-1, nous aurons 

(fl^ 4- _ 2 4- ) = ( ât 4- 4- (a — 

Donc. . . . 

2. Réciproquement, si un nombre 2'". n est la somme 

C ) Plusieurs des propriétés dont il s'agit dans l'article que le R. P. L. 
Claude nous a adressé ayant déjà été démontrées dans les Nouvelles Ân-
nales, nous ne publions qu'un extrait de cet article. 
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de deux carres différents^ le nombre n le sera paredle-

ment. 

Soit 2'". n = -f" ; nous aurons 

2'""'. n z=z 
' H ' 

Or, a^ -f- b^ étant un nombre pair, a el b ont un même 
ordre de parité, c'est-à-dire sont tous deux pairs ou tous 

deux impairs, donc ^^^ nombres en-

tiers. Donc . . . . 

3. Tout nombre impair^ à V exception de r unité, est 

la différence de deux carrés^ 

Nous avons identiquement 

ab 

et ab peut représenter un nombre impair quelconque, 
puisque dans le cas où le nombre proposé serait premier, 
ou le carré d'un nombre premier, nous n'avons qu'à 
faire b = i. Les nombres a el b étant impairs, a -f- è et 

a — b seront des nombres pairs, et par suite ^ 

sont des nombres entiers. Donc 
2 

4. Tout multiple de 4? à l'exception de 4 lui-même,^ 

est la différence de deux carrés. 

Soit ^ab le nombre proposé; nous aurons identique-
ment 

Donc . . . . 

5. Tout carrée à Vexception de i et de ^^ est la dif-

férence de deux carrés. 
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Eli effet, un carré quelconque est un nombre impair, 

ou un multiple de quatre, 

6. Aucun nombre simplement pair ne peut être la 

différence de deux carrés. 

Soit, en effet, 

7,abz= - X') = (x^x) 

le produit de ces deux facteurs étant simplement pair, 
l'un des deux facteurs devra être pair et l'autre impair, 
ce qui est impossible, car la première propriété ne peut 
avoir lieu sans que x etj aient un même ordre de parité, 
tandis que la seconde exige que x et y aient un ordre de 
parité différent. Donc x et y ne sauraient être des nom-
bres entiers. Donc. . . . 

7. Tout nombre qui est la différence de deux carrés 

jouit de cette propriété autant de fois que l'on peut for-

mer de combinaisons dfférentes avec le nombre des 

facteurs premiers quii renferme^ i ci 2, 3 à 3 , . . . , 
nà n. 

Soient . . . , p„ les facteurs premiers du nombre 
N, de manière que nous ayons 

nous pourrons représenter par a l'une quelconque des 
combinaisons ci-dessus désignées -, a aura pour chacune 
d'elles une valeur différente. Mais, à une valeur diffé-
rente de a correspond une valeur différente de et par 

suite des valeurs différentes de ^̂  ^ ?̂ ; donc. .. . 
2 2 ' 

Note du Réducteur, — Lorsque N est un nombre im-
pair, l'équation 

( . R + N 

admet autant de solutions entières et positives que N a 
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de diviseurs moindi-es que sa racine carrée, en compre-
nant l'unité parmi ces diviseurs. Car, à chaque solution 
entière et positive de l'équation 

correspond un diviseur x — de N, et moindre que ^/N, 
puisque X — j <^x y . Et, inversement à chaque divi-
seur X — y de N moindre que correspond une solu-
tion entière et positive de l'équation considérée. 

Il en résulte que si la décomposition du nombre N en 
ses facteurs premiers donne 

et qu'en outre N ne soit pas un carré, le nombre des so-
lutions dont il s'agit est 

(g. + l ) ( a , + i ) . . . ( a » 4 - i ) 

1 

Si le nombre impair N était un carré, le nombre des so-
lutions serait 

2 

Quand N est pair, la décomposition de N en facteurs 
premiers donne 

. ./A'. 

L'un des deux facteurs x-^y.^ x — y étant nécessaire-
ment un nombre pair, il faudra, pour que x etj^ soient 
entiers, que l'autre facteur soit aussi un nombre pair. 
Cette condition est d'ailleurs suffisante pour que x et y 

soient entiers. Ainsi, le nombre des solutions entières et 
positives de Téquation 
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sera égal au nombre des décompositions de N en deux 
facteurs entiei^ [ x - ^ y ] , ( x — j ) , inégaux et divisibles, 
chacun, par deux. 

Le nombre total des diviseurs de N, en y comprenant 
N et I , est 

Il s'ensuit que, si N n'est pas un carré, le nombre des 

décompositions de N en deux facteurs entiers est 

( 6 4 - 1 ) ( g . + ( « 2 + 1 ) . . . (an 4 - 1 ) 

2 

Mais, pour obtenir les solutions cherchées, il faut écar-
ter toutes les décompositions dans lesquelles l'un des deux 
facteurs entiers est impair. Et il est clair que le nombre 
de ces dernières décompositions est précisément égal au 
nombre des diviseurs impairs de N, c'est-à-dire égal à 

(a,4- i ) (a, + i ) . . . (a „4- i ) . 

D'où nous concluons que le nombre des solutions cher-
chées est 

OU 

( 6 - i ) ( a , 4 - i ) ( a , 4 - i ) . . . ( a « 4 - i ) 

Lorsque . est un carré, le nombre des 

solutions entières et positives de l'équation 

est 
(g. 4-i) (aa 4- l). . »(an H-I) — i 

2 

comme il est facile de s'en assurer par ce qui précède. 
G. 
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QUESTIONS. 

640. On prend les médianes d'un triangle quelconque 
pour côtés d'un second triangle, puis les médianes de ce 
dernier pour côtés d'un troisième triangle, et ainsi de 
suite ; on a de cette manière deux séries de triangles : 
les triangles dont les rangs sont impairs et ceux dont les 
rangs sont pairs -, dans chaque série les triangles sont 
toujours semblables. (An. G.) 

641. Démontrer la relation 

cos («-i-^ -|-c)cos(rt -h ̂  — c)cos(«-f-c— ¿>)cos( - } - — a ) 

— 4 ^ ^ ^ 
= — ( cos a -f- cos b -H cos c) ( cos a 4- cos b — cos c) 

X (cOSfl - F COSC — C0S^>) (COS^ -F COSC — COSRT ). 

( C A T A L A N . ) 

642. Discuter la fonction 

, ^ _ • 
En égalant à zéro la dérivée de on trouve l'équa-

tion 
I - H . . . - H . R ' " — I ) A : " = O ; 

trouver les racines réelles de cette équation. 
X étant supposé compris entre -f- i et — i, développer 

y en série ordonnée suivant les puissances de x, 
( C A T A L A N . ) 

643. Théorème concernant les surfaces d'un ordre 
quelconque (à démontrer par des considérations de pure 
géométrie). 
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Parmi les surfaces de degré n qui forment un faisceau 
donné, il y en a, en général ( * ) , 

W [(/M 2 « — 3 — ( « — l ) 2/W — 3 ) ] 

<jui touchent une surface donnée du degré m. 
Par exemple, dans un faisceau de surfaces du degré w, 

il y en a 3 (ri — i)* qui touchent un plan donné. 
( E . DE JONQUIÈHES.) 

644. On sait que le cercle osculateur en un point quel-
conque A d'une parabole coupe cette courbe en un second 
point B-, démontrer : i " que la droite AB et toutes les 
droites analogues sont tangentes à une même parabole 5 

que le lieu géométrique des milieux des cordes telles 
que AB est une parabole. 

645. Soient les distances du centre d'une co-
nique à trois tangentes, et p, p', p" les distances de ce 
centre aux points de contact*, on â  

— -h p" [S' — r n -h — = o. 

( H O U S E L . ) 

646. Par un point (a, o) du plan d'une ellipse 

¿,2 

on peut, en général, mener quatre droites qui coupent 
cette courbe sous un angle donné, différent de zéro • 
trouver l'équation du système de ces quatre droites. 

(" ) iiii general^ c'esl-a-dii*e si la surface S"' n'a ni Ugne nodale, ni Ugne 
lAo robroussemcnt, etc. 
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NOTE SUR LE CERCLE TANGENT A TROIS CERCLES DONNÉS; 
PAR M . PAUL S E R R E T . 

l. T H É O R È M E . — Les cercles, en nombre infini, iso-

gonaux à trois cercles donnés, forment quatre sénés 

distinctes ; et les cer cles de chaque série ont, pour axe 

radical commun, Vun des quatre axes de similitude des 

trois cercles donnés. 

Considérons, en effet, deux cercles déterminés, isogo-
naux aux trois cercles donnés, et se coupant dans les 
deux points o et w. Si Ton construit la figure réciproque 
de la proposée, par rapport à l'origine o, les deux cercles 
se transforment en deux droites concourantes; chacune 
de ces droites coupe sous un même angle les transformés 
des trois cercles donnés ; et le point de concours de ces 
droites est un centre de similitude commun aux trois 
cercles transformés. Dès lors, chacune des droites, en 
nombre infini, que l'on peut mener parle point de con-
cours O)' des deux premières, coupe sous un même angle 
les trois cercles transformés ; et chacun des trois cercles, 
passant par les points o et co de la figure primitive, coupe, 
sous un même angle, les trois cercles primitifs. 

D'ailleurs, les trois cercles transformés ayant un centre 
commun de similitude w', si le point o est tel, que la droite 
w'o rencontre les trois cercles, réciproques dereux-
ci, par rapport à l'origine o, ou les trois cercles primitifs, 
seront coupés sous un même angle par la droite oco' qui 
sera, dès lors, un axe de similitude de ces cercles. Cette 
propriété subsistera donc toujours, que la droite ow' ren-
contre ou non les cercles transformés; el la droite oo)', 
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OU 0(jù, est un axe de similitude des trois cercles pri-
mitifs. 

2. Si , parmi les cercles isogonaux aux trois cercles 
donnés, Ton considère en particulier le cercle orthogo-
nal et le cercle langent, on verra que a l'un quelconque 
des cercles tangents et le cercle orthogonal ont pour axe 
radical l'un des quatre axes de similitude des cercles pro-
posés, » (PoNCELET.) La construction du cercle tangent se 
réduisant dès lors à la détermination d'un cercle tangent 
à l'un quelconque des trois proposés, et ayant pour axe 
radical, par rapport au cercle orthogonal, l'un des quatre 
axes de similitude des cercles donnés. Chacun de ces 
axes donne naissance à deux cercles tangents, et le nombre 
des solutions est /luît, 

3. Si l'on voulait de même construire un cercle cou-
pant, sous un même angle donné /, les trois cercles pro-
posés, il suffirait encore de mener un cercle coupant, 
sous l'angle l'un quelconque des trois cercles proposés, 
et ayant pour radical commun, avec le cercle orthogonal, 
l'un des quatre axes de similitude. Comme celui du cercle 
tangent, le nouveau problème admet huit solutions; et 
tous les cercles isogonaux que l'on obtient en faisant va-
rier l'anglei de o à ^ ont, pour axe radical commun 

avec deux des huit cercles tangents, Tun des axes de simi-
litude des trois cercles proposés. 
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Q l i E S T N N 6 3 6 ; 
SOLUTION DE M M . N O B L O T ET Q U A N T I N , 

Élèves du lycée impérial de Lyon. 

É N O N C É . — On suppose que des rayons lumineux per-

pendiculaires à Vaxe d'une parabole soient ^ à leur ren-

contre a^ec cette courbe^ réfléchis en faisant un angle de 

réflexion égal à V angle d'incidence : trouver F enveloppe 

des rayons réfléchis^ et déterminer géométriquement le 

point de contact d'un rayon réfléchi et de îenveloppe. 

11 est à remarquer que la direction du rayon réfléchi est 
perpendiculaire à la droite qui joint le foyer F de la pa-
rabole au point où le rayon lumineux rencontre cette 
courbe. 

Prenons l'équation de la parabole en coordonnées po-
laires : 

^ I — cos W 

Soient pi, coj les coordonnées du point où le rayon inci-
dent rencontre la parabole, l'équation du rayon réfléchi 
est 

pi p 
Q ~ : 1 Y OU P = Ç ' • ' C0s(W, M) ^ (I — C O S W , ) cos(ft), — W) 

Éliminons coi entre cette dernière éqiption et sa déri-
vée par rapport à « i . On a : 

( l ) p ( l cos W,) cos (w, « ) =/7, 

[T.) COS (w, — w) sin w, — ( I — cos w,) sin (w, — &>) = 0. 

De l'équation ( a ) on tire 

/o\ . ( N sinoà, ^ w, 
( 3 ) tani; w, — w ) = = = : c o t — • 
^ ' ® ^ • 1 — cas w, 2 

Ann. de filaihcmai ^ série, t. II. (Mars i8G3}. - 7 



En «Uiaiiiant cos (wi — w) entre ( i ) et (3) on trouve 

• } ! P 
X V 2.p 

Il en résulte 

2a y^l — a^ 

I ~ 2A^ 
tang w, = ^ ^ ^ 

De l'équation (3) tirons tang « i , et égalons les deux 
valeurs de tang Wi : 

tang w, — tang w = ( i tang w. tang ) cot ^ 

= ( I -h tang w . tang ) y / ^ j 

d'où 

a tanew -h — â  
tang = 5 

a — tang w. y I — a' 

En égalant, il vient : 

a (3 — tang w = ( 4 « ^ — 0 V̂  ' — ^^ 'y 

A^(3 — I ; 

et finalement : 
cos (»> =: a (3 — 

Remplaçons « par sa valeur, et nous aurons, pour l'é-
quation demanoee, en coordonnées polaires : 

V ^-P P 

Nous pouvons transformer en coordonnées rectilignes, 
mais remarquons d'abord que si l'on veut discuter l'équa-
tion obtenue en coordonnées polaires, on fera bien de la 
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mettre sous la forme 

sm 

ou 

' • " " " ( i - i ) 

qu'on déduit de la precedente en remarquant que 

eos . = sin ( î - . ) e= 3 sin ( I - ^ 4 sin^ ( ^ - . 

Détermination directe du point de contact du rayon 

réfléchi et de Bon enveloppe. 

Quand des rayons lumineux émanent d'un point A , le 
point de contact X du rayon réfléchi M X , avec la caus-
tique, son enveloppé, est à une distance de M donnée par 
la formule 

lira M X = 
AM > R »cosa 

2 A M —Rcosa ' 

R étant le rayon de courbure en M. 
Dans le cas qui nous occupe, A M est infini, et la for-

( * ) Cette formule ^ t démontrée dans les Éléments de Calcul ii^itési-
mal de M. Duhamel (t. p. 2o5, édition de i856); oc est Tangue que le 
rayon incident forme ftveo la normale à k courbe au point M où ce rayon 
rencontre la courbe. G. 
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iBul^devient 

K » i v Rcosa 
HM M X =1 

La courbe étant une parabole 

en prenant pour origine le sommet de la courbe. 
La sous-no]:male est constante et égale à p ; on a donc 

cos a = 

Par suite, 

i p ^ 

QUESTION 636 
i voir p. 97); 

SOLUTION DK M M . A . T R A C E ET E . P I T E T , 
Élèves en mathématiques spéciales au lycée Charlemagne. 

Le rayon réfléchi MP, faisant avec la normale MN un 
angle NMP égal à l'angle NMQ que le rayon incident Q M 
forme avec la normale, et la normale divisant en deux 
parties égales l'angle du rayon vecteur FM avec une pa-
rallèle à Taxe menée par le point M, l'angle FMP est 
droit. 

C*) En désignant par x Tabscisse du point M de la parabole rapportée à 
son soramety et par x' l'abscisse du point X où le rayon réfléchi MX touche 
son enveloppe, on a je' = 3x, ce qui donne un moyen bien simple de dé -
terminer le point X , lorsqu^on sait déjà que 1« droite MX est perpendicu-
laire à FM. G. 
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Le problème proposé revient donc à celui-ci : 
Trouver l'enveloppe de la droite MP, perpendiculaire 

au rayon vecteur FM, mené du foyer à un point de la pa-
rabole. 

Appelons a Tangle M F X ( * ) , pj le rayon vecteur PM^ 
le paramètre de la parabole 5 nous aurons 

P ^ P 
I -f-cos a , a , 

2 . cos' -
2 

Si 0) et p sont les coordonnées polaires d'un point quel-
conque P du rayon réfléchi MP, le triangle rectangle FMP 
donnera 

p, = |0, cos (w — a ) , 

et, en remplaçant p̂  par sa valeur — - — > il viendra, 
1 cos' -

2 
pour Féquation de MP : 

/ \ ^^ P p.cosfw — a) cos' - == 

Cherchons l'enveloppe de cette droit« quand a varie. 
Pour cela, prenons la dérivée par rapport à « -, nous au-
rons . 

. f v , « / . a , a sm (to — cos' cos (w— ajcos- sm-

Supprimons le facteur p cos ̂  qui ne donne pas de solu-

tion^ nous aurons alors ; 

sm ( w — a j cos cos {w — a j sm - = o, 
' 2, ^ ' 2 

( * ) La droite FX est dirigée en sens contraire de l'axe de la parabolcv 
— On est prié de faire la figure. 



ou 

ce qui donne 

(») = 

3 ût 
Nous ne poserons pas w ^ = /ttt, car si, laissant a 

fixe, on donne à CÙ des valeurs différant d'up multiple 
de TT, on obtiendra la même position du point P. 

De l ' équatio n ( i ) on. ti re 

w 

de sorte que l'enveloppe cherchée a pour équation : 

0« 
2. coŝ  -

o 

Cette équation représente une courbe symétrique par 
rapport à Taxe polaire, et qui rencontre cet axe en des 
points A, B, tels que 

et = 
2 ^^ 

On petit construire géométriquemeiit le point de con-
tact P du rayon réfléchi MPH, et de l'enveloppe. 

Prenons sur la parabole un point M', infiniment; rap-
proché de M. Soit M'H^ le rayon réfléchi en M', et qui est 
perpendiculaire sur FM'. Les droites MH, M'H' secoiipe-
ronten un point P'; le point cherché P est la limite des 
positions que prend Fsur MH, quand M'converge vers M. 
Pour déterminer ce point limite, cherchons le peint au-

(*) Manuel des Candidats h l 'École Polytechnique, t. l«»*, p, 459. 
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tour duquel il faut faire tourner le système FM'H'^iifiii'^ 
niment voisin de FMH, pour Tamener à coïn^ide^; 
FMP. Ce point, devant être à la même distance de M et de 
M', appartient à la perpendiculaire KN ' élevée au milieu K 
de MM'. Il est d'ailleurs à égale distance des droites FM, 
FM', il doit donc se trouver sur la bissectrice de l'angle 
formé par ces deux droites au point F . Étant, de même, 
également distant des droites MFH, M'FH', il doit appar-
tenir à la bissectrice de Fangle que ces droites forment 
en P'. Si Ton fait maintenant coïncidéi* M'avec M, k cette 
limite la perpendiculaire KN^ deviendra la normale MN 
menée à la parabole au point M. Les deux bisseciriciis 
deviennent, des perpendiculaires aux droites M F , MH, 
aux points F et P. Donc, pour déterminer lê point de 
contact P du rayon réfléchi MH et de son enveloppe, on 
mènera à FM, au point F , une perpendiculaiii« qui cou-
pera la normale MN en un point O, et de ce dernier point 
on abaissera une perpendiculaire OP sur MH {* ) . 

Cette propriété permet de trouver l'équation de l'en-
veloppe d'une autre manière. 

En eiïet, au lieu de chercher l'enveloppe, cherchons le 
lieu du point P, défini par la propriété géométrique que 
nous venons de démontrer. ' 

En désignant toujours par et a les coordonnées po-

( * ) Cette construction géométrique du point de contact P du rayoB ré-
fléchi ei de la caustique a été donnée par de Lhospital- dans son' Anoljrse des 
infiniment petits, La démonstration de MIVÌ. Trace et Pitet se fonde sur la 
théorie des centres instantanés de rotation, dont lés {Premiers priûdped 
sont exposés avec autant de clarté que de prét^sioû datis hsâ Éténents de 
Calcul infinUéiitnal dé M. Duhamel (t. I , p. 190 et suiv. ). La xJétermina-
tion du point de contact, Téquation de la caustique, l'expression de so» 
rayon de courbure, se déduisent très-simpieiiient de formulai'gén^ï«ales 
démontrées dans un excelieht ouvrage ayant poéir titre : Sw/Za géétmetki 
analitica delle linee piane, opuscolo di Giuseppe Saci^iy dottore in maie-
mai/crt (Pavia, 1854 ). G. % 
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làires ÈM, MFX de M ; et par p et w celles du point P, 
on aura d'abord 

d'où 

p, = E — , p, r=pcos(&) — a ) j 
it cos' -

2 

a p 
p cosfw —aKcOS'- = 

Menons MC parallèle à l'axe de la parabole, et FD 
parallèle à la normale OM. Nous aurons 

C M O = D F X , O M F = M F D . 

Mais 
C M O = O M F ; 

puisque MO est normale au point M. Donc 

D F X = M F D = M F P . 
11 en résulte 

M F X = : | . P F X , ou 

Par suite, l'équation 

donne 

p .cos fw — a)cos= = -

a.cos'3 

ce qui est Î'équation déjà obtenue. 

Note du Rédacteur. — M. Hermile de la Phidelne, 
élève du lycée Charlemagne, norus a adressé une solution 
à peu prés semblable à celle de MM. Trace et Pitet, 
élèves du même lycée. 

La même question a été résolue par MM. Albin Laval, 
élève du ïycée de Lyon; Geoffroy, éléve du lycée de 
Nancy, Abraham Schnée, élève du lycée Charlemagne; 
Bouquet et Pelletreau. 
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OUESTION 634 
SOLUTION DE M . F . Y L L I A C . 

Si Von appelle E, P , /ei axes â^une ellipse; e\f'; 

e", f^' les axes de ses projections sur trois plans rectan-

gulaires, on a 

2E» 4- 2F^ == 4 -/ ' -h -f-/'^ -h -h 

(P. ) 

Soient e,, / i ; e,, les projections des axes 
E, F sur trois plans rectangulaires; on a,d'après un théo* 
rème connu 

n, 
et, en ajoutant ces deux égalités membre à membre, il 
vient 

2 E ' 4 - 2F^ = { e l 4 - / Î ) - f - - h / ? ) - f -

Mais on sait que les projections des axes d'une ellipse 
sur un plan sont des diamètres conjugués de la projec-
tion de l'ellipse; donc, en vertu de l'égalité de la somme 
des carrés des axes et de la somme des carrés de deux 

{ * ) Nous avons rétabli, dans les premiers membres de ces deux égalité», 
le facteur a qui ne se trouve pas dans la rédaction de M. Ylliac. C'est cette 
omission qui a fait supposer à M. Ylliac qu'il y avait une erreur dans l 'é-
noncé de la question proposée. Le théorème connu sur lequel se fondent 
les deux égalités dont il s'agit consiste en ce que la somme des carrés des 
projections d'une droite sur trois plans rectangulaires est le double du 
carré de la droite projetée. G, 
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diamètres conjugués d'une même ellipse, on a 

et, par suite, 

2E'-f- 2F' = -f- -f- e"'4- f"\ 

Pour démontrer la seconde partie de la proposition, je 
désigne par S Taire du rectangle des axes de l'ellipse 
donnée, et par s, 5', les aires des projections de ce rec-
tangle. Alors on a, comme Ton sait: 

(i) = 

Mais 5, s', s" sont les aires des parallélogrammes con-
struits sur les projections des axes sur les trois plans, 
et, par suite, les aires des parallélogrammes construits 
sur des diamètres conjugués des ellipses projections de 
l'ellipse donnée. Or, ces aires sont égales, dans chaque 
ellipse, au rectangle des axes-, on a donc 

d'ailleurs 
S = EF. 

En remplaçant, dans l'égalité (1), S, î , par leurs va-
leurs, il vient : 

Pour celte seconde partie, on aurait pu raisonner ainsi 
7r F F 

qu'il suit : l'aire de rellipse donnée est ' ; les aires 

des projections sont 
'K.CJ TT.e'./' TT.e^/'^ 

donc, en vertu du théorème relatif aux projections de» 
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aires plane«, 

d'où, en supprimant le facteur commun -g » 

c. Q. F. n. 

Note du Rédacteur, — Une solution peu différente 
nous a été adressée de Lyon, dans une lettre anonyme-, 
la même question a été résolue par M. A. M., élève du 
lycée de Douai, par MM. Laisant, sous-lieutenant du 
génie, licencié ès Sciences; Pelletreau, Rouquet-, Me-
lon, élève du collège Rollin, et par M. Moulin, répéti-
teur au Prytanée impérial de la Flèche. 

SUR UN PROBLEME D'ALGÈBRE LÉGALE C*) ET SUR UKE 
TRANSFORMATION DE SÉRIE-, 

PAR M . E. CATALAN . 

Communiqué à la Société Philomathique, séance du 29 mars 1862. 

I. D'après le Code civil (art. ), /e droit de Venfant 

naturel est d^un tiers de la portion héréditaire quil au-

rait eue y s'il eût été légitime (**). 

(*) Yoir, pour ce problème, Quillet, Nouvelles Annales, t. IV, p. 253, et 
Louis Gros, t. X , p. 27. 

Cette partie de l'article 767 se rapporte au cas du partage entre-
enfants légitimes et enfants naturels. Lorsque des enfants naturels 
concourent avec des ascendants ou des collatéraux, la loi a des consé-
quences bizarres et même absurdes, dont je ne parlerai pas ici. {Vofez 
une brochure intitulée : l'Article 767, — Application de l'Algèlfre au Code 
Civil.) 



( »«»8 ) 
Soient : I le nombre des enfants légitimes -, n le nombre 

des enfants naturels ; Xî ^̂  la part d'un enfant légitime ; 
.> /,« la part d'un enfant naturel. 

On a d'abord, en prenant pour unité la somme à par-
tager entre les / -h n enfants, 

( 0 -h = 1. 

D'un autre côté, conformément à la prescription ci-des-
sus. 

De ces deux relations, on conclut aisémeoit la formule 
suivante, connue depuis longtemps (* ) , 

I H- ^ 0- • ^ 
f • 3 « / ( / - h i ) . . + 

II. La complication de cette formule est peut-être ce 
qui empêche les jurisconsultes d'obéir, sinon à l'esprit, 
du moins au texte de la loi, quand il s'agit pour eux d'ef-
fectuer un partage entre enfants légitimes et enfants na-
turels. Mais on peut la remplacer par tine autre expres-
sion beaucoup plus commode. 

On a en effet 

(*) Elle a été donnée d'abord par M. Cournot ( Bulletin de Ferussac» 
t. X V I , p. 3). 



donc 

6'-' en 

( 109 ) 

± ¿ ( 1 - 6 ) " 

d'où enfin 

î I r I n , 1 « (n -

(4) 
/ -h 2 

I l-^n 

Il est visible que, pour former la quantité entre paren-
thèses, il suffit de développer (2 4- et de diviser par 
Z, Z-f-1, / 2 , . . . , / -I- 71 les termes du développement. 
Du reste, il est facile de vérifier, par un procédé pure-
ment algébrique, l'équivalence des deux expressions de 

III. Cette équivalence étant démontrée, il en résulte 
que Ton a 

n n(n — i) 

n[n — i){n 2) 

(5) ( 

n[n — I ) I 

même quand les deux membres, au lieu d'être composés 
d'un nombre fini de termes, deviennent des séries co/i-
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i^ergentes. Par exemple, en supposant 

2 
on trouve 

ce qui est exact. 

IV. Si Ton pose 
z ^ 

d'où résulte 

— t 
I — t 

l'équation (5 ) devient 

I n I n (n — I ) I f - f . - i L i» — . . . 

l 1 l -h I 1.2 /-f-2 

/ N fi ^ ^ n{n — i) f ^ y 1 - 1 ï - 0 " [ 7 7 ( 7 ^ 1 7 ) 7 1 1 7 \ ~ t ) • • • J ' 

ou plutôt, par le changement de t en z : 

(6) 
L I / + I 1 . 2 / - H 2 

I n I n in — I ) I 

I n 
-7-4 

z / z Y 

Cette seconde transformation est, pour ainsi dire, con^ 
juguée de la première. On peut les renfermer dans la 
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double formule : 

I I n I nin-^i) î , 
7 7— ^ z l I I 1.2 /-+- 2 

( 7 ) 

I n z n[n — i) 
7 /(T+T) 7(7+7)17+7) 

I n n(n — i) , 

' , z 1 / ^ . y I 

7 1 / + I I —z 1.2 ¿+2\t — zJ " 

Celle-ci a d'assez nombreuses conséquences, sur les-
quelles je pourrai revenir dans une autre occasion. 

DÉMONSTRATION DB QVELOllES THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE 
ÉNONCÉS DANS LES NOUVELLES ANNALES 

(voir t. XX, p. 83 et 140); 

PAR M . ED . D E W U L F , 
Capitaine du Génie ( à Bougie). 

1. La courbe enveloppe des cordes communes à une 

courbe fixe du degré m et aux courbes d''un faisceau du 

degré n, est de la classe -m[m — i ) (2n — i). 2 
^ E . DE JONQUIÈBES. ) 

Soient 

M^, x ) x ) = 0, f = p.r, 

les équations de la courbe, du faisceau et d'une droite 
passant par Torigine. 

Les équations 

(l ) = 0 , 
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donnent les abscisses des points où la droite coupe la 
courbe et le faisceau. Éliminons a:, et exprimons que 
la résultante R a deux racines p égales. L'équation de 
condition que nous obtiendrons ainsi ne renfermera plus 
que i . Toutes les valeurs de X qui satisferont à cette 
équation détermineront des courbes du faisceau qui au-
ront avec = o des cordes communes passant par Ton-
gine. 

Pour que R == o ait deux racines égales, il faut que 

11 = G et = o aient une racine commune. 

La résultante R' de ces deux dernières équations sera 
du degré 

m[nin — i) H-

en X, parce que R = o est du degré mn en p et du degré 
m en X. 

Parmi les valeurs de X données par R' = o se trouvent : 
celles qui déterminent les courbes du faisceau qui 

passent par les m(m — i ) points de contact des tangentes 
menées par l'origine à F,„ ; celles qui déterminent les 
m ( 2/̂  — 1) courbes qui passent par les m[in — i ) points 
d'intersection de et de la courbe lieu des points de 
contact des tangentes menées par un point aux courbes 
d'un faisceau d'ordre /i, courbe qui est de l'ordre i n — i , 
ainsi que nous le verrons plus loin. 

Ces deux catégories de courbes ne satisfont pas, à pro-
prement parler, à la question, les cordes communes 
qu'elles fournissent étant infiniment petites. Le degré de 
R'se réduira donc à 

m{mn — 1) ni^n — m [m — i) — w(2/2 — 1) 
ou 

m[m — 1) (2/z — i). 

Chaque valeur de X nous donne deux valeurs égales de p ; 
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on peut donc, par un point, mener —i) (2W — i ) 

tangenles au lieu. c, Q. F. D. 

2. Une transversale tourne dans un plan autour 

d'*un point fixe S. et rencontre à chaque instant, en m 

points, une courbe géométrique C^ de degré m, tracée 

dans ce plan-, si Von mène les tangentes et les normales 

à en ces points d''intersection, les tangentes se cou-

pent deux à deux sur une courbe 2, et les normales se 

coupent aussi deux à deux sur une courbe 

Le degré de 2 est ^m[m — i)[im—3)-, cette 

courbe passe par chacun des (/w —a) points de 

autres que les points de contact^ qui sont situés sur cha-

cune des m [m — i ) tangentes à C^ issues de S. Chacune 

des tangentes ci en ses points d'inflexion ou de re-
broussement,^ est une tangente multiple de 2 d'un ordre 

de multiplicité égal à m — i. 

Le degré de est^m[m — i)[im—i). SiVon 

mène par S des parallèles aux m asymptotes de Q„ et 

ensuite des normales à cette courbe en tous les points 

oit ces parallèles la rencontrent à distance finie^ on ob-

tiendra d'abord m [m — i) droites parallèles aux asymp-

totescle'ÏI. En oMlve^ il existe, sur C^, —0 (aw—3) 

paires d'éléments infiniment petits, parallèles deux à 

deux, et situés deux à deux sur des droites concourantes 

en S. Les normales en ces points^ à C,„, sont les directions 

des autres asymptotes de 2 ' . On a, en effet, 

m[m — i) -H - — i) (2/w — 3) ==-w(i?i — i) (21W —i) . 
2 2 

Les normales en ses points d'infiexion ou de 

Ann, de Mathcmat, 2*^ série, t. H. (Mars i863.) 8 
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rebroussenient sont des tangentes àYl de V ordre m — i. 

(E. DE JoNQUiÈRES.) 
Je vais déterminer le degré d'une eaurbe résidtant 

des intersections deux à deux de droites menées par les 
points où la transversale coupe C^ et faisant en ces points 
un angle a constant avec • 

Voyons en combien de points une transversale L coupe 
Par tout point M de L on peut mener m® droites cou-

pant C,„ sous un angle constant, et les points d'intersec-
tion sont sur la première polaire inclinée de M par rap-
port à C,„ (t^oz/'la Théorie des polaires inclinées, t. XVI I I 
et X IX ) . Les premières polaires inclinées de tous les 
points de L forment un faisceau d'ordre 11 y a donc 
autant de points de sur L qu'il y a de cordes communes 
à ce faisceau et à passant par S. D'après le théo-
rème précédent, ce nombre est 

— \ ][im — i ). 

Si a = 90^, S'' devient et le degré ne change pas. 
Si a = o, 'ÏI' devient 2 et le degré devient 

- — i) (2//1 3] , 
2 

parce que le degré du faisceau des premières polaires 
s'abaisse d'une unité. 

Soit SA une tangente à C^ en un point a, SA coupe C,„ 
en m — 2 autres points. Soit â  un de ces points : aj,oL 
représente deux tangentes menées de à la corde 
de contact passe par S, donc se trouve sur 2. 

Menons une transversale L passant par l'origine et par 
un point a d'inflexion de C^, Les tangentes menées par 
les m — I points, autres que a, où L coupe C,„ , coupent 
la tangente en a en w — i points |3. Menons une trans-
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versale La ' par uu point ex.' infiniment voisin de « sur la 
courbe. Cette transversale coupe aussi C,« en m — i points 
autres que a', et les tangentes à C„ en ces points coupent 
la tangente en a en m — i points /3' infinimént voisins 
des points |3. II y a donc m — i éléments (3/3' de 2 sur la 
tangente en a à C« . c. Q. F. D. 

Si Ton mène par S des parallèles aux m asymptotes de 
C;„et ensuite des normales à cette courbe en tous les points 
où ces droites la rencontrent à distance finie, on obtien-
dra d'abord m (^n— î ) droites parallèles aux asymptotes 
de Ceci est clair. 

La droite de l'infini coupe S en ~ m (/w — i)[im — 3) 

points, et par chacun de ces points on peut mener une 
paire de tangentes dont les points de contact sont en 
ligne droite avec S et qui donnent sur C^ des éléments 
parallèles deux à deux, qui fournissent chacun une direc-
tion d'asymptote de c. Q. F. D. 

On démontrerait, comme plus haut, que les normales 
à en ses points d'inflexion ou de rebroussement sont 
des tangentes à de l'ordre m — i . 

On peut transporter ces propriétés à 2^'. 

3. Étant données dans un plan deux courbes géo-

métriques, l'une C,„ du degré m, et Vautre de la classe n; 

si une tangente roule sur celle-ci et que par les points 

oii elle rencontre C,„ on mène à cette courbe des tan-

gentes et des normales : 

Les tangentes se coupent deux à deux sur une 

courbe 2^ du degré ^ tnn \m — i ) (2m — 3 ). 

2® Les normales se coupent deux à deux sur uno 

courbe 2', de degré - mn [m — i) (2m — i). 
2 

( E . DE JONQÛIÈRES.) 
8. 
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Cherchons le degré d'une courbe S", résultant des 

intersections deux à deux de droites passant par les points 
oti la tangente mobile coupe C,„ et y faisant avec C^ un 
angle constant a. 

Ce degré est égal au nombre des tangentes communes 
à la courbe trouvée plus haut, et à la courbe de la 
classe n ; il est donc égal à 

- mn [m — i)(2772 — i). 
2 

Le même raisonnement donne pour le degré de 

^ mn[m — i) m — i), 

et pour celui de 2i 

~ mnlm — \ )[ini — 3). 

Le procédé de démonstration appliqué au premier 
théorème ci-dessus peut aussi démontrer un théorème 
énoncé par M. Moutard : « Étant données deux sur-

faces, Vune du degré m^ Vautre du degré n-^ si d'un 

point S on projette tous les points de la courbe d'inter-

section sur un plan, cette courbe projection aura 

mnlm — i) (/2 — i) . ^ 7 77 
—^ points doubles. 

Note de M, Dewulf, —Voici comment M. Cremona 
démontre que le lieu 2 des points de contact des tangentes 
menées d'un point o à tous les courbes d'un faisceau F^ 
est de l'ordre un — i (voir son Introduzione ad una 

teoria geométrica delle Cwve piane). Soit le fais-
ceau des premières polaires de o par rapport à F„. Les 
points où une courbe de F„ est coupée par la courbe cor-
respondante de F'„ sont les points de contact des tangentes 
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à la première courbe issues de o 5 le lieu cherché est donc 
aussi le lieu des intersections des courbes correspon-
dantes des deux faisceaux homographiques F„ et Or, 
d'après un théorème de M. de Jonquières, le degré de ce 
lieu est égal à la somme des degrés des faisceaux, ou 2 n — i . 

La courbe 2, que nous venons de considérer, est aussi 
le lieu des points doubles des involutions de degré n que 
détermine un faisceau F„ sur toutes les droites qui pas-
sent parle point o, [Voir un Mémoire de M. de Jon-
quières, Annali di Tortolini, ) 

On peut démontrer les théorèmes suivants : 
Quand le point o décrit une courbe de degré l'en-

veloppe des courbes S qui correspondent à chacune des 
positions de o est de Tordre m [ m — i ) (am — i ) . 

Par un point il passe généralement 71(2/2 — 3) droites 
qui déterminent dans un faisceau d'ordre n des involu-
tions ayant un point quadruple. 

Un faisceau de l'ordre n et une droite déterminent une 
involution de l'ordre n, le rapport anharmonique de 
quatre groupes de cette involution est constant, quelle que 
soit la droite, et quel que soit le pôle pris sur la droite, 
si les quatre groupes sont toujours déterminés par les 
quatre mêmes courbes. 

11 résulte de ce théorème que la série des centres har-
moniques des groupes de n points en involution que dé-
termine un faisceau F„ sur une droite quelconque est 
homographique (ou projective) à la série des centres 
harmoniques de l'involution d'une autre droite quel-
conque, ou, en d'autres termes, que les involutions qu'un 
faisceau détermine sur deux droites sont toujours projec-
tives. (VoirCTemoiidi^ Introduzione, etc., jft 18.) 

Deux faisceaux homographiques (ou projectifs) déter-
minent sur deux droites des involutions projectives. 
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BlBllOGRAPHiE. 

THÀITÉ DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 5 par M. Jules de la 

Gournerie, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, 
professeur de géométrie descriptive à l'École Polytech-
nique et au Conservatoire des Arts et Métiers, i*"® par-
tie ; in-4 avec atlas de 52 planches5 1860. 2® partie : 
in-4 avec atlas de 52 planches 5 1 8 6 2 . Paris, Mallet-
Bachelier. — Prix des deux premières parties : 
20 francs. 

L'ouvrage complet doit se composer de trois parties ^ 
les deux premières seulement sont publiées. 

La première partie renferme quatre livres. 
Dans le premier livre l'auteur expose les solutions des 

principaux problèmes sur la ligne droite et le plan. 

Le second livre, qui traite des cylindres, des cônes 

et des surfaces de révolution, commence par un chapitre 
extrêmement intéressant sur les courbes planes et l'emploi 
des courbes d'erreur. 

Puis viennent les problèmes sur les plans tangents el 
les sections planes. Le dernier chapitre, consacré aux in-
tersections des surfaces courbes, est de beaucoup le plus 
important de cette première partie, tant par la nature 
des questions que par le choix des exemples : en particu-
lier le problème de l'intersection de deux surfaces de ré-
volution dont les axes sont dans le même plan, est dis-
cuté aussi complètement que possible. Enfin, l'auteur 
indique les cas les plus fréquents où l'intersection de 
deux surfaces du second degré se décompose en deux 
courbes planes. 

Le troisième livre, consacré à la méthode des projec-
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lions cotées, renferme en quelques pages tout ce quii y a 
de véritablement utile dans cette méthode, et quelques 
exemples bien choisis en font saisir l'utilité et l'impor-
tance. 

Dans le quatrième livre, qui traite de la perspective 
axonométrîque et de la perspective cavalière, l'auteur est 
peut-être un peu trop concis, et quelques développements 
de plus sur la perspective axonométrique seraient fort 
utiles. Cependant les exemples variés que donne Fauteur 
suflSsent, à la rigueur, pour faire comprendre l'emploi de 
ce mode de représentation des corps. 

La seconde partie est divisée en trois livres. 
Le premier livre, consacré aux ombres linéaires^ ren-

ferme un très-grand nombre d'exemples tous heureuse-
ment choisis-, les plus intéressants sont ceux relatifs aux 
ombres d'une niche sphérique représentée soit par une 
perspective axonométrique, soit par une perspective ca-
valière. 

Le chapitre le plus important de ce livre est celui qui 
traite des figures homologiques. Cette belle théorie, (iréée 
par M. Poncelet, devait naturellement faire partie d'un 
cours de géométrie descriptive, puisque la projection 
d'une figure plane est homologique de cette figure. M. de 
la Gournerie est le premier qui ait introduit la notion des 
figures homologiques dans l'enseignement de la géométrie 
descriptive. 

Dans le second livre, consacré aux surfaces âéi^elop-

pablesy ces surfaces sont d'abord considérées comme 
l'ensemble des développantes d'une même courbe, ou, ce 

qui revient au même, comme Tenseriible des tangentes 
à une même courbe. Cette manière de considérer les 
surfaces développables a l'avantage de montrer immé-
diatement l'existence de l'arête de rebroussement. 

Puis, revenant à la définition ordinaire des surfaces 
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développables, on voit que ces surfaces peuvent être con-
sidérées comme enveloppes d'un plan mobile. 

Le mouvement de ce plan peut être dirigé de trois ma-
nières principales : i® le plan peut être assujetti à rester 
tangent k deux surfaces données ; ce pian peut rouler 
sur deux courbes données 5 ce plan peut rouler sur 
une courbe fixe en restant parallèle aux plans tangents 
d'un cône donné. 

Comime exemples de surfaces développables, M. de la 
Gournerie a choisi la surface circonscrite à deux coni-
ques, et la surface d'égale pente. En prenant une conique 
pour directrice d'une surface d'égale pente, on obtient la 
surface développable circonscrite à deux coniques. M. de 
la Gournerie donne les principales propriétés de cetlp 
surface. 

Soient S, et Ss deux surfaces du second degré 5 elles se 
caupent suivant une courbe M par cette courbe on peut 
faire passer une infinité d'autres surfaces du second de-
gré Ss, S4, . . . , S„. . -. Parmi toutes ces surfaces se trou-
vent quatre cônes c, c', ĉ ', c/'̂  5 désignons les sommets de 
ces cônes par o, o', o"'. 

Si nous considérons deux quelconques de nos surfaces, 
S^et Sn, par exemple, huit génératrices de seront tan-
gentes à S„, et de même huit génératrices de S„ seront tan-
gentes à S«»; ce qui revient à dire que la courbe M touche 
huit génératrices de chacune des surfaces Si, S^ , . . . , S„, 
qui passent par cette courbe. En effet, soit c l'un des 
cônes passant par la courbe M, o le sommet de ce cône 
et Cl le cône circonscrit à la surface S;„ et ayant son som-
met en o, les deux cônes c et c^ ont quatre plans tan-
gents communs. Ces quatre plans coupent la surface 
suivant huit génératrices, qui sont évidemment tangentes 
à la courbe M. 

Si maintenant nous prenons les polaires réciproques 
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de toutes ces surfaces par rapport à une surface auxi-
liaire, aux surfaces du second degré Si, Sj, S3, S« 
correspondent de nouvelles surfaces du second degré, 
Si, Sa, Ss, 2 * , . . . , ; à la courbe M correspond une 
surface développable fx; aux cônes c, c\ c"' corres-
pondent des coniques A , A', A'', A'". La surface ¡1 est 
circonscrite aux surfaces 2i , Sg,.., et passe par les co-
niques A, A', A'', A''', qui seront évidemment des lignes 
doubles de cette surface 5 les plans de ces coniques sont 
les plans polaires des points o, o', o'', o"'. 

Si nous considérons les huit tangentes de la courbe M 
qui sont situées sur la surface S,„> à ces droites corres-
pondent huit génératrices de la surface ¡x situées sur la 
surface Les huit premières droites étant deux à 
deux dans des plans tangents aux cônes c, les 
huit autres se coupent deux à deux sur les courbes 
A , A', 

Si Ton se donne directement les coniques A et A', 
elles déterminent la surface [JL et par suite les deux 
autres lignes doubles A^', C'est en partant directe-
ment des courbes A et A' que M. de la Gournerie étudie 
la surface /x; il considère d'abord le cas où les plans de 
ces deux courbes sont parallèles, et établit ainsi les princi-
pales propriétés de cette surface 5 puis, en s'appuyant sur 
le principe des transformations homographiques, il en 
conclut que les propriétés trouvées, dans le cas particu-
lier considéré, sont tout à fait générales. 

Le troisième livre est consacré à la théorie des surfaces 
gauches. 

Le premier chapitre renferme les principaux modes de 
génération du paraboloïde hyperbolique, la nature de 
ses sections planes et de ses courbes d'ombre. 

Le second chapitre contient la théorie générale des sur-
faces gauches. 
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Le plan tangent d'une surface gauche n'étant pas !e 

même tout le long de la génératrice, on est obligé, pour le 
construire, de recourir aux paraboloides de raccordement. 

Si l'on considère un plan P quelconque passant par 
une génératrice G d'une surface gauche, ce plan touche 
toujours la surface en un point M de cette génératrice. 

Si le plan P tourne autour de la droite G, le point M 
se déplace sur cette droite^ il existe une relation très-
simple entre l'angle décrit par le plan P et la longueur 
parcourue par le point M. 

Soient deux droites quelconques A et B, a et ô les 
points où ces deux droites sont rencontrées parleur plus 
courte distance. Un plan quelconque passant par la droite 
A coupe B en un point m, et l'on voit facilement que la 
tangente de l'angle que fait ce plan avec le plan passant par 
A et par ab est proportionnelle à bm. Quand le point m 

est en cet angle est nul -, quand le point m est à Tin-
fini, cet angle est droit. 

Supposons maintenant que nos deux droites A et B 
soient deux génératrices infiniment voisines d'une sur-
face gauche. Le point a est ce qu'on appelle le point cen-
tral de la génératrice A. Le plan qui contient A et ab se 

nomme le plan central 5 enfin on appelle obliquité d'un 
plan passant par la génératrice A l'angle de ce plan avec 
le plan central. Alors, comme le point m devient le 
point de tangence M, on peut dire que la tangente de 
l'obliquité d'un plan tangent est proportionnelle à la 
distance du point de contact au point central. Le rapport 
de ces deux grandeurs est égal à l'angle des deux géné-
ratrices, divisé par leur plus courte distance-, ( * ) on lui 
donne le nom de paramètre de distribution. 

Les points centraux des diverses génératrices forment 

(* ) Ces théorèmes sont dus à M. Chasles. P. ^ 



( 23 ) 
une courbe à laquelle on adonné le nom de Ugne de 

sinction. 

On appelle sommets d'une surface gauche les points 
singuliers où deux génératrices consécutives se rencon-
trent. Si le sommet s'éloigne à l'infini, la génératrice 
sur laquelle il se trouve prend le nom à^arête. 

Toute ligne d'ombre d'une surface gauche passe par 

chaque sommet, et y est tangente à la génératrice; doit 

il suit que les arêtes dune surface gauche sont asjm^ 

ptotes de toutes les courbes d ombre. 

Ces théorèmes sont dus à M. de la Gournerie. 
Les derniers chapitres renferment l'étude des princi-

paux conoïdes, de l'hyperboloïde à une nappe, et du biais 
passé. Enfin l'ouvrage se termine par quelques notions sur 
la déformation des surfaces gauches. 

« L'étude des différentes formes que peut prendre une 
» surface donnée, lorsqu'on la suppose flexible etinexten-
)) sible, est en général un problème difficile; mais il se 
» simplifie beaucoup pour les surfaces gauches lorsqu'on 
)) exige que les génératrices restent droites. D'après cette 
>) condition, la déformation ne peut résulter que de plis 
» faits le long des génératrices. Une génératrice G' tourne 
» autour de la génératrice voisine G en décrivant une 
» aire qui appartient à un hyperboloïde de révolution. 

La position relative des deux génératrices n'est pas 
)) modifiée, et par conséquent la valeur du paramètre de 
» distribution de G n'éprouve pas d'altération, et le point 
» central reste le même. » 

On conclut de là ces deux théorèmes dus à M. Bour: 
llest toujours possible de déformerune surface gauche 

de manière à rendre ses génératnces parallèles à celles 

d'un cône donné ou à un plan. 

Quand on déforme une surface gauche^ Vangle de 

contingence de toutes les sections perpendiculaires à 
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une même génératrice vaiie précisément de la quan-

tité dont on augmente ou dont on diminue Vangle de 

contingence correspondant du cône directeur. 

En résumé, tous ceux qui veulent étudier sérieuse-
ment la géométrie descriptive doivent consulter le nou-
veau traité, où se trouvent réunis méthodiquement les 
principes de la géométrie générale, jusqu'alors demeu-
rés épars dans divers ouvrages et dans de nombreux 
recueils. 

Mais ce que nous avons surtout admiré dans ces leçons 
de géométrie descriptive, c'est la méthode d'enseigne-
ment suivie par M. de la Gournerie, méthode qui con-
siste à raisonner toujours d'une manière générale sans fa-
tiguer l'attention par des détails inutiles. Celte façon 
large d'exposer les choses dans toute leur simplicité fait 
immédiatement comprendre le véritable esprit des mé-
thodes, et développe l'intelligence des élèves en leur lais-
sant voir à côté de chaque question étudiée toutes celles 
qui s'y rattachent. G R O S . 

D I E E L E M E N T E DER M A T H E M A T I K . . . . E L É M E N T S DE M A -

THÉMAT IQUES- , par M . Richard Raltzer, professeur au 
Gymnase de Dresde, a® partie : Planimétrie, Stéréo-
métrie, Trigonométrie. Leipzig, 1862. i vol. in-8 de 
382 pages. 

L'auteur de la Théorie des Déterminants^ dont il a été 
rendu compte dans le dernier volume des Nouvelles An-

nales, M. Baltzer, vient de faire paraître la seconde par-
tie de son savant ouvrage sur les mathématiques élémen-
taires. Nous y trouvons, condensé dans un mince volume, 
un cours complet et détaillé de géométrie élémentaire et 
de trigonométrie, rédigé d'après un nouveau plan, et où 
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l'auleiir s'est placé au point de vue élevé de la Géométrie 
moderne. 

Commençons par donner un aperçu du contenu de co 
traité, qui se divise en trois livres ayant pour objets res-
pectifs la Planimétrie (Géométrie dans le plan), la Sté--

réométrie (Géométrie dans l'espace) et la Trigonométrie, 

I. 

Géométrie dans le plan (iSa pages). 

§ 1. Notions fondamentales, — Les premières no-
tions de la Géométrie se rapportant à des objets indéfinis-
sables qu'il s'agit plutôt de montrer que de déterminer 
par des énoncés rigoureux, nous ne trouvons aucun in-
convénient sérieux à parler, dès le début, du nombre des 
dimensions des diverses espèces de figures. Nous eussions 
préféré cependant que l'auteur n'eût prononcé que plus 
tard les mots de longueur d'une ligne courbe ou S aire 

d'une surface courbe, ces notions reposant sur des théo-
rèmes à démontrer, sans lesquels elles ne peuvent être 
bien comprises. 

Les définitions de la ligne droite et du plan sont dis-
cutées avec un soin que l'on n'est pas habitué à rencon-
trer dans nos traités de Géométrie, et qui montre à quel 
degré M. Baltzer s'est pénétré de l'esprit de rigueur des 
Anciens. 

Il est un seul point sur lequel nous regrettons d'être en 
complet désaccord avec l'auteur : c'est au sujet de sa dé-
finition de l'angle et des conséquences qu'il en tire, d'a-
près Bertrand (de Genève), pour éviter d'introduire, 
dans la théorie des parallèles, l'axiome connu impropre-
ment sous le nom de postulatum d'Euclide. Remplacer 
cet axiome, d'une évidence intuitive, par une démonstra-
tion fondée sur des définitions difficiles à saisir et sur 
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des considérations un peu vagues d'infinis de diflfiérents 
ordres, n'est-ce pas faire naître dans l'esprit du lecteur 
plus de doutes qu'on ne lui en ôte? Telle a toujours été 
l'opinion soutenue dans les Nouvelles Annales par le 
savant rédacteur qu'elles viennent de perdre*, telle est 
encore l'opinion des géomètres qui font le plus autorité 
en ces matières ( * ) . Nous faisons des vœux pour que 
M. Baltzer, dans la prochaine édition de son livre, mette 
sa théorie à l'abri des objections auxquelles elle reste 
toujours sujette, malgré tout le talent qu'il a mis à la 
perfectionner. 

M. Baltzer établit, dans la notation des segments de 
lignes et des aires de triangles, la convention des signes 
dont la première idée est due à son illustre maître, 
M. Mœbius. D'après cette convention, on a, pour toute 
position du point A sur la droite BC ou dans le plan BCD, 
les relations 

BC = BA -h AC, 

BGD = BCA 4- CDA DBA . 

On sait combien cette règle des signes est utile dans les 
démonstrations de la Géométrie supérieure. Elle sert aussi 
à formuler plus simplement un grand nombre de propo-
sitions de la Géométrie élémentaire. 

§ 2. Des angles des figures rectilignes, — Théorie 
des parallèles, somme des angles d'un polygone, etc. 

§ 3. Des cotés des triangles. — Relations entre les 
côtés et les angles opposés. Positions relatives de deux 
cercles. Tangentes. 

§ 4. Des figures inscrites ou circonscrites au cercle, 

— Ce chapitre contient un grand nombre de propositions 
intéressantes et très-simplement démontrées. 

(* ) Köre« Duhamel, Traité de Calcul înfinUêsimaU 1.1«^ p. 19-
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§ 3. Égalité des triangles.— M, Baltzer, à re3ieHi|)le 
d'Euclide, appelle égales et semblables les figures 51//^-
posables ou jouissant de Y égalité proprement dite, et 
égales celles que nous appelons ordinairement éqmva^ 

lentes. Nous conserverons, dans ce qui va suivre, les dé-
nominations di!égalité et à'équivalence, avec le sens 
qu'on leur attache dans les traités français modernes. 

§ 6. Des diverses espèces de quadrilatères. 

§ 7. Égalités des figures, — L'auteur, par analogie 
avec ce qu'il fera plus tard en traitant de la similitude» 
introduit la considération du point que l'on ppurrait 
appeler centre d'égalité, lequel est un point commun 
à deux figures égales. Il distingue l'égalité ¿/e même sens 

de l'égalité de sens contraire (symétrie), qui, dans le cas 
des figures planes, se ramène à la première par le retour-
nement du plan. Propriétés des polygones réguliers. 

§ 8. Angle coupé par un système de parallèles. — 

Théorie des lignes proportionnelles. Division harmoni-
que, etc. 

§ 9. Équivalence des parailélogrammes et des trian-

gles, — Carré de l'hypoténuse. Théorèmes de Pappus, 
de Varignon, etc. Aire d'un polygone. 

§ 10. Mesure des aires. — Quadrature des aires 
planes en général. 

§ 11. Similitude des triangles. 

§ 12. Similitude des figures. — Deux figures sont 
semblables lorsque tous leurs points sont déterminés, 
par rapport à deux bases données, par deux systèmes de 
triangles semblables chacun à chacun. Eléments homo-
logues à eux-mêmes (centres de similitude). Similitude 
de deux cercles. 

§ 13. Cyclométrie. — Détermination approchée du 
rapport de la circonférence au diamètre. Notions sur la 
courbure. 
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§ 14. Produits et carrés de lignes droites. — Puissance 

d'un point par rapport à un cercle. Lignes d'égale puis-
sance (axes radicaux). Pôles et polaires. Faisceaux de 
cercles. Théorème de Ptolémée, etc. 

§ 15. Périmètres et aires des figures.— Maximum de 
Taire des figures isopérimètres. 

I L 

Géométrie dans l * espace (i 29 pages ). 

§ 1 . Intersection des plans et des droites, —Droites et 
plans parallèles. Surfaces réglées, etc. 

§ 2. jingles et distance des plans et des droites, — 

Projections, etc. 
§ 3. Cône, cylindre et sphère, — Leurs sections cir-

culaires, etc. 
§ 4. Géométrie de la sphère, — L'auteur fait ressor-

tir avec soin, dans ce chapitre, le principe de dualité 
(triangles polaires, etc.) et les analogies et les différences 
entre les propriétés des figures sphériques et celles des 
figures planes. 

§ 5. Angles solides, prismes, figures perspectives. 

— Collinéation (homographie). Projection stéréogra-
phique, etc. 

§ 6. Tétraèdre et parallélépipède (*), — Egalité et 
similitude des figures dans l'espace. 

§ 7. Des polyèdres, — Théorème d'Euler (ou plu-
tôt de Descartes) sur le nombre des sommets, des faces 
et des arêtes d'un polyèdre. Polyèdres réguliers, semi-
réguliers, étoilés, etc. 

§ 8. Cuhature des prismes et des pyramides. — Théo-
rèmes de Monge, de Mœbius, de Steiner. 

(*) Et non paraUcIipipède, 
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§ 9. Cubature de la sphère et d'autres solides, — 

Théorème : Si une sùrface r^lée quelconque èst coupée 
par deux plans parallèles suivant deux courbes fermées, 
le volume du segment compris entre ces plans est égal à 
la moyenne arithmétique entre les cylindres de même 
hauteur qui ont pour bases les sections parallèles, di-
minuée de la moitié du cène dont les génératrices sont 
parallèles à celles de la surface réglée, et qui a son som-
met sur l'un des plans, sa base sur l'autre. On en déduit 
simplement le volume du tronc de pyramide, etc. 

§ 10. Aires du cylindre, du cône et de la sphère, 

§ 11. Centres de gravité des figures, — Cette théo-
rie, dont l'auteur fait connaître dé nombreuses applica-
tions à la géométrie, est établie d'une manière purement 
géométrique, sans rien emprunter aux principes de la 
statique. 

III. 

Trigonométrie ( i i 4 pages). 

Cette partie de l'ouvrage forme un traité très-développé, 
où l'auteur s'est toujours préoccupé de donner à ses ré-
sultats la plus grande généralité possible. Les nombreux 
exemples numériques qu'on y rencontre sont calculés à 
l'aide de tables logarithmiques à quatre décimales. 

^ i. Du sinus. —Applications aux triangles, etc. 
§ 2. Du cosinus. — Applications aux triangles, etc. 
§ 3. De la tangente et de la cotangente, — For-

mules pour la résolution des triangles. Problème de 
Pothenot, etc. 

§ 4. Goniométne. — Ce chapitre contient les pro-
priétés des fonctions circulaires démontrées par les pro-
cédés généraux de la nouvelle Géométrie, ainsi que les 
formules les plus importantes relatives aux triangles, aux 
quadrilatères, etc. 

Ann, de Uaihémat y a® série, t. II. (Mars i863. ) 9 
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§ 5. Trigonométiie sphérique, — Les formules de la 

trigODométric sphérique sont étendues, d'après M. Mœ-
bius, au cas des iriangles dont les côtés surpassent un 
demi-cerclé.— Théorèmes de Lexell, de Legendre, etc. 

§ 6. Polygonométrie et Polyédrométfie, ^ Ce cha-
pitre renferme le développement d'importantes proposi-
tions, dont la plupart ont été indiquées dans les dernières 
sections de la Théorie des Déterminants, — Au moyen 
d'un principe fondamental, déjà établi au n^ 3 du § i8 de 
ce dernier ouvrage, on déduit, de chaque relation poly-
gonométrique, un relation polyédrométrique correspon-
dante. 

§ 7. Des Propriétés projectiles, — O n trouve dans ce 
chapitre une excellente introduction à l'étude des travaux 
des inventeurs de la Géométrie nouvelle, de MM. Pon-
celet, Mœbius, Chasles, Steiner, etc. 

D'après cette analyse, bien incomplète, on voit quelle 
richesse de matériaux renferme ce remarquable traité. 

Un des plus éminents services que M. Baltzer ait 
rendus par celte publication, c'est d'avoir cité, pour 
chaque proposition, les noms des auteurs auxquels elle 
esl due. Ces indications historiques sont faites avec la 
consciencieuse érudition qui rend si précieuses les notes 
placées au bas des pages de la Théorie des Déterminants. 

Dans sa préface, M. Baltzer va au-devant d'une objec-
tion que l'on avait déjà faite à la première partie de son 
cours, lorsqu'elle a paru il y deux ans. Un livre où 
les matières sont aussi serrées et traitées de si haut ne 
«erait guère accessible à un commençant, livré à lui-
même et doué seulement d'une intelligence ordinaire. 
Mais rintenlion de l'auteur n'a pas été de composer 
un traité pour les lecteurs privés du secours d'un mai-
tre, ou, comme on dit en Allemagne, für den Selbstun" 
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tenicht. Il a a pas voulu ]ioii> plus rédiger utie sait« de 
leçons que le maître n'aurait plus qu'à développer daus 
Tordre où elles se succèdent. Son but, en composant un 
traité où tout le monde trouvera à s'instruire, a été de 
classer méthodiquement les matières qui pourront faire 
le sujet de Tcnseignement, et que le professeur devra 
présenter dans Tordre qui lui semblera le plus convenable 
et le mieux approprié aux besoins de ses élèves; et à 
ceux-ci il offre en même temps un résumé substantiel et 
précis des leçons qu'ils auront suivies. 

Nous pensons que l'auteur a complètement réussi dans 
cette utile entreprise, et nous ne doutons pas que son 
livre ne soit accueilli avec empressement par tous les lec-
teurs familiers avec la langue allemande. Il serait bien à 
désirer que la publication d'une édition française aidât 
bientôt cet ouvrage à se répandre dan« notre pays, où 
Ton trouve si peu de traités élémentaires qui soient en 
rapport avec les pragrès de la Géométrie, progrès aux-
quels les savants français ont unt contribué ! 

Nous pourrions citer encore un grand nombre d'excel-
lents ouvrages, publiés récemment à l'étranger, et qui , 
faute d'une traduction, resteront inconnus en France. 
Jadis les savants de l'Europe entière se servaient tous de 
la même langue, et les productions scientifiques circu-
laient dans tous les pays où chacun comprenait et écrivait 
le latin. Aujourd'hui chacun écrit dans sa langue mater-
nelle, et nous sommes loin de considérer comme un pro-
grès cette tendance ultra-natioBale, dont les effets sont si 
peu en harmonie avec l'élan général qui porte les peuples 
modernes à lier entre eux un commerce plus intime. Pour 
se tenir au courant des travaux qui se font hors de son 
payS| l'homme de science doit consacrer beaucoup de 
temps à s'initier aux langues des nations savantes, et, à 
imsw^e que le mouvement scientifique pénètre chez un 

9-
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nouveau peuple, c'est un nouvel idiome à étudier. Au-
trement, on est" obligé, pour imprimer des traductions 
d'un livre dans les.diverses langues, de faire trois ou 
quatre fois les mêmes frais qu'a coûté la publication pri-
mitive. De là résulte que peu d'ouvrages sont traduits, 
et parmi ceux qui ne le sont pas, très-peu sont connus à 
l'étranger. Si Leibniz et les Bernoulli avaient écrit en 
allemand, qui sait combien de temps l'invention du cal-
cul infinitésimal eût mis à parvenir en France! 

Nous ne demanderions pas, toutefois, que tous les 
livres de science, sans distinction, fussent rédigés en 
latin. Mais si, d'un côté, il nous semble avantageux que 
les traités élémentaires, destinés à populariser les décou-
vertes, soient écrits en langue vulgaire, afin de ne pas 
ajouter la difficulté de la traduction à celle du sujet^ 
d'autre part, il serait bien à souhaiter que les savants, 
dont les publications doivent recruter leurs lecteurs dans 
tous les pays, se décidassent à revenir à la langue de 
Newton, d'Euler et de Gauss, dont l'emploi a si puissam-
ment contribué à répandre le nom de ces grands hommes 
hors de leur patrie. 

H O U E L , 

Professeur à la Faculté des Sciences 
de Bordeaux. 

ANALOGIES DU T R I A N G L E ET DU T É T R A È D R E . 

CERCLE DES NEUF P O I N T S , SPHÈRE DES DOUZE P O I N T S . 

Triangle. 

1. Soient ABC un triangle, |3, y les milieux des 
côtés BC, AC, AB, O le centre du cercle circonscrit. 
Menons O « , Oj3, O7 et prolongeons ces droites jusqu'en 
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A ' , B', C de telle sorte que 

0 A ' = 2 0 A , 0 B ' = : 2 0 P , O C = 2 0 7 . 

Les deux triangles A' B' C et ABC auront leurs côtés pa-
rallèles et seront égaux, mais inversement situés. 

2. Si Ion fait sur le triangle A 'B ' C la même opéra-
tion que sur le triangle ABC, on retrouvera ce dernier 
triangle. Il y a donc entre ces deux triangles une sorte de 
réciprocité : nous dirons qu'ils sont conjugués. 

3. Les mêmes lettres désignant les points homologues 
des deux triangles conjugués, O est le point de concours 
des hauteurs de A ' B ' C et O' le point de concours des 
hauteurs de ABC. 

4. Les triangles ABC, A ' B ' C , ajSy sont semblables 
deux à deux et ont respectivement pour centres de simi-
litude : 

ABC, A' B' C , le milieu M de 00'-, 
ABC, «Py, le centre de gravité G de ABC ; 
A ' B ' C , le point O centre du cercle circonscrit 

à ABC. 
D'après un théorème connu, les points O, G, M sont 

en ligne droite; mais O, M, O' sont aussi en ligne droite; 
donc O, G, O' sont en ligne droite. Par conséquent : 

Le centre du cercle circonscrit à un triangle, le centre 

de gravité et le point de concours des hauteurs sont trois 

points en ligne droite. 

5. Le point O', considéré comme appartenant au trian-
gle ABC, a pour homologue le point O dans le triangle 
ajSy, car O' et O sont les points de concours des hauteurs 
dans ces deux triangles. Donc, puisque G est le centre 
de similitude et que le rapport de similitude est 2, on 
aura 

0 ' G = 2 0 G . 
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í). Le point M, milieu de OO', est le centre dtí cercle 

circonscrit au triangle a^y. En effet, de 

on conclût 

d'où 

2 5 

OG = I OM = I ( O G -t- Giyi), 

OGr = 2GM. 

Donc le point M est, dans Îe triangle l'homologue 
du point O dans le triangle ABC. Mais O est le centre du 
cercle circonscrit au triangle ABC. Donc^ etc. 

7s Le point M est aussi le centre du cercle circonscrit 
au triangle égal au triangle a(3y. Il en résulte que 
les six points a, jS, y, a', / sont sur un même cercle. 

8. Les points at et a^ étant Komologues dans les deux 
triangles ABC et A ' B 'C ' j la droite aa' passe par le point 
M qui est son milieu. Mais si Ap est la perpendiculaire 
abaissée de A sur le còte BC, le triangle â pcK étant rec-
tangle en py on aura 

M/? = M a = : M a ' , 

et le point p sera encore siŷ  la circonférence du nùmero 
précédent. De là résulte que : 

I® Les milieux OL^ jS^ y des côtés d^un triangle^ a® les 

milieux OL'^ |3', y' des portions des hauteurs comprises 

entre les sommets et le point de concours des hauteurs; 

3® les pieds p, q^ r des hauteurs, sont neuf points situés 

sur une même circonférence. 

Le centre de cette circonférence est au milieu de la 

droite qui joint le centre du cercle circonscrit au point 

de concours des hauteurs. 
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Z e n^'Qn de celte circonférence est la nwitié du rayon 

du cercle circonscrit au triangle proposé. 

Cette dernière partie résulte de ce que le rapport de 
similitude des triangles ABC et «/3y est 2. 

Tétraèdre dont les hauteurs se rencontrent. 

I {*). Soient ABCD un tétraèdre, a,(3, y, 5 les centres de 
gravité de ses faces. Si les quatre hauteurs se rencontrent 
en un même point, on peut démontrer que les perpendi-
culaires élevées aux faces par les points a, p, 7, $ se ren-
contrent en un certain point. Soit O ce point. 

Cela posé, menons Oa et prenons sur la même direc-
tion OA ' = 30a , et opérons de la même manière relati-
vement aux autres faces : nous obtiendrons les sommets 
d un tétraèdre A ' B' C D' égal au proposé, mais inver-
sement situé. Les faces homologues ABC, A ' B ' C , etc. 
sont parallèles. 

I I Si l'on fait sur le tétraèdre A' B' C D' la même 
opération que sur ABCD, on retrouvera ce dernier té-
traèdre. Il y a donc entre ces deux tétraèdres une certaine 
réciprocité qui nous engage à leur donner le nom de té-
traèdres conjugués, 

in. Les mêmes lettres désignant les points homolo-
gues, le point O, point de concours des normales me-
nées aux faces de ABC par les centres de gravité de ces 
faces, est le point de concours des hauteurs du tétraèdre 
A' B ' C D', et réciproquement le point 0 ^ où se rencon-
trent les normales élevées en a', |3', y', i ' aux faces dii 
dernier tétraèdre, est le point de concours des hauteurs 
du premier. 

( * ) A démontrer. 
i*^) A démontrer. 
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IV. Les tétraèdres ABCD, A 'B 'C 'D ' , a^yd sont sem-
blables et leurs centres de similitude sont respective-
ment : 

Pour ABCD et A ' B' C D', le milieu M de 0 0 ' ; 
Pour ABCD et apyi, le centre de gravité G de ABCD ; 
Pour A ' B ' C ' D ' et a^yJ, le point O. 
D'après un théorème connu, les points M, G et O sont 

en ligne droite*, mais O, M et O ' sont aussi en ligne 
droite; donc il en sera de même pour les points O, G et 
O'. Ainsi : 

Dans un tétraèdre dont les hauteurs se rencontrentj 

le point de concours des normales menées aux faces par 

leurs centres de gra,vité^ le centre de gravité du tétraèdre 

et le point de concours des hauteurs sont trois points en 

ligne droite. 

V. Le point O', considéré comme appartenant au té-
traèdre ABCD, a pour homologue le point O dans le té-
traèdre «Pyi , car O et O ' sont, dans ces deux tétraèdres, 
les points de concours des hauteurs. Donc, puisque G est 
le centre de similitude des tétraèdres ABCD et dont 
le rapport de similitude est 3, on aura 

0 ' G = : 3 0 G . 

IV bis (autre analogue du n® 4). Soient p, r, s les 
projections des sommets du tétraèdre ABCD sur les faces 
opposées, points qui sont aussi les projections du point 
O' sur ces faces. Nommons K le centre de la sphère cir-
conscrite et « la projection de K sur la face BCD ou le 
centre de la circonférence circonscrite à BCD. On sait 
que dans le tétraèdre dont les hauteurs se rencontrent, la 
projection d'un sommet sur la face opposée est le point de 
concours des hauteurs de cette face. Donc les points p, a 
€t 0) sont en ligne droite (n® 4). Par conséquent les point» 
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O', G, K ont leurs projections en ligne droite sur une 
face quelconque du tétraèdre. Donc ces trois points sont 
en ligne droite. Ainsi : 

Dans un tétraèdre dont les hauteurs se rencontrent, 

le point de concours des hauteurs (O' ) , le centre de gra-

vité du tétraèdre (G) et le centre de la sphère inscrite 

4K), sont trois points en ligne droite. 

VI. Le point M, milieu de 0 0 V est le centre de la 

sphère circonscrite au tétraèdre apyî. En effet, puisque 

on aura 

^ (N® 4),. 
2 

OO' KO == = OM, 
2 

et puisque G est le milieu de OM, on aura 

KG = 3GM. 

Donc le point M est dans le tétraèdre a(3y5 l'homologue 
du point K dans le tétraèdre proposé, et par suite M est 
le centre de la sphère circonscrite à ct^yd. 

VII . Le point M est aussi le centre de la sphère circon-
scrite au tétraèdre a ' ^ ' y ' i ' qui est égal au tétraèdre 
a^y^. Il en résulte que les huit points a, P, y, i , a!, jS', 
y', sont sur une même sphère. 

VIIL Les points a et a' étant homologues dans le» 
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deux tétraèdres conjugués ABCD, A'B'C'D', la droite aa! 
passe par le point M, et comme le triangle a! pet est 
rectangle en p, on aura 

M/7 = M a = M « ' . 

Donc le point p est sur ia sphère du numéro précédent* 
On a donc ce théorème : ^ 

Dans un tétraèdre ABCD dont les hauteurs se ren-
contrent : 

1° Les centres de gravité a, p, y, à des faces; les 

points a', |3', 7', placés aux deux tiers des droites qui 

vont de chaque sommet au point de concours des hau-

teurs; 3® les pieds p, r, s des quatre hauteurs, sont 

douze points situés sur la même sphère» 

Le centre de cette sphère est au milieu de la droite qui 

joint le point de concours des hauteurs au point de con-

cours des normales menées à chaque face par son centre 

de gravité. 

Enfin le rayon de cette sphère est le tiers du rayon 

de la sphère circonscrite au tétraèdre proposé, P. 

SUR UNE QUEST ION R E L A T I V E A U GÉOMÉTRIE 

DE L ' E S P A C E ; 

PAR M . ABEL T R A N S O N . 

L'article de M. Baehr, ci-dessus, p. 35, m'engage à 
revenir sur la question proposée au concours d'agréga-
tion de Tannée 1849. 

11 s'agissait de trouver la condition pour que des droi-
tes, issues des différents points d'une surface donnée S, 
avec des cosinus de direclion exprimés par les fonctions 
X^ Y , Z, soient normales à une même surface« 
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La condilimi indiquée par M. Dieu ( rapçidée ci-diB§-
sus, p. 47) me paraît manquer de^néralilé. En effèl, d ie 
exige que la fonction différentiellè Xrfx-4- Y i i y H- Zrf^ 
satisfasse à la condition comiue d'intégrabilité. Or, en 
étudiant les propriétés d'un ensemble de droites menées 
de tous les points de Vespace suis^nt une loi eontàme^ 
j'ai montré ailleurs ( * ) qu'il existe VLue infinité de sur-
faces satisfaisant à la condition du concours de 1849, 
c'est-à-dire au moyen desquelles les droites en question 
se groupent en systèmes normaux à des surfaces déter-
minées; et cela sans que les fonctions X , Y , Z soient 
assujetties à aucune condition, notamment sans que la 
condition d'intégrabilité doive être satisfaite. 

D'ailleurs je m'empresse d'ajouter que M. Dieu lui-
même a donné dans son travail [Nouvelles Annales y 

t. X I , p. 66-70) la vraie condition des surfaces S sous la 
forme ( i ) 

qui, développée, devient l'équation linéaire aux différen-
tielles partielles 

(dl I/X\ dX 
\dz 

de sorte que si F == o est l'équation de l'une des surfaces 
demandées, la fonction F doit satisfaire à la condition 

' dx ) dx \dJi dz ) 

[dX dY\ dF 

Telle est l'unique condition des surfaces S dont Fexis*-

{*) Journal de l'École Volytechniq uc, XXXVIII'^ cahier« 



( i 4 o ) 
^ c e en nombre illimité se trouve ainsi démontrée. Mais 
M. Dieu ne s'arrête pas à développer la condition ( i ) ; il 
la suppose à tort relative exclusivement à quelque forme 
particulière de réquatton des surfaces S. Cependant la 
condition à laquelle il s'arrête finalement ne demeure 
vraie que sous la réserve d'être énoncée comme il suit : 

Si le trinôme ILdx -{-Y dj -^Tjdz satisfait à la con-

dition d^intégrabilitéy il faut que le facteur propre à le 

rendre intégrable soit, en vertu de Véquation de la sur^ 

face donnée, une fonction de Vintégrale. 

C'est alors un théorème dont la démonstration repose 
sur une propriété remarquable du facteur d'intégrabilité 
de la fonction différentielle ^ d x -H Yrf^ -h Z/iz, savoir 
que ft étant ce facteur, U étant l'intégrale et F une fonc-
tion satisfaisant à la condition ( 2 ) 

dy J dx \dx dz ) dy 

fdX dY\dF 

[À est nécessairement une fonction de U et de F . 

Imaginons en effet qu'on ait porté dans [x les valeurs 
de o: et y tirées des équations 

U=:«î> y,z), (oT, y,z), 

il est aisé de voir que [i ne contiendra plus z^ c'est-à-dire 
que sa dérivée prise par rapport à z sans faire varier U 
ni F sera nulle. 

f<rY 
\dz 

Cette dérivée ainsi définie est 

dfjL dx ù 

dx dz dy dz ' dz \dz J dx ' ' 
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dans laquelle ^ ^ seront tirées des deux équations 

dV dx ^efy 

dx dz dy dz dz ' 

dx dz dy dz dz 

Or, on pourra remplacer dans la première lés quantités 

^ quantités proportionnelles X , Y , Z, 

et alors, si l'on a égard à la Condition d'intégrabilité 

IdJi dZ\ ^ [dZ dX\ ,, [dX dY\ ^ 

aussi bien qu'à l'équation ci-dessus (2) qui assujettit F , 

on reconnaîtra aisément que les valeurs ^ ^ 

respectivement égales à 

dY dZ dZ dX 
dz di dy 
i/X dY' dX dY' 
dy dx dy d.x 

lesquelles étant reportées dans la valeur de ^ ^ ^ don-

nent un résultat qui est identiquement nul d'après les 

conditions auxquelles doit satisfaire le facteur d'intégra-

bilité. 
Revenons maintenant à la surface requise par le con-

cours de 1849. voit que si l'équation de cette sur-
face rend le facteur d'intégrabililé une fonction de l'in-
tégrale lorsque le facteur d'intégrabilité et par suite 
l'intégrale existent; c'est que dans tous les cas, c'est-à-dire 
que le facteur existe, ou non, la surface demandée est de 
celles qui satisfont à l'équation (2). 
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Théorème à démontrer. 

Lorsque plusieurs forces si mees dans un même plan 
tournent ensemble d'un même angle autour de leurs 
points d'application respectifs, on sait que la résultante 
tourne du même angle autour d'un point fixe qu'on ap-
pelle centre des forces. C'est une généralisation de la 
propriété du centre des forces parallèles. 

Supposons maintenant qu'une première force P tourne 
dans le plan commun en demeurant tangente à un cercle 
fixe de rayon r ; qu'une seconde force P ' tourne du même 
angle en demeurant tangente à un autre cercle r\ et 
ainsi des autres. La résultante de ces forces tournera 
aussi d'un même angle autour d'un cercle facile à déter-
miner. 

1® Le cercle directeur de la résultante aura pour 
centre le point qui serait le centre des forces P si les 
rayons de leurs cercles respectifs s'évanouissaient; 2® il 
aura le même rayon que si tous les cercles directeurs des 
forces, en conservant leurs rayons, devenaient concen-
triques. 

Ce théorème conduit à la question suivante : Soit un 
ensemble de forces situées dans un même plan et tour-
nant simultanément du même angle en demeurant tan-
gentes à des courbes directrices; leur résultante tournera 
du même angle en demeurant tangente à une certaine 
courbe qu'on appellera la directrice résultâmes Et si, 
dans une situation particulière du système, on considère 
les cercles osculateurs des directrices composantes, au-
ronl-ils avec le cercle osculateur de la directrice résul-
tante les mêmes relations, de position et de grandeur 
qu'auraient des cercles directeurs composants avec un 
cercle directeur résultant.^ 
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En cas d'affirmative, il serait intéressaDi d'illustrer le 

théorème par quelque exemple où la directrice résultante 
serait déduite des directrices composantes. 

MÉTHODE POUR TROUVER RÉOOATHHI DE L A DÉVELOPPÉE 

DE L ' E L L I P S E ; 

PAR M. L. TAILLIER, 
Professeur de MaAématîques. 

Considérons le cercle décrit sur le grand axe AO A' de 
l'ellipse, dont le centre est O. Soient M un point de ce 
cercle, N le point correspondant de l'ellipse; j ' l e s 
coordonnées de N , et cp Tangle MOA. On a 

x*z=zacos^ et 

L'équation de la normale au point ( x ^ j ' ) est 

¿,2 x 'y — û ' / x -^ c^x' f o, 

ou, en remplaçant x\ y par leurs valeurs, 

( i ) ¿/cosç — ûj: sinç-h ĉ sincp.cosep = o. 

Pour avoir le lieu des intersections successives, il faut 
éliminer cp entre l'équation ( i ) et sa dérivée. En divisant 
cette équation par cos<p, elle devient 

¿jr —«J? tâng<p -h cH\Dif=:Oy 

et sa dérivée donne 

CLT 

COS^tf ^ • 

d'où 

cos< 
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En divisant Téquation ( i ) par siny, on a 

by cot ̂  — flx -I- ĉ  cos<p = o, 

et de la dérivée on tire 

Substituant à sincf et cosç ces valeurs dans 

sin' y + cos' 9 = 1, 
il vient 

Cette méthode ne peut être employée pour Thyperbole ; 
mais pour avoir l'équation de la développée de cette 
courbe, il suffira de changer b̂  en — dans l'équa-
tion (2) ; on a ainsi 

m - m -
QUESTION. 

647. Sur toutes les tangentes à une ellipse, et à partir 
de leurs points de contact, on porte une longueur con-
stante : on demande l'équation du lieu des extrémités de 
ces droites. Examiner la forme du lieu représenté par 
cette équation, et expliquer les circonstances particu-
lières que l'on rencontre lorsque la longueur constante 
se réduit à zéro. (MOUTARO.) 
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SOLUTIONS DES QUESTIONS 6 0 8 ET 6 3 7 
( voir r série« 1.1", p. âô  et t. Il, p. î4) ; 

PAU M. mRANG^ 
Élève en mathématiques spéciales du lycée de Douai 

(classe de M. Painvin ). 

Question 608. 

Énoncé. — Posons 

( I) K = 4 [ae^^ bd^Zc') be-\-ii:d)\ 

(2) ^ — b ' ^ a c , 

(3) l = a€ 

(4) 

Alors 

( M I C H A E L R O B E R T S . ) 

Prenons la dérivée de ( i ) par rapport à f : 

i ^^^ = 2{ae — J^bd 3c') b -- (af 3be -h ^cd)ay 

ou 

^ = —a (a/—3bc2.cd), 

Élevons au carré : 

i ^ i ^ y === 4 P--4 I 2 i? )̂ 

11 faut donc démontrer que 

4ô'P — 4«^ ! (fl/— 36^4- -i-

Ann. de Mathémat., 2® série, t. II. (Avril i863. ) lO 
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En supprimant le terme commun a } { a f — 

et en remplaçant H par sa valeur ĥ  — ac, cette égalité se 
réduit à 

_ /^acV — la/i rj ^ce + 3^^)], 

ou 

Substituant à I sa valeur ae--^ ^hd-^ 3c% il vient 

h {^af^3 he^2cd) - ace-4 ¿ »cr/34- 3 J 4 - ^ c c ^ S d ' ) , 

d'où 

.1 =:zace -+-2 bcd ad^ ^ eh' — à. 

Ce qui est vrai d'après l'équation (4)-

Question 637. 

É N O N C É . — Les quatre faces d'un tétraèdre A B C D 

passent chacune par un point fixe; les trois côtés AB, 
AC, CB de Vune des quatre faces sont assujettis à rester 

chacun sur un plan fixe : trouver le lieu géométrique du 

sommet y D, du tétraèdre, opposé à cette face. 

Ce lieu est en général une surface du troisième degré., 

qui se réduit à un cône du second degré quand les 

quatre points fixes sont situés sur un même plan, 

( R . SALMON.) 

Je prendrai pour plans de coordonnées les trois plans 
fixes. Les équations des côtés AB, AC, CB. situés dans 
ces plans, sont alors, 

î z = o, 
AB ) jc Y h 

a b ! 
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ir==o » 1 

i - — I — o r 
a c ) 

i . jr = o, \ 

Soient (a, 6, y), (a,, êj, 7,), ( « „ 6î, yt), («s, S,, y, ) , 
les coordonnées des quatre points fixes. Le plan CD A 

aura pour équation 

.r z 
- H i - h X j = : 0 . 
a C 

Il doit passer par le point («1,^1,71), done 

7' r a 

d'où 
a c 

L'équation du plan CDA est donc 

( 1 ) ~ — a , 7 ) ( 6 , 2 — 7 , 7 ) + 7 — 6 » = r O . 
(l C 

De même, l'équation du plan BCD, passant par la droite 
BC et par le point (a , , ê , , y,), sera 

(2) -i (a, J — o;) -f- ^ (aj z — 72 .r) -h .r — «, == o ; 

et le plan BDA aura pour équation 

( ^ (73-̂  — -f- ̂  (73 J — 63Z) -4- 2 — 73 = o. 

!0. 
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Les quatre points A, B, C, (a, 6, y] sont dans un même 

plan, on a donc 

¿z o o 1 
o b o I 

o o c i 

OL S 7 I 

= o, 

c'est-à-dire 

( 4 ) 
a ê «y 
a b c ^ ' 

Pour avoir l'équation du lieu cherché, il suffit d'éli-

miner i entre les équations ( i ) , (2), (3), (4)', le 

lieu aura donc pour équation 

o —gjx ) —72^) [x — oL,] 

(7,x— a^z) (737—^32) o 2 — 73 
a 6 7 — I 

ce qui représente une surface du troisième degré 

(* ) L'équation (4 ) s'obtient immédiatement en observant que le plan 
ARC a pour équation 

X y z 
- 4 - 1 = 0 , 
a b c 

et que le point ( « , /3, y ) est sur ce plan. P. 

{ ** ) Il reste à prouver que le lieu se réduit à un cône du second degré 
quand les quatre points donnés sont situés dans un même plan. P. 
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SOLIÌTION DE U QUESTION 6 3 9 ; 

PAR M. LÉON LHUILLIER, 
Elève à Nancy. 

É N O N C É . — Trouver sur la surface d'un paraboloïde 

hyperbolique le lieu géométnque d'un point tel, que les 

deux génératrices rectilignes menées par ce point 

fassent un angle donné. 

Cas particulier où Vangle donné est droit. 

Soient 

sjp s/y ' s/p s/F 
et 

y , g 

^ s/? ^^ ^ ' s/F 

les équations de deux génératrices rectilignes menées par 
un point de la surface. 

Si l'on représente par y l'angle donné, et par a, 
a', les coefficients angulaires des projections de ces 
génératrices, la condition de l'énoncé se traduit par 
l'équation 

aa'-hbb'-^ i 
cos^ = . 

4- ¿,2 I ^a" H- ^ I 
Or, on a 

v/y \ p" " ~ 

la condition devient donc 

4 V ros(p = 



( ) 
ou 

Substituant dam cette équation à X et /x les valeurs 
y ^ y 2 . 
4r -f- et ^ p , il vient 
\'p \p' sIp sp' 

" - J ) ' -i- 8 (/^ + + + {p + p'Y] ^^os f̂ 

Cette dernière équation simplifiée en vertu de la relation 
yi ¿2 

— — — qui est satisfaite pour tous les points du 

lieu, devient 

(0 
C0S'<p 

Les points chercliés sont donc à Tintersection du para-
boloide et du cylindre hyperbolique représenté par 
l'équation précédente. 

Dans le cas particulier où l'angle donné <p est droit, 
l'équation ( i ) se réduit à p — p') = o *, elle repré-
sente un plan perpendiculaire à Taxe du paraboloide, et 
qui coupe, par conséquent, la surface suivant une hyper-
bole. Si = p , ce plan devient le plan langent au som-
met ; le lieu des points communs à ce plan et au parabo-
loide se forme des deux génératrices rectilignes menées 
par le sommet de la surface. 

Dans tous les cas, le plan J^x -h p — p' = o est le lieu 
géométrique des sommets des trièdres tri rectangles 
circonscrits au paraboloide. 11 suffit, pour s'en assurer, 
d'ajouter, en tenant compte des relations qui expriment 
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que trois plans sont rectangulaires, les équatious dos t i ^ 
plans tangents de la forme 

^x cos'a -f- 4 7 -h 4 2 COS7 p' cos'7 — p cos^6. 

On trouve aisément 4 = ^ — P* * 

SOLUTION DE LA QUESTION 6 4 6 ; 

PAR M . MARCELLIN N O B L O T , 
Élève du lycée de Lyon. 

ÉiuoNCé. — Par un point ((jc, ê) du plan d'une ellipse 

a^y* a'è®, on peut, en général, mener quatre 

droites qui coupent cette courbe sous un angle donné â 

dijyérent de o ; trouver Véquation du système de ces 

quatre droites. 

Soient A la tangente de Pangle i ; m le coefficient angu-
laire d'une droite menée par le point (a, 6) -, x^y les coor-
données du point où elle coupe l'ellipse sous l'angle i : on 
aura 

bKv 
m -h — 

i —m — 

a^X 
(2) 6 = //i (X-a), 

(3) A), 

(4) = 

Les équations ( i ) et (3 ) donnent 

— ma) 

— ma) 

En remplaçant x , y par ces expressions dans réqua-
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lion (4), il vient 

(€ ~ moLy — my -+- b' (w A + i)^] 

Y - e 
OU, parce que m = , 

X — a 

^ Y - e 

( 5 ) 

Y — 2 / Y 
a — 

X — «y X 
— 

- Y — <5 /Y 
• — — a' 

X — a 

,X —A 
2 

équation du quatrième degré homogène par rapport à 
Y — 6, X — a, qui représente le système de quatre 
droites, réelles ou imaginaires, menées par le point 
(a, 6), et coupant l'ellipse sous l'angle donné ê. 

Quand A = o, l'équation .(5 ) se réduit à 

( êx - clYY = « ' ( Y ~ 6)' 4- ¿»'(X -

elle représente alors le système des deux tangentes me-
nées du point (a, ê) à l'ellipse. 

Note du Rédacteur, — La même question a été ré-
solue d'une manière semblable par M. Gustave Harang, 
élève en mathématiques spéciales au lycée de Douai 
(classe de M. Painvin). 

SOLUTIONS SES QUESTIONS 6 3 8 ET 6 3 9 , 

PAR M . E . H A N S , 
Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Briot). 

Question 638. 

Soient M uu point du lieu; O le centre de rhyperbo-
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loïde, et OM = a'. Je prends pour axe des J: la dro i^ 
OM, pour axes des/ et des z les axes de Thyperbole con-
juguée; l'équation de la surface sera 

c'» • 

L'intersection de l'hyperboloïde par le plan x = a' est 

le système des deux droites j == ± : ~ ^ ; ces deux droites 

devant faire un angle constant V, on a 

ih'c' 
(0 = 

Prenons maintenant pour axes de coordonnées les trois 
axes de l'hyperboloïde, et nommons x^y^ z les coordon-
nées du point M, rapporté à ce nouveau système. En 
désignant par a^ h, c les demi-axes de l'hyperboloïde, on 
aura 

d'où 

Le parallélipipède construit sur les demi-diamètres 
conjugués a même volume que celui qui est construit 
sur les demi-axes; sa base est è 'c ' , et sa hauteur est la 
distance de l'origine au plan tangent 

— j Y zZ _ 

Cette hauteur a donc pour expression 
+ • 

V ^ + t + ÎT . 
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Donc 

b'c' 
abc == db 

V «« ^ è< ^ c< 
d'où 

(3) = 

Remplaçant, dans l'équation (i), è ' c ' et — h'̂  par 
leurs valeurs (3) et (2), il vient 

/ <.-2 

(4) tangV^: )LJL i f 

Le lieu cherché est donc déterminé par l'intersection 
de l'hyperboloïde et d'une surface du quatrième degré 
que Téquation (4) représente. 

Quand l'angle donné V est droit, l'équation (4) se ré-
duit à 

-h z^ — 4- ¿»2 __ _ Q^ 

et, dans ce cas, le lieu est déterminé par l'intersection de 
l'hyperboloïde et d'une sphère. 

On voit à priori qu'il n y aura de lieti réel qu'autant 
que l'angle donné ne surpassera pas le plus grand angle 
formé par deux des génératrices du cône asymptote. 

Question 639. 

La solution de ce problème se déduit de celle du pro-
blème précédent. En effet, on obtient l'équation 

2/? 217"" 

du paraboloide hyperbolique, en transportant l'origine 
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au sommet (.r = — a, j = o, s = o), de rhyperbcèolde 

faisant tendre a vers Tinfini, et posant 

lim — = lira—= 
a a 

Dans le cas de Phyperboloïde, le lieu appartient à 
surface 

( tangV) [x ' 4-7' -H - (a^ 4- ir̂  - c')] 

y a* b^ c* 

Transportant Torigine au sommet, cette équation de-
vient 

(tang V) [ (x — - (a' 4- - c')] 

, /ix — a)^ y ? 
y b̂  c* 

Élevant au carré et simplifiant 

b^ c^ a^ / 

Divisant les deux membres par a' , 

(tang'V)^ + 

^ « fl ^b'-" a a a ^ a a 

Pour a =z <x> y 

b' c' b' p c' rj 
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l'ëqualion se réduit à 

et elle représente un hyperboloïde. Le lieu cherché est 
donc déterminé par Tintersection de cet hyperboloïde et 
du paraboloide donné. 

Lorsque l'angle V est droit, l'équation ( i ) donne 

[-iX-^p q) = o, 

équation qui représente un plan parallèle au plan desyz . 
Dans ce cas, le lieu est une hyperbole. Si on a de plus 
p = le lieu se compose de deux droites. 

SUR L E S CONIQUES I N S C R I T E S DANS UN Q U A D R I L A T È R E ; 

PAK M. PAINVIN. 

Soient S , S', S'', trois coniques inscrites dans un 

quadrilatère; on mène une tangente quelconque à la 

conique S ; puis par les points P ' ei P ' , Q ' et Q'', oii cette 

tangente rencontre respectivement les coniques S' et 

on mène encore des tangentes à la première conique S ; 
le lieu des intersections M de ces tangentes se compose 

de deux coniques inscrites dans le même quadrilatère. 

Tel est l'énoncé du théorème que je vais démontrer, 
i . Si A , B, C représentent des fonctions linéaires ho-

mogènes des coordonnées ¿c, z d'un point, l'équation 

B' Ĉ  

A ^ 

où A et fx sont deux constantes liées par la relation 

X -f- ~ I, 



représente une conique inscrite dans liii quadrilatère 
ayant pour diagonales les droites 

A = 0 , BrrO, C= :0 , 

et pour côtés les droites 

f A 4- B-f-C = o, 
I A B — C = o, 

^̂ ^ A — B 4 - C = : o , 
A — B — C = o. 

Cherchons, en effet, Tenveloppe de la courbe; en regar-
dant ^ comme un paramètre variable, on trouve 

( Â  4- B̂  — 4 A'B' = 0 , 
ou 

(A-i-B-hC)(A-f-B —C) (A — B + C)(A — B —C) — o. 

2. Ceci posé, soient 

( S ) 

(0 { (S') 

— — A P 
_ B̂  _) , 

à Â 

B̂  
-r -h -r? ! (S'') 

les équations des trois coniques S, S', S''. 
La droite 

A . p COScp 
(2 , A _ B — -h C - — , 

S/1 s/ii 

où 9 est un paramètre arbitraire, représente une tangente 
quelconque à la conique S ; car si l'on remplace A par 
cette valeur dans la première des équations ( i ) , on trouve 
un carré parfait. 

Un point quelconque de S', et un point quelconque 



( i58 ) 
P 'Me S'' seront respectivement donnés par les équations 

i B rr . ( B — 
\ ~ = V/i Sina, k - = Sina,, 

( 3 ) l ' - r _ 
I ~ = V/X COSA, I ^ V^COSA» : 

a, a , , sont deux constantes arbitraires; les équations des 
deux coniques sont évidemment vérifiées par les coor-
données des points P ' et P '. 

Exprimons maintenant que ces deux points sont surla 
tangente ( 2) à la conique S, ce qui conduit aux conditions 

(4) I =R— SIN A SIN (Y-HCOSA COS Ç, 
s!\ ' vf^ 

v/^ . . ' v/^ (5) I =-PRSMA,SIN<PH COSA,COS(P. 

Or, les équations de deux autres tangentes quelconques À 
la conique S seront 

B C 
(6) A = - P SIN« — COS U, 

sj^ 

B C 
(7) A = —SINF/.H ^COS£/,. 

sl\ v̂ ii 

Exprimons que la première passe par le point P ' , et la 
seconde par le point P'^, nous aurons les deux nouvelles 
conditions 

sjh. . sfl 
(8) 1 == —: SM SIN A -F- - P COS U COSA , 

sjl Vf^ 

v/^ , . v ^ (9) I =-—SIN/IISINA^H—PR COSI/, COSA,. 
y/A VP 

L'équation du lieu des points d'intersection des tan-
gentes (6 ) et (7 ) s'obtiendra en éliminant les indéter-
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rainées a, « j , u, u^, et 9 entre les six^uatidns (4), (5)i 

( 6 ) , { 7 ) , ( 8 ) > ( 9 ) -
3. Pour effectuer cette éliminatioti, tirons de (4) et (8) 

les valeurs de sin a et cosa, et ajoutons la somme des 
carrés ; opérons de même sur a j , à l'aide des relations 
(5 ) et ( 9 ) ; on obtient ainsi les deux égalités suivantes 
qui ne renferment plus que ç , 1/ et «1 : 

on a supprimé les facteurs 

lés à zéro, donneraient la tangente primitive (2 ) ; les 
lieux géométriques correspondants sont évidemment les 
coniques S' et S''. 

Maintenant éliminons (p entre les équations ( l o ) et (11); 
pour cela, ayant égard aux formules 

cos' - = 
2 

, a I — cos a 
sm' - == 

2 2 

j'écrirai d'abord les relations ( 10) et (11) sous la forme 
suivante : 

I cos ( Y = 

X 
J ' 

\ 
k 

i i 

cos ( <p -

Développons les cosinus et ordonnons par rapport à sin cf 
et c o s n o u s trouvons 

( , 2 ) 
A sin ̂  sin « -h ^ coi «p cos u z=: ĉ  

a, siïi ̂ sin «, i cos cos «, = , 



apres avoir pose 

(I3) b= 

{ 160 ) 

X fi 
k •+- ï i % 

fi 

k 
X 
A, 

f* 
k — * > 

h, 

Résolvons les équations ( 12 ) par rapport à sincf et cos cf, 
puis ajoutons la somme des carrés ; on obtient la relation 
suivante entre u el u^ : 

( • 4 ) 
(flè, sin n cos w, — Oî  sin a, cos u f 

= {^icsin Ui — aCi sin uy ( ¿c, cos« — ĥ  ccosa,)^ 

Or, si Ton remarque que les produits afej, a, t ; 
aci, c , . . . , sont de la forme 

.5) 
= 4 - / ? , , cflf, =//4-/2,, = w 4-w,, 

la relation ( i 4 ) deviendra 

[/:>sin(« — tt,)-+-y7,sin (a 4- tt,)]^ 

== [«{sin«, — sin«)4-/2, (sin tt4-sin«,)p 

(cosw—cos«,) 4- (cos« -f-cos«,)]'; 

ou enfin 

(16J 

. « — «, « — «, . «-4-«, p sin cos h p̂  sin cos 

. u — «j « 4 - « i . «4- « i « — « I ,2 sin cos /îjSin cos 

. « —«t . «4 - « i « — « 4 - « ! msin sm /w, ços cos 

La question se trouve donc ramenée à l'élimination de 
u el Ui entre les équations (6 ) , (7 ) et (16). 
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En éliminant successivement ksquantités C et B , les 

équations (6) et ( 7 ) se ramèneront à la f o n w 

\ \ 2 / ^ \ 2 / 

De là on déduit, sans difficulté, 

( • 7 ) 

(18) 

R et H étant des quantités qui ne renferment aucune in-
déterminée, et définies par les égalités 

( 
H et R entrent d'ailleurs dans les expressions (18) avec 
des signes quelconques complètement indépendants. 

La substitution des valeurs (18) dans la relation (16) 
nous conduit à l'équation du lieu cherché, savoir : 

(20) 
' ^ BC 

V V J 

RC AB 
n-'-n,— 

L Vf̂  s/\ 

RB AC 

- v ^ v V J 
4. Développons cette dernière équation, en rempla-

çant R* par sa valeur ( 19), nous trouvons : 
g4 C* B̂  Ĉ  

A^C* 
—[p'^n^^m] 

A'B^ 
u 

RABC 
mm,-\rnn, -h/?/?,) 

\ ^ ,/v 
Ann. de Maihémat,^ série, t. II. (Avril i863). 
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Or, je vais démontrer d'abord que le r4>effieient 
[mnix - + - / 2 / I 1 d e R est nul \ el je ferai voir ensuite 
que le premier membre de F équalion restante se décom-
pose en deux facteurs de la forme 

«p Y 

5. Pour arriver simplement à ce résultat, je remarque 
que les six constantes w, n^^ p^^ dépendent, 
par l'intermédiaire des «1, è, , c, c, , de trois con-
stantes arbitraires seulement, savoir X, h et ĥ  ; il esl donc 
important de faire ressortir le plus possible cette dépen-
dance. 

Des égalités ( i5) je conclus 

¡2/71 =:Z>C,-f-/>,C, = -f-C,«, 2/? =«¿>1-fûT,//, 

Or, les relations ( i 3 ) donnent 

<7-4-̂  = 2, ¿7, -f- ¿»1= 2, 

a 2(1 — >) u I — X 
flf H- c = 2 Ç = , a. -h c, = 2 f == 2 . 

k î—n I—/l^ 

Du premier groupe (23) on déduit 

(24) i 

et du second. 

4(1 

[25) i ^ ^ 
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b = — 

6 , = • - p , , 

Posons alors 

(26) 

les égalités (24) et (aS) nous donneront d'abord 

( « = I 

puis, en égalant les valeurs de I : 

D'après cette notation, les valeurs des constantes w, 
p, 7//̂ , fournies par les équations (22), seront 

/ 2/7Î = c, H- c — (Pc, -f- PiC), 

— c) — (pf, — p.r), (29) 

et, en outre, la relation (28) pourra s'écrire 

(3o) 

6. Ces préparations étant effectuées, calculons d'abord 
la quantité (mmi 4- nn̂ ^ -f- ppi). On a : 

4 ( 4 - + /?/?,) = -H f ' c ] — pic' 

le second membre est évidemment nul ; donc 

(29 bis) m/Tît 4- nrii 4~ /7/?, = o. 
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Si maintenant on pose 

( 3 , ) 

O 

l'équation (21) prendra la forme 

( 3 2 ) 4 - m'Y' 4- n'Z' — M X Y - N X Z — PYZ = o, 

La décomposition en carrés nous donnera, en premier 

lieu, 

(33) (2/?2X - M Y - NZ)^ - Mi Y ' - 2 P . Y Z = o, 

après avoir posé 

( 3 4 ) 

Mî = M' — 

p, = ivm 4- 2/?^p. 

Continuant la décomposition, nous trouvons enfin 

( — M Y — N Z ) ' 

(35) 

Or, il arrive ici que 

(36) 

On a, en effet, d'après les formules (34)5 

(37) P ? — M î N j = ( M N 4 - 2 / ? ^ P ) ' — 

en ayant égard aux valeurs des M, N, P (Si ) , on aura 
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successivement: 

4 

= />;MN /n'N'H- «^M^— (w^ n') MN: 

= p\m-h (M ~ ^ am 
et enfin 

(38) ^ 
^ ^ 4 - (^z;,, + (m'^m'i -h + /if) 

Or, les relations (29) et (3o) nous donnent 

(39 ) 

de là on conclut 

w/îî, -f- niti = — pp^, 

mn -h = pcci, 

mrii -f- //i,« == ^ ; 

(4O) 

W'A/IJ-h/î /ij 2/wm,ii/i,, 

m"^ n \ m \ n ^ z=z p\c^c\ — 2W/W,/?/Î,, 

{ww, + nrii) (w/ï, -f- /w,/i) [mn 4- w,/f,) = 

En substituant ces valeurs dans l'expression (38), on 
constate immédiatement l'égalité annoncée^ savoir 

Si l'on a égard à cette dernière relation, Téquation (35) 
donne les deux suivantes, en remettant pour X, Y, Z 
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leurs valeurs (31), 

M — M, B^ N — N. C-

2 X u ' 
M-f-M,. B» W -f- N. 

2 A 2 ^ 

équations qu^on peut écrire sous cette forme plus simple, 
en faisant usage des relations (34) : 

(4 ï) < 
^̂ ^̂  EM ^̂ ^ C-

Ainsi se trouve démontrée la première partie du théorème 
énoncé : le lieu géométrique se compose de deux co-

niques. 

Remarque, — Dans tous ces calculs, j'ai supposé 
Pi = H -M iN i ; il suffit d'un peu d'attention pour voir 
que cette restriction n'influe aucunement sur les consé-
quences que je veux en tirer-, les valeurs particulières de 
m, 7ï, . . . , pourront seules indiquer si l'on doit prendre 

7. J'ajouterai que les deux coniques (41) sont inscrites 
dans le quadrilatère auquel sont inscrites les coniques 
S, SS S". 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'on ait 
pour la première conique 

X(M ^ M,) p (N-h N,j _ 

et pour la seconde 
M M - M Q N.) ^ ^ 
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Or, ces deux conditions entraînent l'existence siimuitantée 
des deux relations 

^ X/Î M -h fi/W N̂ — o, 

nous allons vérifier ces deux égalités. 
Je remarque d'abord que les équations (29) dooiieiit 

4 w/w, — c? -h P'c] — P̂  c' — ; 

OU, en remplaçant c] par la valeur déduite de l'équa-
tion (3o), 

Mais, d'après les équations (24) et (26), on a 

nous arrivons ainsi à la première des relations suivantes : 

= o, 
( 4 3 ) ( iippi-h o; 

la seconde se déduit de la première en ayant égard aux 
égalités (39) et à la condition i -f- jut = i , Multiplions ces 
dernières relations respectivement par et 
ajoutons, il vient 

- h {Mm^//í¡ 4 - y fippi ( m w , - f - nn, ) = o, 

ou, d'après l'équation ( 2 9 ¿?is), 

(44) > -+- == 

8. Ceci posé, la première des égalités (4'i) qu'il s'agit 
de vérifier devient, en remplaçant M, N, P par leurs va-
leurs (3 i ) , 

p'CXrf-H- (Am') — m'n' — {In'n' -4- [Am'm') = o; 
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OU, en vertu de la relation (44)^ 

( 4 5 ) P/W') — — 

Substituons à X et ^ leurs valeurs (43)? nous trouvons, 
réduction faite, 

p{m,n-\- /w«, ) />! (mn -h w , « , ) = o ; 

or^ le premier membre est nul par suite des relations (Sp). 
Passons à la seconde des égalités (42). Elevons au carré 

le premier membre et ayons égard aux relations (34) et 
(36), puis à la première des égalités (4a) qui vient 
d'être vérifiée; on obtient 

OU 

quantité évidemment nulle d'après l'égalité démon-
trée (45). 

Ainsi se trouve complètement établi le théorème sui-
vant : 

T H É O R È M E I . — Soient S, S', S" trois coniques inscrites 

dans un quadrilatère ; on mène une tangente quelcon-

que à la conique S; puis^ par les points P ' et V", et 

Q", où cette tangente rencontre respectivement les co-

niques S' et S'̂ , on mène encore des tangentes à la pre-

mière conique S; le lieu des intersections de ces tangentes 

se compose de deux coniques inscrites dans le même 

quadrilatère» 

Je vais maintenant déduire de cette analyse plusieurs 
conséquences. 

9. Si Ion suppose que la conique S'' coïncide avec la 
conique S', auquel cas on a 

Â = , k = Atj 
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et, par suite, 

w, = o, M = -4- /w% M, = — m\ 

72, = o, N = N,=r 

les deux coniques (4i ) seréduisent, l'une à la conique S, 
et l'autre à 

d'où ce théorème, cas particulier du précédent : 

T H É O R È M E I L — Si S et S'sont deux coniques inscrites 

dans un quadrilatère, et quon mène une tangente quel-

conque à S 5 puis, que parles points d^ intersection de cette 

tangente avec la conique & on mène des tangentes à 

la première conique S : le lieu des intersections de ces 

tangentes sera une conique inscrite dans le même qua-

drilatère. 

10. Considérons un système de coniques homofocales 

y 2 ^^ 

si l'on pose 
c I c y'— i 

P^V '^ ' y / p ' — v / f l 

cette équation prend la forme 

c'est-à-dire que des coniques homofocales sont toutes 
inscrites dans un même quadrilatère5 les sommets de ce 
quadrilatère sont, comme il est facile de s'en convaincre, 
les deux foyers réels et les deux foyers imaginaires de la 
conique 5 deux des diagonales de ce quadrilatère sont les 
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axes cotnmuiis à toutes ces courbes, la troisième diago-
nale (c = o) est à l'infini. Le théorème que je viens de 
démontrer est donc applicable à ce cas particulier, et nous 
pourrons dire : 

T H É O R E M E I I I . — Trois coniques S, S', S" étant homo-

focales, si l'on mène une tangente quelconque à la co-

nique S, et que, par les points d'intersection de cette 

tangente avec les coniques S' et S'', on mène de nou-

velles tangentes à la première, le lieu des intersections 

de ces tangentes se composera de deux coniques homo-

f ocales avec les premières. 

On aurait un théorème semblable pour le cas encore 
plus particulier de trois cercles concentriques. 

11. Dans les calculs précédents, les lettres A, B, C 
représentent, comme nous Favons dit, des fonctions 

linéaires et homogènes de x\ y, z-^ ^ étant les coordon-

nées d'un point. Supposons actuellement que^? au 

lieu de désigner les coordonnées d'un point, soient les 
paramètres ou les coordonnées d'une droite. En d'autres 
termes, au lieu d'interpréter les calculs que nous venons 
de faire dans le système des coordonnées-point, interpré-
tons-les dans le système des coordonnées tangentielles. 

Dans ce dernier système : 
Les équations ( i ) représenteront trois coniques circon-

scrites à im même quadrilatère dont les sommets seront 
les points représentés par les équations (1) ; Féqualion ( i ) 
représente un point quelconque I situé sur la conique S; 
les équations (3) donnent les coordonnées des tangentes 
respectives T 'et T ' ' aux coniques S'et S'' -, les relations (4) 
et (5) sont les conditions pour que les tangentes T ' e t 
T " passent par le point 1 ; les équations (6) et {7) repré-
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sentent deux points quelconques M' et M'' situés sur la 
conique S ; les relations (8 ) « t {9 ) expriment: la pre-
mière, que le point M'est sur la tangente IT^-, la seconde, 
que le point M'^ est sur la tangente IT'^. T-es équations 
(d ) et (7 ) donnent donc les coordonnées d'une droite 
passant par les points d'intersection avec la conique S 
des tangentes menées respectivement à S' et S" d'un point 
quelconque I de S. Par conséquent l'équation (21), qui 
est une relation entre les coordonnées d'une quelconque 
de ces droites, en sera la courbe enveloppe, et cette 
courbe enveloppe (a i ) ou (4 i ) se composera de deux 
coniques circonscrites au même quadrilatère. 

Nous sommes ainsi conduits au théorème suivant : 

T H É O K È M E I V . — Trois coniques S , S ' , S" étant cir-

consentes à un même quadrilatère, si d''un point quel-

conque \ de S on mène des tangentes I T ' et IT ' ' respec-

tivement aux coniques S' et S'', et que M ' et M '̂ soient 

les intersections de ces tangentes avec la conique S, 
Venveloppe des droites M' M'' se compose de deux coni-

ques circonscrites au même quadrilatère. 

Ce dernier théorème est connu depuis longtemps. 
M. Poncelet l'a déniiontré analytiquement pour le cas de 
trois cercles ayant une corde commune [Applications 

d'Analyse et de Géométriej p. 3i4à 347), ^̂  étendu 
au cas de trois coniques à l'aide des principes de la mé-
thode projective. 

12. Du premier des théorèmes que je viens de ilémon-
trer, on peut déduire plusieurs conséquences relatives 
à l'inscription des polygones. Je ne citerai que celle-ci : 

T H É O K È M E V . — Soient S , S J , S , , . . . , S „ , ( « 4 - I ) co-

niques inscrites dans un même quadrilatère ; imaginons 

un polygone A AI AG. . . A;I A dont les n premiers som-

mets Aj, Aa,. . A„ sont assujettis à rester respective-
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ment sur les n coniques Si, S j , . . S „ èt dont tous les 

côtés sont constamment tangents à la conique S \ si Von 

déforme ce polygone en conservant toujours les mêmes 

conditions et le même mode de construction, le sommet 

Uhre A de ce polygone décrira une conique inscrite dans 

le même quadrilatère, 

La déduction de cette propriété est facile. Considé-
rons, par exemple, cinq coniques S, Sj, Sj, S3, S4; A4 A, 
étant une tangente quelconque à S, le point de rencontre 
I des deux tangentes Ai « et Ag/décrira une conique in-
scrite dans le même quadrilatère, d'après le premier théo-
rème. A3 A2 étant une tangente à S, et le point i se trou-
vant sur une conique également inscrite, le point de 
rencontre h des deux tangentes ih et k^h décrira aussi 
une conique inscrite dans le même quadrilatère. Enfin, 
A , Al étant une tangente à S, le point h se trouvant sur 
une conique inscrite^ le point de rencontre A des deux 
tangentes /lA et A j A décrira une conique inscrite. C'est 
ce qu'il fallait démontrer. 

NOTË SUR LES R O U L E T T E S , 

PAR M . J. S A C C H I , 
Professeur au lycée de Porte-Neuve (Milan). 

1. Soient ; CM une courbe qui roule sans glisser sui 
laconvexitéd'une autre courbe C2M,en transportant dans 
son mouvement le point O et l'axe Oz invariablement 
liés à la courbe C; 

CoO la roulette engendrée parle point O ; et CjIVIi la 
podaire de la courbe C, (lieu géométrique des projections 
orthogonales du point O sur les diverses tangentes à la 
courbe C) ^ 
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OMj, MNdes perpendiculaires a la tangente commune 

aux courbes C, Cj au point M ; 

ON une tangente à la roulette Co; et OPj une perpen-
diculaire à la tangente Pi Mj à la courbe podaire C, ^ 

BAz un axe fixe. 
Que Ton nomme : 

O M = : r , = 0Pi=:/7i , MN = N ; 

5, 5o5 Si, 52 les arcs correspondants des courbes C, Co, 
Cl, C2, ayant respectivement leurs extrémités variables 
aux points M, O, Mi, M5 

R, RQ, RI, R2 les rayons de courbure de C, C^, Ci, C2 
aux points M, 0 , M i , M-, 

p, Pq, Pi les rayons de courbure des développées de 
C, Co, Cl aux points correspondants à M, O, M, ; 

O), a, «1 les angles que les droites r,p, p^ forment 
avec O z \ 

y, «2 les angles que les droites O z , r , p forment 
avec Taxe BAz. 

On suppose que tous ces angles soient évalués de ma-
nière qu'ils croissent avec les arcs des courbes auxquelles 
ils se rapportent. 
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2. Dans un mouvement pendant lef(uel un 

élément de la courbe C vient en contact avec un élément 
égal de la courbe hase de la roulette, le point O dé-
crira autour du point M un petit arc circulaire OOj, 
ayant le rayon l'angle MOz prendra une nouvelle po-
sition MOi et l'angle OMOj sera égal à l'angle des cô-
tés Oz , Oi^Ji, c'est-à-dire égal à (y-i-fJt)—y, en dési-
gnant par ¡JL r accroissement très-petit de y. Donc, la 
droite r sera normale à la roulette en O-, de plus, on aura 
00, > 1 1 . . dso ^ , , . = et, en passant a Ja limite, — = r. Lu desi-

[X ^ ^ dy 
gnant au moyen d'un accent les dérivées par rapport à 
une variable quelconque, on a : 

relation très-simple, et fondamentale dans la théorie des 
roulettes. 

3. En prenant les dérivées des équations évidentes : 

« 0 = 7 — w, a, =:y a; 

substituant, dans ces dérivées, à y' sa valeur donnée par 
l'équation ( i ) ; et observant, de plus, que par la nature 
du mouvement ŝ  = s, et qu'en général 

(.) 
formules dans lesquelles on prend le signe supérieur si 
l'arc croit avec l'angle, et le signe inférieur dans le cas 
contraire, on aura : 

d'où 
.. I I /1 ' \ / ' ' 
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De celle dernière équalion on lire 

^ rN RR, enposant j ^ ^ - L . 

Au moyen de ces relations on peut facilement con-
struire L, et par suite Ro-

Si, dans la première des équations (3), on remplace ^ 

par sa valeur^^ on obtient: 
Oi 

s' 

d(ù I I 
Sïi, r ~ R 0 ' 

relation due à M. Catalan [Nouv, Ann,, t. XV , p. 102). 

4. On sait que pour la courbe podaire on a les équa-
tions 

i 5 ) .v'i — V CL ~ '' TT 9 
R 

et que les deux angles que les droites r et p, forment avec 
p sont égaux par conséquent : 

w — a=:a—a,, OU bien a ^ — — a , . 

En prenant la dérivée de cette dernière équation, et de 
i'équalion a^^ry—ot, eu égard aux relations ( i ) , (2), 
(5) et à 52 = 5, on obtient 

/ R I i\ ^ 

et 

(6) 

De ces relations on déduit : 

I \ J L - i ^ l / ' - î 1 
R. " R„ r R. Vi '̂. ^ 
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égalité remarquable, qui, avec Féquation (4) , fournît la 
relation suivante, entre les rayons de courbure des quatre 
courbes C, Co Ci, Cj , et la normale N de la première : 

( 8 ) 

5. En supposant que la base Cj soit une droite, on aura 

^ = o, et les équations (6), (7), (4), (8) donnent 
R-i 
/ \ , , I I I 

(9) ' . = ' . . ; = i e : - B ; ' 

„ 0 , B . ^ « . ^ " - « -
N — R , — R 

La première de ces relations est due à M. Steiner [Nou-

velles Annales^ t. XVI I I , p. 342), et la seconde donne le 
théorème suivant : 

Le rayon vecteur réciproque d'une courbe plane est 

égal à la différence des rayons réciproques de courbure 

de la podaire et de la roulette de la même cowbe, 

la podaire étant déterminée par rapport au point 

origine des rayons vecteurs^ et la roulette étant à base 

rectiligne et engendrée par le même point. 

Substituant dans la première des équations (10) les 
valeurs connues 

r' rr' 
(11) R = — , 
^ P P 

on a 

équation qui donne 

dp 
(12) -~=:RoCosa„ en ayant ^=:r.siDa„. 

M «0 
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Posant sji^—p^ ^ç, et désignant par nn accent la 

dérivée relative à on sait que 

( I 3 ) P ' — Q Y = 

Et, des équations (2 ) , (9) , ( 5), on tire les suivantes : 

^ , r 

lesquelles, au moyen de la formule connue R'„ = p̂ .̂ «"„, 
donnent 

Maintenant, des équations (10), (11), on déduit 

et, en prenant les dérivées par rapport à a, et en ayant 
égard aux relations ( iS) , ( i4 ) , on obtient 

r ^ p . — 3 9 r R R î ( r — R , ) = o . 

Éliminant p, q, r des quatre dernières équations et de 
Téquation q^ = r* — on a les deux relations suivantes 
entre les rayons de courbure des trois courbes C, Co, Cj, 
et de leurs développées : 

[ P i 1 . 
U f R o R ;\R. R J R\R. R o / R « / 

Soit a"^p = Téquation de la courbe mobile; cette 
équation représente une des lignes suivantes : circonfé-

rence, droite, lemniscate de Bernoulli, hjperbole éqidla-

tère, cardioide, parabole, caustique par réflexion de la 
Aftn. de Mathémat, 7*= série, t. II. (Avril i863.) 12 
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p^àrabôle, les rayons incidents étant perpendiciiiàites à 

Faxe, etc. ; selon que l'on donne à m les vàleiii*s : 

' ' * . I, — 1 , 2, — 2 , , — - , etc. 
2 2 0 

(Voir Nouvelles Annales, t. X IX , Bulletin^ p. Sg.) 
On aura, d'après les équations ( l o ) , ( i i ) , 

^ , w î ^ ^ ^ 
— , I l r t R . as R«; 

ni -h I fN un - f - I 

p{ par conséquent, en ayant égard aux équations ( i4) i 

les deux premières donnent une règle facile pour con-
struire les rayons R et Ro ̂  et en plaçant les deux derniè-
res valeurs dans les équations ( i5 ) , on obtient 

m.Po ( î m \ 
R„ \ I — m 

P FN H - I I 

R \ m / m' 

La seconde des deux relations précédentes, dans le cas 

pat-ticlilier m == — c'est-à-dire dans le cas où la rou-

lette est la chaînette engendrée par le foyer d'une pa-

rabole, donne le théorème de M. Lamarle, démontré 

aussi par M. Mannheim [Nouvelles Annales, t. XVI l l , 
p. 375). 

6. Quand la base de la roulette est une droite et que 
le rayon RQ est donné en fonction de «05 on obtient les 
étjualiOììs 

r ) = r Ò , ^î/(/>o, O 

de la courbe mobile et de la roulette au moyen des rela^ 
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lions ( l a ) el de la formule connue 

Si l'on connaît l'équation on trouve 
promptement l'équation différentielle de la roulelte, en 

posanl dans cette dernière p y ' ==/ 

Réciproquement, si dans l'équation / = o de 

la roulette, on pose 

( .6) r = = 

on aura l'équation cf [p, r) = o de la courbe mobile. 
Par exemple, soit 

En tirant la valeur de x et prenant la dérivée, ou a 

et au moyen des relations ( i6 ) : 

b'') p^ — aV— b\ 

équation d'une épicycloïde rapportée au centre du cercle 
fixe. 

De même, en prenant pour équations des roulettes 

y z=z mx — b^ = H- b'^^ 

on trouve 
r 

La première de ces équations représente la spirale lo-
garithmique rapportée au point asymptplique ; et la se-
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eonde représente une développante du cercle, rapportée 
au centre. 

7. Si Ton suppose que la base Cs de la roulette soit 
égale à la courbe mobile C, on aura R^ = R, et les équa-
tions (6), (7) , ( i4 ) donneront : 

De plus, en nommant /7o, ̂ oi ; P '̂i q t̂ les droites 
analogues à q, r, et qui se rapportent aux courbes Co 
et Cs, en prenant Torigine en un point Og, on obtient 
aisément 

{fh - rY / J - pl = (q., - qf [p., pf = r] ; 

et ces relations, dans le cas où les points O et sont 
scmblablement placés à Tégard des deux courbes égales 
C, Ca, c'est-à-dire dans le cas où p^ == />, <72 = q̂  = 
donnent 

En substituant ces valeurs à r, p dans l'équation 
ff (p, r) = o de la courbe mobile, on a celle de la rou-
lette. 

Les formules (17) font connaître (voir l'ouvrage cité 
dans les Nouvelles Annales.^ t. X IX , p. 33) que la rou-
lette est semblable à la podaire de la courbe mobile, et 
est aussi égale à la courbe nommée par M. Quetelei, 
caustique secondaire de la courbe mobile, l e point lumi-
neux étant celui qui engendre la roulette. 

Par conséquent, sachant (ouvrage précité) que les po-
daires prises par rapport à V origine des courbes sui-
vantes : 

^Circonférence, origine en un point quelconque ; spirale 

logarithmique, origine au point asymptotique ; hyperbole 
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équilalèrcj origine au centre; épicycloïde, origine aw 
centre du cercle fixe ; e/Zî îe, origine à l'un des foyers; 
parabole, origine au foyer, ou bien au sommet, etc., 

Sont, par ordre, ces autres lignes : 
Conchoïde circulaire, spirale logarithmique, lemnis-

cate de Bernoulli, épitrochoïde, circonférence, droite, on 
biien cissoide de Diodes, etc.. 

On pourra immédiatement conclure quelle est la rou-
lette engendrée par l'origine de Tune des premières cour-
bes, lorsque celte courbe roule sur une courbe qui lui est 
égale. 

S O L U T I O N DE L A Q U E S T I O N 6 3 7 

PAR M . EUGÈNE B E L Ï R A M I . 

L'énoncé de la question est le suivant : 

Les quatre faces d'un tétraèdre passent, chacune, 

par un point fixe y les trois côtés de Vune des quatre 

faces sont assujettis à rester, chacun, sur un plan fixe; 

trouver le lieu géométrique du sommet du tétraèdre 

opposé à cette face. 

Ce lieu est, en général, une surface du troisième 

degré, qui se réduit à un cône du second degré quand 

les quatre points fixes sont situés sur un même plan, 

R . SALMOJV . 

Soient 1/ = o, v = o, w = o, les équations des trois 
plans fixes dans lesquels doivent se trouver les c6tés de 
l'une des faces du tétraèdre ; (XQ, JQ, Z^) le point par 
lequel doit toujours passer le plan de celle face; 
(Xi , J i , Zt), z^), {Xi , 73, Zs) les trois autres 
points fixes. Nous désignêrons ces quatre points par 
(o), ( i ) , (2), (3), respectivement. Soient, enfin, Mj, »̂'s» 
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les valeurs de u, w correspondantes aux points ( i ) , (2), 
(3), respectivement^ 

Cela posé, désignons par 

A:r-h Bj-f-Cz-h D = o 

Féquation du plan de la face qui passe par le point (o). 
L'équation du plan de la face, passant par le point 
sera de la forme 

Ao: -+- B j -h Cz -h D -h >1 w = o, 

et comme cette dernière équation doit être satisfaite par 
les coordonnées du point ( i ) , on aura % 

A.^, + B^i H- Cz,--h D H- Àtf, = o. 

En éliminant X entre ces deux équations, on trouve 
pour le plan de la face du tétraèdre, qui passe par le 
point ( i ) , l'équation 

B (w/i— u, r) -i- C (uz^—UiZ)-\-D{u — w,) =r o. 

Les plans des deux autres faces, passant par les points (1) 
et (3), sont représentés par des équations analogues. En 
éliminant A, B, C, D entre ces trois équations et Féqua-
tion 

Axo -H Bro-h C z o + D = o, 

on obtient pour le lieu cherché Féquation 

(0 

ĴO XO SFL I 

UXi — UiX — UiJ UZi UtZ u Ui 

PX2 if jX PX2 ''2 2 

fVXs — ( V j ^ ^ J WS3 — « ÎV — fV3 

D'où Fon voit immédiatement que ce lieu est du troisième 
ordre. 



On peut transforoier r^uation précédente m eeUei-ci : 

I X y z 1 

0 Xo Jo Zo 1 

2) llXy iiy, UZt u =• 0 
ox^ 

« '3 (VZ- ({' 

Puis, en posant 

A — 

Jo «0 
ri zi «1 

r^ z. Cf., 

23 a, 

— a3=r î), 

et en développant le déterminant (2) par rapport aux élé-
ments de la première colonne, l'équation (2) se transforme 
en celle-ci : 

( 3 ) 

um ' A 

- VjUW 

• w^m 

.ro Ja Zo 

X y z 

X2 y2 Z2 

X3 XB h 

Xo yo Zo 

Xi y> 

X y z 

x^ yo 

X, yt 

X, 

X y Z 

Lorsque les quatre poipis (p), (2), (3) sont dans un 
même plan, représenté par l'équatioA 

/? == -f- rs rf = o, 
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on a, comme on sait, non-séulement A === o, mais aussi 

d^ dà . d^ ^/A , , 
- : a = - : b = - : e = j-:d = /, = ,, 2. 3), 

et l'équation (3) se réduit à 

U , _ YI, _ ^ U = O. 
\ n p w J ^ 

Par suite le lieu se décompose dans le système formé par 
le plan 

p=:o 

et parala surface du second degré 

//, h /'î — H- — = O. 
U if w 

Cette surface est évidemment un cône circonscrit au 
trièdre 

// = o, = o, w = o. 

M O T I O N DE L A QUESTION 6 3 7 

PAR M . G R . . . . (POITIERS. ) 

Soient : Xo, jo^ Zq les coordonnées du point fixe 
de la face opposée au sommet libre-, x̂ ^ f i^ Zj -, ja? 

Xsyjz^ ^^ celles des trois autres points fixes 5 

Xz^a^x-hàtjr -h Ci z-^d,^ 

Y = ,r -h ^ 4- Cj z -4-
Z = b^X -h c^z-h- d^y 

trois polynômes qui égalés à zéro donneront les équations 
des trois plans fixes. Je représenterai le résultat de la 
substitution, d^ns un de ces polynômes, des coordonnées 
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Celte équation montre déjà que le lieu est du troisième 

d^ré et passe par les points ( i ) , (2), (3) mais elle peut 
considérablement se simplifier. Chaque terme étant la , 
somme de deux quantités, il suiïit de développer par 
lignes; on obtiendra ainsi huit déterminants en prenant 
chacun des termes d'une ligne avec ceux d'une autre; 
mais quatre de ces déterminants sont nuls, comme ayant 
deux ou trois lignes égales. I l restera 

J — Jo z —Zo 

X.YZ X, — X, Jo z, — Zo 

X.i — XQ — Jo — Zo 
Xx — .ro J. — J» 2, — Zç 

4-Y,XZ X ~ X, r—fo Z — Zo 
x^ — .T, ja — ru Z., — Zq 

X, — X, J. - / o z, — Zo 
+ Z3XY X., — y 2—y. Z2 — Zo 

X — X(i y — y 0 Z —Zo 

.r, — .r« J. — r« z, Zo 

~ XYZ X, — y2 - r« z, — z. 

— -̂-'o — yo Z3 — Ze 

o; 

ou, plus simplement. 

X, YZ 

-4-Z3XY 

I Xo yo Zo I X^ yo Zo 
I X y Z I X\ j t 

-hY.XZ 
1 X2 y2 Zj ï X r z 

I ïi I X, J3 Z3 

I Xo Jo 2a I Xo yo Zo 
I .r, J. Z. — XYZ 

I Z, 
I Xj Zj ^ X^ Zj 

1 X y Z I X, J3 Z3 

= 0. 

11 est facile d'étudier les sections de cette surface par 



X ; = o , Y = o,. O, 
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les plans principaux qui se présentent naturellement 
dans le problème : 

Par Fun des plans fixes donnés; soit Z == o. 
L'équation ( i ) se décompose alors en 

I Jo s« 

I y Y 

I jr̂  Z2 
\ X y z 

ce qui montre que les droites résultant des intersections 
des plans fixes entre eux, et de chacun d'eux avec le plan 
passant par le point (o) et les deux points situés dans les 
faces dont aucune arête n'est dans le plan considéré, que 
ces droites, dis-je, sont sur la surface. 

Par le plan (o, i , 2) ou 

I Jo 

I .r, J, z, 
I J', J2 Zj 

\ X y Z 

On a Z = o et une courbe du second ordre 

X,Y 

dont on connaît cinq points ( i , 2 et les trois intersections 
entre elles des traces des plans fixes donnés sur le plan 
en question). 

On peut aussi examiner ce que devient la surface dans 
divers cas particuliers. 

Particulièrement, supposons que les quatre points fixes 
donnés soient dans un même plan : le tétraèdre formé 
avec ces quatre points comme sommets est nul ; par suite 

= o. 

I Jo Zo I .̂ 0 Jo Zo t ^0 Jo Zo 

\ X y z I X, J, S, I X, z, \ X y z 
-hY.X 

I X, J, S, 
= X Y 

I X, z, 

I X-, J , Z2 \ X y z i .rj Jj Zj 

I Jz Z3 I J3 Z3 I ^3 J3 Z3 
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le détermiDani 

I .R, JO Z, 

I X, Z, 

I Jj 

» J3 23 

qui en exprime le volume à u(i facteur constant près, 
est nul. 

Les trois autres déterminants exprimant, au même 
facteur constant près, les volumes de tétraèdres ayant 
leur sommet au point décrivant le lieu, et leurs bases 
sur le plan des quatre points fixes, sont proportionnels 
aux produits de la perpendiculaire P abaissée de ce 
point sur le plan des points fixes, par les surfaces des 
triangles qui forment les bases de ces tétraèdres. Je 
désignerai ces bases en mettant entre parenthèses les in-
dices des sommets; l'équation de la surface s'écrit donc 

P[Xi{o, 2 , 3 ) Y Z 4 - Y , ( O , I , 3 ) X Z - H Z 3 ( O , I , 2 ) X Y ] = o. 

On parvient à la même équation en remarquant que 
chacun de ces déterminants égalé à o donne l'équation 
du plan des points fixes. Ces polynômes sont donc égaux 
au produit de la perpendiculaire déjà désignée par P par 
la racine carrée de la somme des carrés des coeiBcients 
des variables, c'est-à-dire par 

' /o Zo •i 

Z2 4-. . . 

1 J3 Z3 

et le théorème des projections des surfaces montre que ce 
radical est égal à (o, 2, 3). 

La perpendiculaire, P , égalée à o donne le plan des 
points ; et le second facteur de l'équation, une surface co-
nique du second degré, si les trois plans fixes se coupent 
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en un même point; sinon, il faut que l'un des plans soît 
parallèle à l'intersection des deux autres, et, en substi -
tuant à Z, X -hY~ f - a , on reconnaît que la surface est 
un cylindre. Cette substitution n'abaisserait pas le degré 
de l'équation générale. 

QUESTIONS. 

648. On donne l'équation d'une courbe en coordon-
nées polaires (p, w) = o ; considérant w comme con-
stante, on prend la dérivée de cette équation par rapport 
à p ; on élimine p entre cette équation et l'équation 
donnée : que représente, relativement à la courbe 
y (p, ct)) = o, l'équation résultant de cette élimination? 
Examiner en particulier le cas où l'on donne l'équation 
polaire d'une circonférence ou l'équation polaire d'une 
conique rapportée à l'un de ses foyers; expliquer les 
circonstances que l'on rencontre dans ces cas particuliers, 
et former des équations de courbes d'ordre supérieur au 
second qui présentent des circonstances analogues. 

( M A N N H E I M . ) 

649. On donne une surface conique du second degré 
sur laquelle on peut placer un trièdre trirectangle ; on 
sait qu'on peut en placer alors une infinité; par les trois 
arêtes de l'un de ces trièdres on mène des plans normaux 
à cette surface ; ces trois plans se coupent suivant une 
même droite dont on demande le lieu, lorsqu'on déplace 
le trièdre sur la surface conique. ( M A N N H E I M . ) 

630. On donne un point P dans le plan d'une conique ; 
on sait que le lieu des pieds des perpendiculaires abais-
sées de ce point sur toutes les tangentes de la conique a 
un point dt)uble en P. Démontrer que les centres de 
courbure de cette courbe correspondant à ce point double 
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sont à égale distance du diamètre qui contient le point 
P ( • ) . ( M A I T Î Ï H E I M . ) 

651. Par deux points A, B pris dans le plan d'une 
courbe de degré quelconque, on décrit une circonférence; 
on fait le produit des distances du point A à tous les 
points d'intersection de celte circonférence et de la courbe 
donnée; on fait le produit analogue pour le point B : le 
rapport de ces produits est constant, quelle que soit la 
circonférence passant par les points A et B. 

( L A G U E R R E . ) 

652. Soient P et P ' deux polyèdres convexes, sem-
blables et semblablement placés, le premier intérieur au 
second. Prenons sur chaque face de P ' un point et joi-
gnons-le aux sommets de la face homologue du polyèdre P: 
nous formerons ainsi un polyèdre Q, à faces triangu-
laires, inscrit dans le polyèdre P ' et circonscrit au po-
lyèdre P. Soit Q ' un quatrième polyèdre formé en joi-
gnant un point pris sur chaque face de P aux sommets 
de la face homologue de P'. En désignant par P, P ' , Q, 
Q ' les volumes des quatre polyèdres, on aura 

Q rrr ^ / F F , Q ' = : 

d\m l'on déduira 

p. 

QQ' 

C ) On nous a fait remarquer que l'existence de quatre séries de cercles 
isogonaux à trois cercles donnés {voir p. 95) avait été démontrée par 
M. Mannheim en 1853 ( IVodi^/Zei Annales, t. XII, p. n 3 ) . Dans cet article, 
M. Mannheim faisait voir que le lieu d«s centres des cercles qui coupent 
trois cercles situés dans un même plan, sous un angle donçé, est composé 
de l'ensemble de quatre droites qui passent toutes par le centre radical 
des trois eerdes donnés. P. 
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653. Démoîilrer la i^elaUoii suivante : 

coî  b c o s ^ c ) » [ a ^ b ^-c) 

X ( coŝ  a côâ' è -f- cos' ¿> eosV 4- cos '̂ î Côs' r ) 
— 4 cosfl cos b cosc cos ( « -h 4- i") 
X [cos'/i 4- cos'4-cos^ c4- coŝ  4- ^ H- c)] 
— 2 coŝ  (¿i 4- 4- c) (cos'« 4- 4- cos'c) 
4- 4 coŝ tf cos' b coŝ c 4- B cos« cos b cosc 

\ X cos ( « 4- ^ c) 4- coŝ  (fl 4- 4- j 
( STREBOR. ) 

654. Démontrer que si (p ( 2 « ) i= cf (o)).coso), on aura 

Y (OD) = ( V A L T O N . ) 

655. Soient OA, OB les demi-axes d'utie ellipse dont 
le centre est O; AINC la circonférence déct-ite du point O 
comme centre avec OA pour rayon; MN une perpendi-
culaire à l'axe OA, rencontrant l'ellipse au point M, et 
la circonférence ANC en N ; P le point où l'ellipse est 
rencontrée par le rayon ON, et Q le point de rencontre 
de la circonférence et d'une perpendiculaire à l'axe OA, 
menée par P : si l'on prend OR ^ OP sur la direction 
du rayon OQ, la droite RM sera tangente à l'ellipse et 
perpendiculaire à OR. ( SACCHI . ) 

ttl6U0GR4PHIE. 

T H E OXFORD, CAMBRIDGE AND D UBL IN MESSENGER OF M A -

THEMATics. — Joumal destiné €iux jeanes mathémà^ 

ticiens des Universités d'Angleterre, et rédigé par des 
membres des trois universités 
Cette publication, fondée en 1861, à Cambridge, a 

(*) Ce journal, publié en trois livraisons, par année, se trouve chez 
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pour objet de propager les méthodes, les théories, les dé-
couvertes nouvelles, et d'offrir aux jeunes mathémaii-
ciens un moyen facile de communiquer leurs idées. 

Elle contient une série d'articles qui sont, pour la 
plupart, relatifs à l'algèbre, la trigonométrie et la géo-
métrie; quelques-uns, cependant, exigent, pour être en-
tendus, la connaissance du calcul différentiel et du calcul 
intégral. Le volume (année 1862) contient aussi des ar-
ticles intéressants sur le calcul des quaternionSy du à sir 
William Hamilton. 

Nous recommandons ce journal à ceux de nos lecteurs 
qui voudraient prendre connaissance des méthodes adop-
tées pour l'enseignement des sciences, en Angleterre.' 
La direction donnée aux études scientifiques, dans ce 
pays, diffère beaucoup de celle que nous suivons en 
France ; chacune d'elles a son bon côté, et c'est pourquoi 
il est utile de les connaître toutes deux. 

G IORNALE DI MATEMATICHE AD u s o DELLI STUDEKTI DELLE 

UNIVERSITÀ ITALIANE, publicato per cura dei professori 
G . Battaglini, F, Janni e N, Trudi (*). 

Le premier numéro de ce journal, destiné aux étu-
diants des Universités d'Italie, a paru à Naples en janvier 
dernier. Nous en rendrons compte prochainement. 

Mac Millan et C^ à Londres et à Cambridge, et se vend aux principaux 
libraires de Paris, au prix de 2 schillings et 6 pences, par livraison. Chaque 
numéro est composé de quatre feuilles in-8, avec une planche sur pierre. 

( * ) Napoli, Benedetto Pellerano editore, libreria scientifica industriale, 
strada di Chiaia, 60. 
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REGHEitGHES m L4 SIHIFAGE DES 91WES; 
Pa& M. DURRANDEi 

Professeur «u lycée de Moulins. 

I. 
Équation qui donné les axes d'une section diamétrale 

d'un ellipsoïdé en fonction des parainètrcs du plan 

sécant, — Théorème quon en déduit. 

Soient : 

l'équation d'un ellipsoïde, el 

( 2 ) A . r - h B j - f - C z = = 0 

celle d'un plan passant par son centre. 
Clierclions Féquation d'où l'on puisse déduire les demi-

axes de la section elliptique faite dans la surface par le 
plan (2). 

Il suffit pour cela de prendre les formules qui servent 
à obtenir Téquation de la courbe dans son plan. 

Voici le tableau de ces formules : 

Sx z=zx' cos <p jr' cos G sin 

y = : y sin (p — y cos 0 cos «p̂  

o eiQ s'exprimant en A, B, C par les formules suivantes : 

/ A . -C 
tang^==—-, c o s ô = r - ^ , 

— A . , J Â  -h B' 

— B 

Ann. de Mathémai.y 2« série, t. II. (Mai i863.) 
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Si OU substitue les valeurs de z) dans l'équation 

de la surface, réqiiatijon de la eourbe d'inlersection prend 
la forme M^* -f- Va^ -4- N j * = i , et l'on sait que les in-
verses des carrés des demî-axes sont les racines de l'équa-
tion 

C'est précisément l'équation cherchée; si l'on met à la 
plaee dé M, N, P leurs valeurs en A, B, C, on trouve faci-
lement que l'équation cherchée est la suivante, dans la-
quelle p désigne l'une des racines : 

"A^ c^) H- B̂  (û -̂h c') + C a^-hb')' 

( 3 ) f 

'sA 
Je désigne par R et R' les deux racines de cette équa-

tion ; pn aura entre les racines et les coefficients les rela-
tions bien connues : 

i± JL-^Jl -hc )̂ 4-B'b'(a^4- c'} + Ce' (a'4- b')' _ _ _ 

I /A'ri' 4- B'b' 4- Ce' 

On peut se proposer de chercher l'expression de la dif-

férence ~ — Il suffit d'élever au carré la première des 

relations précédentes et d'en retrancher quatre fois la 
seconde. On trouvera, en effectuant les calculs ; 

= [A'a^ c')4- B'b^ — 4- Oc' (a^— b')] ' 

( * ) Cette équation coïncide, à la notation près, avec la première équa-
lion de la p. 270, t. XK. (Question 5jb, résolue par M. Kessler.) P. 
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Cherchons, d'autre party les angles que fait le plan ( a ) 
avec les plans des sections circulaires de Tellipsoïde« Ges 
plans sont compris dans Téquation 

(4) cxsla^--b'±:az y / ^ » — = 

on en conclut facilement que les angles du plan ( a ) , avec 
les plans représentés par les équations (4), ont pour co-
sinns les expressions suivantes ! 

,, Ac — -h C a i/ b' — cos V ^ — 
bSs^a'—c^ 

Acsff^ ^ b'—Cn sjh'^ — c' 
cos V = î 

bS sin'—c' 

d'où l'on conclut sans peine : 

b' S'sin' V sin' V = [A ' « ' — c') -h BH' — c') 

-h — — c ' ) , 

et par suite 

( 5 ) 

expression qui montre que le produit des sinus des an-

gles qu'un plan diamétral quelconque fait avec les plans 

des sections circulaires d'un ellipsoïde est proportion-

nel à la différence des cairés des inverses des demi-

axes de lu section faite par le plan diamétral dans F el-

lipsoïde, 

II . 

Définition et équation de la surface des ondes, — Nature 

des sections faites dans la surface par les plans coor-

donnés . — Points singuliers. 

Nous venons de voir que, lorsqu'on coupe un ellipsoïde 
I3. 
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par un plan (2), on obtient une section elliptique dont 
les axes sont aR, 2 R' ; cela posé : 

Si, sur une perpendiculaire ou normale au plan de 

cette section, menée par le centre et de part et d^autre 

du centre, on porte les longueurs des demi-axes R, R', et 

ifUQn fasse ensuite mouvoir le plan de la section de toutes 

les manières autour du centre, le lieu des extrémités des 

longueurs portées sur la normale correspondante est une 

surface qu on désigne sous le nom de surface des ondes. 
Proposons-nous de trouver Féquation de cette surface. 
Soient (x , y, z) les coordonnées d'un point de la nor-

male au plan {2 ) ; on a entre ces coordonnées et les pa-
ramètres du plan les relations 

A - - B - C ' 

et si Ton détermine le point {x, y, z) par la condition 
qu'il soit à une distance du centre égale à l'une des ra-
cines p de l'équation (3), on aura en outre la relation 

(7) ' + = 

Or, il est clair que l'équation de la surface des ondes ré-
sulte de rélimination de p. A, B, C entre les équations 
(3 ) , (6) , (7). Celte élimination conduit à l'équation 

^ 8 ) 

Telle est l'équation de la surface des ondes. 
Pour nous faire une idée de la forme générale de la 

surface, nous chercherons la nature des courbes que l'on 
obtient en la coupant par les plans coordonnés. 

Si Ton fait z = o dans l'équation (8) , elle prend la 
forme 

^ yî _ ĉ ) b^x' — = O, 
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équation qui se décompose en deux autres^ 

, . avec z=o, 

lesquelles représentent un cercle et une ellipse. Le cercle 
est intérieur à l'ellipse, si a ^ b ' ^ c . 

Pour ,r = o, on aura de même 

(jr^^z' — a') ( -4- c'a' ~ b'c') = o, 

d'où l'on déduit : 

( = ) 
\ , r avec X = 0y 
i b'j^-^c'z'rzza^c' ( 

équations qui représentent un cercle et une ellipse; mais 
le cerle est extérieur a l'ellipse. Enfin, pour y = z o ^ on 
trouve : 

( \ 
{ } avec r = o, 
U ' j c ^ - f - C z ' = « ' 6 - ' ) 

équations qui représentent encore un cercle et une ellipse 
qui se coupent en quatre points, dont les coordonnées 
sont : 

Si l'on construi t les portions de ces courbes d'intersec-
tion situées dans l'angle dièdre des coordonnées positives, 
on aura une idée de la forme générale de la surface des 
ondes. 

Il est clair, d'après la définition d'où nous sonimes par-
tis, que la surface des ondes se compose de deux nappes 
distinctes. En effet, les sections diamétrales de l'ellipsoïde 
ont leurs axes inégaux la normale à l'une de ces sec-
tions rencontre donc la surface des ondes en deux points 
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distincts situés de part et d'autre du centre , les sections 
circulaires seules ont leurs axes égaux, et par suite les nor-
males à ces sections menées par le centre ne rencontrent 
la surface des ondes qu en un seul point de chaque côté du 
plan sécant. Il n'y a donc que quatre points communs aux 
deux nappes de la surface des ondes, et ces quatre points 
sont les points communs au cercle et à l'ellipse, traces de 
la surface sur le plan des zx, 

I I I . 
Coniques sphériques et ellipsoïdales, — Nouvelles défi-

nitions de la surface des ondes. 

THÉORÈME. — Si Von fait mouvoir le plan d'une sec-

tion diamétrale de Vellipsoïde (i), de telle sorte que Vun 

des axes de cette section reste constant, la normale au 

plan sécant décrira un cône du second degré. Et suivant 

que Vun ou Vautre des deux axes restera constant, la 

normale décrira deux séries de cônes orthogonaux et 

homofocaux, 

Soient, eomnae précédemment, R et R' les deux demi-
ax^s d'une section diamétrale quelconque de l'ellipsoïde -, 
si l'on fait mouvoir le plan de la section de manière 
que l'un des axes reste égal à 2 R , les extrémités de cet 
axe devant se trouver à la fois sur l'ellipsoïde, 

et sur la sphère. 

cet axe décrira un cône, 

Ce cône est un de ceux q\ie M. Qiasles dési^ie sous le 

.R' L 

z' 
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nom de cônes conjoints, ^Ncir^ Journal ê^e lÂou\nUé\ 

t. n i , p. 43I*) u résulte des belles propriétés démow-
trees par le savant géomètre, que le cône (9 ) a constam-
ment pour plan tangent le plan de la section diamétrale 
lui-même -, par suite la normale à ce plan décrit le cône 
supplémentaire du cône (9), c'est-à-dire le cône représenté 
par i équation 

Et, eu vertu de la réciprocité des propriétés des cônes 
supplémentaires, le plan tangent au cône (10) est le plan 
mené par la normale et par le second axe de la section. 

Si on laisse constant le second axe R' de la section dia-
métrale, la normale décrira le cône 

a^x^ b'y c'z' __ 

lequel a pour plan tangent le plan conduit par la nor-
male et par le premier axe R de la section diamétrale. 

Donc les plans tangents aux cônes (10) et ( i i ) , suivait 
une arête commune, se coupent à angle droit; donc les 
deux séries de cônes (10) et (11) sont telles, que chacun 
des cônes de la première coupe orthogonalement chacun 
de ceux de la seconde, et réciproquement. 

De plus, tous ces cônes sont homofocaux-, en effet, 
leurs cônes supplémentaires étant des cônes conjoints^ 
M. Chasles a fait voir qu^ils ont tous leurs sections cir-
culaires parallèles aux sections circulaires de l'ellipsoïde', 
donc tous les cônes représentés par les équations ( lo ) 
et (11) ont pour lignes focales les normales aux sections 
circulaires de l'ellipsoïde. 

THÉORÈME. — Les deux séries de cônes (10) et ( 1 1 ) 

coupent la sur face des ondes suivant deux séries de co^ 
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niques sphériques et ellipsoïdales, qui sont aussi des 

courbes orthogonales. 

Les poînls de la surface des oudes qui se trouvent à 
une distance du centre constante et égale à R sont sur 
la sphère 

mais il résulte de la définition de la surface que ces points 
sont aussi sur le cône ( lo), lieu des positions de la nor-
male au plan diamétral de la section dont l'un des axes 
est égal à R. Donc le cône (lo) coupe la surface des ondes 
suivant une courbe représentée par les deux équations 

( i2) / a'x' h^r' c'z' 

Cette courbe est une conique sphérique. Il est d'ailleurs 
facile de voir que l'élimination de R entre ces deux équa-
tions reproduirait l'équation de la surface des ondes. 

^i l'on donne à R toutes les valeurs depuis R = c jus-
qu'à R = a , on voit que la courbe représentée par les 
équations ( ta) donnera tous les points de la surface des 
ondes. Or à cette courbe en répond une tracée sur Tel-
lipsoïde et qui est fournie par l'intersection de la même 
sphère ci du cône supplémentaire dii cône ( l o ) . Si on 
convenait d'appeler coniques sphériques supplémen-

taires celles qui résultent de l'intersection d'une même 
sphère par deux cônes supplémentaires, on pourrait don-
ner de la surface des ondes line nouvelle définition fort 
simple et qui permettrait d'obtenir immédialement son 
équation. On pourrai?: dire que : 

La surface des ondes est le lieu des coniques sphériques 

supplémentaires des coniques sphériques tracées sur la 

surface de f ellipsoïde, 

Tandk que le rône ( lo ) coupe l'une des nappes de la 



( ) 
surface dés ondes suivant la courbe (12), il çoiipe U secôncte 
nappe suivant une courbe représentée par les équations 

by cH'' 
^ _ R . ^ _ R » 

mais R' est une quantité variable. On peut mettre ces 
équations sous une autre forme. Nous savons qu'il existe 
entre R el R' des relations qui expriment que ces deux 
quantités sont les racines de l'équation (3 ) . Si dans ces 
relations on substitue à A, B, C, les coordonnées d'un 
point de la normale au plan diamétral, on aura 

De la seconde de ces deux équations, en y mettant les coor-
données z') du point de la normale qui est à une 
distance R' du centre, on tire 

et si on désigne le second membre par P ' , on voit que le 
cône (10) coupe la surface suivant une courbe qui est en 
même temps sur l'ellipsoïde 

( n sorte que les équations de celte seconde courbe som 

Réciproquement, si (.r, y, z) est l'extrémité du rayon 
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vecteur variable et ( x ' , y*, z^) celle du rayon constant, 
ces points décriront les courbes suivantes : 

; H" p2 _ b^c' V — à'c' ^ P2 — ¿2 » 

(ï^) I rtV ¿y2 j 1_ ± j o. 

D'où il résulte qu'un même point de la surface des ondes 
se trouve à la fois sur une conique sphérique (12) et sur 
une conique ellipsoïdale ( i5 ) . 

Il est bien facile de voir que ces deux courbes se cou-
pent orthogonalement. 

En effet, la tangente à la courbe sphérique, au point 
z), est perpendiculaire au rayon de la sphère (12), 

ou à r arête commune des deux cônes orthogonaux (10) 
et ( i l ) ; elle est donc perpendiculaire au plan tangent à 
ce dernier et, par suite, à la tangente à la conique ellip-
soïdale qui s'y trouve. 

Voici une démonstration géométrique, qui a l'avantage 
de conduire à une autre propriété très-importante de la 
surface des ondes. 

Soient OA, OB, les deux demi-axes d'une section ellip-
tique, ON la direction de la normale : on doit porter les 
longueurs OA, OB sur la normale pour avoir des points 
de la surface des ondes. Occupons-nous du point A. Soit 
OAi = OA. Menons au point A la tangente A T à la sec-
tion elliptique AOB, et une autre tangente à l'ellipsoïde, 
AT' , perpendiculaire à la première. 

Si l'axe OA reste constant, il reste comme nous l'avons 
vu dans le plan OAB, et par suite le point A se meut sur 
la tangente A T en décrivant un élément de conique sphé-
rique. Mais comme le mouvement du plan tangent à un 
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cône peut être cattsidéré comiue une suite de nuHive-

ments angulaires autour de Farête de contact, qui en est 
1 axe instantané de rotation, il en résulte que pendant le 
mouvement de Taxe constant OA, l'axe variable OB et la 
normale ON se déplacent dans un plan BON perpendi-
culaire à OA. Si au contraire c'est OB qui reste constant, 
l'axe OA et la normale se déplacent dans le plan AON, 
ce qui montre, ainsi que nous l'avions déjà vu, que suivant 
que OA ou OB restent constants, la normale décrit deux 
cônes orthogonaux. 

Mais ceci prouve en outre que les extrémités des axes 
eux-mêmes décrivent deux séries de courbes se coupant 
à angle droit; car suivant que OA ou OB sera l'axe con-
stant, le point A se déplacera sur la tangeiite AT ou sur 
la tangente AT ' . Examinons comment se meut le point 
Al qui lui correspond sur la surface des ondes. Pendant 
que le point A décrit un élément de conique sphérique, 
il en est de même du point Ai, et la tangente à ce dernier 
est parallèle à OB et par suite à AT . Si, au contraire, 
l'axe OA est variable, le point A se meut sur une courbe 
qtii a pour tangente AT' , et le point Ai sur une courbe 
qui a pour tangente AiT^, située dans le plan AON, et 
parlant perpendiculaire à A j T , . 
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Ceci prouve bien que les deux espèces de coniques dé-

crites par l'extrémité du rayon vecteur de la surface des 
ondes se coupent à angle droit. Mais on peut remarquer 
en outre que la tangente A j T , , qui est située dans un 
même plan avec la tangente AT ' , est perpendiculaire sur 
cette dernière. Si Ton considère une position de OA infi-
niment voisine OA' dans le plan AON, et pareillement 
une position OA, de OA i , on remarquera sans peine que 
les deux triangles OAA' et OAi A', sont égaux, et par suite 
que les deux tangentes A T ' et A^T, sont rectangulaires. 

Enfin, et c'est la conclusion principale à laquelle je 
voulais arriver par cette démonstration géométrique, on 
voit que le plan tangent ci la surface des ondes au point 

Al s'obtient en faisant tourner le plan tangent à Vel-

lipsoïde au point A, de 90® autour de l'axe OB. 
Cette propriété est une des plus importantes de la sur-

face des ondes. ( La fin prochainement, ) 

CORRESPOKDANCE. 

M. Cremona nous prie d'insérer la lettre suivante que 
M. de Jonquières lui a adressée : 

« Vera-Ci'uz, le 6 février 1863. 

« Monsieur, 

» Vous avez eu la bonté, dans votre Introduction à la 

» théorie des courbes planes, de citer quelques théo-
\) rèmes que j'ai donnés dans un article inséré au t. VI 
» (a® série) du Journal de M. Liouville pour 1861. J'ai 
» l'honneur de vous faire remarquer que plusieurs de 
» ces théorèmes sont énoncés par moi en termes trop 

» absolus, quand il s'agit des séries de courbes d'ordre 77 
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et d'indice N, Les nombres qui figurent dans ces énon-
ces sont absolument exacts si, les courbes étant d^un 
degré quelconque, l'indice N = i , c'est-à-dire si la sé-
rie est un faisceau, ou encore si> l'indice N étant quel-
conque, les courbes se réduisent à des droites. Mais, 
pour n et N à la fois quelconques, les nombres dont 
il s'agit (sauf celui du théorème I ) sont des limites su-

périeures et non des nombres absolus, ce que j'ai eu 
tort de ne pas dire. Il faut donc ajouter à la plupart 
de ces théorèmes ces mots : en général et au plus. Par 
exemple, l'énoncé du théorème V doit se terminer 
ainsi : . . . le lieu des points d^intersection de deux 

• courbes C„ correspondantes est en général et au 

» plus du degré N (m -H 

)) Il en est ainsi, en particulier, du théorème IX , que 
» M. Bischoif a énoncé le premier, sans restriction; du 
) moins il a été énoncé ainsi dans les Nouvelles Annales 

> de Mathématiques, Quand je le lus dans le manuscrit 
) de ce journal, j'écrivis à l'excellent et regrettable 
) M. Terquem pour le prévenir que le théorème me 
» semblait trop général, car il ne s'appliquait pas aux 
» coniques; aussi M. Terquem ajouta-t-il une note très-
» discrète. Plus tard, il me vint des scrupules d'avoir osé 
» suspecter l'analyse de M. Bischoif, qui est très-honora-
» blement connu dans la science, et je préférai me sus-
)> pecter moi-même. De là les efforts que je fis, dans 
» l'article précité du Journal de M* Liouville, pour me 
» mettre d'accord avec M. Bischoff, et notamment dans 
)) le § XI , où je me livre, à l'égard des coniques, à des 
» insinuations qu'elles ne méritent sans doute pas. 

» J'ai reconnu, depuis lors, qu'il eût été plus sage de 
» m'en tenir à ma première opinion, et, comme je ne 
)) voudrais pas que l'insuflisance de ma rédaction pût in-
)) duire en erreur de jeunes géomètres, je m'empresse de 



» VOUS la signaler, en vous autorisant, Monsieur, a faire 
» dans ce bfiil Tusage que vous voudra <ie k présente 
» lettre. » 

Note. — Par la publication de cette lettre de son sa-
vant ami, M. Cremona sepix)pose deywwiCTfrk»jeaaaes 
lecteurs de son IniroAtzame contre les défauts des énon-
cés (jui eOBoernent les séries de courbes d'indice quel-
C0iiqtfe. Une Note rectificative de M. de Jonquières sur le 
même sujet a été insérée dans le X X V P volume du JOUJ -

nal de M. Liouville (février x863). 

NOTE SliR LES IMAGINAIRES; 
PAR M. JuLiîs S A B A T I É . 

Dans tous les Cours d'Algèbre on a soin de remar-
quer que les nombres négatifs n'ont point de logarithmes, 
et l'on renvoie aux livres d'analyse pour y montrer que 
l'on peut trouver pour les nombres négatifs des loga-
rithmes réductibles à la forme générale des quantités ima-
ginaires, a- { -bs l—1. 

En trigonométrie, il se présente aussi des fonctions 
impossibles, lorsqu'en étudiant les fonctions inverses on 
tombe sur des expressions de la forme 

( i ) 7 = arc sin ( I A-'), 

car il n'existe point d'arc dont le sinus soit plus grand 
que le rayon. 

Je crois que, jusqu'ici, on s'est borné à dire que de tels 
arcs n'existent pas, négligeant de rechercher si de telles 
quantités ne sont point réductibles à la forme a-k-bs! — i. 
Or, je vais démontrer qu'il en est ainsi. 
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Pour cela je ferai remarquer qu'une fonction quel-

conque telle que ( i ) peut rentrer dans la suivante 

(2 ) y=z arc sin y * 

qui se prête mieux au calcuL 
Or, si maintenant nous convenons d'étendre à ces fonc-

tions les règles ordinaires de la différentiation (conven-
tion qui évidemment n'a rien que de permis, puisque 
ces mêmes règles ont été étendues aux fonctions imagi-
naires), l'expression (12) nous donne : 

,Td.X 

d. V^i-h-r'-^ i dx 
cfy = y. = I — y'— I 

y/ JC Sj—l S/l+X' 

et par consequent 
dx 

en traitant, selon l'usage, sj—i commeune constante. Or 

/

xdx 

4 - dx y/i-Hx^ 

= yT-f-x^j» 

de sorte que 

y ou arc sin y/ \ = C — y/— 1 i { x ^ / T H C » ) , 

Reste à déterminer la constante arbitraire. Pour cela fai-
sons x = o dans l'égalité précédente, et prenons, ce que 
nous sommes libres de faire, la valeur positive de \fi ; il 
vient ainsi 

arc sin I = C — ŷ  — I 1. Ï = C , 



{ -208 ) 
d'où 

C = 2kci -h 
2 

k étant, à l'ordinaire, un nombre positif, négatif ou nul. 
On a donc en définitive 

[a) arcsin v/1 ~ /i ci — ŷ —1 1 {x-h y^i-f-x'). 

Avant d'aller plus loin, il est bon de vérifier que cette 
formule n'est point en contradiction avec la formule des 
logarithmes imaginaires. Pour cela donnons à ¿r la va-
leur zéro, dans l'expression mais prenons la valeur 
négative de ; il vient 

arcsm 

mais oa sait que 

1 ( — i ) = : ( 2 « c i -h nr) y / — ! • 

On a donc 

arc sm in ( — i ) = 0 -H ̂  j H- (2/2nj w) 

résultat conforme à ce que l'on trouve directement. 

Prenons encore la fonction 

^ = arc cos y/1-h 

Par des calculs identiques aux précédents, on arrive à la 
formule suivante : 

( b ) a r c c o s v ^ 7 " + ~ ? = : SX'ct -4- Ç r H - v / h ^ ' ) , 
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de sorte qu'en ajoutant (a ) et (b) on a 

arc sin y/ i 4- arc cos y/1 = 2(X- 4- ) 4- — > 

comme dans les cas ordinaires. 
En appliquant la même méthode aux fonctions sui-

vantes 
I , 1 arc sec 9 arc cosec 9 

14-^' I 4-0"' 

on arrive à des formules analogues*, de telle sorte que les 
arcs dont les sinus ou cosinus sont plus grands que Fu-
nité et les sécantes ou coséeantes moindres que i soilt 
réductibles à la forme type a sj—i. 

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 624 
( voir r série, t. I", p. 345); 

PAR M . EUGÈNE B F X T R A M Ï . 

Un angle trièdre trirectangle mbhile a son sommet 

en un point fixe pris sur une surface quelconque du se-

cond ordre; le plan déterminé par les intersections de 

ses trois arêtes avec cette surface passe constamment 

par un même point de la normale issue du sommet fixe 

de Vangle trièdre. On demande le lieu de ce point, lors-

que le sommet du trièdre parcourt la surface donnée. 

( M A N N H E I M . ) 

Soient 
ax̂  4- by' 4- cz' == i 

l'équation de la surface, (x©, JTQ, Z^) un quelconque de 
ses points ; on aura identiquement 

(i) ax\-{-bxi-^cz\==:i. 
Ann. de Hathémat., série, t. II. (Mai i863}. l 4 
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En désignant par ô la distance de Torigine au plan lan-
gent en ce point, les cosinus des angles que la normale 
fait avec les axes des x^ y et seroiit respectivement 

Cela posé, concevons un nouveau système d'axes ortho-
gonaux des m et^, ayant leur origine au point (a:©, yoi 
ZQ) et formant avec les axes primitifs des angles dont les 
cosinus sont indiqués dans le tableau suivant : 

V3 

A. A-I AJ 

J' 

z 7« 73 

En nommant X, {Ji, v les cosinus des angles que la normale 
fait avec ces nouveaux axes, on aura 

( 2 ) < f x m — ^ ( r t a j j j o - h 4 - 0 7 2 2 » ) , 

et les équations des droites yj et rapportées aux pre-
miers îixes, seront respectivement 

dans chacune desquelles les variables des deux systèmes 
se rdppdi'tent au même point de l'espâde. 

Au moyen de ces équations et des équations ( i ) et (ÎÎ ), 
on trouve, pour les intersections des trois nouveaux axes 
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avec la surface, les valeurs suivantes de m et Ç, qiie 
nous désignerons par ô? et ô • 

?(. " " 2A ' 

de sorte que l'équation, en yj et Ç, du plan mené par 
ces trois points, pourra se mettre sous la forme 

(31 ^ ^ 
-f-

Or, Téquation de la normale étant 

X ^ V ' 

ia distance TQ du point (xo, /O? ^O) au point d'intersection 
avec le plan (3) est donnée par la formule 

2 
h^H-c) ' 

et comme celle-ci est indépendante de la direction des 
droites Tj et la première partie de la question se trouve 
ainsi démontrée^ 

Si maintenant on désigne par x , ^ les coordonnées 
(relatives â^^remie fs a*es) du point que l'on vient de 
déterminer, on a 

àûXo Psbx^ 

2CZ„ 

•4-
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d'où l'on tire 

€ ï -h ^ 4 - c 

En éliminant Xo, Jo, ^o au moyen de l'équation ( i ) , on 
obtient enfin 

aja^b-hcY bja^b^cY c{a^b^-cY 

équation du lieu cherché, qui, partant, est une surface 
de second ordre, ayant en commun avec la première le 
centre et la direction des axes. 

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 287 
(voir t.XUl, p. 191, et t. XVU, p. 334) ; 

PAR M . FORTUNATO P A D U L A , 
Professeur à Naples. 

Si l'on divise un polyèdre homogène en tétraèdres au 
moyen de droites menées d'un point quelconque M aux 
sommets du polyèdre, et si l'on suppose la masse de cha-
que tétraèdre réunie au centre de la sphère circonscrite 
à ce tétraèdre, le centre de gravité de ce système de points 
matériels est toujours le même, quel que soit le point M. 

( B l E L L A V I T l S . ) 

Soit Al As . . . A„ une des faces du polyèdre donné P ; 
par le point Ai supposons que l'on tire les diagona-
les Al As, Al A 4 , . . A i A „ _ i : MAiA^_, A^ sera un des 
tétraèdres dans lesquels on aura décomposé le polyèdre 
tlonné : soit Cw le centre de j a sphère circonscrite à ce 
tétraèdre, et Ox , O j , Oz trois axes orthogonaux. On 
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nommera : 

«1, Pi> 7« 

« r pry Kr 

i, /, u 

d' 

dr 

n 

les coordonnées des points 

les distances 

A, 

A. 

M 

I OA. 

OA, 
OM 

i>w le volume du tétraèdre MA,AR-i A;... .. 

Les coordonnées x^, seront déterminées, comme 
Ton sait, par les équations 

(a,_, ~ (p.-, ~ 0 — « ) = ^ 

(«r 

et en faisant 

A,. = 

A' = 

a , — 5 p, — i 7 . — K 

ar_i — s — i 7,_, — u 

Clr A pr — i 7r « 

f/î — p . — i 7r—tt 

dl^n' pr — i 7r—« 

I ^ F « 

l a « p. 7« 
I P;.,, 

1 « r p r 7 r 

1 ^ U 

I ^î p; 7. 

l dl pr 7r 



A:. = 

{ ) 
fl, — i —n? 7,—u 

«r-l — i (Pr-s—n} fr^i — U 

ar s dj. TÛ 7r — u 

OL^—S pl — f dl — 

a , p , — i — 

i s n^ u 

I «1 ^î yt 

I 

I «r dl yr 

i s i n } 

V a. p. 

I CLr-\ pr-i dr—\ 

I ar p, dl 
on obtiendra 

2 A, 2 A,. 2A„ 

où le déterminant D'ailleurs, si, par tous les 
sommets A i , Ag, etc., du polyèdre donné, on mène des pa-
rallèles à TaxeOx, sur lesquelles, à partir du plan on 
porte des distances proportionnelles respectivement à 
¿ î , etc. (c'est-à-dire, en faisant égales à 
§1, i j , etc.), on aura des points A',, A'^, etc., que Ton 
peut prendre pour sommets d'un nouveau polyèdre P', dont 
les faces seront déterminées par les triangles A', A', _i A',, 
correspondants aux triangles dans lesquels on aura dé-
composé les faces du polyèdre donné. Soit M ' le point 
que l'on obtient de M par la même construction, ou bien, 
faisant v^ = mv^ le point [v^ ^ w) 5 nommons le vo-
lume du tétraèdre M'A'^ A^^i A',., et l'on aura 

t 

A' = 

i mp t u 

I p, 7, 

I m§r Pr 7r 
I i,.. 

I r̂ 

t U 

h 7 
I r -

Pr 7r 

et par conséquent 
m 



Mais X étant Vx du centre dç gravité des masses réunies 
aux points C ĵ, on a 

donc on obtiendra 

(. ) X = ^ 
2 IV « 

où V, V sont les volumes des polyèdres P et P'. 
Pareillement, si Ton forme deux autres polyèdres P^ 

et P^'par des constructions analogues à celle indiquée 
pour le polyèdre P', on aura 

mais les volumes V , V'', des polyèdres P ' , P ^ P"^ 
ne dépendent nullement de la position du point M. 
Donc, etc. 

Hemavques, 

1. Dans la formation des déterminants Â ^̂  il est né-
cessaire de disposer les éléments de manière qu'il en ré-
sulte pour A une valeur positive ou négative selon que 

entre positivement ou négativement dans la composi-
tion dti vplume total V.. La disposition des éléments des 

déterminants A1>, û l , A I doit être réglée d'après celle 
des éléments correspondants de A^. Et enfin pour chaque • 
volume que l'on doit regarder comme négatif dans la 
composition de V, il faut substituer au lieu du poids de 
la masse t̂ « une force verticale négative appliquée au 
centre C« et proportionnelle à 

2. Les points A ' , A',,..., A'„ ne sont pas en général 
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dans un même plan, quoique les points A , , A , , . . . , A „ 

soient les sommets d'une même face du polyèdre donné : 
donc, lorsqu'on divise le polyèdre P en tétraèdres, on peut 
prendre le point M d'une manière quelconque, mais il 
faut décomposer chaque face toujours dans les mêmps 
triangles, sans quoi les volumes V , V , ne resteraient 
pas constants, parce que les polyèdres P', P'', P''' eux-
mêmes changeraient, et en conséquence le point (X,Y, Z), 
pourvu que l'on y considère des couples comme il sera dit 
dans le n^ 6 pour un cas plus général. 

3. Si le polygone A i A g . . . A„ est inscriptible dans 
un cercle, on peut démontrer que les points A'j, A^,. . ., 
A'„, seront dans un même plan. Dans ce cas on peut 
diviser la face Ai Ag. . . A„ en iriangles d'une manière 
quelconque, parce que la pyramide M'A', A'^. . . A'„ du 
polyèdre P', correspondante à la pyramide MAj Ag... A„ 
dans le polyèdre P, restera toujours la même. 

4. Si le polyèdre P est inscriptible dans une sphère, 
on peut fixer à son centre l'origine des coordonnées, et 
l'on aura = ¿/g = = . . . • donc tous les sommets 
du polyèdre P ' seront dans un même plan parallèle au plan 
j z , et par conséquent V ' = 0 5 on aura de même o, 

= o. Dans ce cas, le centre de gravité du système de 
points indiqués dans la question est le centre de la sphère 
circonscrite au polyèdre. 

5. Si, au lieu de diviser le polyèdre en tétraèdres ayant 
tous le même sommet, on le divise d'une manière quel-
conque, il est évident que le théorème a toujours lieu, 
pourvu que les tétraèdres qui aboutissent aux faces du 
polyèdre donné aient toujours pour bases les mêmes 
triangles dans lesquels on aura décomposé chaque face 
du polyèdre. La démonstration reste la même, parce que 

étant les volumes de deux tétraèdres correspon-
dants quelconqties dans les polyèdres P, P', on aura de 
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même 

mr 
A. — —• -

2 IV^ 2 V 

6. Pour diviser chaque face du polyèdre en triangles, 
on pourrait prendre dans le plan de la face Ai As* • .A„, 
que Ton considère, un point N, et former les triangles 
NAi As, NA2A3, . . . , NA;,Ai, alors on aura le même 
théorème et le même point (X , Y, Z ) pourvu que Ton re-
garde le point N comme sommet de « — 2 tétraèdres 
NAi As A3, NAi A3 A4 , . . . , NAi A„_i A ,̂ de volume nul. 
Dans ce cas, pour chaque tétraèdre N A j A^^i A r, on aura 
pour centre de la sphère circonscrite un point situé 
à l'infini sur la perpendiculaire à la face A i A s « . . A„ 
élevée par le centre du cercle circonscrit au triangle 
Al A;,_i A^, et le poids que l'on doit appliquer à ce point 

est nul. Ce poids doit être remplacé, comme on dé-
duit des équations trouvées ci-dessus, par un couple. En 
effet, la position des points C étant indépendante des 
axes des coordonnées, supposons que l'origine soit au 
centre du cercle A,A^_tA,. circonscrit au triangle 
Al A,., et son plan celui des xj. Soit N la projec-
tion du point M sur la face A j As - . . A„ ou bien sur le 
plan xj. Nommons la puissance du point N par 
rapport au cercle Ai A^^iA^^s • on aura, quel que soit 
le point Ml, 

Cl» ûi 

mais à cause de 

7, = 7r_, = 7 , = o, d, =Z dr^, =Z drj 

on a 
I a. p, 

A,.. = W I 

I 
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I s / 
n' 

I s f 
«1 p. ^ l a , p, ^ 

I a, p. 1 «r—l p.-, 1 I ar-lPr-i 
I ar_i Pr-. I «r Pr I I a, p. 
I Ur Pr I 

donc on obtiendra 

I a. Pi 
I <?Çr~4 Pr̂ i 
ï a, Pr 

I a, p, 

I ar-i Pi^i 

I ii. »r 

Lorsque le point M coïncide avec le point N, on a 

ratais 

~ g '̂•-i ' • 

donc, si sur la perpendiculaire élevée sur la face 
A j A j . - . A , , , du côté extérieur, on porte une droite 
quelconque a, il y aura aux extrémités de cette droite un 

couple _ A. 

De même on déterminera les couples qu'on auï a des 
autres tétraèdres de volume nul, et le centre de gravité 
de toutes les masses et des couples sera le point (X , Y ,Z ) 
déterminé par les équations ( i ) , (2 )5 (3). 

Il faut observer que dans la formule ^ ^ 

puissance est positive ou négative, selon que le 
point N est extérieur ou intérieur par rapport au cercle 
Al A^, et que l'aire du triangle A j A,, sera ton-
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jours positive si le pojiygoiie Ai A i - . . A„ eat convexe, et 
en générai aura le même signe que dans l'équation 

Al A-i. . .A„=: i l A, Ar-t A,. 

Enfin, pourvu que la droite a reste parallèle à elle-même, 
on peut la fixer dans telle position qu'on voudra, et à 
ses extrémités agira toujours le même couple Si le 
point N sur la circonférence du cercle Ai A^^i A^ on 
aura Â -̂s o, et par conséquent il n'y aura pas de 
couple à considérer. 

7. Si l'on ne veut pas introduire les couples susdits, 
c'est-â-dire si l'on veut considérer seulement les tétraèdres 
effectifs dans lesquels on a divisé le polyèdre, alors le 
théorème aura lieu pour tous les systèmes de tétraèdres 
que l'on peut former sans changer la position des points N, 
quelle que soit d'ailleurs la manière de diviser le polyèdre 
en tétraèdres. Dans celte hypothèse, les polyèdres P' , 
P'', P''' changeront de forme et de volume^ ils dépendront 
de la position des points N dont les coordonnées doivent 
être introduites dans les formules trouvées : ainsi le 
polyèdre P ' aura pour faces les triangles N ' A\ 

N'A ' j A3 , . . . , N ' A'„ etc., et son volume sera égal a 

ou 

à' 

i n^ t u 

i h' b c 

l Pr yr 

C )̂ C'est yuya rfmarqve k CaU« w r la tlM^prie du ce&tee d'un s ^ è m e de 
forces paraUèlcs, que lorsqu'il y a un couple (P , — P ) appliqué à dçu* 
points M, N, si l'on mène une droite M'N ' égale et paraUèle à la droiteMÎÎ 
et divisée 4aB6 U » â m e sens, oa peut IransfMirterle coi)|>le (P, — P ) aux 
pOïMs M', eqns changer la position du centre dp »ystènie. 



( aao ) 
il, c étant les coordonnées du point N^ et 

Dans ce cas, quand même le polyèdre P serait inscriptible 
dans une-sphère, le centre de gravité du système des 
points Cû> qu'on obtiendra sera en général différent du 
centre de la sphère, à moins que tous les points N n'exis-
tent sur la sphère circonscrite au polyèdre, c'est-à-dire 
sur les sections respectives produites par ses faces dans 
la sphère. 

DU CENTRE DE GRAVITÉ D'UN DÉ A JOUER (QUESTION 307) 
(voir t. XIV, p. 269) ; 

PAR M . J. D E V I R I E U , 
Professeur à Lyon (institution Sainte-Barbe). 

1. Étant donné un solide homogène de forme cubique, 
on creuse sur ses faces des cavités toutes égales entre elles 
qu'on appelle points, et qui satisfont aux conditions sui-
vantes : 

Le nombre de points de chaque face est inférieur à 7 
et varie d'une face à l'autre ; 

Deux points, soit d'une même face, soit de deux faces 
différentes, ne se pénètrent pas; 

Les points d'une même face sont disposés de telle 
sorte, que les projections de leurs centres de gravité sur 
cette face ont pour centre de moyenne distance le centre 
de la face elle-même. 

On demande la position du centre de gravité du solide 
ainsi obtenu. 

2. Pour fixer les idées, nous supposerons que le solide 
proposé reposant sur un plan horizontal, un observateur 
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est placé, debout, dans son intérieur, vis-à-vis une face^ 
nous désignerons par : 

Pi la face horizontale située sous ses pieds ; 
P j la face verticale située devant lui 5 
P3 la face verticale située à sa droite ; 
P4 U face verticals située à sa, gauche^ 
Pg la face verticale située derrière lui ^ 
Pfi la face horizontale située au-dessus de sa tète 5 
«1, zzg,..TZti, nombres de points de ces faces 5 
p, rapport entre le volume du cube primitif et celui 

d'un des points ^ 
distance de chaque face au centre de gravité d'un 

de ses points \ 
c, côté du cube primitif. 
Les nombres . n̂  étant distincts et plus petits 

que 7, on a 
4-. . .-Hâ C = 21. 

3. Rappelons-nous : 

I® Que si l'on projette plusieurs points géométriques 
appartenant à un même plan et leur centre de moyennes 
distances sur un plan parallèle au leur, la projection de 
ce centre est le centre de moyennes distances des projec-
tions de ces points ; 

a® Que le centre des moyennes distances des centres 
de gravité de plusieurs corps égaux est le centre de gra-
vité du système que forment ces corps. 

4. Il en résulte que le centre de gravité du système 
que forment les points d'une même face se trouve sur la 
droite qui joint le centre de cette face au centre de la 
face opposée et à une distance de la première égale à la 
distance de cette même face au centre de gravité de l'un 
de ses points. 

5. Soient Pi le plan des ; P3 le plan des ( j . z ) 5 
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P5 le plan des ( z . x ) ^ lés demi-arxea des coordon-
nées positives étant dirigés suivant les arête» du tiube 
primitif ; 

yj, ^ les coordonnées du centré de graVilé dé ce 
cube ; 

( X i . y t . Z i ) ^ , . { x ^ . y ^ . z ^ ) les centres de grâtitë des 
différents systèmes que forment les pointi de chaque face 5 
on a : 

ï * 

r 1 
X, = - c, = -

2 2 

.r, = ^ - ^ = i c-f-(^i r - ^ j , = i r, 

2 2 \2 / 
1 I 

= ^ C, y-e = -2 2 

§ r= Z| — 

Zj = 
I 

Z3 = 
1 

I 

1 
2 

C 
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6. Au centre de gravité appliquons deux forces V^rlî-
cales dirigées en sens contraire Tune de l'autre, et res-
pectivement égales au poids de la matière qui le rem-
plisèait. 

Il est facile de voir que le centre de gravité cbi^fcé 
e3t le (îènire de sept forces tm ûtdie^ : 

L'une^ dirigée de haut en bas, appliquée au cèntfè 
cube primitif et égale à éôn pôids i, 

Les six autres dirigées de bas en hâUt̂  respectiVètnettt 
appliquées aux centres de gravité deà différents systèmes 
que forment les points de chaque face et égales aU poids 
de la matière qui les remplissait-, ces forees étant les 
poids de corps formés d'une même substance sottt pro^ 
portiohnelles à leurs volumes, volumes que représentwit 

c , 

et par conséquent proportionnelles mk nombres 

p, /z,, »2, . . . , /2g. 

X, J , z représentant les coordonnées du centre de gravité 
cherché ou ses distances aux plans P3, P5, P j , on a, en 
vertu de la théorie des moments : 

1 n^ — / I 
.r = - c H [ 

2 n — Il \i 

1 
: ~ C -
2 

r — 

— n., 

p — 21 

n, — 'h, 

7. Soit D la distance de ce centre de gravité au centre 
de gravité du cube primitif 5 en posant 

N = = (/I, — « 4 ) ' + ( « 5 — + {FII -
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on aura : 

le maximum el le minimum de D correspondent au maxi-
mum de N. 

8. Les points dont le nombre sur chaque face est infé-
rieur à 7 et varie d'une face à l'autre peuvent être répar-
tis de quinze manières différentes -, si l'on calcule les 
quinze valeurs correspondantes de /z, on trouve : 

Que sa valeur minimum 3 correspond au cas où i est 
opposé à 2, 3 à 5 à 65 

Que sa valeur maximum 35 correspond au cas où i est 
opposé â 6, 2 à 5, 3 à 4; 

Cette dernière disposition est précisément celle qui 
existe dans le dé à jouer ordinaire -, c'est la seule où la 
somme des points opposés soit constante. 

9. Soient . . ., les distances du centre de gravité 
du dé à jouer ordinaire, aux faces marquées 1 .2 , . . , 5.6 ̂  
les formules A, en y posant 

donnent 

1 
— C 
2 

5 1 
— C 
2 p — Il 

d,-
1 
- C 
2 

3 (r-d,-
1 
- C 
2 J) — 2T (r-
1 (r-2 /> — 21 (r-

<U = 
I I 

<U = 2 p — 21 
1 
— C 
2 

3 1 
— C 
2 p — 21 
r 
- c 
2 

l ' c - S 
r 
- c 
2 P—-2.1 

\ — C 0 

: 4 , ri, = //c = 6 , 

p — 26 C 5 

p — 1\ 2 
j 

p — 21 

C 3 

1 
i— 

p — 2 2 C 1 
j 

p 2 1 2 p — 21 

p 20 C I 

P--11 2 p — 2 1 

C 3 

p 21 2 p— 21 
p 16 C 5 

/? — 21 2 p — 21 
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ÉNONCÉ DES QUESTIONS NON RÉSOLUES 

Proposées dans les qaioze preaiiers Tolaoï^s de la première série 
des NoDTelles Anoales. 

61. (T . II, p. 48.) Deux pyramides convexes qui ont 
les faces triangulaires égales, chacune à chacune, et sem-
blablement disposées, sont égales. ( C A T A L A N . ) 

93. (T. IV, p. 259.) Soient A, B, C les longueurs de 
trois cordes issues d'un même point d'une circonférence 
de cercle, B étant la corde intermédiaire; on a, comme il 
est facile de s'en assurer, 

(a) A sin BC-t-C sin AB — B sin AC, 

et la surface de la sphère-, A, B et C représentant trois arcs 
de grand cercle issus du même point d'un petit cercle et 
terminés à leur seconde rencontre avec ce même petit 
cercle, on a une relation qui ne diffère de la précédente 
qu'en ce que les longueurs A, B, C sont remplacées par 

tang ^ A, tang ^ B, tang ^ C. 

On demande s'il y a une relation analogue à la rela-
tion (a) pour quatre cordes de la sphère qui seraient 
issues d'un môme point de la surface. 

( P A R UN A B O K K É . ) 

119 ("^j. (T. V, p. 2Ü2.) Une droite de longueur con-
stante se mouvant entre deux droites fixes données dans 
l'espace, chaque point de la droite mobile décrit une el-
lipse : toutes les ellipses sont dans des plans parallèles -, 

C ) Cette question a été traitée par MM. Vauquelin et VVcestyn, t. V , 
p. 36i, Nous n'en reproduisons l'énoncé que pour Tîntelligence de la 
question suivante. 

Ann. de Mathéniat , série, t. H. (Mai i«63.) l5 
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leurs centres sont siir la plus courte distance entre les 
droites fixes; le lieu des ellipses est une surface du ciua-
trième degré; la droite mobile tourne à chaque instant au-
tour d'une droite de direction constante, perpendiculaire 
aux deux plans parallèles déterminés parles droites fixes. 

120. (T . V, p. 202.) Établir, au moyen du théorème 
précédent, la théorie dé l'axe instantané de rotation d'un 
corps solide se mouvant dans l'espace d'une manière 
quelconque. 

193. (T . VII, p. 368.) Trouver et discuter l'équation 
de la surface qui jouit de cette propriété, que la somme 
des distances de chacun de ses points aux faces d'un 
angle trièdre trirectangle est constante. 

240. (T. X , p. 347.) La position d'équilibre d'un 
corps surnageant n'a lieu que lorsque la distance du cen-
tre de gravité du liquide déplacé au centre de gravité du 
corps est un maximum ou un minimum, ou bien encore 
lorsque le centre commun de gravité du corps et du fluide 
déplacé est à sa plus haute ou plus basse position. 

(CLAUSEJV. ) 

245. (T. X , p. 358.) Soit 

z -f- -4- ¿/3 -4-... H- anX„ ; 

supposons que Xg, Xg,.. x,, puissent prendre res-
pectivement mi, m^,. . ., m^ valeurs différentes ; alors z 
aura au plus mj m^, . . m„ valeurs différentes ; mais il 
peut en avoir moins. Dans quel cas ? 

2S1, (T. XI , p. 114.) Placer les huit premiers nom-
bres sur une même ligne, de telle sorte que la différence 
de deux quelconques de ces nombres ne soit pas égalera 
la différence de leurs rangs dans cette ligne. Combien 
existe-t-il de dispositions de ce genre? i 7 5 8 2 4 ^ 3 
est une de ces dispositions. 
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Placer sur un échiquier huit reines, de manière Î|U au-

c u n e d'elles ne soit en prise à l'une des sept autfês« La 
solution est un/e conséquence de la précédente. 

( E . L I O N N E T . ) 

252. En étant les doubles du jeu ordinaire du dcytnino, 
il reste vingt et une pièces. On peut ranger ces vingt et 
une pièces sur une seule ligne, conformément à la règle 
du jeu. De combien de manières cet arrangement est-il 
possible? 

317. ( T . XV, p. Sa.) On donne sur un plan : i « une 
conique S -, a® cinq points fixes a, b, c, d, P, dont l'un, a, 

est pris sur le périmètre de la conique. On propose de 
mener par le point P une transversale qui coupe la co-
nique en deux points (réejs ou imaginaires) e, (p situés, 
avec les quatre a, b, c, d, sur une même conique. Dé-
montrer qu'il existe en général deux solutions. 

(DE JoNQUlÈRES.) 

324. (T . XV , p. 22g.) Quelles sont les phases de la 
terre et les éclipses de terre pour un spectateur placé dans 
la lune ? 

325. ( T . XV, p. 229.) Soit une équatipn algébrique 
y (.r) = qi) tous les coefficients sont supposés entiers po-
sitifs, q est entier positif; t étant un nombre entier posi-
tif, si l'on a 

iiûsant h= r/N̂  
tp(i-f-i) 

t-i-h sera une valeur approchée de x comprise entre / et 
i H- I -, discuter cette méthode d'approximation donnée 
par Cardan. 

333. (T . XV, p. 243.) Étant donnée une ligne d'in-
tersection de deu^ surfaces de degrés m et n, quels sont 
les-degrés respectifs des surfaces formées par les nor-
males principales, les tangentes de la courbe et les axes 
des plans osculateurs ? 
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342. (T . XV, p. 353.) ABC est un triangle inscrit 
dans le triangle a ie , A est sur ¿c, B sur nc^ G sur ab ; 

trois courbes sont données dans le même plan ; AB touche 
une courbe en y, AC touche une deuxième courbe en jS et 
BC la troisième courbe en a : on a, pour toute position 
du triangle ABC, 

A7.Ba.Cp _ aC.bk.cB 
A P . B Y . C a aB bC.ck ' 

A démontrer par des considérations de statique. 
( M O B I L I S . ) 

NOTE SliR LES NORMALES AUX SURFACES 
DU SECOND ORDRE; 

PAR M . D E S B O V E S . 

Les nouveaux théorèmes sur les normales aux sur-
faces du second ordre peuvent se déduire très-simplement 
de quelques équations générales ( * ) . Je me bornerai ici à 
un petit nombre de propositions relatives à l'ellipsoïde. 

Prenons pour axes coordonnés les axes mêmes de 
l'ellipsoïde, et soient représentés, pour abréger, par 
L, M, N, R, les polynômes 

X- ')' Z^ 
-h -f- - — I, 

a^ b^ c^ 

H- cHoX — b-'x.Zy 

(ĉ  — a^) xz-^ a^x^z — c^z^x^ 

{a' — b^) XX b^nx — a'x^, 

(*) Théorie nouvelle des normales aux surfaces du second ordre. (Mallet-
Bachelier, 1862). Nous rendrons prochainement compte de cet ouvrage. P. 
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et par m, n, r, des constantes arbitraires : il est facile de 
voir que 

( i ) /L ///M -i-/2N-f-rR=: o 

est l'équation générale de toutes les surfaces du second 
degré qui passent par les six pieds des normales menées 
du point ^o) à rellipsoïde. 

D'abord la surface ( i ) passe par les pieds des six nor-
males. En effet, L = o est l'équation de rellipsoïde, et 
on voit facilement que les coordonnées des pieds des nor-
males parlant du point.ro, jo? ô doivent satisfaire aux 
équations 

M=:o , N=ro, R = o. 

La surface ( i ) passe d'ailleurs par trois points arbitrai-

rement choisis, à cause des trois constantes y 5 y arbi-

traires el distinctes. On a donc bien l'équation la plus 

générale. 
Applications de V équation (1). 

THÉORÈME I. — Jamais les pieds des six normales 

menées d'un point à Vellipsoïde ne peuvent être sur 

une même sphère. 

En effet, les coefficients de j:*, j®, z^ dans l'équation ( i ) 
ne peuvent devenir égaux pour aucune valeur des con-
stantes. 

THÉORÈME I I . — Les six normales menées d'un point 

à un ellipsoïde se trouvent toujours sur un même cône 

du second degré, ( C H A S L E S . ) 

Il faut faire voir qu'en déterminant convenablement 
/, m, n, r, le point (xo, jo? «o) pourra être à la fois le 
centre et un point de la surface. 
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La première eondiiion donne les trois équations 

ilx^ 

/Jo — /?z„ H- = 0 , 

/ ^ / (2) ^ mz, — rx, -h == o, 
2 /Zo 

«JTo — ////o-f--^ = 0 . 

Si on les multiplie respectivement par TO, JO, ÔÎ 
qu'on les ajoute membre à membre, il vient 

et, par suite, / = o. 
Les équations (2) donnent alors 

Jo Zo 

On exprime ensuite, à la manière ordinaire, que le point 
(•^oî Jo) ) est sur la surface, et l'on a 

La condition est remplie, puisque / est nul, d'après ce 
qui précède, et le théorème est démontré. 

Si, d'ailleurs, on veut avoir l'équation du cône, il suf-
fira, dans l'équation ( i ) , de remplacer //i, w, r par 
o, Xo, 

THÉOÏIÈME I I L — 5/ , d'un point quelconque, on mène 

lès six normales à un ellipsoïde et quon fasse passer un 

plan par les pieds de trois quelconques d''entre elles^ et 

un autre par les trois pieds restants, les coordonnées 

7 -, a', y' des pôles des deux plans sont liées par 

les équations 

= - «S pp' = - b\ yy' = ^ c^. 
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THÉORÈME I V . — Les pâles des plans dont il est ques-

tion dans Vénoncé précédent se trouvent, quel que 

soit le point de départ des normales^ sur une même sur-

face du quatrième ordre dont Véquation est 

{ a ' — b 'Y (aH^y^ — c 'a 'p^) - f { a ' — c 'Y b'oi' f ) 
[b-' — C'Y [b^c'^rx' — à'P'f):^ o. 

THÉORÈME V. — Les plans qui ont leurs pôles ^ur la 

surface précédente sont tels^ que les normales qui ont 

leurs pieds sur la section correspondante de rellipsoïde 
se coupent trois à trois sur une même droite. 

Les trois théorèmes que uous venons d'énoncer s'éta-
blissent immédiatement, et pour ainsi dire sans calcul, en 
identifiant l'équation ( i ) el la suivante : 

¿2 N I « ' b' O. 

Pour étudier de plus près le problème des normales 
menées des différents points d une section de l'ellipsoïde, 
on prend une nouvelle équalion générale obtenue comme 
l'équation ( i ) , mais en choisissant comme axes coordon-
nés les axes mêmes de l'ellipse de section et une perpen-
diculaire à son plan menée par son centre. 

PROBLÈMES SUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE 
LIGNE DES COURBURES SEMBLABLES. 

P r o b l è m e I . — Mener par le centre de la sur j ace 
du second degré 

(0 Ax' ^Bx^^Cz^ — i 

un plan représenté par V équation 
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de telle softe que la section S soit une conique sem-

blable à une conique donnée. 

Soient aE et 2F les axes de la section cherchée. 
Comme cette courbe doit être semblable à une conique 

E 
donnée, le rapport — est une quantité connue. Afin que 

les deux axes entrent d'une manière symétrique dans le 
calcul, nous poserons 

~ F E ~ E F > 

ou 

(3) = £2 F̂  

Le paramètre qui définit l'espèce de la section, sera 
positil ou négatif selon que cette section sera une ellipse 
ou une hyperbole. En particulier on aura = 4 dans le 
cas d'un cercle ; X*=:o, dans le cas d'une hyperbole équi-
latère; X' =r 00 dans le cas d'une parabole. 

Pour exprimer X® en fonction des données du problème, 
je fais la projection S' de la conique S sur le plan des r^:. 
L'équation de cette projection sera 

OU bien 

Si l'on nomme 2e et 2^les axes de S', on aura 

1 ^ (B-hC —A)a^-4-A 
/ " " â  " â  

B C A - + A C P M - A B 7 2 
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On aura donc 

, 

Remarquons en passant que la valeur de ~ ne 

dépend que de a, ce qui donne le théorème : La somme 

des carrés des inverses des axes est la même pour toutes 

les sections dont les plans font le même angle avec 

l'un des axes principaux de la surface. 

Si Ton représenle par 2e', 2 2 e ' ' , 2 f " les axes des 
projections de la conique S sur les deux autres plans 
coordonnés, on aura de même 

f i _ "y' 
B C A ^ - H A C P ^ - F - A B V ^ ' 

( A - ^ C — 

B C A H - A C P M - A B Y ^ ' 

( A 4 - B — C ) 7 » - ^ C 
BCA2 4 - A B 7 

Donc, en vertu des relations (question 634, p. 24) 

Ê F̂  z=ze'p'\- e" f" -f- , 

2F2 = -f- H - 4 - / " % 

nous aurons 
p2 ' 

" " B C O ^ - H A C P ^ - | - A B 7 2 ' 

B C A ' - H A C A B 7 2 

en posant 

A'^ RR I - P ' ^ ^ I — y'^ =z i ^ f . 



De là on déduit ^ — ' o « 
E' r ' 

(3) = 
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> ou 

BCa^-f-ACp»4- AB7' 

Telle est la rela tîon qui doit exister entre les cosi ii us a, (i, y, 
qui déterminent la direction du plan sécant, pour que la 
section soit semblable à la conique dont la forme est dé-
terminée par le paramètre X®. 

Kemarques, — Les sections faites par des plans paral-
lèles dans une surface du second degré étant semblables, 
l'équation (3) conviendra à la section faite par le plan 

quel que soit i . 
La formule (3) conviendrait encore à la section faite 

par un plan quelconque dans l'un des deux parabo-
loides. Il suffirait de faire nul l'un des coefficients A, 
B, C. 

PROBLÈME I I . — Trouver r équation du lieu des dia-

mètres conjugués aux plans qui remplissent les condi-

tions du problème I. 

Soient 

(4) = ,) 
m n p 

les équations du diamètre conjugué au plan (2). On aura 

mk nB pC 
a p 7 

Les valeurs de a, |3, y, tirées de ces équations et portées 
dans l'équation (3), donneront 

A'm' -i-B'n'-hC'p' 
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OU bien 

Il suffira donc, pour avoir le lieu demandé, d'éliminer 
m, n, p entre cette équation et les équations (4) , ce qui 
donne, en chassant le dénominateur, 

A B C V (AOR 'H -BR^ -F . Q Z ' ) { A ' X ' - H B ' R ' - ^ O ' Z ' ) 

[ A ' ( B - F - C - F - B 2 ( A - + - C ( A + B ) Z^P, 

équalion d'un cône du quatrième degré. 

PROBLÈME III. — Trouver sur une surface du second 

degré le lieu des points qui ont des indicatrices sem--

blables ( * ) , c'est-à-dire tels, que des plans parallèles 

aux plans tangents menés à la surface en ces points 

coupent la surface suivant des coniques semblables. 

Ce lieu est évidemment donné, pour les surfaces à 
centre, par l'intersection des surfaces ( i ) et (5). En ayant 
égard à l'équation ( i ) , l'équation (5) peut être remplacée 
par la suivante : 

(6) 

Posons 

A B C V J^-F- C^Z^) 

a' b' c' 

La quantité placée entre crochets dans Téquation (6) 

( * ) J'appelle ce lieu ligne des courbures semblables, parce que, pourileudL 
points de cette ligne, les courbures de deux sections normales semblable-
ment placées par rapport aux sections prhicîpiilies présentent un rapport 
constant. 
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pourra s'écrire 

I 
a^b'c' 

I 

en ayant égard à l'équation de l'ellipsoïde 

L'équation (6 ) prendra donc la forme 

(8) a'b^cn' 

et la ligne des courbures semblables de l'ellipsoïde sera 
représentée par l'ensemble des équations (7) et (8). 
Quand X == 2, l'équation (8) représente une surface qui 
touche l'ellipsoïde aux quatre ombilics. 

Je n'examinerai pas les cas particuliers des hyperbo-
loïdes et des paraboloïdes, qui ne peuvent présenter de 
difficultés après ce qu'on vient de dire. Je remarquerai 
seulement que le problème III comprend, comme cas par-
ticulier, les questions 638 et 639; car demander que les 
génératrices rectilignes d'une surface du second degré, 
qui passent par un point de la surface, fassent un angle 
donné, c'est demander que les sections faites parallèle-
ment au plan tangent mené par ce point soient des hy-
perboles semblables à des hyperboles données. On voit 
par là qu'une question qui semblait ne concerner que les 
surfaces du second degré à génératrices rectilignes s'ap-
plique à toutes les surfaces de ce degré, quand on se place 
à un point de vue plus général. P. 
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BIBLIOfiRAPHie. 

INTRODUCTION A LA THÉORIE DES NOMBRES-, p a r V . - A . Le 

Besgue^ correspondant de l'Institut (Académie des 
Sciences), professeur honoraire de la Faculté desScien-
ces de Bordeaux, chevalier de la Légion d'honneur. 
Grand in-8 sur grand raisin f jn; P a m , Mallet-Bache-
lier. 1862. — Prix : 4 francs. 

Cet ouvrage, distinct des Exercices cVanalyse nwné-

lique du même auteur, renferme les notions nécessaires 
pour l'intelligence des Mémoires que M. Le Besgue se 
propose de publier sur les diverses parties de la théorie 
des nombres. Dans les six premiers chapitres (p. i à 83), 
qui se rapportent à des propositions bien connues, les 
démonstrations ne sont qu'indiquées ou pî ésentées som-
mairement. Les théorèmes relatifs aux combinaisons, 
aux diviseurs des nombres, à la recherche des nombres 
premiers, aux congruences, sont donnés avec de nombreux 
corollaires destinés à éviter, par la suite, quelques di-
gressions qui auraient rompu Tenchainement naturel des 
propositions. 

Le VII® chapitre (p. 84 à io4), plus développé, est con-
sacré à l'importante théorie des résidus des puissances, 
théorie fondée par Euler, et qui est la base des travaux 
de Gauss sur la résolution des équations binômes. On sait 
que les restes des termes de la progression indéfinie 

s'y 

divisés par un nombre premier P, forment une suite pé-
riodique dont la période comprend au plus P — 1 termes. 
Si la période de g comprend P — i termes, auquel cas 
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on dit que g appartient à l'exposant P — i , le nombre g 

donne, par les restes de ses diverses puissances, tous les 
nombres inférieurs à P ; e|i sorte que a étant un nombre 
inférieur à P, on peut toujours satisfaire à la congruence 

= « (mod. P). 

L'exposant a est ee que Gauss nomme l'indice de a, et 
M. Le Besgue le logarithme modulaire de a, à cause 
d'une analogie évidente avec les logarithmes ordinaires. 
Jacobi a donné une table, le Canon arithnieticus^ des-
tinée à faire connaître les indices de tous les nombres 
premiers inférieurs à looo. M. Le Besgue indique les 
moyens de simplifier les tables de Jacobi, ce qui per-
met de leur donner une plus grande étendue sous le 
même volume. 

Les frais d'impression de cette Introduction ont été 
avancés par M. le prince de Polignac. On doit vivement 
désirer que les Mémoires annoncés par M. Le Besgue puis-
sent bientôt voir le jour. La Théorie des nombres de l^e-
gendre est devenue rareet n'est plus d'ailleurs à la hauteur 
de la science. P. 

CARL -FRÎEOUICH GAUSS W E R K E . OEuvres deQ.-F. GAUSS , 

publiées par l'Académie des Sciences de Gœttingue ; 
6 vol. in-4> de 5o à 60 feuilles. —Pr ix de chaque vo-
lume: 6 thalers ( * ) . 

Le volume de cette importante collection vient de 
paraître. Il renferme les Disquisiliones arithmeticce, avec 
les corrections et les additions de l'auteur. • 

Les volumes suivants comprendront : 
IL Les Mémoires sur l'arithmétique supérieure et en 

particulier la huitième section des Disqmsitiones ; 

C') Le tbaler vaut 3^^,71. 
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m . Les travaux d'analyse; 
IV. Mémoire^ de géométrie et théorie des moindres 

carrés; 
V. Physique mathématique; 
VI. Astronomie (moins la Theoria motus corpormn 

cœlestium)^ dont l'édition n'est pas encore épuisée et qui 
formera plus tard le VIP volume des Œuvres complètes. 

INous reviendrons sur cette publication. 

G IORNALE DI MATEMATICHE AÏ) USO DEGLI STUDENTI DELLE 

UNIVERSITÀ ITALIANE , pubblicato per cura dei professori 
G. BattagUni, V. Janni et N. Trudi. numéro, 
janvier i863. — Prix de l'abonnement : 14 francs pour 
l'Italie. . 

Ce journal, qui compte parmi ses collaborateurs 
MM. Avena, Brioschi, Casorati, Cremona, Dorna, Per-
gola, de Gasparis, del Grosso, Padula, Rubini, Sabato, 
Sannia, est publié à Naples, chaque mois, par livraison de 
32 pages grand in-8. Le but des éditeurs est de venir en 
aide à la jeunesse italienne, en lui faisant connaître les tra-
vaux récents des géomètres, dispersés dans de nombreuses 
publications, la plupart écrites dans des langues étran-
gères^ et qu'il est très-difficile de réunir. Le fonds du 
recueil se composera d'articles dans lesquels seront déve-
loppées les méthodes modernes. On y joindra des notes sur 
des questions spéciales, les solutions de problèmes propo-
sés par la rédaction et des articles de bibliographie ou 
d'histoire. Enfin, et c'est là un signe du temps^ on pro-
met un dictionnaire rfei ie/vniïj nous^eaux avec leur ex-
plication. M. Hoûel s'est élevé avec raison contre la 
multiplicité des langues, qui rend si difficiles les coni-
munications entre géomètres : mais le mal est bien plus 
grand qu'il ne pense. Si l'on n'y prend garde, nous ver-
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roiis bientôt Tépoque où chaque auteur, se faisant une 
iaagueà lui, ne pourra être 'lu, compris et admiré que 
par lui-même ( * ) . 

Le premier numéro du journal napolitain est un excel-
lent spécimen, propre à montrer ce que l'on doit attendre 
du zèle et du talent de ses auteurs. En voici le sommaire : 

Théorie élémentaire des formes géométriques, par 
G. Battaglini, — Théorie géométrique des courbes du 
deuxième ordre, par V, Janni. — Exposition de divers 
systèmes de coordonnées homogènes, par iV. Trudi,.—Sur 
une transformation desformesquadratiques, par F. Brios-

chi\ — Démonstration d'un théorème du capitaine Faure 
(Nouvelles Annales^ t. XX , p. i 4 i ) , par E, d'Ovidio, 

— Sur quelques propriétés du cercle des neuf points, 
par N. Trudi, (Le cercle des neuf points est tangent au 
cetcle inscrit et aux cercles exinscrits : théorème de 
Steiner) P. 

BRRATUM ( p . 2 3 ) . 

Les formules de la question 633 sont fausses. En re-
voyant nos calculs, nous y avons découvert une faute de 
signe d'autant plus perfide, qu'elle conduisait à des ré-
sullats.foYt v^isemblables. Nous regrettons et le temps 
que nous avons, perdu à cette question et celui que nous 
avons fait perdre à quelques-uns de nos lecteurs. P. 

(*) On peut Juger, par la Géométrie de Descaries, que des idées nou-
velles ne demandent pas nécessairement des termes nouveaux. Daits ce 
Himc« écrit de 120 pages, on ne voit paraître aucun mot qui ne fût déjà, à 
cette époque (1637), dans le vocabulaire des mathématiques, 

( * * ) Jacob Steiner, né à Utzendorl' le liî mars 1796, mort à Berne le 
jer ayî n igf)3j un des grands géomètres (ie nortre époque. 
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RAPPORT SUR LES TRAVAUX MATHÉMATIftllES 
DE N . 0. TERQIIEN; 

PAR M . C H A S L E S . 

Lu devant le Conseil de la Société de secours des Amis des Sciences. 

M. Terquem (Olry), né en 1 7 8 2 , entra à l'École Po-
lytechnique en 1801 à l'âge de dix-neuf ans. A sa sortie 
de rÉcole, en i8o4, il fut nommé professeur de mathé-
matiques au lycée de Mayence; et sept ans après il passa 
au même titre à l'école d'artillerie de cette ville. En 1814, 
la place de bibliothécaire du Dépôt central de l'Artillerie 
devenait vacante par la retraite du savant géomètre Ser-
vois. Les officiers généraux que les guerres de l'époque 
avaient appelés à Mayence, ayant apprécié tout le mérite 
et les qualités du jeune professeur de l'école d'artillerie, 
le signalèrent comme éminemment propre à remplacer 
Servois. 11 ne s'agissait pas, en effet, simplement de pré-
sider à la conservation d'une bibliothèque : il s'agissait 
surtout de prendre part d'une manière active à toutes les 
questions scientifiques afférentes au Comité de l'Artille-
rie. C'est sous cette condition que M. Terquem obtint la 
préférence sur tous les autres professeurs aux écoles d'ar-
tillerie, et fut investi des fonctions importantes qui le 
fixèrent à Paris. 

Ces fonctions, M. Terquem les remplit pendant qua-
rante-huit ans, sans que l'Administration ait jamais voulu 
appliquer à son égard les prescriptions réglementaires 
qui obligeaient de mettre à la retraite les autres profes-
seurs aux écoles d'artillerie, à Page de soixante ans. 

On le conçoit bien ; car les rares facultés de M. Terquem 
Ann. de Sialhémat., 2® série, t. II. (Juin i863.) 16 
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lui permellaieut de s'associer à tous les travaux du Co-
mité, de traiter une foule de questions renvoyées á son 
examen, et de rendre ainsi de grands services qu'on n'au-
rait pu attendre de tout autre fonctionnaire. Par cette 
coopération continuelle et par l'aménité de son carac-
tère, M. Terquem s'est acquis, pendant un demi-siècle, 
l'estime et la haute considération des officiers les plus 
éminents du corps, dont il eut le rare privilège de voir 
trois générations se succéder. 

Il possédait une érudition immense, que rehaussait la 
connaissance de toutes les langues vivantes et anciennes. 
Il joignait à tant de savoir une modestie rare et une obli-
geance inépuisable : aussi ce n'est pas seulement au Corps 
de l'Artillerie qu'il a rendu de continuels services, c'est 
à une foule de professeurs, à tous les savants qui ont eu 
recours à ses lumières. 

Mais nous devons entretenir le Conseil des travaux 
personnels qui marquent la place de M. Terquem dans 
la grande famille des hommes dont l'existence est con-
sacrée au culte des sciences. 

Une de ses premières publications, bien qu'elle soit 
une simple traduction de Tangíais, mérite d'être citée, 
à raison de l'importance du sujet -, car elle renfermait les 
révélations les plus inattendues sur la culture des mathé-
matiques chex les Indiens. I l s'agit, en eâet, de Traités 

d'Algèbre que des savants anglais rapportaient de Cal-
cutta. 

On connaissait déjà, par la publication des Recherches 

asiatiques de la Société du Bengale, des fragments de 
Traités d'Astronomie en langue sanscrite, réputés d'une 
très-haute antiquité. 

Quelque intérêt que présentassent ces prenaières dé-
couvertes, elles ne suffisaient pas pour dévoiler une ori-
gine vrai ntent scientifique; car les peuples les plus anciens 
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ont éti des iïotions astroiiOiiiîqties fondées sar Pobsei'Va-
tîon des phéiionièties célestes, et qui n'exigeaient point 
nécessâirèmettt des tonnâissattcfeS théoriques bien avatì-
cées. L'existente de quelques Tràités âstronomiquès fie 
pouvait donc nullement autoriser a penser que lés Hin-
dous s'étaient occupés des Mathématiques ahsttaitès, 

qu'ils avaient connu r^/g^ft/ti et traité cette scienced'tme 
manière originale et âvec une supériorité incontestable 
sur les méthodes grecques qui nous sotit connues. C'est 
cependant ce qui avait eu lieu. On le voit par les fragmétits 
empruntés, sous les titres de Lila^ati et de Bija Gatiita, 

des ouvrages sanscrits d'un géomètre et astronome bindoli 
très-célèbre, nommé Brahmegupta* 

Cé sont ces docUMents précieUx qUe M . TerqUem a 
fait connaître le premier en France, par une traduction 
qui parut dans le tome I I I de la Còrrespóndanee de 

l'Écóle Polytechnique^ en janvier i8i6. 
Quelques années après, M. Delambre, dans son His-

loii^ de l'Astronomie du moyen àgè^ reproduisit ces 
documents historiques. Plusieurs savants^ depuis, l'ont 
suivi dans ces explorations de l'antiquité, qui plus tard Se 
sont étendues des mathématiques aux connaissances phi-
losophiques et littéraires des Hindous. On s'est accordé à 
reconnaître dans toutes ce» parties du savoiî  hùtnaiti titi 
cachet d'originalité et un rnérite réel, que faisaient pré-
voir les fragments d'algèbre dónt nottS venons de parler. 

On peut donc dire, à Téloge de M. Terquem, que c'est 
lui qui a ouvert en France, dès 1816, cè chatìip de re-
cherches qui répandaietit tin jour nottveàu sUr les ttiys-
tèrés de l'ancienne civilisation de FOriènt, et qui ont 
pris une très-grande importance dans les trîiVâtiît des 
érudits, eti Allemâgne, comme en Fratice èt en Angle-
terre. 

Qu<5fiqtlé de telles recherches eussent beaucóup d'at-
16. 
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trait pour M, Terquem, doué d'une érudition vraiment 
encyclopédique, c'est à la culture des mathématiques 
qu'il s'est livré de préférence, autant que le lui permet-
taient ses fonctions, devenues très-multiples, au Comité 
de l'Artillerie, par le plus généreux zèle pour tout ce qui 
était utile. 

Mais ces fonctions, disons-le brièvement, donnèrent 
lieu à M. Terquem de ne point rester étranger aux ma-
tières traitées dans le Mémorial de VArtillerie, Nous 
citerons, dans ce recueil, un travail sur quelques expé-

riences chimiques faites en Allemagne sur la poudre à 

canon (t. I I , année 1828). 
Deux ans auparavant, M. Terquem avait donné une 

traduction de l'ouvrage anglais de Button sur l'artillerie 
(in-4, 1826). 

Plus tard, il publia, en collaboration avec notre savant 
collègue M. le colonel Favé, un ouvrage intitulé : Expé-

riences sur les Schrapnelsy faites chez la plupart des 

puissances de VEurope, ouvrage traduit de l'allemand 
et considérablement augmenté par O. Terquem et Favé. 
Paris, 18475 in-8. 

M. Liouville ayant fondé en i836 un Journal de Ma-

thématiques, que les géomètres appelaient de leurs vœux 
et qui a rendu et continue de rendre de grands services, 
M. Terquem a fait paraître dans les cinq premiers vo-
lumes (de i836 à i84i ) plusieurs Notes et Mémoires (au 
nombre de onze). 

Sa dernière communication est intitulée : Notice sur 

un manuscrit hébreu d'Arithmétique d'Ibn-Esra, con-

servé à la Bibliothèque nationale. 

Cette Notice fort étendue fait connaître un Traité d'A-
fithmétique du célèbre auteur juif du xiii® siècle, Ibn-
Esra, ouvrage cité dans les bibliographies mathématiques, 
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inais qiii restait en quelque sòrte lettre close, étant écrit 
en langue hébraïque. C'est à la demande de savants, dans 
un moment où se traitaient certaines questions d'histoire 
scientifique, que M. Terquem a consenti à se livrer à ce 
travail pénible, que seul peut-être il était capable d'ac-
complir, puisqu'il demandait des connaissances de deux 
ordres différents, que l'on trouve rarement réunies cHez 
un seul homme. 

Si ce fut là, comme nous venons de le dire, la dernière 
communication de M. Terquem insérée dans le Journal 

de Mathématiques de M. Liouville, c'est que lui-même 
entreprenait, peu de temps après (en I84'-Î), de concert 
avec un professeur renommé, M. Gerono, une publication 
mensuelle, sous le titre de Nouvelles Annales de Ma-

thématiques : titre imité des Annales de Mathématiques 

publiées (de iB io à i83o) par M. Gergonne à Mont-
pellier. 

Ces NouK>elles Annales, dans le modeste format de 
l'in-octavo et d'un prix modéré, étaient destinées surtout 
aux professeurs et aux nombreux candidats aux Ecoles du 
Gouvernement : Écoles Normale, Polytechnique, Mili-
taire, de Marine, etc. 

M. Terquem, en excitant les jeunes géomètres à des 
recherches sur des questions proposées, en accueillant 
leurs essais, en les tenant au courant des faits nouveaux 
de la science, tant par cette publication que par ses 
communications individuelles, rendait un grand service 
aux études mathématiques. 

Car, on ne peut se le dissimuler-, pour étudier avec 
fruit les mathématiques, pour se rendre capable d'en 
faire, dans le domaine de la science comme dans les ser-
vices publics, les applications qui leur sont propres, l'in-
telligence des livres, même les mieux faits, ne suffit pas : 
il est indispensable de se livrer journellement, comme 
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dans élises liuéyaireç^ k dq^ ewciQcss éçriu, qui^^int 
la mise en oeuvre des connaissances déjà a^qw^s^ Av^tt^-
m ^ t ce n'est que la mémoire des jwnes gen^ qui ^Vxerçe, 
sans quQ leur intelligence se fortifie, sans qu'ils acquiè-
rent la faculté de travailler ^érifusement. Il faut don^ 
nécessairement résoudre,̂  comme on dit, des problèmies, 
et en rédiger la solution dans les form?^ rigoi^reases 
du raisonnement mathématique. C'est à ce travail, sans 
lequel il n'y a point de fortes étiKÍe&, mai$ seulement une 
impression passagère d'un savoir fugitif, que provoque 
l'utile publication de M. Terquem. 

De pareils journaux de mathématiques, d'un ordre se-
condaire au point de vi>e de FimpOítance scientifique des 
matières qu'on y traite, ont toujours existé, en Angle-
terre surtout, à c<ïté des recueils destinés aux plus sa-
vantes productions, tels que le Joum^id^ M. Liouville. 

M. Terquem, voulant donner aux Nouvelles Annales 

un degïé de plus d'utilité, y joignait depuis quelques an-
nées un Bu,lletin de Bibliographie^ d^ Histoire çt de Bio-

graphie n%athé ma tiques, dans lequel il faisait connaître, 
par des analyses fidèles, d'anciens ouvrages mathémati-
ques, aujourd'hui très-rares, très-peu lus, quoique dus à 
des géomètres dont le nom restera célèbre dans l'hi&toire 
de la science. Cette publication a, comme la partie prin-
cipale des Nouvelles Annales, une utilité réelle. 

Nous passerons sous silence divers Mémoires de M. Ter-
quçm, insérés dans son journal. Mais nous devpiis signa-
ler au Conseil un travail considérable, qui a demandé à 
l'auteur plusieurs années, et qu'il destinait à l'imprç^ion. 
Malheureusement un éditeur est difficile à trouver pour 
les œuvres mathématiques^ qui ne s'adressent qu'à une 
classe très-restreinte de lecteurs. Or, telle étMl l'oeuvre 
de M. Terquem 5 car il n'entreprenait rîçn moins qu'un 
commentaire de la Mécanique céleste de Laplace. Lç tjtre 



( »47 ) 

q a e V r a t e u r donnait à ce travail en fait cofindiire cniiâ-

pléfôment l 'objet : 

Commentais perpétuel sur le T r a i t é de MécâfBiquô 

céleste de Laplaee, oU tous les calculs sont effectué, et 

oii fon s* est proposé d''expliquer tous les passages di^" 

ciles et d^éclaircir les théories générales par des ex/ï/ï-

eations particulières ou numériques. On y a joint des 

Notices bibliographiques s Thistorique ou Vanalyse des 

principaux ouvrages et Mémoires publiés sur la Méca-

nique rationnelle jusqu'à ce jour. P * r O. T e r q u e m , 

L e grand ouvrage de N e w t o n , le Lif^e des Principes 

mathématiques de la Philosophie naturelle, auquel fait 

suite la Mécanique céleste de Laplaee, a été commenté 

par deux savants jésuites, les Pères Leseur et Jacquier , C e 

commentaire a puissamment facilité la lecture de roenvre 

immortelle de N e w t o n , qui devait fixer la direction des 

grands travaux mathématiques du siècle dernier. C ' e s t un 

commentaire semblable, à l 'égard de l 'ouvrage de L a -

place, que M# T e r q u e m a ejitrepris. 

L e manuscrit se compose de seize cahiers i n - 4 ® . 

L e s cinq premiers cahiers { 3 5 o pages) se rapportent 

au livre de la Mécanique céleste-, 

L e s cinq cahiers suivants ( 6 à l o ) , de 7 9 0 pages, au 

I P livre-. 

P u i s quatre cahiers ( t i à i 4 ) , formant 2 3 4 pages, »11 

I I P l i v r e ; 

Enfin les deux derniers cahiers ( t 5 et 1 6 ) , de 47 P^S^s, 

au V P l ivre. 

C e manuscrit , trouvé par la famille de M . T e r q u e m 

dans ses papiers, a été offert par ses fils à l 'Académie desr 

Sciences, qui le conserve. C 'est ainsi que nous en avons 

eu connaissance. 

On n e peut douter que ce commentaire n'eut été extrê-

mement utile; car l 'ouvrage de Laplaee est écrit avec une 
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grande concision, et exige que Ton soit familiarisé avec 

les théories les plus relevées et toutes les ressources de 

l 'analyse. 

C e travail de M . T e r q u e m suffirait seul pour attester 

que son savoir mathématique égalait en étendue son éru-

dition si variée. 

Il présente donc amplement les conditions que le C o n -

seil peut désirer pour prendre en considération très-sé-

rieuse la demande qui lui est adressée par la veuve du 

savant honorable sur la tombe de qui M . le général de d i -

vision de Bressolles, au nom du Comité de l 'Arti l lerie, a 

prononcé ces paroles : « C h e r T e r q u e m , avant J e te dire 

» un suprême adieu, laisse-moi m'abandonner à l 'élan 

» de mon cœur, et répéter bien haut que tu fus le meil-

» leur des hommes ! » 

T o u t e s les générations de professeurs, d'ingénieurs 

militaires et d'ingénieurs des services publics ont connu 

M . T e r q u e m , et applaudiront unanimement k l 'intérêt 

que la Société portera à la respectable compagne qui lui 

survit. Oserons-nous dire qu'on douterait du but réel de 

la Société, si quelque entrave venait contrarier les dispo-

sitions généreuses du Conseil ? 

Quoique nous n'ayons à vous entretenir. Messieurs, 

que des travaux mathématiques de M . T e r q u e m , veuillez 

nous permettre d'indiquer une considération de nature à 

vous toucher vivement. 

M . T e r q u e m , qui n 'a jamais eu qu'un traitement fort 

restreint, a vécu avec tant d'ordre et d'économie, qu'il est 

parvenu à établir cinq enfants, dont trois fils : l ' u n , p r o -

fesseur d 'hydrographie, en résidence à Dunkerque-, le 

deuxième, capitaine-commandant d'artillerie, décoré dans 

la campagne d'Italie; le troisième, sorti depuis peu de 

l 'École Polytechnique, et encore élève sous-lieutenant 

d'artillerie à l 'École d'application de Metz. Ces posi-^ 
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lions honorables des trois fils'de M . Terqueim, celles anssi 

de leurs deux soeurs, procurent une bien douce conso-

lation à madame T e r q u e m . M a i s le Conseil ne s'étonnera 

point qu'après les sacrifices qu*a demandés l 'éducation 

d 'une aussi intéressante famille, cette digne et respectable 

dame reste sans autre ressource que la modique pension 

assurée aux veuves des serviteurs de F É t a t . 

M . T e r q u e m avait un cœur bienfaisant et généreux a u -

quel l ' infortune ne s'adressait jamais en vain. Aussi fut-il 

des premiers à applaudir à l a noble inspiration d e M . T h e -

nard et à la seconder de ses souscriptions continues. 

I l a travaillé toute sa vie avec une ardeur incroyable et 

une intelligence privilégiée. Ses facultés ne lui ont jamais 

fait défaut j u s q u ' a u dernier j o u r . 

L e Conseil veut-il me permettre, en terminant, d'en 

apporter une preuve qui m'est personnelle ? L a dernière 

lettre qu'il ait écrite m'est adressée; elle porte la date du 

aS avril , dix jours avant sa mort. I l s 'occupait avec pas-

sion depuis quelque temps des questions de géométrie 

auxquelles a donné lieu la forme des alvéoles des abeilles. 

Il me demandait de lui communiquer l 'ouvrage de Borelli 

De Motu animaliurriy qu'il savait être dans m a biblio-

thèque. J e le cherchais en vain. J e lui envoyais d'autres 

ouvrages, mais qui ne pouvaient le contenter. J 'étais dé-

solé de ne pas satisfaire la vivacité de ses désirs ; enfin, 

j e trouvai le volume et m'empressai d e l e lui transmettre. 

Cet ouvrage ne renferme que des démonstrations géomé-

triques, à l 'aide de figures difficiles à suivre ; étude pénible, 

rebutante même, et à laquelle nous ne sommes plus guère 

accoutumés dans l'état actuel de la science, dont les m é -

thodes reposent sur des considérations générales formu-

lées d 'une façon plus abstraite, empruntée des principes 

mêmes de l 'algèbre. Mais ces difficultés réelles, et souvent 

presque insurmontables, n'existaient point pour l 'esprit 
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tenace et pénétrant d e . M . T e r q u e m ; et deux jours après 

avoir reçu le volume, il m'écrivait ce qui suit : 

ii V o u s iii'ave:& appris à suj^pcirtar avec patience les 

n jours qu'i l m e reste encore à passer ici. L ' o u v r a g e de 

» Borelli est un petit chef-d 'œuvre qui me procure des 

» heures délicieuses : o n voit l 'avantage qu ' i l y a aux 

» anatomistes, d 'être géomètres. D est à désirer qu'on 

» fasse sur le même plan une nouvelle édition de Y A n a -

» tomie descriptive de R i c h e r a n d ; ce serait une excel-

» lente acquisition. MaUieureusement nos anatomistes 

» sont peu géomètres, et nos médecins de faibles c b i -

» mistes. Dieuy qui améliore tout, amènera quelque p e r -

» fection dans ces sciences. J e crois que l 'intelligence 

» humaine approche asymptotiquement de l 'intelligence 

» divine. Elspérons. 

» J e rendrai compte de cet ouvrage dans mon Bul-

» letm,.^, 

)ï Tibi addictissimusj 

» O . T E R Q U E M . » 

Le 62/4/35. 
(C . -à -d . , Le aSaTril 1862.) 

Note du Rédacteur, — Dans l 'article consaca é à M . T e r -

quem (voir Bulletin^ t. V I I I , p . 8 1 ) , nous avons c h e r -

ché à faire connaître Tboinme plutôt que le savant. C 'est 

pourquoi nous ne sommes pas entré dans de grands dé-

tails sur ses travaux scientifiques. C e n'est pas qiie cette 

dernière partie de notre tache nous parût moins i m p o r -

Unte, mais nous savions qu'une voix plus autorisée de-

vait apprécier T e r q u e m comme mathématicien y et nous 

préférions laisser sur ce point la parole à un j u g e compé-

tent, à un éminent géomèti^. A u j o u r d ' h u i M . Chasles, 

avec une bonne grâce à l a q u d l e il nous ababitué^ et dont 

nous ne saurions trop le renaercier, a bien voulu nous 
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autoriser à publier le Rapport précédent qu'il a lu devaat 
le Conseil de la Société de secours des Amis des Scierwes^ 

Rapport dont lu conséqnenc« iiamédiate a é t0e rme d'une 
pension annuelle de douze cents francs en faveur de ma-
dame veuve Terquem. L'intéressant article de M. Chasles 
fera mieux connaître Thomuia dont U vie entière n'a été 
qu'un long dévouement à la science, en même temps 
qu'il appellera l'attention de nos lecteurs sur une insti-
tution philanthropique qu'on ne saurait trop encourager. 
La Société de secours des Amis des Sciences, née d'une 
généreuse inspiration du baron Thenard, a déjà fait beau-
coup de bien ; elle en fera davantage si l'appel chaleureux 
et éloquent de son secrétaire général est entendu. « Dix-
sept mille francs, dît M. Boudeten terminant son Rapport 
annuel, voilà, si nous n'accomplissons de nouveaux et 
rapides progrès, le chiffre de nos ressources disponibles. 
Qu'est-ce donc que cette faible somme? Ce n'est pas une 
liste de deux mille souscripteurs, ce n'est pas un capital 
de deux cent mille francs qui doivent représenter la sym-
pathie de la France pour les sciences qui ont fait sa 
gloire, et qui portent en elles tant d'espérances pour l'a-
venir! Au-dessus de la foule des amis des sciences qui 
peuvent fournir leur modeste tribut, combien n'est-il pas 
d'hommes assez riches pour être généreux, qui pour-
raient, qui devraient, imitant l'exemple donné tout à 
l'henre par le Cr&lit Mobilier et par l'un de nos vice-
secrétaires, M. Legrand, apporter leurs offrandes sur 
l'autel de la Science, ou lui léguer quelques parcelles de 
leur héritage! » (Séance pubKquedu 16 avril i863.) 

La seule condition pour faire partie de la Société est de 
se faire pr^ieuter par mn de ses membres ( * ) . La coti-
sation annuelle est de dix francs. P. 

Nous nous chargerons volontiers de transmettre la demande de ceu* 
de nos abonnés qui désireront entrer dans cette association. P. 
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MfiMdIRE SUR LA SURFACE DES ONBES (snile) 
(roir pase 198) ; 

PAR M . D U R R A N D E , 
Professeur au lycée de Moulins. 

I V . 

D*une surface auxiliaire nommée SURFACE D 'ÉLAST IC ITÉ . 

S i du centre de l'ellipsoïde nous abaissons une perpen-

diculaire sur le plan tangent au point A , le pied P de cette 

perpendiculaire devra se trouver sur la tangente A T ' per-

pendiculaire à A T . Dans le mouvement du plan tangent 

autour de O B , la droite O P , qui est perpendiculaire à O B , 

suit le mouvement du plan, et sa nouvelle position O P j , 

après le mouvement de 9 0 ° , est perpendiculaire au plan 

tangent à la surface des ondes au point A j . Cette droite 

O P , est perpendiculaire à O P et parallèle à A P , et A , P i 

est parallèle à O P . 

Donc : 

Tous les plans tangents à la surface des ondes sont à 

des distances du centre respectii^ement égales aux dis-

tances des plans correspondants tangents à Vellipsoïde, 

D e plus, si l 'on remarque que la droite O B , autour de 

laquelle on fait tourner le plan tangent à l'ellipsoïde au 

point A , pour obtenir le plan tangent correspondant à la 

surface des ondes, est perpendiculaire au plan P O A , ou 

en conclura sans peine que ce triangle O P A , rectangle 

en P , tourne lui -même de 9 0 ® dans son plan autour de 

son sommet. 

Puisque nous avons besoin de considérer les perpendi-

culaires O P sur les plans tangents à Fellipsoïde, il est as-
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sez naturel de s'occuper de la surface dont ces pet^pendî-* 

culaires sont les rayons vecteurs. Cette surface est connue 

sous le nom de surfacè d'élasticité, et sa considération 

ne sera pas inutile pour letiide qui nous occupe. 

Proposons-nous de trouver l 'équation de cette surface. 

Soient (Çî les coordonnées du pied P de la p e r -

pendiculaire abaissée d u centre sur le plan tangent, et 

y ^ 2 ') les coordonnées du point de contact de ce plan 

avec l 'ellipsoïde; on a entre ces quantités les relations 

suivantes : 

I f j ^ . y - T , = i i 

^lH 

a* 
I I 
h' 

^ 

zl 
¥ 

X" 
b^ 

z" 

On en déduit facilement 

^ y 
a* 

et 

T» 2 r'2 z'^' f- ¿ 1 
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d'où enfin 

C'est l'équation de ht surface d'élasticité. 
Si le point A de rellipsdïde reste à une distance con 

stante du centre, c'est-à-dire si Vm a 

l'axe OA décrit le cône 

( '9) - i + - R') Ç + ~ R') J = o. 

et, si l'on tient compte des relations (17), on voit que la 
perpendiculaire OP décrit le cône 

(20) (a' — R') a ' - h ( — R̂  )^^^ 4- (ĉ  R' ) c» ^ o. 

Si c'est le point P que l'on assujettit à rester sur une 
sphère 

4- >3̂  -H = R% 

la droite OP décrit le cône 

(21) — R2) -f- {b' ~ 4- [c' — R') 

et la droite OA se meut sur le cône 

~ R') ^ ( - R^) Ç 4- (c' ~ R )̂ = o, 

et en remarquant que la droite OP, est parallèle à AP et 
égale à OP, on trouve facilenaent qu'elle décrit le cône 
supplémentaire du cône ( 1 ), c'est-à-di re 

jj/2 Ç'2 

dont nous aurons occasion de nous servir par la suite. 
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V . 

Démonstration de deux propriétés renumpuMÎtes de la 

surface des ondes, ^ 

Nous nous proposons d'étudier la forme de la surface 

des ondes autour des points singuliers. J e vais démontrer : 

I® quen chacun dés points singuliers il existe une infi^ 

nité de plans tangents ayant pour en^^eloppe un cône 

du second degré; 2° et de plus quà chaque point sin^ 

gulier correspond un plan tangent singulier ayant ai^ec 

la surface une infinité de points de contact, tous situés 

sur un même cercle. 

L a démonstration de ces deux propriétés est des plus 

simples quand on s appuie sur ces deux théorèmes de 

M . Chasles : 

Étant donnés deux plans fixes, si un point de leur 

intersection commune est pris pour le sommet d*un 

angle droit mobile, dont les côtés se meuvent dans les 

deux plans fixes respectii^ement, 

Le plan de cet angle droit enveloppera un cône 

du second degré ̂  

Les lignes focales de ce cône seront respectivement 

perpendiculaires aux deux plans fixes. 

Il est aisé de conclure de là : 

Que la normale au plan de V angle droit, menée 

par son sommet^ décrit un cône supplémentaire du pre-

mier; 

Que le plan des sections circulaires de ce cône sent 

respectivement parallèles aux deux plans fixes. 

I. Propriétés des points singuliers de la surface des 

ondes, — L e s c6nes ( 1 9 ) et ( 2 0 ) , quand on fait R = fe, 



( 256 ) 
deviennent deux plans 

, « V 

Les plans contenus dans la première des équations (24) 

sont les plans des sections circulaires de l'ellipsoïde 5 les 

plans contenus dans la seconde sont deux sections planes 

de la surface d'élasticité. S i l 'on considère l 'une des sec-

tions circulaires et la section correspondante de la sur-

face d'élasticité, l 'une est le lieu des demi-axes O A = è , 

l 'autre le lieu des droites O P correspondantes. T o u s les 

plans tangents à l'ellipsoïde aux divers points de la sec-

tion circulaire viennent évidemment tous passer, après 

leur relèvement, par l 'extrémité de la normale à cette sec-

tion circulaire, c 'est-à-dire sont tous tangents en l 'un des 

points singuliers de la surface des ondes. O r , des deux 

tangentes rectangulaires qui déterminent la position d'un 

de ces plans, l 'une, perpendiculaire à la normale, est p a -

rallèle au plan de la section circulaire, l 'autre, constam-

ment parallèle à O P , est dans un plan parallèle au plan 

lieu de O P . Donc, en vertu du théorème de M . Chasles, 

ces divers plans tangents enveloppent un cône du second 

degré. 

II. Propriété des plans tangents singuliers,—Faisons 
R = : 6 dans les deux cônes ( 2 1 ) et ( 2 2 ) , on aura 

(25) 

C» V a ' - h ' -h' 

Les deux plans contenus dans la première des ë q u a -
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lions ( a S ) sont les sections circulaires de la surface é'é* 

iasticité; les deux plans contenus dans la seconde sont 

deux sections elliptiques. Considérons comme précédem-

ment l 'une des sections de rellipsoïde et la section c i r c u -

laire de la surface d'élasticité. L e s plans tangents aux 

divers points de la section elliptique sont tous p e r p e n d i -

culaires au plan de la section circulaire lieu de O P ; le 

plan P O A est aussi perpendiculaire au plan de cette 

section, et la droite O B , autour de laquelle on doit 

faire tourner le plan tangent au point A , est dans le plan 

de cette section circulaire; donc le plan A O B enveloppe 

un cône du second degré, par suite la normale O A j décrit 

un cône du second degré, dont les plans des sections c i r -

culaires sont parallèles au plan lieu de O P et au plan lieu 

de O A . Ceci prouve que tous les plans tangents à l 'e l l ip-

soïde, situés à une distance b du centre, ne donnent qu 'un 

seul plan tangent à la surface des ondes ; mais le l ieu des 

points de contact A i est un cercle, car la droite P i A i étant 

parallèle à O P , le lieu des points A i est une des sections 

circulaires. 

Ainsi, aux quatre points singuliers coniques de la sur-

face des ondes correspondent quatre plans tangents qui 

la touchent suivant des cercles, 

V I . 

Propriétés polaires de la surface des ondes. 

O n sait que le pôle d 'un plan 

mx ny pz = \ y 

par rapport à une surface du second ordre 

est le point dont les coordonnées ( x i , y ^ i ^i) permettent 

Ann, de Uathémat., 2« série, t. II. (Juin i863.) 17 
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d'écrire Téquation du plan sous la forme 

OLX.x -h = M 

de sorte qu'entre les coordonnées d u point et les coeffi-

cients du plan on a les relations 

et le plan se nomme le plan polaire du point {jCi, j ' i , ^ i ) . 

O n sait également que, si le point ( x i , j^,, xr,) décrit une 

ceitaine surface S , le plan enveloppe une autre surface S ' , 

et le plan tangent au point (jr,, de la surface S a pré-

cisément pour pôle le point de contact du plan tangent po-

laire du point Zi) avec la surface S ' . Aussi les deux 

surfaces S et S'sont-elles nommées surfaces polaires réci-

proques, par rapport à la surface du second degré donnée. 

Ceci posé, j e vais démontrer le théorème suivant : 

THÉORÈMJE. — La surface polaire réciproque de Vune 

des nappes de la surface des ondes, relativement à Vel-

lipsoïde 

( 2 6 ) ^ ' bc ac ab 

est la seconde nappe de la même surface des ondes^ 

fe, c ayant la même signification que précédemment, 

L a marche qu'il serait naturel de suivre, pour démon-

trer ce théorème, consisterait à prendre l 'équation du 

plan tangent de la surface des ondes, à déterminer le pôle 

de ce plan par rapport à l'ellipsoïde ( 2 6 ) et à chercher le 

lieu de ces pôles en tenant compte de la condition que le 

plan polaire totjche }a surface des ondes. Mais les calculs 

qui se rapportent à cette marche sont très-longs, et j ' a i 

tourné la difficulté de la manière suivante : 

Parmi tx>us les plans tangents à la surface des ondes, il 



y en a qui toochenl litie même sphère dont le rayon 1 1 est 
compris entre a et c . C e sont tous les plans tangents qui 
sont à une même distance R du centre. Les points de con-
tact de ces plans tangents et de cette sphère sont sur la 
conique sphérique 

(27) . . 

déterminée par Tintersection de la sphère et du cône l ieu 
des droites O P i de longueur constante [voir § I V ) . 

I l est clair qu'en donnant à R toutes les valeurs com-
prises entre a et c, tous les plans tangents aux diverses 
sphères R ayant leurs points de contact sur les coni-
ques ( 2 7 ) seront tous les plans tangents à la surface des 
ondes. Nous sommes ainsi ramenés à chercher le lieu des 
pôles des divers plans tangents à une sphère ayant leurs 
points de contact sur une courbe donnée. 

T o u t plan tangent à la Sphère R a pour équation 

le pôle {Xi , yi^ z^) de ce plan, relativement à rel l ip-
soïde (26), est tel, que l 'on peut écrire l'équation de ce 
plan sous la forme 

bc ac ab 
= I. 

Donc, entre les coordonnées du point de contact yj', Ç') 
et les coordonnées du pôle, on a les relations 

bc ac ap 

doivent d'ailleurs satisfaire aux équations ( 2 7 ) , 

pour que le plan tangent à la sphère le soit aussi à la sur-

face des ondes. Donc, si Ton substitue les valeurs de W 
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n', C en {x,, f i , z,) dans les équations (27 ) , on aura 

et l 'on reconnaît facilement dans le groupe ( 2 8 ) les équa-

tions d'une conique ellipsoïdale de la surface des ondes. 

O r , il est encore aisé de voir que cette conique ellipsoïdale 

est celle qui correspond à la conique sphérique, intersec-

tion de la sphère R et de la surface des ondes. 

S i R est compris entre a et i , tous les plans tangents 

qu'on obtient d'après les équations ( 2 7 ) sont tous les 

plans tangents à la nappe externe, et les équations ( 2 8 ) 

réprésentent tous les points de l a nappe interne. S i R est 

compris entre b et c , c'est l ' inverse qui a lieu. Donc le 

théorème est démontré. 

L a manière même dont nous avons démontré ce théo-

rème remarquable conduit immédiatement aux conclu-

sions suivantes : 

Tous les plans tangents communs à la surface des 

ondes et à une sphère ont leurs pôles sur la conique ellip-

soïdale correspondant à la conique sphérique donnée 

par T intersection de la surface et de la sphère. 

a® Tous les plans tangents communs à la surface des 

ondes et à Vellipsoïde 

ont leurs pôles sur la conique sphérique correspondant à 

la conique ellipsoïdale, intersection de la surface et de 

Vellipsoïde donné. 

E t par suite : 

Les deux courbes dont se compose la trace de la 
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surface sur l'un des plans coordonnés sont polaires ré-

ciproques. 

E t enfin voici une jpropriëté assez remarquable : 

4® Chaque point singulier de la surface est le pôle du 

plan tangent singulier correspondant, et chacun des 

points de la courbe de contact circulaire de celui-ci est le 

pôle de Vun des plans tangents au point singulier. 

V I I . 

Propriété des axes optiques. 

Les normales aux sections circulaires de l'ellipsoïde 

portent le nom à'axes optiques de la surface; on sait que 

ces droites passent par les points singuliers de la surface 

des ondes. 

Si l 'on remarque que les rayons vecteurs de la surface 

des ondes sont perpendiculaires aux sections diamétrales 

correspondantes de l'ellipsoïde, on en conclut sans peine 

que les angles qu 'un rayon vecteur fait avec les axes opti-

ques sont égaux aux angles que fait la section diamétrale 

de l'ellipsoïde avec les sections circulaires. 

L 'équation ( 5 ) du § I 

¿ - = ( 5 

donne donc le théorème suivant : 

Le produit des sinus des angles que fait la direction 

d'un rayon vecteur de la surface des ondes avec les axes 

optiques de cette surface est proportionnel à la différence 

des canés des inverses des deux rayons vecteurs qui ont 

cette même direction. 

C e théorème a une grande importance dans la théorie 

de la double réfraction. 
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C O N D I T I O N S A N A L Y T I Q U E S 

P o « r ftte les snrfaces engendrées par le mottTeiieDt d'une l igne droite soient 

tangentes tont le long d^nne génératrice comninne; 

PAU M . J . - F . C H , 

Toute droite dans l'espace a pour équations : 

(i) 
( 2 ) 

Lorsque les paramètres a, (3, 7, â sont fonctions d'une 
même variable V , la droite passe d'une position à l'autre 
suivant une certaine loi qiii dépend de la nature de ces 
fonctions; et elle engendre une surface dont la forme est 
la conséquence de cette loi. En laissant donc ces fonctions 
tout à fait indéterminées, on peut dire que toute surface 
qui a une ligne droite pour génératrice peut être repré-
sentée parle système des équations finies ( i ) et (2) entre 
lesquelles on doit éliminer V. 

Par suite, on peut prendre pour les équations finies de 
deux de ces siirfaces : 

a, (3, 7 , ô sont fonctions de V5 

¡jLy V, p sont fonctions de W . 

Supposons que la génératrice commune soit donnée 
par V = W = w ^ et que 13, y, 5; X, [JL^ V, p aient 
alors respectivement les valeurs déterminées a, c, dy 
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/, m, » , r ; on a évidemineiit: 

Nommons a', (3', y', i ' , v', p' les dérivées de 
a, |3, y, Í par rapport à V et de X, v, p par rapport à W ; 
et a', c', d'y m\ n\ r ' ce que deviennent ces dérivées 
quand on y fait respectivement V = W == w. Les quan-
tités a', è ' , c', c?', m'^ ont, ainsi que a, è, c, 
/, m, 72, r, des valeurs déterminées. 

Pour que les deux surfaces soient tangentes en un point 
commun, il faut que, pour ce point, z et dx^ dj^ dz 

soient les mêmes-, on doit donc avoir 

dx = : x d z z - ^ à ' ) d \ = : ^dz - h (v ' Z p' 

En faisant V = W = w, pour exprimer que le point 
considéré est situé sur la génératrice commune, ces équa-
tions deviennent : 

[a'z-^h') dS =r (/'Z4- m'j^W, 

{c' z - h d ' ] d y — ( « ' 2 -h r ' )dW. 
Donc 

a'z^b' m' 

Cette équation donne le z du point de tangence, et 
l'on a pour Vx et Vy de ce point : 

x = az~\~ b y y cz-^- d. 

L'équation (3) est évidemment de la forme 

(4) Mz'-f-Nz-hP = o , 

dans laquelle M, N , P sont des quantités déterminées. 
Comme elle est du second degré, elle a deux racines, 

et ces deux racines sont simultanément réelles ou simul-
tanément imaginaires. 



{ ^ 4 ) 

Donc, quand il y a un point de tangence î ur la généra-
trice commune, il y en a deux. 

Si maintenant Fou veut qu'il y ait tangence tout le 
long de cette génératrice, il faut que l'équation (4) soit 
satisfaite, quel que soit z. Par conséquent les conditions 
de tangence que Ton cherche sont : 

Im=:a'n' — cW = o , 

P = y r' -^d'm'^o. 

Ces conditions sont toujours satisfaites quand les deux 
surfaces ont sur la génératrice commune trois points de 
tangence différents ; car alors les ordonnées, de valeurs 
différentes, de ces trois points, doivent satisfaire à l'équa-
tion (4 ) , qni n'est que du second degré ^ et cela ne peut 
avoir lieu qu'autant qu'on a à la fois M = o, N = o , 
P = o . 

De là résulte ce théorème, démontré géométriquement 
depuis longtemps, que deux surfaces gauches qui ont trois 
plans tangents commims sur une même droite génératrice 
sont tangentes tout le long de cette génératrice. 

Enfin, lorsque les deux surfaces données ont quelques 
conditions communes dans le mode de génération, il 
existe des relations déterminées entre quelques-unes des 
fonctions a, (3, y, à et X, jui, v, p; une ou plusieurs des 
quantités M, N, P deviennent nulles d'elles-mêmes, et 
alors, au lieu de trois plans tangents généralement néces-
saires pour qu'il y ait tangence complète, il n'en faut 
plus que deux et même un suivant les circonstances. C'est 
ainsi, par exemple, que deux plans tangents suflSsent 
pour les surfaces conoides ayant une génératrice com-
mutie, et qu'il n'en faut qu'un seul pour les surfaces; dé-
veloppables. 
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CONCOURS D'AGRÉGATION POUR LES LYCÉES, 
Composition en Mécanique ; 

PAR M . J. R O M A N D , 

Licencié ès Sciences mathématiques et ès Sciences physiques. 

Dans un cylindre droit à base circulaire dont Vaxe 

est horizontal, on place un prisme triangulaire droit 

qui touche le cylindre par deux de ses arêtes latérales. 

On demande dans quelles positions ce pnsmedemeurera 

en équilibre sous Vaction de la pesanteur. 

On aura égard au frottement et on déterminera les 

pressions exercées par le prisme dans ses positions 

extrêmes. 

N o u s admettrons: que le prisme est homogène ou 

f o r m é de filets prismatiques séparément h o m o g è n e s , p a -

rallèles a u x arêtes latérales ; 2 ® q u e la surface du c y l i n d r e 

et les arêtes du prisme sont telles, que les réactions du 

cyl indre sur des éléments égaux de chaque arête en c o n -

tact avec sa surface soient équivalentes à des forces égales 

normales à cette arête et parallèles entre elles. 

L e p r i s m e étant placé dans le c y l i n d r e , soit A C A ' le 

triangle et O la circonférence s u i v a n t lesquels le système 

est coupé p a r u n p l a n perpendiculaire aux arêtes passant 

p a r le centre de gravité G du p r i s m e . D ' a p r è s nos h y p o -

thèses, les réactions d u c y l i n d r e se réduisent à deux 

forces appliquées en A et en A ' , dont les directions sont 

comprises dans le plan de la section. 

L a position d u triangle A C A ' dans la c irconférence O , 

p a r suite celle d u prisme dans le c y l i n d r e , est déterminée 

p a r l 'angle aigu q u e A A! fait avec u n e horizontale, p a r 

exemple avec A H ; cet angle A ' A H sera désigné p a r ^ et 
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considéré coinnie positif ou négatif, selon qu il se trouve 
au-dessous de AH ou au-desstis. 

Abstraction faite du frottement, il n'y aurait qu'une 
seule position d'équilibre du prisme reposant sur le 
cylindre par les arêtes A et A'-, le centre de gravité G se-
rait sur la verticale du point O, et l'équilibre serait stable 
ou instable selon que G se trouverait au-dessous ou au-
dessus de O. Eu égard au frottement, il y a une infinité 
de positions d'équilibre comprises entre deux positions 
extrêmes auxquelles répondent des valeurs limites de 
l'angle 9 qu'il s'agit de calculer. Deux cas doivent être 
distingués : 

Le centre de gravité G est dans le triangle AOA'. 
Soient r le rayon du cylindre ou de la circonférence O^ 
a le côté A A' du triangle ACA'-, 
j3 les angles en A, A'du triangle isocèle AOA' (cette 

donnée dépend de r et de ; 
a, a' les angles en A, A' du triangle AGA' (ils déter-

minent la position de G dans le triangle ACA' et sont 
inférieurs à (3 dans le cas considéré) 5 

P le poids du prisme 5 
f l'angle du frottement. 
Décomposons le poids P en deux forces Q, Q ' dirigées 



suivant GA, GA' et trauspoitous œs forces respeetiveiÉi«nt 
en A, A^ Décomposons encore Q , Q ' appliquées aux 
points A, A', en N, N'normales à la circonférence O, et 
T , T ' tangentielles, qui seront dé sens contraires. Les 
composantes tangentielles des réactions du cylindre sur 
le prisme, appliquées à celui-ci en A, A', seront respecti-
vement Ntang/, N ' tang/. 

Si le centre de gravité G était sur la verticale du 
point O, 1 équilibré subsisterait. Supposons que le prisme 
soit successivement placé sans impulsion dans des posi-
tions pour lesquelles G se trouve du même côté que A 
par rapport à cette verticale, il tendra à se mouvoir ou 
se mouvra effectivement dans le sens indiqué par la 
flèche m, en sorte que les frottements N tang^, N ' tang/ 
seront de même sens que la force T ; la condition d'équi-
libre sera dans ce cas la relation 

(i) r — T < ( N - h ] N ' ) t a n g / . 

Regardons en effet pour un moment les frottements 
Ntang/, N' tang/comme des forces, pour ainsi dire 
actives^ appliquées aux points A, A' du prisme, nous 
arriverons à la condition d'équilibre en considérant ce 
corps comme lié à l'axe du cylindre et assujetti à tourner 
seulement autour de cette droite fixe, qui remplacera en 
quelque sorte les résistances N, N ' normales au cylindre. 
Pour l'équilibre, il faut et il suffit que la somme algé-
brique des moments, par rapport à l'axe fixe, des quatre 
forces T , T ' , N tang/, N ' tang/, soit nulle ; ces moments 
sontTr, — T V , Nrtang/, NVtang/, en prenant posi-
tivement celui de la force T , ce qui détermine le signe 
des autres: on a donc T — ( N - j - N ' ) t a n g / = o, 
suppression faite du facteur commun r, ou bien 

tang/. Enfin, comme Ntang/, 
N ' tang/sont des frottements et non des forces effective-
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mei i l a p p l i q u é e au ^ i s m e ^ i i e s t clair que la conditioii 

de notre prob lème ^ t seulement que T ' — T ne sm-passe 

pas ( N - h N ' ) tang/ . 

A u moyen des équations 

N = Q cos(p — a ), T = = Q s i n { p ~ a ), 

î î ' =Q 'cos (p — a ' ) , r==Q ' s in (p — a ' ) , 

la relation ( i ) se r a m è n e à 

Q'[ sin ( p a ' ) - cos ( p a ' ) tang/] 

< Q [ s i n ( p — a ) 4-cos(p—a)tang/] , 

d'où T o n tire 

Q ' s î n ( p ~ a ' - / ) < Q s i n ( p ~ a + / ) , 

c a r c o s / e s t positif^ plus s i m p l e m e n t , on a 

en posant 

sin( p — a ' — / ) = « ' et sin (p — a 4 - / ) = 

R e m p l a ç a n t Q et Q ' p a r leurs valeurs tirées des é q u a -

tions 

(A) Q Q' ^ P 
^ ' cos{a'-h<p) cos(a —<p) sin(a-h3c) 

qui si4>sistent p o u r toutes les valeurs de 9 , on trouve 

d 'abord 
«'cos (a — <p) </2C0s(a' 4- y), 

car il est p e r m i s de s u p p r i m e r le f a c t e u r c o m m u n p o s i -

P 
lit 77 5 puis 

s i n ( a - h a ' ) ^ 

( sin a' 4- n' sin a) sin y < ( « cos a' — n' cos a) cos (p. 

Cette condition est nécessairement r e m p l i e p a r la valeur 

de qui répond à la position du- prisme dans laquelle O G 
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est verticale ; elle le sara-aussi pour des directions de 

cette droite assez voisines d e la verticale, r é p o n ^ n t à d m 

valeurs de 9 u n peu plus grandes ; mais elle doit cesser de 

l 'être pour des directions trop écartées de l a verticale, 

c 'est-à-dire pour de trop grandes valeurs de D'après 

cela le coefficient de sin <f doit être positif, et on a p a r 

conséquent 
. n cosa' — /i' cosa 

tang ® S — ; — - , -f—,— 1 
® ^ - « sm a' 4 - n' sm a 

d'où se déduira une des deux limites de 9. 

Supposons maintenant que le prisme soit placé dans 

des positions pour lesquelles le centre de gravité G s 'é -

carte de la verticale du point O du côté de A' , il tendra 

à se mouvoir ou se mouvra dans le sens opposé à la 

flèche m , et les frottements seront de même sens que la 

force T ' ; la condition d'équilibre sera donc 

( 3 ) T ~ T ' < ( N 4 - N ' ) t a n g / , 

ou bien 
T ' — T > ( N - h N ' ) tang ( - / ) . 

Cette relation ne différant de l 'équation (i) que par 

l 'inversion du signe de relation et par le changement de f 

en — f si l 'on remarque d'ailleurs qu'elle ne doit cesser 

d'avoir lieu qu'autant que (f prend des valeurs trop p e -

tites (cf décroit et peut devenir négatif quand O G s'écarte 

de la verticale du point O , dans le sens que l 'on consi-

dère) , on en conclut immédiatement 

, . /7| cos a' — n\ cos a 

en posant 

sin(p — a — / ) = «, et sin(p — a ' 

L e centre de gravité G est hors du triangle A O A ' . 
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U n dea angles a ' an moins surpasse /S| «tfâiîs nous 

nous contenterons de considérer l e cas dans lequel on a 

en m ê m e temps a ^ (3, a ' > |3. 

L e s composantes T , T ' sont dirigées suivant A F , A ' F ' , 

^ t , q u a n d le p r i s m e tend à se m o u v o i r dans le sens i n d i -

q u é p a r la flèche m , les frottements sont de m ê m e sens 

q u e T ' ; la condit ion d ' é q u i l i b r e est donc 

( 5 ) T - r < ( î i . 4 - N ' ) t a n g / . 

N , N ' conservent les mêmes expressions que dans le pre-

mier cas^ et la f o r m u l e ( A ) ne c h a n g e pas, mais on a 

T = Q sin (a — p ) , r = Q' sin (a' — p). 

D ' a p r è s cela, et si l 'on r e m a r q u e q u e c'est quand l ' a n -

gle (f d i m i n u e q u e le centre de gravité G s 'écarte de la 

verticale d u p o i n t O d u côté de A , p a r suite que l ' é q u i -

libre peut se trouver r o m p u , p o u r ainsi parler , dans le 

sens de la flèche niy on a r r i v e à l ' inégalité 

, ^ n cos a' — /z' cos a 

n et n^ représentant les mêmes sinus que dans la f o r -

m u l e [ i ) dont celle-ci ne diffère q u e p a r l ' inversion du 

signe de relation. 

E n considérant la r u p t u r e de l 'équil ibre dans le sens 

opposé à la flèche m , on trouve 

(7 ) r ^ T < ( N - H N ' ) t a n g / , 

qui a les m ê m e s rapports avec la relation ( 5 ) que ( 3 ) 

avec ( i ) . O n en déduirait donc 

^ / Z j C O S a ' — c o s a 

et n\ représentant les mêmes sinus que dans la f o r -

m u l e ( 4 ) -
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E n f i n , p o u r a v o i r les pressions exercées s u r le cyli i idre 

par le p r i s m e dans ses positions extrêmes d ' é q u i l i b r e , on 

tirera des formules 

«cosa' —/l'cos a / i |C0Sa '—coSa 
tanc(p= —r—7—'-T—.— 1 tang© = — : — > / .— 

«sma'-|-/ï sma ^^ sma'-f-/i, sina 

les valeurs de cy entre — ~ et - h ~ qu'elles déterminent ; 2 2 
on portera successivement ces valeurs de ^ dans les f o r -

mules ( A ) qui donneront des valeurs correspondantes 

p o u r Q et Q ' , et il n e restera plus q u ' à mettre celles-ci 

dans les équations 

N =r Q cos (P — a ) , N ' — Q' cos (f — a'). 

NOTE SUR L'UNE DES FORMES DU RESTE DANS LA SÉRIE 
DE TAYLOR; 

PAR M . R E Y N A U D , 

Professeur au lycée de Toulouse. 

É t a n t donnée une fonction quelconque de x , f { x ) y 

on pose l 'égalité 

I 1 . 2 

/ W ( . r , ) 4 - R , 
I . 2 . . ./Z 

OÙ et Xi + h sont d e u x valeurs particulières de or, et 

l 'on se propose de déterminer, si c 'est possible, la valeur 

du terme complémentaire R . 

O n a 

h' h" 
1.2 ^ ' 1.1,., n ^ ' 
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Soit 

jr = + A ) - / ( x ) _ ( x ) 

1.2 ^ 1 .2 . . ./ ! ' ^ 

F a r d o n n é e d ' u n e courbe dont x est l 'abscisse, les axes 

étant rectangulaires. O n voit immédiatement que p o u r 

x = Xi-^h^ cette ordonnée est nulle si les dérivées suc-

cessives d e f { x ) prennent p o u r cette v a l e u r de x des v a -

leurs finies, et que pour x = z x i l ' o r d o n n é e est égale à R . 

S i , p o u r cette dernière v a l e u r de x^ la fonction et ses dé-

rivées ont des valeurs finies, la v a l e u r de R est elle-même 

finie, positive o u négative. S o i e n t ( * ) 

L e point M est au-dessus o u au-dessous de T a x e des r . 

D a n s les deux cas, si la f o n c t i 0 0 / ( 0 : ) et sa dérivée sont 

finies et continues entre les l imites Xi et - f - A de la 

variable , on pourra m e n e r à l ' a r c A B , entre les points A 

et B , u n e tangente parallèle à sa corde A B , et l 'abscisse 

d u point de contact p o u r r a être représentée p a r -+-0 A, 

0 étant u n n o m b r e positif c o m p r i s entre o et i . S i R est 

positif , on a 

R =r PM = PP'. tangMP'P=: — h t a n g M P ' x = — ^ / (x» H- © /O î 

si R est négatif, on a de même 

R = — PM = — A tangMP' P = — (x, -h Q/i ). 

O r 

et par suite 

( * ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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subshluatil, on a la formule connue 

h^u \ — ô)" 
i — L i — Ô A ) . 

1 .2 . . . « 

Remarque. — O n verra au moyen d'une figure que la 

démonstration se fait de la même manière, quel que soit 

le signe de l'accroissement h. 

DÉMONSTRATION D'UN TBÉORÊME DE H . SGBLONILCH 
(Tolr t. XIX, p. î80) ; 

PAR M . HKNRY C O L L A C H E , 

Élève de mathématiques spéciales au lycée Charlemagne 
(classe de M. Hauser). 

Il s'agit de montrer que l 'on a 

O n peut toujours poser 

H- I, 

d'où, en multipliant par 

np^p'-^py 
et, par conséquent, 

np-^n'^ p"" p « , 
ou 

{n — p) 

E n faisant successivement p = o, i , 2 , . . . , n — i , et 

multipliant membre à membre, il vient 

c , Q . F . D . 

Ann de Mathémat., a«série, t . II. (Juin i863.) l 8 
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SOLUTION DE LA QUESTION 5 5 3 
(Toir t. XIX, p. 406 ); 

PAR M . A. G . 

Étant donnée une équation algébrique n ayant pas 

de racines égales^ si Von applique à cette équation le 

procédé de Sturm, et si Vune des équations obtenues a des 

racines égales, Véquation a nécessairement des racines 

imaginaires, ( R O U G E T . ) 

Soient X = o l'équation proposée et X i , Xg, X3,. . ., 
les divers polynômes que l'on considère. Supposons que 
X = o ait toutes ses racines réelles et inégales au nombre 
de m, l'équation Xi = o aura aussi toutes ses racines 
réelles et inégales au nombre de m — i . 

Soient a ' , c',,, k' ces racines par ordre de grandeur. 
Pour ces valeurs X et X2 sont égaux et de signes contrai-
res. D'ailleurs x variant de a ' à è', X change de signe ̂  
donc il en est de même pour X2. Ceci est vrai, quelles 
que soient les racines a' et b'. Comme il y a /w — 2 inter-
valles, l'équation X 2 = o du degré (m — 2) aura toutes ses 
racines réelles et inégales. On ferait voir pareillement 
qu'il en est de même des autres équations. 

Q U E S T I O N . 

656. Démontrer géométriquement que la division de 
la circonférence en sept parties égales se ramène à la 
trisection de l'angle dont la tangente est égale à 3 y/S. 

( W A T T H E W C O L L I Î Ï S . ) 
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SOLUTION DE LA ODESTiON 6 4 1 (CATALAN ) 
(TPLRP.IÎR); 

PAR M . H . P I C Q U E T , 
Elève de mathématiques spéciales au lycée de Poitiers. 

Il s'agit de déoMBirer la relation 

cos{a b c ) c o s ( a - | - c — — r t ) 

= 4 ^̂ ^̂  ^ ^ c— (cos a 4-cos k^cos c) (cos ar + cos ¿̂  — cos c) 

X (cosa 4- cos c^cmk^cos b 4-cos c—cos a). 

L e second membre peut s 'écrire 

4cos2acos^^ cos'c 

— [ ( cos a f- cos by — coŝ  c][ coŝ  c — ( cos a—cos ^ ] ^ 

ou 

4cosViCOs'/> cos^c 

-4- ( COS- a — coŝ  ^ -+- coŝ  c—i cos' c ( cos' a -h cos' b ), 
ou 

(cos'« — — cos'c] '— 

Examinons maintenant le premier membre. E n trans-

formant en une somme de cosinus les deux premiers fac-

teurs, ainsi que les deux derniers, il vient 

^ [cOS2(fl-|R -f- COS 26'] ~ [COS-f-GOS2 (il — b)] 

OU 

~ j cos'2c-f-cos2(ât-}-Z>)cos2 {a— b) 

-h COS 2 c [cos 2 {a H- ¿f) H- cos 7.[a — ^ ) ] {. 
i 8 . 
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En remplaçant 

cos2 (a-h 6)COS2 (fl —-
par 

ou par 

i (cos4« 4- cos4^) 

- ( cos' 2 « — I -4- 2 coŝ  7.b — 1 
2 ^ 

OU par 

cos '2« 4-cos'2 6— I et C0S2C[C0S2 (iî-h -4-COS2(/7—/>)] 

par 
2 COS 2 AT COS 2 H COS 2 C , 

il vient 

^ ( C O S ' 2 ^ 4 - C O S ' 2 6 H-COS' 2 C 2COS2FLCOS 2 ^ C 0 S 2 C — L) . 

A la place de c o s 2 a , je mets 2 c o s ' a — i , et les expres-

sions analogues pour cos 2 ^ et c o s 2 c : il vient alors 

i [4 coŝ  a -1-4 1 4 cos* b—4 -̂f-1 -H 4 

-F-L - F 2 ( 2 C O S ' F L — L } ( 2 C 0 S ' ^ I ) ( 2 C 0 S ' C — L) L ] . 

T o u t e réduction faite, il rgste 

COS* a H- COS* b -f- cos* c— 2 cos' « cos' b — 2cos' a cos' c 

— 2 cos' b cos' -f- 4 cos'a cos'^ cos'r, 
ou 

(cos' a — cos' b — cos' r )' — 4 ^ cos' c -f- 4 cos* a cos' b cos - c, 

qui est précisément la valeur à laquelle j 'étais arrivé pour 

le second membre. 
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S O L U T M N D I LA QUESTION 6 4 5 
(Tolrp.w;; 

pAtt M. L . R A Y N A U D , 
Maître répétiteur au Ifoée de Moulins. 

Soient J', les distances du centre d*une conique 

à trois tangentes^ et p\ p" les distances de ce centre 

aux points de contact : on a 

p2 ( _ J ^r, ^ _ J _ ^ o. 

Cas de V ellipse. 

Supposons Tellipse rapportée à son centre et à ses 
axes, et soient : 

J les coordonnées de l'extrémité de p ; 
X la longueur du demi-diamètre conjugué de p \ 

á sera la hauteur du parallélogramme construit sur 
les longueurs p et X. 

On pourra écrire, d'après des théorèmes connus ; 

d'où 

( i ) p')-

On aura de même, en considérant les autres points de 
contact, 

(2) â  r ( « ' 4 - — p''), 
(3) 

Eliminant maintenant a^-hh^ entre les équations ( i ) , 
( 2 ) , (3 ) , il vient 

ou 
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2® Cas de Vhyperbole. 

L e mode de solution prouve assez qiie la relation finale 

subsiste encore dans le cas de l 'hyperbole. 

Nota. — L a même question a été résolue par M M . Du-

pain, professeur au lycée d 'Angoulême^ P . R . et Melon, 

élèves du collège R o l l i n ; Cornille, élève du lycée de 

Strasbourg; Pelletreau et Picquet, élèves du lycée de 

Poitiers5 Jar lot , du lycée L o u i s - l e - G r a n d ; Harang, du 

lycée de Douai. 

REHARQUeS 

Sur les compositions de Hlatliéfflatiqaes et de Trigonométrie faites ^n 1 ^ 6 2 
fQni l'admissioA k l 'Ecole Polyteihflique. 

U n de nos amis, chargé en 1 8 6 2 de corriger les c o m -

positions de Mathématiques et de Trigonométrie, nous a 

communiqué les remarques qui lui ont été suggérées par 

ce travail. Nous les publions parce qu'elles peuvent être 

utiles aux élèves, en les prémunissant contre certaines 

fautes assez communes. N o u s ne croyons pas d'ailleurs 

commettre une indiscrétion, car si l 'examen des compo-

sitions n'est pas public, cela tient uniquement à la nature 

d'un travail qui ne peut se bien faire que dans le silence 

du cabinet; mais l ' É c o l e a toujours donné très-libérale-

ment les renseignements qui lui ont été demandés sur 

cette partie des épreuves imposées a u x caiididats. 

COldPOSITIOÎi nE MATHÉMATIQUES. 

Trouver le lieu des centres des surfaces représentées 

par r équation 

x^ -f- — -f- 2 pxz 2 qyz — 2 a.c — ^by -h 2cz = 0 : 
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lorsque p et q varient de i4>uies les nmnièi^ pos^ 

sibles; lorsque p et q varient de manière que 

quation représente un cône. ^^ Distùiguer la pattie du 

lieu qui correspond à des hyperboloïdes à une nappe de 

celle qui corresponds des hyperboloïdes à deux nappes. 

La première partie de la question, très-facile, a été 
résolue par la généralité des candidats. La différence de 
leurs forces ou de leur talent ne s'est révélée que dans les 

deux autres parties. A cet égard, on a pu classer les élèves 
en cinq groupes, comme il suit : 

I® Les élèves de ce groupe ont trouvé pour le premier 
lieu une sphère 5 pour le second, ils ont remarqué que 
les coordonnées du sommet du cône devaient satisfaire à 
l'équation 

a.T -h bjr — = o, 

d'où il résultait que le lieu cherché est un cercle. La dis-
tinction des deux hyperboloïdes et des régions de la 
sphère correspondant aux centres des hyperboloïdes à 
une nappe, ou à ceux des hyperboloïdes à deux nappes, a 
été bien faite par ces élèves, qui ont mérité une note de 
jy k '2o. 

Les élèves du deuxième groupe, après avoir éliminé 
p et q entre les équations du centre et celle de la surface, 
ont trouvé un cône de révolution ayant son sommet sur 
la sphère et dont l'axe passait par le centre : ils ont donc 
trouvé le cercle. Celte marche était assez longue, mais 
elle se présentait naturellement et il y avait un certain 
mérite à la conduire jusqu'au bout. Notes de i5 à 19 . • 

3® Les élèves du troisième groupe ont trouvé pour le 
deuxième lieu l'intersection d'un cône et d^une sphère, 
mais ils n'ont pas vu que le cône était de révolution. En 
donnant une solution exacte d'ailleurs, ils n'ont pas 
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su dégager de leurs calculs le résultat simple qu'ils ren-
fermaient. Notes de I o à 14 • 

D'autres élèves ont commencé comme lès précé-
dents, mais des erreurs de calculs les ont conduits à de 
faux résultats ou les ont empêchés d'arriver jusqu'au 
bout. Notes de 5 à 9 . 

5° Les élèves de ce dernier groupe, fort peu nombreux, 
n'ont pas trouvé la sphère ou distingué les deux sortes 
d'hyperboloïdes. Notes au-dessous de 5. 

Comme on le voit par ce ubieau, des notes différant de 
4 ou 5 unités ont pu être attribuées à des élèves qui ont 
suivi la même marche et sont arrivés aux mêmes résul-
tats. Un langage correct, une exposition claire, des cal-
culs disposés avec beaucoup d'ordre sont des qualités dont 
le correcteur fait grand cas et dont il tient toujours 
compte. Ces précieuses qualités ne peuvent s'acquérir 
qu'à la longue. Il importe donc beaucoup que les candi-
dats prennent de bonne heure l'habitude de bien rédiger, 
et qu'ils ne croient pas avoir assez fait en résolvant une 
question s'ils ne l'ont pas présentée de la manière la plus 
satisfaisante. 

Il y a encore une recommandation à faire aux candi-
dats : c'est de ne point s'abandonner à la première mé-
thode qui se présente à eux. Ce n'est presque jamais la 
meilleure. Souvent on s'engage dans des calculs fort 
longs, qu'on ne peut mener à bonne fin, el on ne s'a-
perçoit qu'on fait fausse route que lorsqu'il est trop 
lard pour recommencer. Il faut donc jeter un coup d'œil 
d'ensemble sur la question proposée, comparer les di-
verses méthodes à suivre et prendre celle qui promet de 
conduire le plus rapidement au but. Mais cela demande 
beaucoup de tact, et ce tact ne peut s'acquérir que par 
l'habitude. Ainsi il faut travailler : c'çst la condition du 
succès. 
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COMPOSITION DE TRIGOKOMÉTEIE. 

Un triangle résolu avec l'exactitude que comportent 
les Tables donne lieu k une note qui varie de i8 i ao sui-
vant que les calculs sont disposés avec plus ou moins 
d'ordre. Les autres notes s'échelonnent de i8 à 5. Pour 
obtenir une note au-dessous de 5, il faut n'avoir presque 
rien fait ou commettre des fautes qui montrent qu'on a 
systématiquement négligé cette partie du programme. 

Un élève qui s'est beaucoup éloigné de la vraie solution 
peut être mieux noté qu'un autre, qui s'en sera beaucoup 
approché. Cela tient à la nature des fautes commises, et 
dont l'influence sur le résultat du calcul n'est pas tou-
jours en raison directe de leur gravité. Le correcteur re-
commence tous les calculs, et quand il a rencontré une 
erreur, il en suit les conséquences, pour savoir s'il n'a 
pas été commis d'autres fautes. 

Les fautes les plus ordinaires dans la composition de 
trigonométrie sont de diverses sortes : les unes sont de 
pures distractions ou tiennent au peu d'usage que l'on a 
des Tables; les autres sont des fautes de calcul propre-
ment dites ; enfin la dernière classe comprend les erreurs 
théoriques. 

I. Fautes de distraction. 

Prendre, au lieu du logarithme que l'on cherche, 
celui qui est immédiatement au-dessus*, faute assez fré-
quente quand le logarithme est dans l'une des trois der-
nières colonnes. C'est un inconvénient attaché aux Tables 
à double entrée. 

2® Erreurs de transcription : transposition de deux 
chiffres, 89 pour 9 8 ; erreur qui vient de ce qu'au lieu 
de lire les quatre derniers chiiïres comme s'ils formaient 
un seul nombre, on les lit comme s'ils étaient séparés, et 
en les transcrivant On se trompe sur leur ordre. 11 vaut 
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mieux dire quatre nulle huit cent vingt-quatre, que de 

dire quatre, huit, deux, quatre. 

3 ® U n I fiurchajpgé pour un o , un 6 ou un 9 p o u r un o, 

un 1 ou un 12 mal faits pour un 7 , et réciproquement. 

Nécessité d'écrire lisiblement, surtout les chiffres. 

Tangentes prises dans la colonne des sinus, sinus 

dans la colonne des cosinus, etc. 

5 ° Les degrés pris en bas quand il doivent l'être en 

haut, les minutes prises à droite quand elles doivent l 'être 

à gauche, etc. 

6® L ^ minutes prises à droite en descendant et les se-

condes à gauche, surtout pour les cotangentes. E r r e u r 

qu'on ne commettrait pas avec une T a b l e à simple e n -

trée. 

Après avoir calculé t a n g p r e n d r e ^ pour A . De 

même prendre « -4- a — ¿ a u lieu de ^ ^^ ^ 2 2 

8 " Différence des sinus prise pour celle dtîs cosinus, 

ditïéronce des cosinus pour celle des tangentes. 

A — B pris pour B — A , A pour B. 

jo^ Logarithme pris dans une autre page : 

log 7° 32' 43", 54 pris pour log 8« 32' 43^, 5 J. 

Prendre la caractéristique des Tables pour le pj e-

mier chiü're de la partie décimale : 1 , 9 8 6 . . . j>our 

9 , 8 6 . . . . 

12^ Calculer la moitié de - au lieu du double de 
2 3 

sin^cf pour i - f - c o s ' y . 

i 4 ® E r r e u r de transcription quand on écrit de nouveau 

un logarithme déjà trouvé, surtout sur une page difié-

reme. 

i 5 ® T e r m e omis en calculant une formule exacte. 
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IL FmUcs de calcul. 

E r r e u r dans une addition de nombres ordinaires. 

Retenues omises, r e t e i ^ e s com|>tées quand il n ' y en a 

pas. S i trois fois tie suite o n a dit : / e pose tam et je re-

tiens I , on a b ^ u c o u p d e chanee, en passant^ la ootonne 

suivante, de dire eneore : je retiens i , quoiqu'on n 'ait 

qu'un seul chiffre à écrire. 

E r r e u r dans une addition ou dans une soustraction 

de nombres complexes. Très-fréquente. 

3 ® E r r e u r en prenant le double ou la moitié d'un 

nombre complexe. 

E r r e u r en prenant le supplément ou le complément 

d'un angle. 

5 ° E r r e u r dans la caractéristique par suite de soustrac-

tion. 

Caractéristique 8 des T a b l e s remplacée par i au 

lieu de a. 

fjo V i r g u l e «aal placée dans le ternie de correction. 

8 ® E r r e u r dans la multiplication faite pour obtenir ce 

terme. 

9 ® E r r e u r en prenant la moitié d'un logarithme dont 

1 , . . , . i ,4^ - -
la caractéristique est negative ; ^ = 1 , 2 1 pour i , 7 1 . 

in. Erreurs théoriques. 

i ® E r r e u r dai?s le signe de la correction quand ou 

cherche le logarithme d ' u n cosinus ou d'une cotangente. 

2® L e correcteur a trouvé quarante-quatre formules 

fausses, ce qui est d'autant plus impardonnable que pres-

que toujours leur fausseté saute aux yeux, et que d'ail-

leurs les vraies formules se trouvent dans Tlntroduction 

placée en tête des T a b l e s . 

3 " E m p l o y e r les parties proportionnelles pour le si-

nus ou la tangente d'un arc très-petit. 
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4° Négliger les fractions de seconde dans un angle 

auxiliaire. 
5® Calculer des chiffres incertains. 
6® Prendre — log cot A pour log (— cot A ) . 
7® En cherchant log cos 43® M ' 34, ajouter à 

log cos 43® 24' ^o" la différence tabulaire X 2,34 au lieu 
de 7 , 6 6 . 

8° Il s est trouvé un candidat admissible qui, pour cal-
culer 

cosa = cosò cosc H- sinb sine cos A, 

a calculé chaque terme du deuxième membre par loga-
rithmes. 

9® Un autre candidat a remplacé la formule précé-
dente par 

log cos a=log cos b H- log cos c 4- log sin b log sin c 4- log cos A. 

Comme on le voit, il y a beaucoup de^manières de se 
tromper, et encore nous en passons. I l faut que les élèves 
se persuadent qu'on n'apprend pas en deux heures à se 
servir des Tables et à résoudre un triangle. C'est à eux 
de s'exercer pendant un temps suffisamment long. 

Enfin les candidats doivent savoir qu'une fraude com-
mise dans la composition ne peut manquer d'être dé-
couverte par le correcteur qui vérifie minutieusement 
tous les calculs. Il y a des exemples d'élèves qui auraient 
pu être admis, même avec une composition inachevée, et 
qui ont été exclus du concours pour avoir emprunté à un 
voisin un résultat faux qui ne s'accordait pas avec les 
calculs commencés. Le résultat aurait été vrai, que Tex-
clusion aurait encore été prononcée. Il vaut donc mieux 
agir loyalement. P. 
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SOLliTiei l DE LA « V E S T I I N 6 5 4 
(TOlrp. 191); 

PAR M . T R A V E L E T , 
Élève en mathématiques spéciales du lycée de Besançon 

(classe de M. Chevilliet). 

Démontrer que 5i ç (aw ) = ç (w) .cosw, on aura 

( \ / . sinw 

( V A L T O N . ) 

Dans la condition énoncée, je remplace successivement 

w par * ' * ' ^̂  j'obtiens les égalités suivantes : 

(w\ /w\ w 
.COS^, 

2«- ' ) ^ ( 2 « ) 
W 

COS — . 
2« 

Multipliant toutes ces égalités membre à membre et sup-
primant tous les facteurs communs, on a 

(w \ w w oa , . 

- j . c o s - . c o s ^ . . . c o s - = = < p ( « ) 

Or on sait que (t. XVII, p, 283) 
&) 

w w w sin w 2 " 
cos - • cos • • • cos — = 

2 4 2« UI . w 
^ s m — 

2« 

Remplaçant ce produit par sa valeur, dans Téquation 
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précédenle, on a 

w 
/ w \ sin w • , 

n ? -
s i n - -

Si n augmente indéfiniment, ^ tend vers zéro; ^ 

w 

2" 
tend vers ((>(o) et tend vers i . Alors à la limite 

' ^ ' . w 
sin — 

2" 
on a 

smw . 
^ (O ) C. Q. F. D. 

JVote, — Cette question a été résolue de la même m a -

nière par M M . de V i r i e u , Dupain, professeurs, et par les 

élèves Claris et Courtin (Sainte-Barbe), Esparseil (lycée 

de Toulouse, classe de M , T i l l o l ) , Monniot (institution 

Barbet) , par M M . A u t o s , d ' A t h è n e s , e t Bardelli ,de Milan. 

SECONDE SOLUTION DE L4 MÊME QUESTION, 
PAR M . S T U D L E R , 

Professeur à Con dé. 

E n prenant plusieurs fois de suite la dérivée de l'éqiia 

tion 
Ç (26I)) = COSW <p ( w ) 

et faisant o) = o, on trouve 

et 
• 9 • 

E t si Ton substitue ces valeurs dans la formule de M a c -
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laurin, 

? { " ) = ¥(o) + 7 ?'{o) + f - ? " (o) + 
I I • Z 

^ _ U «h TT^ ^ ' w \ Î.2.3 1.2.3.4-5 
ou 

, . , . sin w 
(W) <J) (o) C. Q. F. D. 

Note. — M. Mogni, de Tortone, et M. Jaufroid, pro-
fesseur au lycée de Vendôme, ont résolu la question à 
peu près de la même manière. 

M. Beltrami nous a adressé, au sujet de cette ques-
tion, des remarques intéressantes qui seront publiées dans 
notre prochain numéro. 

BlBLIOfiRAPRie. 

T H É O R È M E S ET PROBLÈMES SUR LES NORMALES A U X CONIQUES ; 

par M. Desboves, docteur ès sciences, professeur au 
lycée Bonaparte. In-8 de ii-54 pages. Paris, Mallet-
Bachelier, i86i. Pr ix : i^,5o. — T H É O R I E N O U V E L L E 

DES NORMALES AUX SURFACES DU SECOND ORDRE, SUIVIC d e 

N O T E S SUR L ' A L G È B R E , L A C tÉOMÉTRIE ET L A M É C A N I Q U E . 

In-8 de xii-i44 pages. Paris, Mallet-Bachelier, 1862. 
Prix : 2* , 5o. 

Nous recommandons aux élèves et aux professeurs ces 
deux monographies, très-complètes et qui renferment 
plusieurs parties neuves. L'auteur, habitué à l'enseigne-
ment, n'a voulu se servir que de méthodes familières aux 
élèves de mathématiques spéciales, qui pourront ainsi 
lire ces deux opuscules d'un bout à l'autre sans être 
obligés d'avoir recours à d'autres ouvrages. 

Voici les principaux résultats du deuxième opuscule. 
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Par un point, on peut mener généralement six normales 
à une surface du second ordre. Ces six normales sont sur 
un même cône du second degré (CHASLES) . Les vingt pôles 
des plans passant par les pieds des six normales pris trois 
à trois sont sur une surface du quatrième ordre repré-
sentée, dans le cas de rellipsoïde, par l'équation 

Cette surface, que M. Desboves appelle normopolaire^ 

jouit de propriétés curieuses. Elle renferme toujours huit 
droites parallèles à l'axe moyen de l'ellipsoïde et touche 
cette surface à ses quatre ombilics. Si par les différents 
points d'une section faite dans une surface du second 
degré par un plan perpendiculaire à un plan principal 
on mène des normales à la surface, leurs pieds sur le 
plan principal seront situés sur une droite (CHASLES) . Etc. 

Aux problèmes traités dans le texte, M. Desboves en 
ajoute beaucoup d'autres comme sujets d'exercice. Les 
notes placées à la fin se rapportent à diverses questions 
d'enseignement et seront lues avec intérêt. 

En résumé M. Desboves a fait un ouvrage utile. Nous 
n'y trouvons à reprendre que les mots de formation hy-
bride sjnnormale^ normopolaire, dont l'introduction 
dans la science ne nous paraît pas répondre à une néces-
sité bien démontrée. Nous avons aussi rencontré ça et là 
quelques incorrections qu'il faudra faire disparaître dans 
une seconde édition. Par exemple, pourquoi dire « le 
plan de pôle (a, |3, y) , » au lieu de « le plan dont le pôle 
est le point (a, ¡3, y) » ? Il ne faut pas, ce me semble, 
regarder à trois mots de plus quand la phrase doit être 
rendue plus claire et plus correcte. P. 
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EXTRAIT D'UN HÉNOiRE 
SUR LES COORDONNÉES TRILINÉAIRES; 

PAR M . H. F A U R E , 

Capitaine d'artillerie. 

Un point est déterminé dans un plan lorsque Ton con-
naît ses distances a, (3, 7 aux trois côtés BC, CA, AB 
d'un triangle ABC dit triangle de référence. Si l'on dé-
signe par a, ¿, c les côtés du triangle, par S la surface, 
on a toujours la relation 

AOL B^ CY = 2S , 

Toute relation du premier degré 

L = /a -h /w p -H «7 

entre les coordonnées a, (3, y d'un point représente une 
ligne droite. 

Équation de la droite qui passe par deux points donnés 

a' et a". 

Si l'on désigne par (a', y') les coordonnées du point 
a', par (a'', y") celles du point a'', la droite cherchée 
a pour équation-

a a' a*' 

7 7 ' 1 ' 
Intersection de deux droites, —Parallélisme, 

Soient L =5 o, L ' = o les droites données : L'se dédui-
sant de L en ajoutant un accent aux lettres /, m, /i, on 

Ann. de Mathémat., a® série, t. II. ( JaUlet i863.) 19 
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aura au point d'intersection 

D.a = iS(mn' — m'n) ^ 

Dy = aS ( /m '—/ '#! ) , 

l m n 

D:=: l' m' m' 

a b c 

D = o est la condition d u parallélisme. C e s fornaules 

montrent également que la droite q u i a p o u r équation 

« a - f - p - H ~ o 

est Téquation d ' u n e droite située à l ' inf ini dans le plan 

du triangle de référence. 

Angle des deux droites L et U. 

tanĝ  = 
2 R [( //' -+- mm'-h «n' ) — co» A [ mn'-^ m' n ) — cos B ( /n' -+- /' n ) — cos C /' w )] ' 

R r a y o n du cercle circonscrit au triangle A B C ; A , B , C 

angles d e ce triangle ; 

D 
sin ô = 

P = -f- -f- /î' — 7. mn COS k — 2 In cosB — 2 //w cosC, 

P ' = ^ m'^ ^ 7. m'n' cos A — 2 cos B —- 2 ^ cosC. 

S o i e n t 

a, = I , 

p, =r — cosC — sinC y / — P a = — cosC -+- sinC y — 

7, = — cosB sinB v^—i, 7, = — cosB — s i n B y / " , 

les coordonnées de deux points « j et (nécessairement 

à l ' i n f i n i sur un c e r c l e ) , o n a u r a 

P' = (r «, -f « 7 . ) P> " 
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S u p p o s m i s q u e les deux droites L et U soient r e p r é s e n -

lées p a r l 'équation u n i q u e 

(p = An â  -h A „ - h A337' 2 Ai,ap 2 Au«7 •+- 2 A „ p7 =r o; 

langô: (Ari A^r)) 

on aura 
a Aii A(j A,3 

b AJÍ AJJ AJ3 

c A31 Az% A33 

o a b c 

E = A,, 4- Ajj-h A33— 2Aa3 cos A — 2A,3COsB — 2A,2COsC. 

Équation de la droite perpendiculaire à L , menée par 

le point a'. 

i — m cos C — n cos B a a 

P p' —/t*osC-f-/w —/îCosA 

7 7 ' — i i m B — j w c o s A - h / i 

= o. 

Distance du point a' à /a droite L. 

^ = H-m p̂  4-

v/P 

Distance des deux points OL'^ OL". 

Soit X cette distance : 

I — cosC —cosB a" a' 
cosC I —cos A B" B' 

S' — cosB — COS A I 7" 7' 

a'' p" 7" 0 0 

a' r 7' u 0 
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El) introduisant les points itnagiuaires et a , , on a 

7' 

P" 7" 

«1 PI 7« 

a' P' 7' 

a " p'̂  7 " 

a, p2 7» 

Si les points donnés sont situés sur la droite L , et qu'ils 

résultent de l'intersection de cette droite L avec deux 

autres L ' , L' ' , on trouve 

l m n 

l' m' n* N/P 
L' m" n" 

l m n l m n 

v m' n' r m" n" 

a b c a b c 

— 4 R S 

Si les droites L ' e t L " s o n t données par l'équation unique 

(P = : o, on aura 

AN A . . A „ l 2 

A , . A , , A « m 
S/P 

A3. hzx A , , n 

i m n 0 

AH A ; , A,A a l 

A „ kn A „ b m 

A3. A , , A „ c n 

a b C 0 0 

l m n 0 0 

A, 

Sous cette forme, :j> peut représenter une conique, X esl. 

alors la partie de L comprise dans la conique. 

Remarque,— L'équation de la droite L peut se mettre 

sous la forme 
i//7,a - } - hb^ p H - rr, 7 ~ o, 



eu désignant par « i , ¿1, Cj les distances des sonÊiœets A, 
B, C du triangle de référence à cette droite. Toutes les 
formules précédentes deviennent d'une très-grande sim-
plicité, en se donnant une droite, comme nous venons de 
Tindiquer. J'ai donné ces relations a la page du 
tome X X des Nouvelles Annales, 

Le Mémoire est suivi de diverses applications relatives 
aux propriétés métriques et descriptives des triangles, 
au rapport anharmonique, aux faisceaux homographi-
ques, etc. 

Je cite l'une d'elles. Le lieu d'un point, tel que ses dis-
tances a, j3, y aux trois côtés d'un triangle sont propor-
tionnelles à une certaine puissance de ses côtés a, è, c, 
est donné par l'équation 

log^ loĝ  

COURBES DU SECOND 0 R 0 R E . 

Soit cf = 0 l'équation d'une conique écrite sous la forme 
déjà indiquée*, nous aurons à considérer les deux fonc-
tions y et E citées plus haut, et la fonction A définie par 
la relation 

A II AI2 A 13 

^ ~ Aïi A22 A23 
A 31 A Â-̂  

INous désignerons généralement par a,., le coefficient 
de A^, dans le développement du déterminant A. 

L'espèce d'une conique se déduit des fonctions y et E \ 
on a : 

Une hyperbole, si ^ 
Une ellipse, si y ^ o; 
Une parabole, si y = o ; 



( 294 ) 

U n e hyperbole éqnilatère, sî E = o 5 

U n cercle, lorsque les coordonnées des points imagi-

naires âCj, «4, -vérifient Téquation ^ = o. 

Tangente au point a^ de la conique. 

ou 

« -

% «n a.a 

p «23 

? 

9 7' 

y = 0 , 

^ o ; 

lorsque le point a ' n'est pas sur la conique, les équations 

précédentes donnent la polaire du point a ' , 

P0le d'une droite L par rapport à la conique cp. 

Soit ce pôle, on a 

"ÏJ (^«ll-h U 

, 2S dV 2S,, 

V) = 

U 

a An A,3 

â A,I AM AJJ 

AJ2 AJ3 

O / m n 

Centime de la conique <p. — Dans les relations précé-

dentes, il suffira de faire m = n = z c . Les coor-
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données du centre sont donc 

, aSe/v 
a = — — » 

V da 

V de 

CERCLE. 

Equation du cercle qui a pour rayon p et le point OL' 

pour centre. 

a p 7 a p 7 
a' P' i P' l' 

a, p. 7« ai p, 7̂  

Elle se déduit immédiatement de la formule qui donne 

la distance de deux points. E l l e fait Toir que ton» les 

cercles passent par les points imaginaires « j , « j situés à 

Tinfîni, et que les deux déterminants d u second membre 

égalés à o donnent les asymptotes du cercle. 

Puissance du point «jr par rapport au cercle f . 

Soit 17 cette puissance 

„ _ ^ î M i j ) . 

Rayon du cercle y. 

A 

EV 

Cercle circonscrit au triangle A B C de référence. 

2S 
-h ¿>«7-H ^«P = O, E = — • 
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Cercle inscrit au triangle A B C . 

si OL COS - A -f- V P cos- B -+- / y cos- C = o , E = 
2 2 . 2 2 Jci 

Cercle qui touche le côté a et les prolongements des deux 

a titre s côtés, 

V OE cos^ A -h V P sin - B + sin ^ C = o. 

Cercle décrit sur B C comme diamètre. 

2 S 
a^cosA—a^cosB — ay cosC — P7 — o , E = : ^ — 

R Cl 

L e s cercles décrits sur les autres côtés pris pour diamèites^ 

se déduiront de c e l u i - c i p a r des permutations. 

Cercle conjugué au triangle de référence. 

N o u s disons q u ' u n cercle est conjugué p a r rapport à un 

triangle lorsque le pôle de chaque côté du triangle c o ï n -

cide avec le sommet opposé. 

L ' é q u a t i o n d ' u n tel cercle est 

2 S 
â  sin 2 A-I- sin 2 B 7' sin 2 C == o, E = — ; 

R-

coordonnées du centre, 

A = 2 R C O S B C O S C , P = 2 R COSA COSC, 7 = 2 R C O S A COSB • 

C'est le point de rencontre des hauteurs du triangle. 

Rayon — 4 c o s A cos B cos C. 
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Cercle passant par les milieux des côtés du triangle 

de référence. 

— a Cf.b ^ c ^ acL—¿P-4-.C7 aoL-^b^— 

¿7 cos A ¿>cosB 

= o, 

— acosA-f- p cosB-h 7COSC a cos A — p c o s B + 7CosC 

c cosC 

acosA-4-pcosB—7COSC ' 

«P7 -h ¿ay -h cap 

— R(a2 sin 2 A-h P̂  sin 2 B-f-7^sin2 G) = o, 

ûf p7 4- ^ a7 -f- 6-ap 

— ^ ( « a 4- ¿p -h ̂ 7) (a cos A H- p cosB-j- 7 cosC) = o, 

a ( — ^ a - h ¿>p-h C7) cosA 

— ¿p4- r7) cosB-f- 7 (rtra -f- ^ p — ¿7) cosC = o 

Ces diiréreules formes e x p r i m e n t autant de théorèmes. 

Centre du cercle. 

a : r=|cos (B — C ) , p = ~cos(C — A ) , 7 = ^ cos(A-B). 

Équation des tangentes menées du point a' à la 

conique ç. 

a a' <7,1 a,., «.3 

P P' a,, fin 

7 i thi 

0 0 a' P' i 
0 0 a P 7 



( ^ ? 

T4' = 

a On a / «12 

P «M «M ^ / 
«21 «22 

7 «31 «33 7 
y 

«31 «32 «31 

0 a 7 c • a' / 
a Ou «13 2 

? au 
— = 

7 ¿Z32 «33 

0 a' i 
r 

4T = 4 f P, 7 ) . ( « ' , - ( S « ^ 

Équation des asymptotes de la conique c f . 

O n écrit, dans les équations précédentes, que a ' est le 

centre de la conique. O n trouve, pour les asymptotes, 

Téquation 

«?(«, p, 7) — o . 
V 

Angle formé par les tangentes menées du point a! à la 

conique y. 

tauL'Ô = 
^ R Q 

a 3' 
« 3 3 + C O S A ) — 2 Î 7 , 3 C O S B ) ^ 

a b 

E n posant Q = o, on a le cercle lieu des sommets des 

angles droits circonscrits à la conique 9. 
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Angle formé par les asymptotes de la conique (f. 

tang 9 = î E î 
RE 

Somme des carrés des demî-axes principaux de la 

conique tp. 

Produit des carrés des demi-axes principaux de la 

conique ç. 

Équation des axes principaux de la conique y. 

dtsf dQ^ 
dût doL 

ù ¿ Q i 
rfp dp = o. 

I Q c 
dy dy 

Q est le cercle défini ci-desstis. 

Équation des directrices de la conique (f. 

V f - 4il»EQy -h o. 

C e t t e équation donne les quatre directrices : d e u x réelles 

données par Téquation 

d e u x imaginaires données p a r l 'équation 
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O u voit aisément, d'après les valeurs de X ' el de que 

le produit de ces deux équations donne la première. 

E n appliquant ces résultats généraux aux cas particu-

liers des coniques inscrites, circonscrites ou conjuguées 

au triangle de référence, on obtient divers théorèmes qui 

font le sujet de questions dans les Nouvelles Annales, 

SECONDE SOLUTION DE L A QUESTION 3 1 7 

( voir t. XV, ç. 52, ou f série, t. II, p. 227 ) ; 

PAR M . E . F O N T A N E A U , 
Ancien officier de Marine. 

On donne sur un plan : i ® une conique S , cinq 

points fixes a , 6 , c, d^ P , dont Vun a est pris sur le péri-

mètre de la conique. On propose de mener par le point P 

une transversale qui coupe la conique en deux points 

réels ou imaginaires s, 9 situés avec Ir^s quatre a , c, d 

sur une même conique, ( D E J O N Q U I È R E S . ) 

L a solution de ce problème repose sur les deux lemmes 

suivants : 

1 . S i , par un point fixe P , on mène une infinité de 

droites, elles déterminent, par leurs intersections avec 

une conique, deux séries de points qui sont en involution 

sur la courbe, c'est-à-dire qui sont tels, qu'en joignant 

chacun d'eux à un point quelconque de la conique fixe, 

on a deux faisceaux en involution [Mélanges de Géomé-

trie, p . i S p ) . 

( * ) C'est par erreur que ceUe question a été indiquée comme non ré-
solue page 2>7. { Voir t. X \ , p. 
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2. Si, par deux points du plan et deux points pris sut 

une conique, on fait passer une série de courbes du second 
ordre, elles détermineront par leitrs intersections avec la 
conique fixe deux séries de points qui sèront eñ involu-
tion sur cette courbe. 

D e ces deux lemmes résultent les corollaires s u i -

vants : 

S i , par deux points du plan et deux points pris sur 

une conique, on fait passer une série de courbes du second 

ordre, leurs deuxièmes cordes d'intersèction avec la c o -

nique fixe passeront toutes par un même point. 

S i , par un point pris dans le plan d 'une conique, 

on fait passer une infinité de droites, puis si, par les deux 

points variables d'intersection de chacune d'elles avec la 

courbe et trois points dont un ou deux sont pris sur la 

conique fixe, on fait passer une série de courbes du second 

ordre, ces coniques variables se couperont toutes en un 

même point, qui sera sur la conique fixe, si u n seul des 

trois points fixes a été pris sur cette courbe. De ces p r o -

positions résulte la solution demandée. 

P a r le point P on mènera une corde à la conique S ; 

par les deux extrémités de cette corde e, f le point a et 

deux des trois points è , c, r/, on fera passer une conique 

[e^ f a , b^ c^ par exemple) -, on cherchera le quatrième 

point d'intersection M de cette courbe du second ordre 

avec la conique S ; par ce point M et les quatre a^ è , c, 

on fera passer une troisième conique S dotit les i n -

tersections e, 9 avec la courbe S seront les points de-

mandés. 

E n effet, d'après le corollaire 2 , toutes les coniques 

(e, a , by c) passent par le point M lorsque la corde Vef 

varie, et, d'après le corollaire i , toutes les cordes ^ d ' i n -

tersection des coniques (¿2, c . M ) avec la courbe S 

passent par le point P ; d ó n e l a corde (etp) d'intersection 
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de la coui4>e du seco l^ ordre ( a , c, d^ M ) aVee la eo-
nique S passe (>ar ce point P . 

O n sait f fae toutes eës constructions peuvent s'effectuer 

avec la règle et le coHipas. 

C o m m e on peut coftibiner les trois points c^ d deux 

à deux de trois manières diftérentes, il en résulte qu'i l y 

a en général trois solutions et non pas deux, c o m m e i l 

est dit par erreur dans l 'énoncé du problème. 

C e mode de solution s 'applique k tous les problèmes 

analogues, parmi lesqiiels j e citerai le suivant : 

On donne une droite fixe L et huit points a , è , c , d 

et i/, d'; déterminer deux coniques (ahcd) et 

[a^Uc^d') qui aient la droite h pour axe de sjrmptose. 

RENARQIiES AU mm tÊ U «fflmiON 6 5 4 ; 

PAR M . EOGÈNE B E L T R A M Î . 

L'énoncé de cette question est le suivant ; 

Démontrer que, si ^ ( a w ) = cj(co).cosw, on aura 

, . sin» 

L a solution indiquée dans cet énoncé n^est pas, à beau-

coup près, la plus générale que comporte la question. 

C 'est ce qui ressortira de l 'analyse suivante, dans laquelle 

je supposerai d'abord, pour plus de clarté, que la va-

riable 0) se maintienne toujours réelle et positive. 

Si l 'on multiplie l 'équation proposée par qi sin w, qu'on 

mette le résultat sous la forme 

sin sin« 
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et qu'on poâe 
( . ) 

on aura à résoudre Téquatiop suivante, plus simple que 
la proposée, 

(2) 

En changeant successivement dans celle-ci » en aw, 
4 « , . . . , on obtient 

2^(4 w) = 

(2'"w) = w), 

et, en multipliant toutes ces équations entre elles et avec 
Féquation (2), il vient 

(3) 

Ici m est un nombre entier et positif^ mais si Ton rem-

place dans cette formule o) par 2"""c*), où n est un nombre 

entier et positif moindre que m, on trouve 

d'un autre côté, en changeant dans la même formule m 

en m — n^ il résulte 

= (w ) : 

donc Féquation (3) subsiste pour toute valeur entière, 
positive ou négative de m. 

D'après cette même équation (3), la valeur de la fonc-
tion est toujours égale, tant que m est un nombre 
entier, à celle que cette fonction reçoit pour m = o. Par 
suite, la valeur générale de cette fonction, c'est-à^ire 
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t elle qui répond à une valeur quelconque rationnelle oii 

irrationnelle de w , que j e désignerai p a r ¡x, doit se r é -

duire à pour toute valetir entière de fx. J e pose 

donc 

où A et /r sont deux n o m b r e s entiers quelconques, et où 

F ( f x , w) est une fonction qui ne devient pas inifînie p o u r 

des valeurs entières de /i. D e cette équation, en faisant 

w = I, on tire 

= -vl; (l ) COS2/i7rpL -f- F (ft ) . sin / TT/X , 

où Ton a écrit F(/!x) à la place de F (jut, i ) . E n f i n , en 

posant 
2^^ = r co, 

d'où 

log 2 

et é c r i v a n t , d 'après l 'équation ( i ), à la place de ( i ), 

on a 

. . V 2^77 log co / X . >Î7rlogw 
^(fo) — cos—; ^ f- F, (w) .sm—J— 
^^ ^ wsini iog2 log2 

où 

L a fonction F , (o)) n'est point arbitraire . E n effet, si, 

dans l 'équation précédente, on change O) en 2 G), on obtient 

2 ; 2(0 = -14-^ COS ; h ^ F, h. FT) . SIH ^ ( — I 
^ W Sin I Iog2 log2 ^ ^ 

et p a r suite, d 'après l 'équation ( 2 ) , 

2F.(2a>) = (-l)^F.(co). 

Si donc on prend p o u r k un n o m b r e pair on a u r a , 
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paar^ ( cd ) , la valeur 

. / V a^Tr logw ^ , X . SX-TTIOC«.) 
' ' ^^ ^ «Sini log2 ^ ^ log2 

et p o u r F i ( w ) , l 'ëquation 

(6) 2 F.(20)) = F,(w). , 

Cette dernière équation, étant absolument de m ê m e 

f o r m e que Féquation ( 2 ) , d o n n e r a , de la m ê m e m a n i è r e , 

F. = cos—^ ^ -f- F, O) .sm — ; , 
^ ^ w sm I log 2 ' ' log 2 

et, pour la fonction F j ( w ) , on aura de nouveau 

= - 4 M - . cos—ï ^ -h F3(a) . s m — ; 
w sm I log 2 iog2 

et ainsi de suite. 

E n substituant successivement ces valeurs les unes dans 

les autres et dans les équations ( 5 ) et ( 2 ) , on trouvera 

enfin 

sinw 

w sin I 

, ^ 2/¿7rlogw TT. v V . ^/¿Trloirw ih'nloSù} 
X cp I cos—j ^-4-F, i)sin —^ ^ cos—. ^ 

^^ ' I0g2 ^ ' log 2 log 2 

-+. F, ( I sio —^ ^ sm —r ^ cos —ï ^ H-... 
^ ' J0g2 log 2 log 2 

O r , on voit assez c lairement que F e n s e m b l e des termes 

renfermés dans les parenthèses, à raison de la v a l e u r e n -

tièrement arbitraire q u ' o n peut attribuer à c h a c u n e des 

constantes 

F.(i) , F , ( i ) , . . . , • 

A, h' , 

/ , A', A'",. . . , 
Ànn.de Haihênmt., 2« série, t. U. (Juillet i863.) 20 
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( 3u6 ) 
dont le nombre est indéterminé, peui étr« o e i ] ^ l e p r é -

senter une fonction quelconque des deux quantités 

. STrlogo) 2it\oS(a 
S i n — - — H — , c o s — — 

log 2 log 2 

ou même d'une seule d'entre elles, ce qui ne diminue 

point la généralité de cette fonction. E n désignant donc 

celle-ci par 
tir logwN 

log 2 ' log 2 / 

on pourra poser 

sine») / . 27rloiiw 27r lof fw\ 
(n ) w © S i n - - , COS —^ ^ • 

w \ log2 log2 ; 

Diaprés la manière dont cette formule a été obtenue, 

0) y entre comme une quantité positive5 mais, si l 'on se 

reporte à Téquation proposée, on voit facilement que la 

valeur de donnée ci-dessus ne cesse de satisfaire à 

cette équation quand on donne à o) des valeurs négatives 

ou même imaginaires; car les formules 

sin2 a = 2 sintt cosw, logtti^ = log w - { - logt^ 

continuent d'avoir lieu quand u et v deviennent imagi-

naires, ainsi que Ta démontré C a u c h y {Exercices d'Ana-

lyse et de Physique mathématique, t. IV), pourvu que 
l 'on adopte des définitions convenables .pour ces f o n c -

tions, quand la variable devient imaginaire. On peut donc 

regarder la formule (7 ) comme étant applicable à tous les 

cas. 

S i Ton suppose que la fonction © s e réduise à une simple 

constante arbitraire, et si l 'on remarque que cette con-

stante représente alors la valeur que la fonction reçoit 

pour Ci) = o , on obtient, comme cas particulier de la f o r -
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m u l é (7)5 la solution i n â i q m é è d â n s l 'énoncé de là q u ^ 

lion. 

Note. — Pourquoi les métliodés employées (p. ^85 
et a86) n'ont-elles conduit qu'à une solution particii-
lière ? P; 

LIEU DES SOMMETS DES CONES DU SECOND DEGRÉ 
OBI PASSENT PAR SIX POINTS DONNÉS ; 

PAR M. p o u d r a . 

Cherchons d'abord Féquation de la surface coni(|ûé 
qui passerait par cinq points i , 2, 3, 4? ^ donnéik et 
aurait pour sommet un point t. 

Soient : 

a — o réqnation du plan passast par les trois points i , 2 , i , 

b = o » » 2, 3, 

dz=o » » 3,4»^ 

alors l'équatioù 
a .d — ^.b .€ -= o 

est celle du cône du second degré, ayant le point t pour 
sommet, et passant par les quatre arêtes d'intersection 
dont les équations sont : 

ti — ol et <Y=o< 
I r = 0, f r = 0. 

Cette équation d̂ ^ cône retïferroe une indéterminéé A ipfi 
servira à faire passer ce cône par le point 5 donné. Pour 
cela, appelons fc', c', d'Cé que deviénnertt respecilîVë-

20. 
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ment a, c, d^ lorsqu'à la place de x, j , z que ces po-
lynômes renferment, on y tnet les valeurs des coordon -
nées de ce cinquième point. On aura donc 

et, par suite, 

(1) a.d.b' .c' — a' .b.c=zo. 

Telle est donc l'équation de la surface conique, ayant le 
point t pour sommet et passant par les cinq points don-
nés I , 2 , 3, 4? 5. 

Si maintenant ce cône doit passer par le point 6, il 
faudra que les coordonnées de ce point 6 satisfassent à 
l'équation ( i ) . Soient a"^ h'^^ c"^ ce que deviennent 
respectivement a, ft, c, d lorsqu'à la place de J:, J , 
on substitue dans ces polynômes, pour .r, j . , z^ les coor-
données du point 6 ; alors on doit avoir 

( 2 ) a" .drb' .c' - a\d' .b" .c" 

Dans cette équation^ les coefficients sont des fonctions des 
coordonnées des différents points 1,2, 4? 6 et de 
celles du sommet l que nous pouvons désigner par o:', 

et chacune entre au premier degré dans chaque fac-
'teur d% //, c', a', b", c'. 

Or, dans cette équalion (2 ) , on peut regarder les 
coordonnées j ' , ẑ  du sommet comme étant les varia-
bles, et alors elle représentera le lieu des sommets des 
cônes du second degré qui passent par les six points 
donnés. 

Cette équation sera évidemment du quatrième degré 
en x'^ y\ \ ainsi le lieu des sommets des cônes du 
second degré qui passent par six points quelconques 
donnés est une surface du quatrième degré, dont l'équa-



lion est 
, { 309 ) 

ard".c' ^ a ' . h " c" =10. 

Dans cette équation, il est évident que fl' = o est 
l'équation du plan qui passe par les trois points i , 2, 5 ; 
V=zo du plan 2, 3, c' = o de i , 4, 5; d'=o de 
3, 4, 5; et o de I , 2, 6; b" = o de 2, 3, 6; o 
de i , 4, 6 ] ¿ ' ' = o d e 3 , 4, 6. 

Donc cette surface du quatrième degré passe par les 
seize droites dont les équations seraient : 

rt" — o avec 

h' = o avec 

a = 0, 
d' = 0, 

0; 

0» 
0, 
0, 

0; 

d" z=iQ avec 

c == o avec 

= o, 

= 

( 
qui sont quatre à quatre dans un même plan. Douze de 
ces droites sont celles qui joignent deux à deux les six 
points donnés et qui sont 12, 26, 16, 43, 36, 46, 25, 35, 
23, I5 ,45, I4 î et ensuite les quatre droites 

\ d' = o ; a' ^o-, 

b'^o, ( ¿ " = 0 , 
\ c o . 

Si, au lieu de partir des points, i , 2, 3, 4? nous eussions 
pris quatre autres des points donnés, nous aurions du 
arriver à l'équation de la même surface; donc cette équa-
tion doit être satisfaite : 

Par toutes les droites qui joignent deux à deux les 
six points donnés el qui sont au nombre de Î5. 

2" Par toutes les droites qui résultent des intersections 
de tous les plans qui passent par trois points différents, et 
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pris deux à deux; or ces six points pris (rois à trois don-
6 S 4 

nent ' = 20, d'où résultent six droites qui doivent 
2. J 

faire partie de la surface. 
Ainsi le total de ces droites qui sont sur cette surface 

est de 25. On conçoit très-bien que le lieu des sommets 
des cônes du second degré qui passent par six points doit 
contenir toutes les droites qui joignent deux à deux ces 
six points; car si, sur une de ces droites, on prend un 
point quelconque pour sommet d'un cône du second degré 
passant par les cinq autres points, il passera bien par 
les six. 

Pour concevoir comment les autres droites désignées 
çi-dessus font partie de la surface, il faut remarquer que 
deux plans quelconques peuvent être considérés comme 
formant, à eux deux, un cône du second degré, dont un 
point quelconque de leur intersection commune est le 
sommet : alors on conçoit comment les dix dernières 
droites ci-dessus sont sur la surface. 

Le problème que nous venons de résoudre conduit 
à la solution de cette question : Trouver les points 

qui seraient les sommets de trois cônes du second de-

gré passant respectivement par trois groupes de six 

points donnés dans Vespace. Ces points seront les inter-
sections de trois surfaces du quatrième ordre ; par consé-
quent ils seront au nombre de 4 • 4 • 4 == • H donnç aussi 
la solution de ce problème : Trouver le lieu des sommets 

des cônes du second degré qui passent par sept points 

de l ' espace J et par sui te de ce problème : Trouver les som • 

mets de ces cônes qui passent par huit points donnés. 

La méthode employée ci-dessus; pour déterminer le lieu 
d'un point peut servir dans une infinité de cas. 
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cAiiSTiQUES. mmm BE MKCTMN^ 

PAB M . A . œ R N U , 

Ëlève-In^nieur des Mines, 

Depuis Tingénieuse méthode de M. Quételet, le pro-
blème des caustiques est théoriquement ramené à une 
question plus simple, puisqu'on obtient immédiatement 
une développante de la caustique : mais la difficulté inhé-
rente à la construction par points d'une développée sub-
siste toujours. C'est la détermination dans le cas général 
du point de contact du rayon lumineux avec son enve-
loppe ou la construction par points d'une caustique qui 
va faire l'objet de cette Note. 

Beaucoup de solutions ont été déjà données sur ce pro-
blème. Celle qui suit s'appuie sur la considération d'un 
point (centre de jonction ) dont les propriétés n'ont peut-
être pas été remarquées, et qui, en tout cas, méritent 
quelque attention. 

La formule bien connue 

. . ^ I , . , vos î «cosV 
( i ) ^ - (cosi — «cosr) = J—, 

p a b 

et facile à démontrer géométriquement par des construc-
tions infinitésimales, permet de calculer la distance b 

du point de la caustique comptée à partir du point d'in-
cidence, en fonction ; 

I® De la distance a du point lumineux au point d'inci-
dence : 

tP DU rayon de courbure p de la courbe dirimante; 
3® Des angles d'incidence et de réfraction /, r \ 

4® De l'indice de réfraction n = 
sm/ 
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Nous allons en déduire le théorème suivant. 
Considérons dans le plan d'une courbe dirimante un 

point lumineux^ un rayon qui en émane et le rayon ré-

fracté correspondant : si le point lumineux se meut sur 

le rayon incident, le point de la caustique qui lui cotres -

pond sur le rayon réfracté se déplace de telle sorte que 

la droite qui les joint passe par un point fixe. 

Ce point, que nous nommerons centre de jonction y est 

le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de cour-
bure au point d'incidence sur la droite qui joint les pieds 
des perpendiculaires abaissées du même point sur les 
rayons incident et réfracté. 

Joignons le point lumineux A au point correspondant 

J 

de la caustique B : soient OA = a, OB = ¿. Cette droite, 
rapportée aux deux axes OA, OB, aura pour équation 
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dont les paramètres sont lies pàr là forinnle ( i ) . 

Comme ces paramètres entrent linéairement dans les deux 
équations, la droite AB passe par un point fixe. 

Eu effet, éliminons l'un des deux paramètres, par 

exemple^? entre les équations précédentes; pour cela, 

additionnons-les membre à membre après avoir multiplié 
la première par y et la seconde par — c o s * r : il vient 

y, . , nxcos^r r cos'i 
- (cos/ — n cosr) = « co sV , 
p ^ ' a a 

OU bien 

y ' 
~(coSi — //cos r ) -h/2 COSV = - (JT, 72 cos^r + jcos^/), . 
p n 

équation satisfaite indépendamment de ^ si Ton pose 

Y 
- (cosí — n cosr) -h n cosV o, 

P 
x/icosV-f- r coŝ i = o. 

La droite représentée par Téquation (2) passe donc 
toujours par le point d'intersection des droites repré-
sentées par les deux dernières équations. Substituant 

à n sa valeur ^î^ et résolvant par rapport à x et à 

nous obtiendrons les coordonnées de ce point fixe que 
nous appellerons centre de jonction 

,.. sin r cos'-̂  i 
3) - , 

^ ^sin(/ —r) 

sin/.cosV 

Toute combinaison de ces deux valeurs donnera une 
droite passant par lo centre de jonction. 
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Omsons réquatìon (3) par ptQ^U l'équaiioii (4) 

par pcosr, et ajoutons J'équatîon (3) a Téquation (4), 
il vient 

(5) p cos r p cosi 

p cos r et p cos i sont les distances à l'origine des pieds 
des perpendiculaires abaissées du centre de courbure sur 
les axes. Le centre de jonction se trouve donc sur la 
droite qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées 
du centre de courbure sur les deux rayons. 

Multiplions l'équation (3) par sin r, l'équation (4) 
par sin/, et ajoutons l'équation (3) à l'équation (4), il 
vient, après simplifications, 

cos^ r — cos' / 
r sin i H- or sm r = —: — » 

sin (/ — /•) 

équation vérifiée par les coordonnées du centre de cour-
bure 

sm I — r] 

De plus, la droite représentée par celle équalion est per-
pendiculaire à la droite (5), caries coefficients angulaires 

cos/' , sinr 
m :=Z 5 w cr — -: , 

cos/ sin/ 

satisfont à la relation de perpendicularité dans le cas des 
axes obliques 

I H- /;////'-4- [m m' ) cosò = o. 

Ici 0 = (/ — /'). 
Donc, pour construire le centre de jonction^ on abais-

sera du centre de courbure trois perpendiculaires : 
1° Sur le rayon incident; 
'JL̂  Sur le rayon réfracté ; 
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3® Sur la drpitç qui joiui: ks de ce^ deux per-
pendiculaires. Le pied de la troisième perpmdii^ttUife 
sera le centre de jonction. 

Dans le cas des caustiques par réflexion, la construction 
se simplifie, parce que r = — i, 

A P P U C A T I O N S . 

CoivsTRucTioiv D I R E C T E . — i® Construire par points la 

caustique par réfraction d'un cercle. — Comme cette 

caustique est la développée d'un ovale de Descartes, on 

obtient ainsi le centre de courbure de cette ligne. [Voir 

Salmón, Higher plane Curves.) 

Caustique d'une droite par réfraction.—C'est une 
conique. Dans ce cas le centre de jonction est à l'infini 
comme le centre de courbure de la droite ; mais on re« 
connaît aisément qu'en faisant varier le rayon de courbure 
d'une ligne dirimante quelconque, le centre de jonction 
décrit une droite passant au point d'incidence; on con-
struit un second point de cette droite, et c'est par une 
parallèle menée par le point lumineux qu'on détermine 
la caustique. 

3® Caustique par réflexion d'un cercle.— Développée 
d'un limaçon de Pascal. Même conclusion relativement 
à la construction du centre de courbure de cette ligne. 

CoiNSTRucTiojv mvERSE. — Étant connue la caustique, 
déterminer la courbure de la ligne dirimante. 

1® Déterminer le centre de courbure des coniques en 
considérant un foyer comme la caustique par réflexion 
de Tautre foyer. 

Même problème pour l'ovale de Descartes. Solution 
très-simple. 

En général, on construira donc les développées des 
lignes dont la définition se ramènera à celle d'une déve-
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loppattle de cauôiiqtie OU dont une caustique partîeulièie 
sera cotiutie. 

Pour compléter l'étude du centre de jonction, nous 
indiquerons sommairement quelques lieux géométriques 
que décrit ce point dans différentes circonstances. 

Caustiques planes : lieu des positions du centre de 
jonction quand varié l'un des trois éléments, courbure, 
indice, incidence. 

Quand la courbure varie au point d'incidence, 
nous avons dit que le lieu est une droite; de cette pro-
priété on déduit la construction de la caustique quand le 
rayon de courbure à l'incidence est infini. 

'jP Quand l'indice varie, le lieu est évidemment un 
cercle; car le rayon AO restant fixe et le rayon incident 
tournant autour du point d'incidence O, la droite IR qui 
joint le pied des perpendiculaires abaissées du centre de 
courbure tourne autour du point fixe I, et le centre de 
jonction 3 est le sommet d'un angle droit mobile dont les 
côtés passent respectivement par des points fixes l, C. 

3® Quand l'indice varie, le lieu n'est plus aussi connu ̂  
c'est cependant une couibe très-intéressante, dont on 
construit assez simplement la normale et même la déve-
loppée. Elle est du sixième degré; mais son équation en 
coordonnées polaires s'obtient sans difficulté en prenant 
pour axe polaire la normale au point d'incidence, et 
pour pôle le centre de courbure 

sin̂ o) 
n^ m cos w 

La courbe ressemble à un système de deux ellipses tan-
gentes à l'axe polaire au point origine; l'aire d'une de 

SOS boucles a pour valeur t: ^ Î ^ • 

On peut étendre ces considérations aux surfaces diri-



• ( 3.7 ) 
manies; mais il n'y a pas de généralisation immédiate;^ 
parce qu'on est toujours ramené aux courbes planes, le 
rayon réfracté étant dans le plan d^incidence. 

Le seul point à examiner est le lieu que décrit le 
centre de jonction quand le rayon incident décrit un cône 
de révolution autour de la normale. C'est une courbe 
gauche, intersection de deux cylindres du second degré, 
ayant des relations très-simples avec les plans principaux 
et avec l'indicatrice au point d'incidence. 

Nous nous bornerons à ces indications, que le lecteur 
complétera facilement si ce genre de recherches lui pré-
sente de l'utilité ou de l'intérêt. 

SUR LES POLYGONES SEMI-RÉGULIERS 
INSCRITS A L'ELLIPSE ; 

PAR M . ABEL T R A N S O N . 

J'appelle polygone semi-régulier inscrit à Vellipse un 
polygone tel, que les triangles, ayant les différents côtés 
pour leurs bases avec leurs sommets au centre de la 
courbe, sont équivalents. Ainsi, un tel polygone est tou-
jours la projection d'un polygone régulier circulaire; 
mais, tandis que dans le cercle un polygone régulier est 
complètement déterminé de forme par le nombre de ses 
côtés, il est évident que la forme du polygone semi-régu-
lier elliptique dépend à la fois du nombre de ses côtés et 
en même temps de sa situation sur le plan de la courbe. 
Toutefois les polygones d'un même nombre de côtés in-
scrits dans une même ellipse jouissent d'une propriété 
commune dont voici l'énoncé : 

T H É O R È M E . Soient R j , R«, Us,,.., les rayons de 

courbure de Vellipse aux différents sommets d'un poly-
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gone semi-régulier; la moyenne arithmétique des quan-

2 2 t 
tités {R|)% est indépendante de la 

situation particulière du polygone. 

Pour la démonstration de ce théorème, il contient 
d'employer comme variable indépendante Fangle qui 
reçoit, dans la théorie du mouvement elliptique des pla-
nètes, le nom à!anomalie excentrique, Sî on le repré-
sente par a, les coordonnées d'un point de l'ellipse sont 
exprimées par 

.t: zzz a cos tt, y = b ûï\u \ 

et par suite le rayon de courbure dont la valeur est 

^ = a^b^ 

prend la forme 

(a^ sln^ u b ^ cas'uf 
^ — ^b 

Or, d'après la signification géométrique de l'anomalie 
excentrique, les valeurs de /¿qui répondent aux sommets 
d'un polygone semi-régulier de n côtés croissent selon 

une progression arithmétique dont la raison est Donc, 

si u est l'anomalie qui correspond à un premier sommet 

et u-h X celle qui se rapporte à un autre sommet quel-

conque, on a pour x une des n valeurs de où m est 

un des nombres entiers depuis i ju^u'à n. De plu^, en 
vertu de la formule précédente, on a 
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OU bie» 

1 ' 
(tf R , ) û ' c o s ' « 4- sin' u -f- (a' — b^) (sin^a — cos^ u) cos^r 

b^ . 
^ sin 2 a.sin 

2 

Pour calculer la somme des n valeurs du premier 
membre, il faut connaître la somme des valeurs de 
et celle des valeurs de sin'x. Or, comme on a 

njc ~ 2 mi: y 
c'est-à-dire 

cos rr: I, 
on a don« aussi 

n .n — I 
I = coŝ ^̂ -r sm'̂ r 

I . 2 

n.n — 1 .n — 2./? — 3 

1.2.3.4 
car le second membre est l'expression connue de cos wx. 
Si l'on y remplace sin^o: par i — cos® x et qu'on ordonne 
par rapport aux puissances de cosx^ en ne retenant que 
les deux premiers termes, il viendra 

cos"X — n. cos"~^ 4 - . . . = o ; 

d'après quoi il est aisé de voir que Hcos^x est k 

Quant à 2 sin20:, il est manifestement nul. D'après delà, 
on trouvera aisément 

et par suite 
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C'est précisément ce qu'il fallait démontrer; mais il se 

trouve établi en outre que la moy enne arithmétique des 
1 

quantités (R^)' est indépendante aussi du nombre des 

côtés du polygone semi-régulier. 

DÉMONSTRATION D'UN TUËORÉME DE M. TCHÉBYCHEW; 
PAR M . S . R E A L I S , 

Ingénieur h Turin. 

1. Le théorème de M. Tchébychew, qui figure dans les 
Nouvelles Annales parmi les propositions à démontrer 
[voir t. XV, question 347, XVI , question 356; voir 

aussi le Bulletin mathématique i^omv I86O, p. Sa), con-
siste en ce que, dans une équation algébrique (à coeffi-
cients réels) de la forme 

-4- ¿»^»'»-s . . . - f . /ZJC - h = o , • 

qui ne renferme que des puissances impaires de Vincon-

nue et le terme tout connu, il y a toujours au moins une 
2n-hi in-^i n 

racine réelle comprise entre 4- a i / — et — 2 t / — 

Une démonstration de ce théorème, fondée sur la con-
sidération des propriétés d'une courbe transcendante, a 
été insérée par M. de Foville ( * ) dans ce même recueil 
(t. XVI I ) , mais elle ne lient pas directement aux théories 
ordinaires de l'Algèbre. 

Voici comment on peut établir la vérité de cette propo-
sition, en ne s'appuyant que sur les principes généraux 
de l'analyse des équations, 

{ * ) Aujourd'hui élève-ingénieur des Mines. P. 
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J'observerai d'abord que la démonstration ne perd 

pas de sa généralité en supposant dans l'équation donnée 
2/l-f.l /J 

/r = 2, car, en remplaçant l'inconnue x par x W 

on obtient une équation de même forme que la proposée 
et ayant le dernier terme égal à 2 ; en sorte que Ténoncé 
ci-dessus revient à dire que, dans Véquation 

( l ) -H . . /¿̂  2 = o, 

il J a au moins une racine réelle comprise entre -f- 2 

et — 2 . 

Cela posé, considérons l'équation réciproque 

i^) . 

ne contenant que des puissances paires de l'inconnue, à 
l'exception du terme du milieu Nous pourrons 
toujours, à l'aide d'équations de premier degré, détermi-
ner les coefficients A, B,..., de cette équation de manière 
que l'équation de degré 2/1 -h i en x , que l'on obtient en 

faisant r -f- ~ = conformément à la méthode d'abais-

sement des équations réciproques, coïncide avec la pro-
posée. 

On voit dès à présent que le théorème en question se 
trouvera démontré, si Ton prouve que Véquation (2) ad-
met toujours au moins un couple de racines imaginaires 
dont le module soit égal à l'unité, c'est-à-dire qu'elle ad-
met au moins un facteur réel du second degré de la forme 
y^ + o ^ - f - i , X étant moindre que 2 (en valeur abso-
lue). 

3. Prouvons d'abord que l'équation réciproque (2) 
admet des racines imaginaires. Il suffit, pour cela, de re-
marquer que, si toutes les racines sont réelles, en dési-

Ann. de Maihémat., 2« série, t. Il (JuUlet i863). 21 
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gnant par j i , / „ j , , . . . , celles que l a n regarde 
comme indépendantes Tune de l'autre, et conséquemment 

par 1., i - , . . . , leurs réciproques respectives, on 
Xi fin+i 

doit pouvoir décomposer le premier membre Y en deux 
facteurs réels de degré 2 /ï H- i , dont l'un, que nous indi-
querons par 

soit le produit des facteurs j — / — J t y J — J J - -̂  
Jsn+i, et l'autre 

A, I 2 , — — J 

soit le produit des facteurs r y^ J - ^ - ' 
Xy y-i J3 

j/̂  î—. Or, comme dans le produit YjYg le coefficient 

du terme du milieu est 

et a toujours une valeur numérique plus grande que 2, il 
est impossible que le polynôme Y , où le coefficient de 
est 2, soit le produit des polynômes Y y et Y , dont tous les 
coefficients sont réels. 

Maintenant il est facile de voir que, dès que l'équa-
tion (2) ne saurait avoir toutes ses racines réelles, il^faut 
nécessairement que, parmi ses racines imaginaires, il y en 
ait au moins deux conjuguées qui soient réciproques Tune 
de l'autre, c'est-à-dire qui constituent un couple ayant 
l'unité pour module. 

Considérons en premier lieu le cas oii toutes les racines 
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sont imaginaires. A chaque couple — i , il cor-

respondra le couple réciproque ' »> en sorte qite, 
I 

si aucun module n est égal a l'unité, le nombre des ra-
cines devrait être un multiple de 4- Cela est impossible, 
le degré de l'équation étant 4 -H- ^ ; d'où l'on conclut 
nécessairement que, puisqu'il n'y a pas de racines réelles, 
un de ces couples sera tel, que l'on ait 

Si l'équation Y = o admet des racines réelles, le nombre 
de celles-ci sera pair, et nous supposerons d'abord que ce 
nombre est un multiple de 4- Dans ce cas, le nombre des 
racines imaginaires ne sera pas un multiple de 4, et il y 
aura nécessairement, comme dans le cas de toutes les ra-
cines imaginaires, un couple de racines conjuguées ayant 
pour module l'unité. 

Si l'on supposait que le nombre des racines réelles pût 
être celui des racines imaginaires serait 4 ( « — r) , 
et Ton devrait pouvoir décomposer Y, comme ci-dessus, 
en deux facteurs réels Y , , Y j dont l'un contiendrait 
2 (/I — r) racines imaginaires conjuguées et 2r-4-i ra-
cines réelles, et l'autre contiendrait les racines récipro-
ques correspondantes. Mais on a vu que cette décomposi-
tion est impossible, à cause du coefficient du terme 
qui résulterait toujours plus grand numériquement que 
le coefficient 2 qui y correspond dans le polynôme Y. 

Il est donc prouvé que, dans tous les cas, l'équation 
réciproque Y = o admettra au moins un couple de râcines 
imaginaires conjuguées ayant le module égal à l'unité; 
d'où il suit que l'équation ( i ) , dont chaque racine x est 

égale a la sómme J -1-j de deux racines réciproques, ad-

21 . 
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mettra au moins une racine réelle dont là valeur numé-
rique sera moindre que 2. C'est le théorème qu'il s'agis-
sait de démontrer. 

i . Soit 
r = cos (p - {- v' — I sin f 

la racine imaginaire de l'équation Y = o dont le module 
est égal à I : on aura 

J = 2 COS (p, 

r=r 2 COS (2 /Z-j- Oi'* 

Substituant ces expressions dans l'équation divisée par 
on trouvera, après avoir divisé par 2, 

( COS '2 T ) -1- A COS (2 « — I ) (p -I- B COS (2 3) ç -h ... 

I H- G COSq? - 4 - 1 = 0 . 
31 

On voit par là que le théorème de M. Tchébychew peut 
être énoncé sous cette forme remarquable, savoir : que 
toute équation de la forme (3), oii il n entre que des muU 

tiples impairs de V angle (f et ou les coefficients A, B,.., 
G sont des quantités réelles quelconques, peut être satis-

faite par une valeur réelle de (j), prise dans V étendue de 

la demi'circonférence. 

5. De ce que toute équation réciproque de degré 
dans laquelle (le coefficient du premier terme étant l'unité) 
la valeur absolue du coefficient du terme du milieu est 2 
ou moindre que 2, admet au moins un couple de racines 
imaginaires conjuguées ayant l'unité pour module, il s'en-
suit que l'équation du degré 2w -|- 1, à laquelle on par-
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vient par la méthode oi^dinaire d'abaissement, aura au 
moins une racine réelle dont la valeur sera comprise entre 
4- 2 et — 2. En partant de ce principe, on peut établir 
d'autres théorèmes analogues à celui que nous venons de 
démontrer, ayant pour but de fixer des limites entre les-
quelles une ou plusieurs racines d'une équation donnée 
soient toujours comprises. On voit tout de suite, par 
exemple, que l'équation 

. . . _j_ px- z=z o , 

dont px^ est le seul terme de degré pair, admet toujours 
une racine comprise entre -4-2 et — 2, si le coefficient p et 
le terme connu k sont tels, que la quantité h-\- ip soit 
comprise entre les limites H- 2 et — 2, ou soit égale à 
Tune de ces limites. Mais je n'insisterai pas à présent sur 
ces considérations, qui, combinées avec d'autres prin-
cipes connus, peuvent conduire à des résultats assez re-
marquables et amener des secours nouveaux à la pratique 
de la séparation des racines. 

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 623 (BOBILLIER), 
PAR M . r i c h a r d . 

Élève du lycée de Douai (classe de M. Painvin). 

Une droite AB glisse sur deux autres D et Di non 

situées dans un même plan, de telle sorte que la partie 

interceptée entre elles soit constamment vue sous un 

angle droit d'un certain point O de Vespace; cette 

droite engendre une surface gauche du second ordre. 

Si l'on transforme la question par la méthode des po-
laires réciproques, en prenant pour surface directrice une 
sphère ayant son centre au point fixe O, aux deux droites 
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D et Di correspondent deüx autres droites fixes. Aux deux 
points A et B correspondent deux plans qui passent par 
les droites transformées, puisque les points A et B sont 
sur ces droites; l'intersection de ces deux plans corres-
ponda la droite AB. Comme la surface directrice est une 
sphère, ces deux plans sont rectangulaires, puisqu'ils 
sont respectivement perpendiculaires sur OA et sur OB. 
Or^ on sait que le lieu de leur intersection est un hyperbo-
loïde [voir Briot, Géom, anal.^ p. 526); donc le lieu 
de la droite AB est une surface réglée du second ordre. 

c . Q . F . D . 

SOLUTION WE LA QUESTION 521 
(voir t. XIX, p. 98); 

PAR M . ABRAHAM S C H N É E , 
Élève du lycée Charlemagne. 

Soit décrite une ellipse ayant pour axes une normale 

et la tangente adjacente quelconque d\ine ellipse 

donnée et touchant le grand axe de Vellipse au centre ; 

et de même soit décrite une seconde ellipse touchant le 

petit axe au centre ; les lieux des fojers de ces ellipses 

sont deux cercles concentriques à Vellipse donnée et 

ayant pour rayons la demi somme et la demi-différ ence 

des axes. 

Soit 

(i) a^ y^^b'x' — aH^ 

l'ellipse donnée. 
Soit 

l'équation de l'ellipse mobile, a et/5 étant les coordonnées 
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du foyer. Oq & d'abord^ pour enpfimmt que ooiirbe 
passe par l'origine. 

Pour qu'en outre l'axe des x soit tapgent à la courbe 

en ce point, il faut que le coeflicient de x soit nul, ce qui 

donne 

( 3 ) A 4 - / / / ? = R O . 

Les coordonnées du centre de la courbe, en ayant 
égard à l'équation (3) , sont 

p-hmp p-{-mp 

et comme il faut que ce point soit sur l'ellipse donnée, 
nous aurons 

(4) «M i ^ n^Yb 'n fn '—a^b^ 
ip-hn^p)^ 

Je forme maintenant l'équalion qui, dans une conique, 
donne les coefBcients angulaires des diamètres conjugués 
rectangulaires 

mn pL̂  — (m^ — /z') p — rnn = o. 

Pour exprimer que la courbe mobile a pour axés la 
tangente et la normale adjacente de l'ellipse proposée, ii 
suffît de remplacer fx par le coefficient angulaire de la 
tangente au point considéré, et nous aurons enfin 

(5) a ' ( i— «») ' — — n') {i — /î ) ^ o. 

Entre les équations (2), (3), (4) et (5), éliminons m, 
n et p, nous aurons l'équation du lieu. 

De l'équation (2) , je «tire 

p' 
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et je remplace dans Téquation (5 ). On a comme solution 
étrangère 

et, après Tavoir supprimée, 

Substituons ces valeurs de n et de m^ dans l'équa-
tion (4)> il vient après réductions 

a-î r f « ' — ¿»'V 1 
( 7 ) 

Eliminons m entre les équations (6) et {7) , et p au 
moyen de la relation (2), nous aurons définitivement 
l'équation 

fa'-h ^'—{a ^ bY]=:0, 

qui se dédouble en 

-h by, 

résultat conforme à l'énoncé. 
Si nous remarquons qu'il n'a été fait aucune hypothèse 

sur les grandeurs respectives de a et de è, nous conclu-
rons immédiatement de la symétrie des formules (8) 
qu'on obtient les mêmes lieux^ que ce soit le petit ou le 
grand axe qui coïncide avec l'axe des x. Si l'on vient alors 

à faire tourner l'une des figures d'un angle égal à de 

façon que les deux ellipses se recouvrent, les cercles obte-
nus se superposeront pendant toute la rotation, et le théo-
rème sera démontré dans les deux cas. 

Note, — La même question a été traitée par M. N. R", 
de Gand. 

(8) 
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CORRESPONDANCE. 

1. M. Ange Le Taunéac fait remarquer que la méthode 
employée par M. Taillier, pour trouver la développée de 
l'ellipse (p. 143)9 s'applique avec la même facilité à la 
recherche de Venveloppe d'une droite inscrite à un angle 

droit, à la détermination de Venveloppe des ellipses dé-

crites par les points de cette même droite^ etc. Dans le 
cas de l'ellipse, on écrit ordinairement ainsi l'équa-
tion ( i ) (p. i43), 

by ax 
sm f cos f 

on obtient alors, en prenant la dérivée, 

¿jcosflp î xsincp 
sin2<j> cos'îp ' 

ou plutôt 
by ax 

sin̂  ̂  cos'̂  <p ' 

d'où l'on conclut, par les propriétés des proportions. 

cos'ip 
etc. 

2. A propos du même article, M. H. Delorme fait ob-
server qu'une méthode tout à fait semblable peut être 
employée pour trouver la développée de l'hyperbole. F̂ n 
effet, un point de cette courbe est défini parles équations 

.r = > r =z b tanc (p. 
vos ^ 
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L'équation d'une normale est alors 

by 
4- ¿srirtangf = ĉ  COS(p COS(p 

d'où 

by ax sin y == c ' tang 

On a, en prenant la dérivée, 
c' I axy 

ÛX COS ® = ou rr= { — 
COŜ<J> COS(J> / 

En divisant par tang(f l'équation de la normale et pre-
nant de nouveau la dérivée, on aura facilement 

Or, 

donc 

! by tang^ = —• ' 

— tang'(p = I, 
COS-'cp 

i ax 
[ v 
ax / by 

sera l'équation de la développée de l'hyperbole. 

3. M. Caspari, ingénieur-hydrographe, ancien élève 
de l'Ecole Polytechnique, nous communique deux for-
mules sur les rayons de courbure. Si on appelle p le rayon 
de courbure d'une courbe de l'espace^ p' le rayon de cour-
bure de sa projection orthogonale; w l'angle du plan 
osculateur de la première courbe et du plan de projection ; 
u l'angle de la tangente avec sa projection ; v l'angle de 
cette tangente avec Tintersection des plans, on a 

— sin^w sinV\ 

cos w / 
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COS® U (3) = — 
^ ' ^ COSW 

L'une de ces formules se déduit de l'autre au mojen de la 
relation qui existe entre u et 

La formule ( 2 ) se déduit d'une formule plus générale 
donnée par M. Peaucellier ( t . X X , p. ^̂  qui ex-
prime une relation entre les rayons de courbure d'une 
courbe quelconque, et celui de sa perspective, en deux 
points correspondants. C'est ainsi que M. Caspari établit 
sa formule, dont il donne d'ailleurs une démonstration 
directe. 

Une ellipse étant considérée comme la projection d'un 
cercle, si 2a et 2b sont les axes, on aura 

b 
a ^ b 

On sait d'un autre côté qu'en désignant par i l'angle de la 
normale avec le rayon vecteur, on a 

b' 
p COS^ / ~ — 9 
^ a 

donc 
a cos / cos if = b, 

relation entre u et i qui conduit à la propriété suivante. 
Sur le grand axe d'une ellipse pris pour diamètre dé-

crivons un cercle : soient M un point du cercle et M ' l e 
point correspondant de l'ellipse. Du point T , où les 
tangentes au cercle et à l'ellipse menées respectivement 
par les points M et M'rencontrent le grand axe, décrivons 

un cercle, avec le rayon ^ MT : les deux rayons vecteurs 

du point M' seront tangents à ce cercle. 

4. Une personne qui ne signe que de ses initiales s'est 
proposée de démontrer qu'ww triangle dont deux hissée-
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trices sont égales est isocèle^ question déjà traitée dans le 
Journal. Le tour de démonstration employé est fort ingé-
nieux, mais on y suppose que trois droites sont parallèles 
quand elles divisent deux autres droites en parties pro-
portionnelles, ce qui n'est pas. 

Si les personnes qui nous adressent des communica-
tions non signées nous donnaient leur nom et leur 
adresse, en exprimant le désir que leur nom ne parût pas 
dans le Journal, nous nous conformerions religieusement 
à leur intention; mais nous pourrions leur faire part 
de notre sentiment sur quelques-unes de leurs commu-
nications, qui nous paraissent susceptibles de corrections 
ou de modifications. 

5. Nous avons reçu de plusieurs élèves des réponses à 
des questions posées par le Journal. Nous les remercions 
de leur précieuse collaboration et nous prendrons à l'ave-
nir des mesures pour que l'insertion de leurs travaux ne 
souffre pas de retard. Nous les prions seulement de vou-
loir bien se conformer aux recommandations suivantes : 

1° Écrire toujours en tête le numéro et l'énoncé com-
plet de la question qu'ils résolvent. 

2® Mettre sur des feuilles séparées la solution de chaque 
question, afin que nous puissions réunir celles qui por-
tent le même numéro. 

3° Ecrire lisiblement, correctement, et avec la plus 
grande clarté. Quelques communications ont dû être 
laissées de côté parce que, pour être présentées à nos lec-
teurs, elles auraient exigé une nouvelle rédaction. Nous 
voulons bien corriger par-ci par-là quelques négligences 
de style, mais nous ne pouvons pas refondre les articles 
qui nous sont envoyés. Le temps dont nous disposons ne 
suffirait pas à un pareil travail. P. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

ESSAI SUR LE C A L C U L DES Q U A T E R N I O N S DE M . W . H A -

M I L T O N ^ par M . Allegvet^ docteur ès sciences de la 
Faculté de Paris, In-4 de vin-72 pages. Paris, Leiber, 
1862 . 

M. W . Hamilton nomme quaternions des expressions 
de la forme 

a-J^ bi ̂  cj ^ (IA, 

(»ù â  c, d sont dès quantités quelconques et /', /, A 
des symboles définis par les égalités suivantes : 

/- —/ ' = jk = i, 

Si l'on opère sur ces quantités comme sur des quantités 
réelles, en ayant égard aux conventions précédentes, on 
arrive, en comparant les résultats aux opérations indi-
quées, à des identités qui constituent autant de théorèmes. 
Ces théorèmes seraient demeurés stériles, si l'auteur n'a-
vait donné aux symboles crées par lui une représentation 
géométrique, comme Mourey l'avait déjà fait pour les 
symboles dits imaginaires. On peut regarder cette ma-
nière de procéder comme assez peu logique, ainsi que 
l'a remarqué M. Bellavitis j car inventer des expressions 
qui par elles-mêmes n'offrent aucun sens à l'esprit, et 
chercher ensuite à leur en donner un par ce que l'on 
appelle une interprétation géométrique^ n'est-ce pas 
comme si, après avoir construit une belle phrase, on 
cherchait quelle pensée on pourrait bien y mettre? Quoi 
qu'il en soit, M. Allegret a voulu, dans ce qu'il in-
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titule modestement un essai, faire connaître une mé-
thode que recommande le grand nom de M. Hamîlton. 
Sa thèse se divise en trois parties. La première contient 
l'exposition des règles du calcul des quaternions. La se-
conde, dans laquelle se trouve l'interprétation géométrique 
des symboles employés, est terminée par lexamen d'un 
grand nombre d'identités utiles à connaître à cause de 
leur emploi fréquent dans toute l'analyse. Enfin la troi-
sième section est consacrée aux applications du nouveau 
calcul à quelques points de la théorie générale des lignes 
et des surfaces courbes. 

Le calcul de M. Hamilton est exposé par M. Allcgret 
avec autant de clarté que le sujet le comporte. L'auteur, 
familiarisé par un long usage avec les procédés de ce cal-
cul, s'en exagère peut-être la facilité. « Nous retrouvons 
ainsi, dit-il à la page 45, comme on voit, presque immé-

diatementy les principales formules de la Trigonométrie 
sphérique. » Ce presque immédiatement yi^ni après qua-
rante-quatre pages d'explications préliminaires. Nous ne 
savons pas ce que Favenir réserve à l'analyse quater-
nionne, mais nous croyons que les deux Trigonométries 
n'ont rien à gagner à son emploi. S'il peut y avoir de 
l'avantage à traiter un sujet connu par une nouvelle 
méthode, c'est lorsque cette méthode est de nature à jeter 
du jour sur la question. Or. la Trigonométrie servirait 
plutôt à éclairer les quaternions, que les quaternions ne 
serviraient à éclairer la Trigonométrie. P. 
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QUESTIONS. 

637. Théorème, — Si réqualîon 

B.R ' " - ' 4 - . . . 

-i- X)xf H- -I- F^rP-' -f- GxP-' . . . -h U r r o 

a toutes ses racines réelles, les coefficients D, E, F , G de 
quatre termes consécutifs vérifient Tin^alité 

( i ) (DG— EF)-̂  —4 (E2 -~DF ) (F ' ~ -EG )<O . 

Corollaire I. — Quand la relation ( i ) n'est pas véri-
fiée, l'équation a des racines imaginaires. 

Corollaire II. — Si, entre les coefficients E, F, G qui 
suivent immédiatement un coefficient nul, on a la rela-
tion 

4EG-3F^5o , 

l'équation a des racines imaginaires. 

Corollaire I I I . — Il en est de même si Ton a 

4 D F — 3 E ' = o, 

D, E, F étant trois coefficients qui précèdent immédiate-
ment un coefficient nul. 

Corollaire IV, — Si E = o et que D, F, G satisfassent 
à la condition 

l'équation a des racines imaginaires. 

Corollaire V, — Il en est de même si 

F = O, G ( D » G - F - 4 E » ) > o . 

( C A T A L A N ) 
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i, La développante d'un cercle est la route que suit le 

pôle d'une spirale logarithmique roulant sur un autre 
cercle. 

659. La caustique par réflexion de la développante d'un 
cercle pour des rayons émanés du centre est une déve-
loppée de la spirale d'Archimède. 

660. La courbe réciproque de la développante d'un 
cercle pour des rayons émanés du centre est une spirale 
tractrice. (On appelle ainsi la courbe qui, en coordon-
nées polaires, a une tangente constante.) 

661. La spirale tractrice est la trajectoire que suit le 
pôle d'une spirale hyperbolique roulant sur elle-même, 
en partant de la coïncidence des deux pôles. 

Note, — Ces quatre dernières questions sont propo-
sées par M. Haton de la Goupillière. 

662. 2S étant l'aire d'un quadrilatère sphérique in-
scrit; a, c, d les côtés; 2p le périmètre : on a 

p—a . p—h . p — c . p—d 
sin sin sm sin 

a b c d 
cos - cos - cos - cos -

2 2 2 2 

p p — a — b p — a — c p—a — d 
cos - cos cos cos 

2 2 2 2 
a b C d 

cos - cos - cos - cos -
2 2 2 2 

( G R U W E R T . ) 

663. Les points milieux des vingt-huit droites qui 
joignent deux à deux les centres des huit sphères in-
scrites dans un tétraèdre quelconque, sont sur une même 
surface du troisième ordre qui contient toutes les arêtes 
du tétraèdre. (E. B E L T R A M I . ) 
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SOLIITION DE 14 QUESTION 642 (CATALAN); 
PAU MM . C. G E O F F R O Y ET L . L 'HUILIER, 

Elèves du lycée de Nancy. 

Discuter la fonction 

^ I + -f- -h . . . -h ar'« ' 

En égalant à zéro la dérivée de y, on trouve Véquation 

I -F- . . + — ( N -F- o; 

trouver les racines réelles de cette équation, 

X étant supposé compris entre + i ei — i, développer 
J en série ordonnée suivant les puissances de x. 

La fonction y se met sous la forme 

~~ .r — r .r«-»-' 4 - I ' 
et sa dérivée 

^ T — . r ' 

Je discuterai d'abord la dérivée en supposant successive-
ment n pair et n impair. 

Soit 

Dans le cas de n pair, l'équation N = o admet les 
racines -f- i et — i : elle les admet chacune deux fois ; 
car -f-1 et — i rendent nulle la dérivée de N ; mais elle 
ne les admet pas plus de deux fois, car 1 équation N == o 
n'a que deux variations. 

knn, de Mathémat., série, t. Il (Août 1863.) ^ ^ 
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(f(x) désignant le quotient ^̂  ^ ^ donne 

à la dérivée la forme 

(fi-4-ï) est impair, donc est divisible par 
(x H- i)*, e ty ' est nul poor x = i et x = — i . 

2® Quand n est impair, l'équation N = o n'admet plus 
la racine — i ; mais comme -h i ) n'est plus divisible 
par (a:-|-i), on est encore conduit à ce résultat, que 
j' est nul pour X = 

Cela posé, on voit que, pour x == o, j est égal à i , et j ' 
est positif et égal à 2. va donc en croissant jusqu'à 
son maximtito ( /i -f-1 ) qui correspond à la racine x = i 

de la dérivée La dérivée devient alors négative, et j 
diminue en tendant vers T uni té. Du côté des x négatifs, 
J diminue d'abord, passe par un minimum correspondant 
k X = — I et augmente ensuite en tendant vers l'unité. 

On peut remarquer que les valeurs dej^ correspondant 
à deux valeurs de x égales et de signes contraires sont 
inverses l'une de l'autre quand 7i est impair. 

Développement de y en série, j se développe en 
série par suite des transformations suivantes : 

^ X — I 2.r (jc« — I ) 

2 J?(l H- ¿C . . . -h 
= ï + 

-h l 

Quand x est compris entre i et — i , on a 

î = i — jĉ C«-»-') — + . . . , 
.r'+'-f-i 

donc 
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Note. — La même question a été résolue par ]V1* P^J-

letereau, élève du lycée de Poitiers, et par M. de Virieu, 

SUR LE CERCLE DES NEUF POINTS^ 
PAR M . JOHN C x R l F F I T H S , 

Jésus college, Oxford. 

Si nous considérons les trois cercles suivants : le 
cercle des neuf points d'un triangle ABC, le cercle 
circonscrit au même triangle, et 3® le cercle par rapport 
auquel chaque sommet A, B, C est le pôle du côté opposé, 
nous trouverons que leurs circonférences se coupent toutes 
les trois aux deux mêmes points, réels ou imaginaires. 

En effet, soient a = o, 6 == o, y o les équations 
des côtés CB, AC, BA, on sait que les équations des 
trois cercles seront respectivement 

i 0 \ 

( —2(pysin A-h7asinB-h^psinC)=: o , 

(2) S = P7 sin A -h 7a sin B -f- «p sin C = o, 

(3) S'— â  sin2 AH- psin2B4- 7'sin2 C = o. 

Il en résulte que 
— 2 S 5 

d'où l'on voit que les circonférences S, S' et S se coupent 
aux deux ménies points. 

Pour obtenir l'équation de la ligne passant par ces deux 
points, nous avons 

S'-i- 2S = a'sin2 A -f- p^sjn2B -}-7'sin2C 

H- 2 ( P7 sin A H- 7a sin B -f- «p sin C j 

~2(asinA-|-psinB-l-7sinC) (a cos A-4-p cos 84-7 cos C), 

22. 
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parce que 

A B - H C = TR. 

Donc 

( 4 ) a cosA-h pcosB H-7 cosC = o 

est l'équation cherchée. 

Remarques. 

Le pôle de Taxe radical (4) par rapport au cercle S' 
est donné par les équations 

a sin A = ^ sin B — 7 sin C , 

c'est-à-dire que le pôle se confond avec le centre de gia-
vité de l'aire ABC. 

L'équation 2 = o peut prendre les formes sui-
vantes : 

a [a sin A cos A — (p sinC -+-7 sinB)j 

4 - (P sinB — 7 sinC){pcosB — 7 cosC) = 0 , 

sinBcosB — (7sinA H- asinC)] 

H- (7 sin C — a sin A) (7 cosC — acosA)= : o, 

7 [7 sin C cos C — (asinB4- fsinA)] 

-+- (a sin A — p sin B) (a cos A — p cosB) = o. 

Note da Rédacteur. — Quand les trois angles A, B, C sont 

aigus, le rayon de la circonférence S', conjuguée au triangle ABC, 

est imaginaire, et il en est de même des deux points communs 

aux circonférences 2, S, S'. — Si l'un des angles A, B, C, par 

exemple A, est obtus, le cercle S' est réel; il a pour centre le 

point de rencontre H des trois hauteurs AD , BE, CF du 

triangle ABC, et .pour rayon une moyenne géométrique entre 

H A et H D . Dans ce cas, il est évident que les circonférences S, 

S' se coupent en deux points réels. — Lorsque le triangle ABC 

est rectangle, le rayon de S' est nul ; les deux points communs 

coïncident en un seul qui est le sommet de l'angle droit. G . 
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SDR L'ÉODATION DD QUATRIÈME DEGRÉ; 
PAR M. E. CATALAN . 

Dans l'un des derniers numéros du Journal de Ma--

thématiques y M. Schlômilcli ramène la résolution de l'é-
quation 

.T̂  -I- ax^ 4 - bx^ - f - cjc 4 - = o, 

à la résolution d'une équation réciproque. La méthode 
suivante, qui ne diffère pas de celle de Descartes (* ) , me 
parait préférable, sous le rapport de la simplicité, non-
seulement à celle de M. Schlômilch, mais encore à tous 
les procédés connus. 

I. Pour résoudre l'équation 

(1) H-Aa-̂  4-B^-f-C = o, 

à coefficients réels, posons 

H - B x - h C = - f - ^ p : j c g ' ) : 

nous devrons trouver, pour les inconnues py y, q'^ au 

moins un système de valeurs réelles. 

En égalant les coefficients des mêmes puissances de .r, 
dans les deux membres, nous obtenons 

g 

= q' — q = y qq' = Cy 

puis, en éliminant q et q'^ 

(2) = 

(* ) SERRET̂  Cours d'Algèbre supérieure, 2® édition^ p. 245̂ . 
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Soit 

( 3 ) 

Féqualion (2 ) devient 

( 4 ) — A z ' — 4 C z — ( B ' ~ 4 A C ) = : o . 

Telle est la réduite de Téquàtion ( î ) . 

n . D'après la relation (3), Véquation (4) a au moins 

une racine plus grande que A (* ) . Si l'on désigne par y 

cette racine, on trouve 

(5) 

' P = \/7-A, 

I / B 

7 = - 7 • 

etc. 

I I I . L'équation 

4- a : » - 1 - — i 5 

a pour réduite 

— 124 ~ o. 

Celle-ci donne y = 2. Donc 

— r r 5 , — 3 ; 

et enfin 

.t' X' -j- Sx— i5 z=i {x' --h a: — --- X-j- 5). 

IV. Remarque. — Lorsque la réduite (4) a ses trois 
racines réelles et plus grandes que A, la proposée ( i ) a 
toutes ses racines réelles. Mais alors les formules de 

( * ) On reconnaît aisément qu'elle en a un nombre impair. 
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Cardan ( * ) deviennent illusoires, et les valeurs de fi, 
q' ne peuvent être exprimées sous forme réelle en fonc-
tion des coefficients A, B, C. I l en est de même si la ré-
duite a sei racines réelles, mais non supérieures, toutes 
trois, à A. C'est donc seulement quand l'équation (4) a 
une seule racine réelle que les formules de Cardan peu-
vent être appliquées utilement à la résolution de l'équa-
tion ( i ) Ce cas est celui où les coefficients A, B, C 
satisfont à la condition 

— 1 6 (A^ — C -t- 4 AB^ ( Â  — 36C) -h 27 B̂  > o. 

SOLUTION DE LA QUESTION 2 8 8 

(TOir t X U I , p. 891 ; ; 

PAR UN A B O N N É . 

Lorsque plusieurs surfaces du second ordre S sont 
circonscrites à une surface du même ordre S, tout plan 
cyclique de S coupe les surfaces 2 sui\>ant des coniques 
dont les focales passent toutes par deux mêmes points., 
qui sont réels ou imaginaires suimnt que le cercle d^in-
tersection de S et du plan considéré est imaginaire ou 
réel, ( G R O S . ) 

En prenant pour origine le centre d'un cercle tracé sur 
la surface S, pour plan des xj le plan de ce cercle, et 
pour plan des xz le plan principal perpendiculaire aux 

( * ) 0 « plutôt de Tartaglia. Voyez ia savante Notice insérée, par le re -
grettable M. Terquem, au tome XV de» Nouveile4 Annales. 

( * * ) Je mets de côté, bien entendu, le cas où Téquation ( i ) aurait.d<is 
racines égales. 
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plans cycliques, Téqualion de cette surface S est 

Az'-1-2 6x2 + aCz -hD = o. 

Par suite, la surface 2 est représentée par l'équation 

J^ ' -hrAz^-h 2B xa 4- 2Cz4-D-h > pj-h 72 + ; 

la section a, de cette surface par le plan des a pour 
équation 

-h D a^ -h Pr H- = o. 

Si Ton prend sur l'axe O^ deux points F et F ' , dont 
les z soient ± y'̂ D, la distance de l'un de ces points à un 
point quelconque de la courbe cr est une fonction ration-
nelle de j: et de j- ; donc la focale de cette courbe passe 
par les points F et F ' . 

Le cône circonscrit à S ayant son sommet en F est de 
révolution, puisque son sommet est situé sur la focale de 
sa base. On voit par là que si le cercle se déplace parallèle-
ment à lui-même, les points F et F ' décrivent le lieu des 
sommets des cônes de révolution circonscrits à la sur-
face S, On sait que ce lieu est une conique bomofocale à 
la section C de la surface S par le plan principal perpen-
diculaire aux plans cycliques. 

La courbe C rencontre l'axe des x en deux points E 
et E' dont lesx sont liz s/— D, par conséquent les pointsF 
et F ' sont réels quand les points E et E' sont imaginaires, 
et inversement. 

Si l'on prend sur l'axe Oa: deux points e, e' dont les x 
soient -± v ^ , ces points appartiennent à la courbe supplé-
mentaire (* ) de C relativement à la direction Ox . On 

( * ) M. Poncelet a appelé con/^uei supplémentaires, relativement à la di -
rection O^, les coniques représentées par les équations 

h . h , 
r = - \a* — of* et Y — - yx* — flS, 
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voit par là que la courbe des points F et F ' s'obtient en 
faisant tourner la corde ee' de 90 degrés, d'où l'on conclut 
qu'étant données deux coniques supplémentaires relative-
ment à une direction quelconque, si l'on fait tourner d'un 
angle droit les ordonnées de l'une on obtient une courbe 
homofocale à l'autre. 

Note du Rédacteur. — M M . Cremona et Combescure 
nous ont envoyé des démonstrations du même théorème, 
très-ingénieuses, mais un peu détournées : nous avons 
préféré la précédente, qui est plus directe. En 1860, 
M. Chasles, dans ses Leçons sur les courbes homofocales^ 

a démontré le théorème suivant : Tous les cônes de ré-

solution de même sommet ont pour bases^ sur un plan 

quelconque., des coniques qui ont toutes un double con-

tact avec un même cercle imaginaire. 

I l est aisé de voir que la proposition qui fait le sujet 
de cet article n'est que la réciproque de ce théorème 5 en 
effet, les surfaces 2 étant circonscrites à la surface S, les 
sections des surfaces 2 par un plan quelconque ont un 
double contact avec la section de la surface S par le même 
plan. 

telles, que le rapport des ordonnées correspondant à une même abscisse 
est v/— F. 
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TilÉ«fiÈHE 

Démontré PAR M . ÉMILE D U P U Y , 

Élève de M. V. H., à la pension de Lafilolie. 

Étant donné un cercle dont le centre est O et le 

rayon R , on prend sur un diamètre C O D la distance O Q 

égale au côté du carré inscfit, et, par le point Q , on 

conduit une sécante quelconque Q A B , rencontrant la 

circonférence aux points A , B . Puis, aux points A , B , on 

élève à la sécante des perpendiculaires, et on projette le 

centre O sur ces perpendiculaires, en M e i N : le lieu 

géométrique de ces projections est une ligne telle, que le 

produit des distances de chacun de ses points à deux 

points fixes est constant. 

Soit 
OQ' = OQ = R V 2 > 

et soient F et F'les milieux de OQ et de OQ'^ je dis que 
les points fixes F, F ' sont tels, que le produit MF X MF' 
est constant. 

En effet, les triangles QOM, Q 'OM donnent, d'après 
un théorème connu, 

OIVP -h MQ2 -4- 2 0 F % 

Oi\P + MQ'2 = 1 MF'2 4- 2 0F''. 
D'où 

* 

( f ) 2 MF̂  = OM' MQ? — 2 0¥\ 

• ( 2 ) 2 MF'̂  = OM̂  4- MQ'2 — 2 OF'^ 

Mais 
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D'ailleurs, 

MQ2 = A!VP AQ2 = R» — O M ' AQ^ ; 

substituant dans l'égalité ( i ) , il vient 

On a de même 

Par suite 
2 M F X M F ' = Q A X Q B = 

d'où 
FV̂  

M F X MF ' = ) quantité constante. 

NOTE SIR UNE PROPRIÉTÉ DES COURBES PLANES, 
D'APRÈS M. TIMMERMANS; 

PAR iTN A B O N N É . 

M, Tîmmermans a donné dans les Mémoires de ia 

Société des sciences de lÀlle (1827-1828) une prc^rîété 
curieuse des courbes planes. Comme ce recueil n'a 
qu'une publicité restreinte, il est probable que peu de 
personnes connaissent le théorème de M. Timmermans, 
et il sera sans doute agréable aux lecteurs des Nouvelles 

Annales de le trouver ic i . 

T H É O R È M E . — En un point quelconque M d\me courbe 

plane soient construits le rayon de courbure R, de cette 

courbe et les rayons de courbure Rj, Rg,.. ., des déve-

loppées successives à Vinfini. Il existe sur le plan de la 

courbe un point unique O tel que^ si de ce point on 

abaisse : une perpendiculaii'e O T sur la tangente; 
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2® une perpendiculaire O N sur la normale^ on aura 

OT = R, — R3-I-RS— 

c est'à'dire que la perpendiculaire abaissée de O sur la 

tangente en un point quelconque est égale à la somme 

des rajons de courbure successifs d'ordre impair relatifs 

à ce point, ces rayons pris avec des signes alternative-

ment positifs et négatifs; et la perpendiculaire abaissée 

sur la normale est égale à la somme des rayons de cour-

bure d'ordre pair, pris aussi avec des signes alternatifs. 

Démonstration, — Supposons la courbe rapportée à sa 
normale et à sa tangente en un premier point fixe A*, et 

Y 

A " 
y \ / \ 

X 
l \ 

soit M un point variable dont les coordonnées sont or et 
En appelant o) Fangle que la tangente en M fait avec Faxe 
des X, et s Farc de courbe, on a 

¿¿r = cosw .i/i, i/j = sin w. i/i. 

D'ailleurs, à tout élément de courbe on peut substituer 
Félément du cercle de courbure; ainsi, en appelant s 

Fangle de la normale avec le même axe ^de sorte que 

w -I- e = on a = R i^e -, et les relations ci-dessus 

deviennent 

dx=. — Ricoswi/w, r/̂  = — Rjsinw/fw. 
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Déplus, la théorie des développées donnant que l'ac-

croissement différentiel du rayon de courbure est égal à 
l'arc élémentaire de la développée, si on représente par 
l'arc de la première développée, on a 

c/Ki — ds,, 

et comme dsi = Rjrfe ou = — o n a finalement 

et de même 

dR^ — — 

Cela posé, calculons la valeur de x en intégrant par 
parties celle de dx ] il vient d'abord pour l'intégrale indé-
finie 

. r= :const — R|Sinw— J * Rjsinw/Zw 

H -R j co sw - I - J^RaCosoJ^/w 

-f-Rasinw-h J* B4sinw^&) 

formule qu'il faut lire en remplaçant successivement 
l'intégrale de chaque ligne par les deux termes placés 
au-dessous d'elle dans la ligne suivante. Supposons l'in-
tégration par parties prolongée indéfiniment et prenons 

à la limite inférieure de l'intégrale w = ce qui répond 

au point A de la .figure. Si nous représentons par / j, Tj, 
73,..., les rayons successifs relatifs à ce point, il viendra 

j; = {R2--R< 4- R« — . . .)cosw — (R , — RS-H R 5 — . . .)sin4^ 

— n — — . . .), 
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ou bien, en représentant par SRp la somme des rayons 
d'ordre pair pris alternativement avec Imsignes et — t, 
et par SR, la somme des rayons impairs pris aussi alter-
nativement avec les signes -4-et — , 

a:=:(2R^)coSw — ( IR, ) sin w ( 

On trouvera de la même manière 

J = ( 2 R ^ ) s i n w - f - ( S R / ) COS&) — Sr^. 

Supposons maintenant que les deux sommes relatives 
au point A aient des valeurs finies-, transportons Forigine 
au point dont les coordonnées sont 

puis, par cette nouvelle origine, menons deux nouveaux 
axes rectangulaires OX' et OY ' respectivement parallèles 
à la normale et à la tangente en M, c'est-à-dire dont la 
situation soit représentée par une rotation des anciens 

axes égale à ^ — ro, effectuée dans le sens de -f- x à — j 

(pour que le nouvel axe des x soit la normale en IVJ ) -, les 
formules connues donneront les relations suivantes : 

X = Y cosw X sinw H- , 

J = Ysinw — X cosw — Ir^,, 

Or, si on applique ces formules aux coordonnées du 
point M trouvées ci-dessus par Fintégration, on trouvera 
pour ce point 

ce qui constitue précisément le résultat énoncé au 
théorème. 

Nota*—Il arrivera dans certaines cotirbes que ce point 
dont nous venons d'établir l'existence, et que M. T im-
mermans appelle pôle de la courbe, sera situé à Finfini. 
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B I B U 6 6 R A P H i e . 
Analyse I ' m Mémoire de N . Sd ia , prése&lé à t'Acaéenie ées Seieiices 

dcTnrîii , le 7 avril 1 8 6 2 ^ 

PAR M . D E W U L F , 
Capitaine du génie, à Bougie. 

Ce Mémoire a pour objet une nouvelle étude du frot-
tement. M. Quintino Sella commence par passer en revue 
les diverses études et expériences faites jusqu'à ce jour 
sur le frottement. 

Les expénences faites an xvii® siècle par Amontons ont 
conduit à la loi de Tindépeudance du frottement de l'é-
tendue des surfaces de contact. 

En 1781, Coulomb a fait des expériences très-connues 
d'où il a conclu que le frottement est : i® proportionnel 
à la pression5 a® indépendant de l'étendue de contact*, 

presque toujours indépendant de la vitesse du mouve-
ment. 

De i83i à 1834, le général Morin a fait une longue 
série d'expériences suivant une méthode analogue à celle 
de Coulomb. Ces expériences ont confirmé les deux pre-
mières lois de Coulomb et établi l'indépendance du frot-
tement de la vitesse du mouvement. 

Les lois de Coulomb ont depuis été admises sans con-
testation dans tous les Traités de Mécanique; cependant les 
praticiens n'ont pas confiance dans la rigueur de ces prin-
cipes. Ainsi les ingénieurs savent que les fi'eins qui suf-
fisent pour régulariser le mouvement d'un convoi mar-
chant avec la vitesse ordinaire, ne peuvent arrêter Taccé-
lération quand la vitesse acquise a dépassé certaines 
limites. 



, { 352 ) 
Poirée et Boche t ont fait une série d expériences sur les 

chemins de fer au moyen d'un dynamomètre. Ils atta-
chaient à une locomotive un wagon dont les roues avaient 
été fixées de manière à glisser sur les rails sans tourner, 
ou dont les roues avaient été munies de patins. De ces 
expériences Bochet conclut que: i® le frottement est pro-
portionnel à la pression; 2° sensiblement indépendant de 
l'étendue de la surface de contact-, 3® dépendant de la vi-
tesse. 

Enfin Hirn a fait des expériences pour déterminer 
l'équivalent mécanique de la chaleur. Il distingue deux 
espèces de frottement, le frottement immédiat et le frot-
tement médiat. L'un se développe quand les surfaces des 
deux corps se touchent directement, et l'autre quand un 
corps solide, liquide ou gazeux^ est interposé entre les 
deux surfaces. D'après Hirn le frottement immédiat obéit 
aux lois de Coulomb; mais le frottement médiat est une 
fonction compliquée de la pression, de l'étendue des sur-
faces de contact et de la vitesse. Il ajoute une remarque 
très-importante, c'est qu'à une certaine vitesse l'air vient 
s'interposer entre les corps frottants et diminuer notable-
ment le frottement. 

Après ces considérations historiques, M. Quintino 
Sella expose ses propres recherches. 

Quand deux corps frottent l'un sur l'autre, les aspé-
rités de leurs surfaces font que des parcelles de matière 
sont arrachées à l'un et à l'autre corps, et l'attraction des 
molécules de l'un des corps sur celles de l'autre, dans le 
voisinage des surfaces de contact, donne naissance à des 
mouvements vibratoires. En d'autres termes, le frotte-
ment est du à une destruction réciproque des corps, et à 
des vibrations qui naissent dans le voisinage des surfaces 
de contact. L'état des surfaces de contact doit influer sur-
tout sur la destruction réciproque des corps, et la nature 
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intime des corps influe surtout sur les vibrations. En sorte 
que si Ton parvenait à éliminer ou à réduire infiniment 
la destruction mutuelle des corps, le frottement serait une 
fonction de l'élasticité des corps entre lesquels il s'exerce. 

En entendant le frottement de cette manière, on ne 
voit pas comment il peut être indépendant de l'étendue 
des surfaces de contact et de la vitesse, et simplement pro-
portionnel à la pression. Il est donc très-important d'étu-
dier le frottement entre des limites très-étendues de pres-
sion, de vitesse, d'étendue des surfaces de contact et de 
durée de frottement, de faire varier la direction du frot-
tement par rapport aux corps frottants quand l'élasticité 
de ces corps n'est pas la même dans tous les sens, comme 
dans les cristaux. 

Les méthodes de Coulomb, Morin, Poirée et Bochet ne 
peuvent être employées ; elles peuvent satisfaire aux be-
soins de la mécanique appliquée, mais non aux exigences 
de la physique moléculaire. La balance de Hirn répon-
drait en partie au but, mais elle n'est pas applicable aux 
cristaux et elle laisse trop d'incertitude sur la distribution 
de la pression entre les deux corps frottants. 

M. Quintino Sella propose deux instruments qu'il 
nomme trjpsomèlres et qui sont fondés sur les principes 
suivants : 

Si Ton place un corps plan sur un cylindre tournant^ le 
frottement tendra à déplacer le corps. Si ce corps est 
maintenu par un ressort, la tension de celui-ci donnera 
la mesure du frottement. 

Si l'on place un corps sur un disque tournant autour 
d'un axe vertical, la tension du ressort qui empêche le 
corps frottant de suivre le mouvement du disque donne 
aussi la mesure du frottement. 

Avec ces trypsomètres on peut étudier le frottement 
entre des limites très-étendues de vitesse5 la douée du 

Ann. de Mathémat.^ série, t. 11. (Août i863;. :?.3 
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froilement peut être assez grande pour que les surfaces eu 
contact ne conservent plus d'aspérités, et, au moyen 
d'une machine pneumatique, on peut faire disparaître 
l'influence de l'air; on peut, en outre, expérimenter sur 
des corps de petite dimension, comme les cristaux. 

Le trypsomètre à cylindre peut servir à l'étude des 
variations du frottement dans les cristaux quand les di-
rections du frottement varient. 

Le trypsomètre à disque peut servir à l'étude des va-
riations du frottement avec l'étendue des surfaces de 
contact. 

Le trypsomètre à cylindre, construit par Froment, se 
compose d'un mouvement d'horlogerie qui met en mou-
vement deux cylindres, dont un compteur donne la vi-
tesse. Sur l'un dés cylindres ou sur les deux à la fois, on 
place des corps fixés à une verge dont les extrémités sont 
attachées à l'une des extrémités d'un ressort, que l'on tend 
plus ou moins au moyen d'une vis placée à son autre 
extrémité. Les deux cylindres tournent en sens contraire. 
Quand on a placé un corps sur chaque cylindre, la ten-
sion du ressort donne la différence entre les deux frotte-
ments; on a le frottement absolu quand un seul cylindre 
est chargé. 

M. Sella et M. l'ingénieur Montefiore ont fait quelques 
expériences avec ce trypsomètre et ont obtenu les résultats 
suivants : 

Pour les mêmes corps, le frottement varie considé-
rablement avec l'état des surfaces de contact; 

Entre les limites de vitesse o'",oo et o'",5o par 
seconde, le frottement croît avec la vitesse. 

Ce résultat est en contradiction directe avec ceux que 
l'on a obtenus sur les chemins de fer. Il en résiJte que 
pour les grandes vitesses des chemins de fer l'air s'inter-
pose entre les roues et les freins, ou bien que le frotte-
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ment est une fonction de la vitesse telle, qu'il croît avec 

la vitesse jusqu'à un certain maximum à partir duquel 
il décroît quand la vitesse continue à croître. 

3® Le frottement varie dans les cristaux suivant la di-
rection dans laquelle il s'exerce. 

Pour le quartz, par exemple, dans les limites de vitesse 
indiquées ci-dessus, le frottement parallèlement à l'axe 
cristallographique de symétrie est notamment supérieui" 
au frottement dirigé perpendiculairement à cet axe. 

MM. Sella et Montefiore doivent continuer leurs expé^ 
rien ces. 

SOLUTION DE LA QUESTION 6 1 0 ; 
PAR M . E . B E L T R A M L 

Soient donnés une surface du second degré, la sphère 

exceptée J et un point fixe., lieu dun spectateur ^ sous 

quel angle verra-t-il la surface? 

1. Soit 

(i) <f{x,r,z) = o 

l'équation de la surface du second degré rapportée à trois 
axes rectangulaires, (ĵ o? JTo? -o) le point fixe, lieu du 
spectateur. 

Un rayon visuel quelconque esl représenté par les 
équations 

^ ^ A a V 

i , V déterminent sa direction, p la position d'un quel-
conque de ses points. Substituant dans l'équation ( i ) les 
valeurs de z données par les équations ( 2), et écri-
vant (fo pour çj>(.To, jTo» ^0), on obtient l'équation sui~ 

23. 
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vante : 

\ dx, ^ dy. 
- » 

dz. 

^ 2 dx\ ^^ dy\ dz\ dy,dz. 

dz,dx, ^ dx,dy,j 
?0 \ 

où . •. ̂  représentent ce que deviennent les dé-

rivées • • î quand on y remplace x, y, z par 

Jo5 Cette équalion donne les valeurs de p répon-
dant aux deux intersections du rayon avec la surface; 
donc, si le rayon touche la surface, ces deux valeurs doi-
vent être égales, c'est-à-dire que Ton doit avoir 

dx\ ^ dy\ dz] ^ dy.dz. 

dz^djL, dx^dy^J 

En éliminant de celte équalion v au moyen des 
équations (2), on aura évidemmenl l'équation du cône 
visuel. Ainsi, en rapportant ce côtie à trois nouveaux 
axes parallèles aux premiers et avec l'origine à son som-
met, l'équation du cône visuel sera la suivante 

où 
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Dans l'équation (3), o:, z indiquent des coordon-
nées relatives aux nouveaux axes, niaisXo,joî ô sont 
toujours les coordonnées du point fixe par rapport aux 
axes primitifs. 

2. Cherchons maintenant à faire disparaître de l'é-
quation du cône les termes contenant les produits des 
variables. 

Pour cela nous rapporterons le cône à un nouveau 
système d'axes rectangulaires des ayant même 
origine que le système précédent. 

L'équation du cône se trouvera ramenée à la forme 

(4) ax'^-^by^-^ cz'» = o. 

On sait que a^^b., c sont les trois racines de l'équation 
du troisième degré en A 

A — A F E 

(5) F B — A D 

E D C — > 

(|ue nous désignerons, pour abréger, par A = o { * ) . 

3. On sait également que l'équation A = o a toujours 
ses trois racines réelles. Mais, dans le cas actuel, il im-
porte de remarquer que ces racines ne sauraient être toutes 
trois de même signe, sans que le cône visuel cessât 
d'êire réel. Voulant donc laisser de côté cette hypothèse, 
nous admettrons que l'une de ces racines, par exemple 

(*) Nous supprimons lu démonstration que M. Beltrami donne de cette 
propriété bien connue de l'équation A = o, qui n'est autre que l'équation 
en 5 de nos Traités élémentaires. P. 
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soit de signe contraire aux deux autres. On peut même 
supposer que a soit une quantité positive-, car si elle ne 
Tétait pas, il suffirait de changer le signe de chacune des 
quantités A , B, etc., ainsi qu'il est évidemment permis 
de le faire. Nous admettrons donc que a est une quan-
tité positive, i et c deux quantités négatives. D'après ces 
hypothèses, il est clair que, des trois axes du cône vi-
suel, celui des x' lui est intérieur, tandis que ceux des 
et des ij' lui sont extérieurs. Nous ne considérerons de 
ce cône que la nappe qui s'étend du côté des x' posi-
tives. 

4. Cela posé, concevons la surface sphérique dont le 
centre est au sommet du cône et dont le rayon = i . Le 
cône visuel coupe cette surface suivant une ellipse sphé-
rique dont le centre intérieur est le point où la surface 
sphérique est percée par Taxe positif des x', Nous mesu-
rerons l'angle solide du cône visuel par le rapport de l'aire 
de cette ellipse sphérique à l'aire de la surface totale de 
la sphère. Ainsi la question est ramenée à trouver l'aire 
de Tellipse sphérique. 

En rapportant les points de la surface sphérique à un 
système de coordonnées polaires, par les formules con-
nues 

. r ' = cosa c o s = sina cos§, sin<5, 

l'équation en a, o de l'ellipse sphérique est la suivante 

a cos^a cos^o 4 - b sin^a cos^ê - f - c sin^6 = o. 

La quantité — c tangué étant positive par hypothèse, il 
en est de même de cos^a-1-è sin'«, et à plus forte rai-
son de a cos'a -f- b sin'a — c; on peut donc mettre l'é-
quation précédente sous la forme 

, „ i/tf coŝ a H-s in 'a 
(6) sm6 = — , 

\Ja roŝ a -f- b sin̂ a — c 
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OÙ les radicaux sont pris positivement, parce qu'on n'a 
besoin de considérer que le quart d'ellipse situé dans la 
région des a:', y\ z' positives. 

Or, la formule générale pour la quadrature indéfinie 

des aires sphériques est^sin6¿a-, si donc on remarque 

que notre figure sphérique est symétrique par rapport 
aux arcs de grands cercles a = o, ê = o, on aura, en 
nommant i i la valeur de l'angle solide en question, 

y/̂  cos^a-h ¿> sin^a 
doL — • > 

\la cos'a -H ¿sin^a — c 

UQ étant la valeur de a qui répond à S = o, c'est-à-dire 
la valeur réelle et positive donnée par l'équation 

a 
u tang^ao -h a = o ou sin'ao = 

a — 0 

Posons 

(8) <7 cos^a H- 6 sin2a=:>, 

où 1 esl une nouvelle variable. En écrivant cette relation 
sous la forme 

a — [a — b) sin^a = X, 

on voit facilement que depuis a = o jusqu'à oc=: (x ,̂ X 
est toujours positive et décroissante depuis la valeur 
A = a jusqu'à la valeur X = o , de sorte que les quan-
tités a — X, X — è, X — c ne deviennent jamais négatives 
dans les limites de l'intégration. On peut donc tirer de 
l'équation (8) 

JlUTb . Ja — X 
COSa== ? sma = f 

sja — b sja — b 

et par suite 
d\ 

d CL = . — - = = J 

I S ^ A — A Y X — H 
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formules dans lesquelles les radicaux sont pris positive-
ment par la même raison que ci-dessus. 

Moyennant cette transformation, la formule (7) de-
vient 

Or a, è, c étant les trois racines de l'équation A = o, le 
polynônie A ne peut différer que par un facteur numé-
rique de l'expression (a — i ) ( i — è ) (X — c) ^ mais le 
terme en a évidemment même coefficient dans les 
deux expressions, donc celles-ci sont absolument iden-
tiques, et conséquemment on peut poser 

2 Jo si y s/1 

Telle est la formule qui donne la valeur de l'angle en 
question. 

5. On peut vérifier cette formule en faisant des hypo-
thèses spéciales : 

1® Supposons en premier lieu que la surface donnée 
soit une sphère, c'est-à-dire que l'on ait 

2(p = jT^-f-jî + ẑ  — rS 

et que le point fixe soit pris sur l'axe des x à une dis-
tance h de Uorigine {h ^ r ) . On aura dans ce cas 

et par suite 

K z=zr\ B — (/i^— r^), c=: - (A^ - r'), 

D = E = F = : o, 

A = - - r^ — n j 
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d'où enfin 

f d\ s/l 

En posant 

où t est une nouvelle variable, celte formule se trans-
forme en la suivante 

— i dt I dt 

/ ^ I / ^ Y ' 
t/o r-7 

d'où l'on tire, en intégrant. 

On reconnait immédiatement l'exactitude de ce résul-
tat, si l'on se rappelle la formule connue pour la mesure 
de la zone sphérique. 

Supposons maintenant que la surface soit quelcon-

que, mais que le point (.Tq, jTQ, z^) soit pris sur elle. Il 

est évident en ce cas que, d'après les conventions adop-

tées, on doit trouver un angle visuel représenté par 

Or étant = o par hypothèse, on a ici 

A = D 

B = 

m -
E 

dz, dx,' 

C = il:-]'-\dzj 
F 

~~ dx, dr, ' 
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d'où l'on tire, après des réductions faciles, 

La formule générale donne donc dans le cas actuel 

— / ^ 

^^ Jo v/X(rt—>) 

Posons 

d'où dl =z la sinô cosôi/ô. 

En introduisant ces valeurs, la formule ci-dessus devient 
simplement 

Jo 2 

ce qui donne le résultat prévu. 

NOTE 

Snr un« propriété des lignes de conrbnre des surfaces du second ordre 
à croire ; 

PAK M . D U R R A N D E , 
Professeur au lycée de Moulins. 

THÉORÈME. — Les plans tangents à une surface du se-

cond ordre à centre, parallèles aux plans des sections 

diamétrales dont un des axes est constanty touchent la 

surface suivant une de ses lignes de courbure, 

(Je démontre ce théorème pour l'ellipsoïde, mais on 
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appliquera, sans difficulté, ïa démonstration aux autres 
surfaces à centre.) 

J'établis d'abord les trois lemmes suivants : 

LEMME L — U intersection d'^un ellipsoïde représenté 

par Véquation 

et d'une sphère 

est une conique sphérique située sur le cône 

(2) + ^̂  -

LEMME I L — Si, par un diamètre OA d'un ellipsoïde 

et par une tangente à la surface perpendiculaire à O A , 

on fait passer un plan diamétral, la droite O A est un 

axe de la section faite par ce plan dans Vellipsoïde, 

LEMME I I I . — L e cône représenté par Véquation ( 2 ) 

est Venveloppe des sections diamétrales de Vellipsoïde 

dont Vun des axes est constant et égal A 2 R . 

Ce lemme est une conséquence bien simple du précé-
dent-, en effet, tout plan langent au cône (2) contient un 
diamètre OA, génératrice du cône, et la tangente à la 
conique sphérique (1), (2) ; or, celle tangente est perpen-
diculaire à OA, rayon de la sphère, donc OA est un axe de 
la section elliptique faite par le plan langent au cône (2) 
dans la surface ( i ) . 

Ces lemmes établis, proposons-nous de chercher le 
lieu des points de contact des plans tangents à Tellip-
soïde ( i ) , parallèles aux plans tangents du cône (2) . 

Soient x ' z ' les coordonnées du point de contact 
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de l'un d'eux ^ elles daivent satisfaire à l'équation 

du plan tangent à Tellipsoïde ( i ) . 
D'autre part, l'équation d'un plan tangent au cône (2) 

est 
—R2 b'-^K' „ c' —R^ „ 

(4) + = 

x", y", z" désignant les coordonnées d'un point quel-
conque de l'arête de contact. 

Exprimons que les plans (3) el (4) sont parallèles, 
nous aurons les relations 

' -

d'où l'on peut tirer les valeurs de o:'', j"z" que Ton 
transportera dans l'équation 

(5 ) — — 

obtenue en exprimant que les coordonnées x"^ z" 
satisfont à l'équation du cône (2). 

L'élimination de z" entre les quatre équations 
précédentes fournit T équation suivante : 

laquelle contient le lieu que nous cherchons. L'équa-
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lion (6) est celle d'un cône, lieu des positions des diamètres 
conjugués des sections diamétrales dont Tun des axes est 
égal a aR. 

Pour mettre en évidence la nature du lieu géométrique 
que je cherche, je remarque que dans le système des équa-
tions 

(7) 
+ 

qui le définissent, on peut remplacer Tune des équations 
par une autre obtenue en retranchant la seconde de la 
première, ce qui donne 

Y'-i 

équation (8), avec la première du groupe (7), donne 
le lieu cherché. 

Or, il est facile de voir, en supprimant les accents de-
venus inutiles, que la première équation du groupe (7) 
est celle de l'ellipsoïde proposé; Féquation (8) est celle 
d'un hyperboloïde homofocal coupant, par suite, ortho-
gonalement l'ellipsoïde proposé. Donc Vintersection de 

ces deux surfaces est une ligne de courbure sur chacune 

d'elles^ ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — Soient R, R' les deux demi-axes d'une 
section faite dans un ellipsoïde par un plan diamétral ; 
a, c les trois demi-axes principaux-, si a esl le plus 
grand, c le plus petit, si en outre R est plus grand que 
R', on aura les inégalités 

> R > ô > R ' > ¿r. 

Il résulte du théorème précédent que les deux lignes de 
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courbure qui passent au point de contact du plan tangent 
parallèle au plan diamétral (R, R' ) seront données par 
les équations 

r' Z^ 

1 ti'— R2 — R2 
= ï 

qui représentent trois surfaces liomofocales et faisant 
partie d'un système triple de surfaces orthogonales. Il est 
aisé de reconnaître que la première étant un ellipsoïde, 
la seconde est un hyperboloïde à deux nappes, et la troi-
sième un hyperboloïde à une nappe. 

Corollaire. — Si on prend les pôles des plans tangents 
à un ellipsoïde, par rapport à un autre ellipsoïde dont 
les axes soient les inverses des moj^ennes proportion-
nelles des axes du premier pris deux à deux, on a la con-
séquence suivante : 

Le lieu des pôles des plans qui touchent Vellipsoïde 

aux divers points d'une ligne de courbure est une conique 

sphérique située sur le cône asymptote de l'hyperbo-

loïde homofocal qui détermine la ligne de courbure. 

Le plan tangent à l'ellipsoïde représenté par la pre-
mière des équations (9) a pour équation 

/ , -̂ r'/r / r -s'2 
(10 — - f - — — r , 

x\ r ' , z' étant les coordonnées du point de contact. 
Désignons par vî, ^ les coordonnées du pôle de ce 

plan par rapport à l'ellipsoïde 

(11) bcx"^ -4- acy^ 4- abz^ = i , 
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dont les axes sont les inverses des moyennes géométriques 
des axes du premier pris deux à deux. 

On sait que les coordonnées du pôle d'un plan par rap-
port à une surface du second ordre ( i i ) permettent d'é-
crire l'équation de ce plan sous la forme 

( 1 2 ) bcix acnjr ahX^zzzzi, 

Si les équations ( 10) et ( 12) représentent le même plan, 

on doit avoir les relations 

Si l'on tire de ces relations les valeurs de .r', z \ et 
qu'on les porte dans les deux premières équations du 
groupe (9) par exemple, ce qui exprime que le point 
(.x', j ' , z^) décrit une ligne de courbure de l'ellipsoïde, 
on en déduit 

{ l 3 ) 

ce qui montre que le pôle (Ç^ VÎ, se déplace sur une 
sphère^ on a de plus par la seconde équation 

¿2 B ' Y ) ^ I 

/ŷ  — K' ¡T ITr I — nH'c^' 

d'où, en retranchant de la précédente, 
y. 2 Ç î 

équation du cône asymptote de l'hyperboloïde représenté 
par la seconde équation du groupe (9). 

Donc le lieu des pôles YÎ, est représenté par l'en-
semble des équations ( i3 ) et ( i4)« Q* F. n. 
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SOLUTION DE L4 QUESTION 652 
(Toir page 190) ; 

PAR M. L E M A S N E , 
Élève du lycée de Vendôme (classe de M. Jaufroid). 

Soient V et V deux polyèdres convexes semblables 

et semblablement placés, le premier intérieur au second. 

Prenons sur chaque face de P' un point et joignons-le 

aux sommets de la jace homologue du polyèdre P . Nous 

formerons ainsi un polyèdre Q , à faces triangulaires, 

inscrit dans le polyèdre P ' et circonscrit au polyèdre V. 

Soit Q ' un quatrième polyèdre formé en joignant un 

point pris sur chaque face de P aux sommets de la 

face homologue de P ' . En désignant par P , F , Q , 

les volumes des quatre polyèdres, on aura 

d'où Von déduira 

Q Q ' = P P ' et § = 

Les polyèdres P ' el P étant semblables et semblable-
ment placés, et le polyèdre P étant intérieur au po-
lyèdre P' , les droites qui joignent les sommets homolo-
gues concourent au centre de similitude, qui est intérieur 
aux deux polyèdres. 

Soient H et h les distances du centre de similitude a 
deux faces homologues, on a 

e V F 
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Ce rapport est constant, ainsi que les suivants : 

H — A n — /i 
—JT' 

Cela posé, le volume Q est égal au volume P, plus la 
somme des pyramides ayant respectivement pour bases 
les faces de P et leurs sommets sur les faces de P , somme 
que je représente par S. 

Soit A l'une de ces pyramides, et A' la pyramide ayant 
pour sommet le centre de similitude et même base que la 
pyramide A. On aura 

A H — 
A . ' h ' 

\ 

Le second membre étant constant, si on représente par 
B et B', C et C , . • les autres pyramides analogues, on 
aura 

A — 1 — _ _ H — __ S 
h — p ' 

puisque Ton a 
P = A' -h B' -h C 4- . . ., 

d'où 

et par suite 

Le volume Q ' est égal au volume P', moins la somme 
des pyramides ayant respectivement pour bases les faces 
de P ' , et leurs sommets sur les faces de P ; je représente 
cette somme par S'. 

Soit M une de ces pyramides, et M ' la pyramide ayant 
pour sommet le centre de similitude et même base que M. 

Ann, deMalhémat,, 2« série, t. II. (Août i863.) 24 
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On aura 

M _ H — /i 

M ' " ^ ' H 

Le second membre étant constant, si on représente par N 
et N', R et R ' , . . . , les autres pyramides analogues, on 
aura 

puisque Ton a 
P '== M ' Î S ' - h R'-+-. . . , 

d'où 

et par suite 

Q ' - P ' _ P ' . _ P ' . ¿ _ 
H H 

On déduit immédiatement des valeurs de Q et de Q ' 

QQ ' = PP ' et | = 

Note, — La même question a été résolue, à peu près 
de la même manière, par MM. Bardelli, de Milan; Mogni, 
de Tortone; Demmler, du lycée de Rouen (classe de 
M. Vincent). 

M. Laval, élève du lycée de Lyon, commence par dé-
montrer les deux dernières égalités en faisant voir d'abord 
qu'on a, k désignant le rapport de similitude des deux 
polyèdres P et F , 

il en déduit ensuite les deux premières égalités. 
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664. Dans tout triangle inscrit dans une conique, et 
dont deux des côtés sont tangents à une seconde conique, 
le troisième côté enveloppe une conique passant par les 
points d'intersection des deux premières. 

( C H . DELEVAQUE ) 

665. Sur des limaçons de Pascal, — Etant donnée 
une série de limaçons de Pascal, décrits avec la rnème cir-
conférence et ayant même point double, par ce point bn 
trace une transversale et on fait passer une circonférence 
par le point double et par chaque point d'intersection, 
tangente à la courbe en ce point ; toutes ces circonfé-

rences ont même axe radical,^ et lorsque la transversale 

tourne autour du point double, cet axe radical tourne 

autour de ce point, et le second point commun à toutes 

ces circonférences décrit un cercle, 

(CH. DELEVAQUE.) 

666. Je transcris l'équation de la courbe parallèle à 
Tellipse, trouvée par M, Catalan [Nouvelles Annales, 
t. III, p. 553): 

(pc^^ y-'^a'—b''— p y (a\r' -4- hK -̂̂ -̂ aH-'— b'P—a'b^Y 

-f- 4 fl' — -- — p Y —'y.'] a' b' / ̂  

-f- — â  — b' P ) 

X ( -H aH'bH'--a' b') 

+ 4 ( « ' r ' 4- bKc' — a'A' — b' P — b' Y — 

Il faut démontrer que 
i® Si l'on remplace dans cette équation x, ^, k respec-

24. , 
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tîvemenl par ~ ^^^^ réquatioii 

de la courbe de Talbot, que M. Tortolini a obtenue le pre-
mier. 

Si Ton remplace dans la même équalion x, h res-
pectivement par - j , /r -f- - yjx^ 4-J'% on aura 

2 2 2 
Féquation de la courbe, enveloppe des droites menées par 

les points de la courbe parallèle à Fellipse, ~ -f- ~ = 1 , 

perpendiculairement aux rayons vecteurs issus du centre. 
[Généralisation de la courbe de Talbot.) (STREBOR. ) 

667. Théorème à démontrer, — L ' enve loppe des c i r -

conférences ayant leurs centres sur une circonférence C, 
et tangentes à un diamètre AB de C, est Fépicycloïde 
engendrée par un point d'une circonférence moitié moin-
dre que C, roulant sur C. 

Question, — Si Fou remplace le diamètre AB par une 
droite quelconque, Fenveloppe est-elle encore une épicy-
cloïde? (E. C A T A L A N . ) 

d e s s y s t è m e s » e d e u x é f tua t i ob i s a d e u x i n c o n n t e s ; 
PAR M . .les. S I V E R I N G , 

Ingénieur. 

L La résolution des systèmes de deux équations algé-
briques à pareil nombre d'inconnues présente, comme on 
sait, deux sortes de difiScultés. Dans le cours des calculs, 
tantôt des solutions se perdent, tantôt il s'introduit des 
solutions étrangères à la question. Parmi les nombreuses 
recherches auxquelles cette matière a donné lieu, les plus 
complètes sont celles publiées par M. Bret dans le XV® Ca-



{ 373 ) 
hier (lu Journal de VÉcole Polytechnique, sous le titre 
d e Mémoire sur la Méthode du plus grand commun diin-

viseur appliquée à Vélimination. M, Bret, en appliquant 
sa méthode à deux équations générales, Tune du sixième, 
l'autre du cinquième degré, donne le moyen de former 
une première équation à une inconnue du cent vingt-
deuxième degré, qui contient les valeurs réelles el étran-
gères réunies, puis une autre équation du quatre-vingt-
douzième degré, contenant les valeurs étrangères seules. 
Ces équations formées, il reste à diviser la première par 
la seconde, et le quotient du trentième degré, égalé à 
zéro, ne donnera plus que les valeurs réelles. On conçoit 
combien la formation d'équations de degrés aussi élevés 
est peu praticable. Aussi le système de M. Bret, quoique 
plus complet que d'autres, dégénère-t-il bien vite en une 
méthode de pure spéculation. 

On a eu le tort, dans les investigations sur la matière, 
de laisser les facteurs étrangers s'accumuler, pour les 
écarter seulement lorsque l'équation finale est formée. 
On n'avait pas tiré parti de ce que les valeurs étrangères 
s'introduisent dans les polynômes avant la formation de 
l'équation finale, circonstance qui permet de classer ces 
valeurs une à une, au fur et à mesure qu'elles se pro-
duisent, sans en affecter les calculs extérieurs. 

Nous établirons cette proposition, qui est de nature à 
simplifier la question des valeurs étrangères; et nous 
prendrons occasion d'exposer, en la complétant, la 
théorie des valeurs dites perdues. Nous le ferons en sui-
vant la méthode consistant dans l'élimination successive 
des premiers et dçrniers termes, préparés par multipli-
cation, au lieu d'employer le procédé des divisions suc-
cessives, toujours plus compliqué et pourtant générale-
ment suivi. Si ce dernier procédé obtient si souvent la 
préférence, c'est sans doute qu'on lui attribue k faculté 
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de se prêter raieux aux démonstrations. Comme, cepen-
dant, la métliodeqoe nous allons suivre est incontestable-
ment plusexpéditivedans les applications, il n'est pas sans 
utilité de la raisonner et de montrer qu'elle permet de 
vaincre les diflScultés de calcul par des moyens tout aussi 
bien fondés en théorie el plus efficaces dans la pratique. 

I I . Etant données deux équations à deux inconnues x 
et J du m*®"® degré, 

4- [aj 4- b) .r"'-' 4- • - • -+-

H- 4 - . . . 4 - / = o , 

== o, 

le moyen qui se présente naturellement pour trouver 
tous les couples de valeurs de x et de y capables d'y,sa-
tisfaire, c'est d'éliminer une inconnue de manière à ob-
tenir une équation finale ne contenant plus que l'autre 
inconnue et des nombres donnés. Pour établir des for-
mules d'élimination, nous supposerons les deux équations 
ordonnées par rapport aux puissances descendantes de 
l'une des inconnues x , ella seconde inconnue / envelop-
pée dans les coefficients de x , comme le présentent déjà 
les expressions ( i ) et (2). 

Les équations, ainsi préparées, prendront la forme 
suivante, où les coefficients g, h, i , /, etc., renfermeront 

mais pas x, 

(3 ) 

( 4 ) 

\ gx '̂ 4- hx"'-' 4- H- Ix'"-^ -h. . . 
\ H- px^ qx^ 4- 4- A = o , 

I ^'x'" + //a:'"-' 4- k'x^--' H- l'x"^^ -h-. 
( 4-p'x^ 4- 7'Jî̂  4- r'x H- / o. 

Entre ces deux équations nous éliminerons le premier 
terme, en retranchant la seconde équation multipliée par 



( 375 ) 

g de la première multipliée par Nous éliitiiuerous le 
dernier terme en retranchant la seconde multipliée par 5 
de la première multipliée par s' et en divisant le reste 
par X, De la sorte, les équations proposées seront rem-
placées par les suivantes : 

Au moyen de cette opération, les équations proposées 
(3) et (4) seront remplacées par deux autres (5) et (6), 
dans lesquelles l'inconnue x est abaissée d'un degré. Le 
même procédé appliqué aux équations (5) et (6), puis 
successivement aux couples d'équations qui en résultent, 
les abaissera chaque fois d'un degré. C'est ainsi qu'en re-
présentant, pour abréger, les équations (5) et (6) du 
degré m — i en x par 

{7) A J:'"- -h BJC '̂-'̂ -H D r̂̂  Ejt — F O, 

( 8 ) F./:'"-' + G . r f ^ - ^ ^ U x ^ " ' V i x ' + L x o, 

on trouvera pour les transformées suivantes du degré 
m — 1 en X : 

( ( B F - A G ) . r — 2 + ( C F — ^ - h . . . 

i -4-(EF - AL);»? — A M ) = o, 

! ^ AM) . r " -2 -f- (BM -f- FG) » - h . . . 

( H- ( DM ^ FR) .^ -4- (EM -f- F L ) == o, 

puis, pour les transformées du degré m — 3 en j:, 

) [(CF - AH ) ( F^4 -AM )— (BM 4 -FG ) ( B F - A G ) ) r — 

( — AM)^H-(BF — A G ) ( E M - f - FL ) ] r = o, 

(I2)' 
- [ (EF - AL) (E M + FL) -h (DM -4- FK} (F' -h AM) ] =r o. 
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Ces opérations, en abaissant chaque fois x d'un degré, 

conduiront à un couple d'équations du premier degré en 
X de la forme 

( i3;) et ^ = 

n i . Les forn^ules ci-dessus sont formées dans l'hypo-
thèse que les multiplicateurs, tels que g et g\ s et soient 
deux à deux premiers entre eux. Nous maintiendrons 
cette hypothèse plus bas, dans l'intérêt de la clarté des 
démonstrations. Les conséquences seraient les mêmes, 
s'il y avait des diviseurs communs, seulement elles porte-
raient sur les multiplicateurs simplifiés. Si, par exemple, 
nous avions g = yl et les multiplicateurs ne 
seraient plus g et mais bien y et y', et c'est à ces der-
nières expressions que s'appliqueraient les propositions à 
établir. 

IV. Reprenons les équations ( i3) . On en déduit im-
médiatement/ = qui ne renferme plus x , et qui 
dès lors est l'équation finale. Comme les égalités n'ont 
pas été détruites par les diverses transformations opérées, 
il semble que tous les couples de valeurs de x et dej^.qui 
satisfont aux équations proposées satisferont aiissi aux 
équations x = f ( j ) e t e t réciproquement, de 
sorte qu'il ne resterait qu'à résoudre ces deux dernières 
équations. Cela serait exact s'il n'était pas survenu de per-
turbation dans le cours du calcul. Mais les facteurs e n j , 
qui ont servi de multiplicateurs pour Félimination, peu-
vent introduire dans les résultats des solutions étrangères 
à la question. Il peut aussi se perdre des valeurs apparte-
nant à la question, par suite de la suppression, dans le 
cours du calcul, de quelque facteur commun en jr. Ces 
circonstances rendent l'équation finale incertaine. Nous 
allons nous occuper successivement des valeiirs étran-
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gères et des valeurs perdues, et donner des moyens faciles 
de lever tous les doutes. 

V. Des valeurs étrangères, -— L'inspection des résul-
tats trouvés plus haut montre que, passé les équations 
initiales, la première équation de chaque couple a pour 
dernier terme le coeflScient, pris en signe contraire, du 
premier terme de la seconde équation. C'est a^si que le 
dernier terme de l'équation (5) est g'5 —gs\ et que le 
premier terme de l'équation (6) a pour coeflScient gs!—g's. 

De même l'équation (9) se termine par le terme 

— + AM) 

et Féquation (10) commence par F® -f- AM. 
Ce sont précisément ces fonctions qui, deux fois 

facteurs dans Vélimination, introduisent des solutions 

étrangères dans les résultats. Ils se reproduisent comme 

facteurs communs à tous les coefficients du couple de 

transformées de deux degrés inférieur en x. 

Pour le faire voir, il suflSra de démontrer que l'expres-
sion F , qui occupe ladite position dans les équations du 
(m — i)'^'«« degré (7) et (8 ) , apparaît comme facteur 
commun dans les équations du [m — degré ( i i ) et 
( la ) . Mettons dans ces deux dernières F en évidence, et 
elles deviendront 

. 4 ) , 

,5) 

[F(CF^ — A F H — B'M - BFG -4- AG^ + ACM ) 

-h AM(BG — . 

[ F (AGL — BEM — BFL — F̂  — 2 AMF) 

— AM{AM — E G ) ] = o , 

[ - F ( AGL - BEM - BFL - F^ — 2 AMF) 

-h AM(,AM — EG)].r—^ + . . . 

- [ F (E 'M - E F L A L ' F ^ R + AKM 4-DFM) 

• AM(DM — E L ) ] = : o . 
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La fonction F se trouve être explicitement facteur com-

mun à une partie des coefficients. Il reste à faire voir 
qu'elle Test aussi dans l'autre, savoir, dans 

B G — A H , A M — R G , . . . , D M — E L . 

A cet effet, remarquons que les coefficients des équa-
tions (7) et (8) ne sont que des abréviations de ceux des 
équations»(5) et (6), que nous avons 

et ainsi de suite. I l viendra donc 

= [hs' ~ h's) ^ {g'h ^gh') [ks' - k's ) 

— f^gs'—g's) [h'k ~ hk') — F [h'k - hk'), 

AM ^ KG = [g'h —gh') [rs' r's) — {g'r —gr') [hs' — h's) 

= — h^r) h' r), 

D M ~ E L = {g'q ~ gq') [r,' ^ r's) ~ (g' r - g r ' ) [ q s ' - q's) 

- (¿r̂ ' ~ [qr' ~ q'r) = F [qr' ~ q'r). 

On trouve donc F comme facteur commun à tous les 
termes des coefficients des équations (11) et (12). 

VI. Cette propriété importante donne le moyen de 
débarrasser les équations des facteurs étrangers à mesure 
qu'ils se produisent. A cet eiïet, il faut diviser chaque 

couple de transformées par le coefficient qui termine la 

première et commence la seconde des deux équations 

formant le couple de deux degrés plus élevé en x . 

Cette opération n'aura pas seulement l'avantage d'écar-
ter les valeurs étrangères, mais elle simplifiera encore 
singulièrement les calculs ultérieurs. 

F n'est pas le seul multiplicateur qui serve à passer 
des tranrformées du degré m — i aux transformées sui-
vantes*, il y a encore A et M. Mais ces expressions ne 
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peuvent devenir facteurs coihiûuns au même titre que F; 
c'est ce qu'il est aisé dé reconnaître à l'inspection des ré-
sultats trouvés ( i4 ) et ( i5 ) . Seulement A et M contri-
buent à former dans le degré m — a le facteur généra-
teur de solutions étrangères, facteur qui sera F ' 4 - AM. 

VII. Quand l'une des équations ( i3 ) , par exemple 
X = : f ( j j , présente la valeur de x sous une forme suffisam-
ment simple, on peut s'assurer de l'exactitude des résul-
tats de la manière suivante. On remplacera x par sa va-
\ e u r f [ j ) dans les équations proposées (3) et (4). On aura 
alors deux équations en f seule, qui devront exister si-
multanément, et dont, par conséquent, le plus grand 
commun diviseur formera la véritable équation finale. 

VIII. Des valeurs perdues. — Des solutions inhérentes 
à la question se perdent lorsque dans l'une des transfor-
mées on trouve un facteur commun à tous les coefficients 
des ternres en x , et qu'on supprime ce facteur comme 
inutile. Supposons que Y soit un pareil facteur, trouvé 
pour la première fois dans l'équation (9) et autre, bien 
entendu, que les facteurs générateurs de valeurs étran-
gères. 

Ce facteur Y sera un polynôme premier avec les coef-

ficients A et F des transformées précédentes. 

Pour le faire voir, on peut, en vertu de l'hypothèse, 
poser des identités de la forme 

j BF — AG = PY, CF — AH = Q Y , . . ., 

I EF - AL RY, F̂  AM = SY, , . 

Si Y avait un facteur commun ¡JL avec A, par exemple, 
les termes AG et PY de la première des identités ( 16) 
seraient affectés de ce facteur fx, donc l'autre terme BF le 
serait aussi. Or, F étant premier avec A ( I I I ) ne pour-
rait pas l'être, ce serait donc B qui aurait ¡x pour diviseur. 
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Les identités suivantes montrent que C , . . E seraient 
dans le même cas. Par conséquent l'équation (7 ) admet-
trait un facteur commun jx. contrairement à l'hypothèse 
qui veut que ce facteur apparaisse pour la première fois 
dans Féquation (9). 

I X . Le facteur Y, commun à Véquation ( 9 ) , le sera 

aussi à l * équation (10). 

Le premier coefEcient de Féquation (10) vaut — S Y 
et admet Y comme facteur. De plus, les identités 
RF — AG = PY et F* -h AM = SY étant multipliées 
respectivement par M el G, puis ajoutées, donneront 
F ( B M - j - F G ) = ( M P - h G S ) Y, identité dans laquelle 
F est premier avec Y, et qui partant ne peut exister 
qu'autant que BM-hFG soit aiTecté du facteur Y. Donc 
le coefficient du terme en de Féquation (10) est di-
visible par Y. Au moyen des autres identités (16), on 
peut démontrer de même que les coefficients ultérieurs 
de Féquation (10) sont divisibles par Y . 

X . En posant Y == o , les équations ( 7 ) et ( 8 ) se ré-

duisent à une seule et même équation. 

Pour le démontrer, remarquons que les identités (16) 
donnent 

^ PY + AG QY4-AH 
J , 

^ R Y - f A L ^ vSY— AM 
E - p — . F = — p 

Ces expressions de B, C, E, F, étant remplacées dans 
Féquation (7), la transforment en 

PY-f-AG RY4-AL SY —AM A.r--' H X 

F 
En faisant maintenant Y = o el multipliant par -5 

A. 

on obtient Féquation (8). 
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X I . L'équation Y = o ez Vune ou Vautre des iransfor* 

mées (7) et (8) forment un système de solutions du 

problème y et sont le seul système auquel donne lieu le 

polynôme Y annulé. 

D'abord nous pouvons admettre que les équations (7)' 
et (8 ) ne renferment pas de valeurs étrangères, puisque 
nous avons appris à les écarter dès leur formation. 
D'ailleurs, ces transformées dérivent des équations ini-
tiales, et sont satisfaites l'une et l'autre par Y = o. Enfin 
le facteur commun, n'étant apparu que dans les transfor-
mées (9) et (10), ne peut avoir fait évanouir des solu-
tions dans les transformations précédentes, de sorte qu'I7 
serait superflu de remonter aux équations initiales pour 

les combiner avec le facteur égalé à zéro, dans Vespoir 

d'obtenir un plus grand nombre de solutions, 

XII . Ainsi, pour retrouver les valeurs dites perdues, 
il faut procéder comme suit: Dès que, dans Vune des 

transformées, il se présente un facteur commun en y, 

autre que celui générateur des solutions étrangères, il 

faut égaler ce facteur à zéro, remplacer les valeurs dey 

que cette équation donnera dans Vune ou Vautre des 

transformées de Vordre précédent, laquelle donnera à 

son tour les valeurs correspondantes de x. On continuera 
ensuite l'élimination sur les transformées débarrassées du 
facteur commun, jusqu'à ce qu'on obtienne les équations 
finales 

et / ( j ) ^ ^ ( ^ ) , 

qui donneront les autres systèmes de valeurs des incon-
nues. 

Nous avons démontré que le facteur Y, commun k 
l'une des transformées, l'est également à l'autre transfor-
mée du même couple. Si donc on négligeait de le suppri-
mer, il se reproduirait dans les transformées suivantes. 
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E n r é ga l an t alors à zéro, et en remontant d'un d^rë^ on 

trouverait évidemment pour x des valeurs de la forme 

11 est donc essentiel de supprimer les facteurs communs 
des coefficients, dès qiiils se présentent, non-seulement 

pour simplifier les calculs, et pour obtenir toutes les so-
lutions du problème, mais encore pour ne pas être con-
duit à des résultats propres à induire en erreur. 

X I I I . Quoique les valeurs perdues ne fassent pas 
partie de celles que donne Téquation finale, leur existence 
n'est pourtant pas un incident, mais un phénomène tout à 
fait normal. L'équation de la forme x =f ( 7*), que donne 
l'élimination, n'attribue à x qu'une valeur pour chaque 
valeur de j . Or, il est de l'essence des systèmes de deux 
équations à pareil nombre d'inconnues d'un degré supé-
rieur au premier, et il doit arriver, généralement parlant, 
que plusieurs valeurs de x correspondent à une même 
valeur de j . Quand cette circonstance se présente, l'ana-
lyse doit l'indiquer par un indice quelconque, et c'est 
précisément alors qu'apparaissent les facteurs communs. 
Les solutions données par ces derniers sont donc pour le 
moins aussi conformes à Tespril du calcul algébrique que 
celles données par l'équation finale. 

La théorie qui vient d'être exposée sur les équations à 
deux inconnues en réduit la résolution à celle d'équa-
tions à une inconnue, que nous sommes parvenu à pré-
parer de manière à ne renfermer ni plus ni moins que les 
solutions cherchées, et qui, dès lors, peuvent être traitées 
par les procédés en usage pour les problèmes à une in-
connue. Cette théorie permet en outre de réduire à leur 
forme la plus simple les polynômes sur lesquels on a be-
soin d'opérer. 

11 nous reste à l'appuyer de quelques applications. 
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Applications, ^ Soient a résoudre les deux équa^ons 
du quatrième degré 

x^ -h x^ - f - — I f — 5 j ' — 6J — 6 ~ o, 

x^ -+- x^ xy — — 2 — 5/ — 6 = o. 

Les transformées du troisième degré seront 

H- ( J — i ) ( 2 j r » -h ' -h /) = o, 
(2 ^ ^ y ) ^ _ _ _ g) 

(— 9 J-' 4- 6} X + 11 -h 4- -f- 6 j =r o. 

Les transformées suivantes du deuxième degré devien-
dront, toutes multiplications faites, 

4- i o j ^ 4 - 4 J 6 ) .r'̂  4 - (7 — î 2 — r- — 6) .r 

— i;4j''4- 24J<4- Il J '̂H- 7 r ' 4 - 6 / ) = : o , 

( 4 J « 4 - 4 - 2 4 J ' 4 - I I R ' 4 - 7 R ' 4 - 6 J R ) 

— ( I 8 J « 4 - 4 - 4 - 1 2 7 ) J : 

-h ( ~ l 8 j ' — 9 J « 4 - I2J '4 -6/ ) rr o. 

Nous aurons ensuite pour transformées du premier 
degré 

( 6 4 / 4 - 2 5 6 4 - 282J-« 4- 2 15J '4- 383J« 

4- 3737^4- I 9 5 J ^ 4 - I44/'-4- 3 6 j ) x 

— ( I6J '2 4 - 6 O J " 4- i 38 j ' » 4 -588/ ' ' 

4-902 J » 4 - 6 5 2 j ' 4 - 6 5 9 / ® + 632 

4- 2897^ 4- 168J^ 4- i32j2 = o, 
et 

( i 6 r ' 2 4 - 6 o / " 4 - i 3 8 j ' ® 4 - 588/" 4 -902> - ' 

4 - 652 J> ' H- 6 5 9 / « 4 - 6 3 2 / ^ 4 - 1 6 8 / ' 

4 - 1327^ 4 3 6 / ) . r — ( 7 2 j » ^ 4 - 4 2 ' J t j " H - 643/ ' » 

4 - 9 8 7 j'-* 4- i565j® 4- 1490 > ' I?'797® 4 - 1073/^ 

4 - 5( : )9 j ' 4 - 264/ ' 4- 1 4 4 J''' 3 6 / ) = o. 
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Aiosi que nous l'avons démontré (V ) , ces deux équa-

tions doivent avoir pour facteur commun l'expression 
H- -hj-y qui est l'un des coefficients des transfor-

mées du troisième degré. En effet, en divisant les deux 
équations du premier degré par + Z j^ y , nous 
trouvons les quotients exacts 

-h 38J' + 228j« -f- 907^-{- 77 

4- 169/^4-24/^-1- 24 j + 36} = 0 

et 
¡8/«-}- i 8 j « 4-38/'4-228/® 4-90/ '4 - 77 

4- 169/'^-}- 24/^4- 24/ -H 36) —(36/®4- 157/» 

4-68/'4-3i3/®-H 279/^ 4- i70/<4-245/^ 
4-84/^4-36jr-+-36) = o. 

Ces deux transformées du premier degré en x donnent 
pour équalion en y seule 

64/'» 4- 228/" — 220/'« — 2888/'^ — 3824/ 

H- 3399/4- 17008/'' 4- 4 i24/" -f- 6405/'" 
H- i583i/® — 7109/®— 7904/' — 2O34/®— 10492/' 

— 71 o4/^ — 2876/ ' — 23o4/' — 864 / == o. 

Conformément à la règle établie (V ) , cette équation 
doit encore être divisée par 

4/'' 4 .12/ ' 4- 24/« 4-11/' 4- 7/' 4- 6/, 

coefficient qui termine l'une et commence l'autre des 
transformées du second degré. La division, étant opérée, 
donnera pour véritable équation finale 

16/"4-24/''—223/'®— 24I/'4-îoi I/®— 190/' —227/® 

4- 828/^ — 4o6/< — 352/' 4- 120/' — 216/ — ï44 = 
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dans laquelle les valeurs réelles de y sont — 0,782, 1, 

2 et 4- 2,732. 
Toute autre méthode que celle employée aurait con-

duit à des polynômes d'une puissance bien plus élevée. 
Soi l proposé pour second exemple : 

L'élimination des premiers, puis des derniers termes 
donne les deux transformées suivanles : 

( r — 2 ) c r 2 - f - ( . r ' 4 - I ^ r - f - 3 r ' = o , 

( 7 / — 9 ) . ^ 4 - 3 — 2 / — 4 = = o . 

L'élimination suivante donnera 

( — 4 - 2 3 / — ï 7 ) X 4 - 8 / ' ^ — 8 = o , 

(— 8 / ^ 4 - 8 ) r — 18/^ H- 25/^' - - 2 / — 4 :=:.0. 

Ces deux équations ont un facteur commun j- — i . 
Avant de le supprimer, combinons-le avec l'une ou 
l'autre des transformées du second degré en x , et nous 
aurons 

^̂  — — 3 = 0. 

11 y a donc un premier système de valeurs, représenté par 
— ï — o et .z- — — 3 = 0 . 

Nous aurions obtenu les mêmes valeurs, mais nous 
n'en aurions pas eu d'autres, en remplaçant j- par i dans 
les équations initiales. Celles-ci seraient devenues 

4 - I I X — I 2 = r ( x 4 - 4 ) — 3 ) = O 

et 

Dans ces équations les facteurs x 4- 4 et or 4- 5 ne peu-
Affft. de Mathêmat., 2® série, t. II. (Septembre ia63.) a5 
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vent s'anéantir ensemble, et c'est le pins grand comoinn 
diviseur x*— a x — 3 qui, égalé à zéro, donne les valeurs 
de X correspondantes k j— i = o, comme nous l'avions 
déjà trouvé/ 

Les transformées du premier degré en x étant mainte-
nant débarrassées du facteur commun j — i deviendront 

(6/ — > 7) — 8 J — 8 = 0 
et 

( 8/4 -8 ) 4- 1 8 / ^ 7 / ^ — 6 / - 4 o. 

On en déduit 

6 4 ( 7 I R - H ( 6 / - 1 7 ) ( I SJ^ - 7 7 ' - 4 ) = 

ou bien 

-h 1087^— 34873-h 1 4 7 7 2 - I - 2 0 6 7 4 - 1 3 2 = o. 

Telle est la véritable équation finale, attendu que, dans 
les transformées antérieures de deux degrés ou plus, il ne 
s'est pas trouvé de fonction en j formant le dernier coef-
ficient de Tune et le premier de l'autre. La fonction de 
l'espèce 8 y 4- 8 ne remonte que d'un degré et n'intro-
duit pas de valeurs étrangères dans l'équation finale. 

Comme l'une des équations en .r, savoir 

est assez simple, on peut, comme il a été dit (VII ) , s'as-
surer de l'absence des valeurs étrangères dans Féquation 
finale, en substituant dans les proposées à x sa valeur 

' équations proposées deviendront alors 

-6487^4-54367^- 151267^ 

4- 144577^ 8907^ — 25007 ~ 4^24 = o, 

— 32407® 4- 269647' — ']5i5oj* 

4 - 7 2 6 8 7 7 ^ 4 - 3 7 4 4 7 2 — 1 3 1 7 6 7 - 21384 = 0. 
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La recherche da plus grand commun diviseur entre 

ces deux polynômes montrera qu'ils valent 

loSy' — 348/3+ 206/ I32 

multiplié respectivement par — 3 i / — S a et par 
— • 162, c'est-à-dire qu'ils ont pour plus 
grand commun diviseur F ex pression que nous avoné trou-
vée pour équation finale, ainsi que cela doit être. 

QUESTION 647 
(voir p. 144) ; 

SOLUTION DE M . L . A U T O S , D'ATHÈNES. 

L 

L'équation de l'ellipse rapportée à ses axes est 

Si Ton appelle e l'angle de la tangente avec l'axe desx, 
on a 

h-^x 

le valeurs de X et de Y, tirées de ces deux équations, 
sont : 

«'sin« ^h^cose 
X ^ — ? 1 = 

V«' sin's 4- cos^e sin^« -h b cos»« 

Soient / une longueur portée sur la tangente à partir du 
point de contact, et x , y les coordonnées de l'extrémité 
de si l'on pose, pour abréger, 

(S) ¿'cos'i, 
25. 
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le principe des projections donne 

jr = :/cose-h — sins, /sm g — — cosg. 

L'élimination de e entre ces deux équations donnera une 
relation entre x etj^ qui ser^ l'équation du lieu. Cette 
élimination exige quelques précautions. 

Divisons la première des équations précédentes par a 
et la seconde par è, élevons au carré et ajoutons; nous 
aurons 

a'iy^ ¿2 __ _ Il 1)2̂  

Cette équation donne l'auxiliaire D en fonction de T, ) ; 
si à l'équation ( i ) on joint la relation 

sin^ £ COS-S •:= 1 , 

la résolution de ces deux équations, par rapport à COSE, 

sine, donnera les égalités 

fl' — D̂  . D̂  — b' 
cos^ g = — - J sm- c = 9 

dans lesquelles, pour abréger. Ton a posé a® — = c^ 
Si, maintenant, on multiplie la valeur de x par sine, la 
valeur de j par cos s, et qu'on les retranche l'une de 
l'autre, il viendra 

j: sin s — J cos 3 = D ; 

en remplaçant, dans celte équation, sine, cose et D par 
leurs valeurs trouvées ci-dessus, on obtient finalement 

(Y) 
— dbc + — ^̂  

qui est l'équation du lieu. Si l'on chasse les radicaux, on 
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aura réquation 

[ [ x - " l ' ) { a ' a ' b ^ ) - ^ a'bW^ 

= 4 ĉ x̂  ( j ' ^ — a'f' -h b'x' ^ b ' ( f i ' l ' ) ] , 

qui est du huilième degré. 

II. 

Conservons la forme radicale (7) de 1 équation du lieu, 
parce qu'elle se prête mieux à une discussion facile. 

Si Ton égale à zéro chacune des expressions placées sous 
les premiers radicaux, on a 

« V - h b^x^ — b' («2 - f . / — o, 

ay^ -i- b'x' a' (b' j = o. 

Ce sont les équations de deux ellipses concentriques à 
Tellipse proposée, semblables et scmblablement placées, 
la première étant intérieure à la seconde. 

La simple inspection de l'équation radicale (y) de la 
courbe montre que cette courbe est toute comprise entre 
les deux ellipses auxiliaires dont nous venons de parler, 
car pour tout point situé intérieurement à la première le 
premier radical est imaginaire, et pour tout point exté-
rieur à la seconde le second radical devient imaginaire. 
On voit aussi que la courbe est tangente à la première 
ellipse en quatre points symétriques deux à deux, par rap-
port aux axes, les équations de ces quatre points étant 

et qu'elle est aussi tangente à la seconde ellipse en quatre 
points symétriques deux à deux par rapport aux axes, les 
équations de ces points étant 

La courbe est formée de deux anneaux distincts : )v 
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premier anneau est le lieu des extrémités de / comptée 
d'un côté de la tangente à partir du point de contact, et le 
second anneau, le lieu des extrémités de l comptée de 
l'autre côté de la tangente à partir du point de contact. 
Ces deux anneaux s'entre-croisent en quatre points si-
tués sur les axes, et symétriques deux à deux par rapport 
au centre. 

Si l'on suppose que la tangente à l'ellipse donnée glisse 
sur cette courbe de gauche à droite à partir de l'extrémité 
positive du petit axe, çt qu'elle porte la longueur l comp-
tée de gauche à droite à partir du point de contact, l'ex-
trémité de / dans sa position initiale marquera le point 
où la courbe touche l'ellipse auxiliaire intérieure. Dans le 
mouvement de la tangente, l'extrémité de l s'éloigne de 
plus en plus de la circonférence de l'ellipse intérieure, 
rencontre l'axe des x en un point situé entre les deux 
ellipses auxiliaires, et ensuite rencontre l'ellipse exté-
rieure au point de contact de la courbe avec cette ellipse. 
A partir de cet instant, elle s'éloigne de l'ellipse exté-
rieure, rencontre l'axe desj^ en un point situé entre les 
deux ellipses auxiliaires, et se rapprochant de plus en plus 
de l'ellipse intérieure la rencontre au point de contact de 
cette ellipse avec la courbe. Ce point de contact est le sy-
métrique du point initial par rapport au centre, et à par-
tir de ce point les mêmes accidents se reproduisent, et 
dans le même ordre que dans la première moitié de 
l'anneau. 

Si, dans le mouvement de la tangente, on avait porté 
la longueur/sur cette tangente à partir du point de con-
tact, mais du côté opposé, l'extrémité de / animait engendré 
l'autre anneau. 11 est aisé de voir que ces deux anneaux 
sont égaux, et qu'on les amènerait à coïncidence en 
faisant tourner le premier autour du centre de l'ellipse, 
de façon que l'un des rayons de l'anneau prît une position 
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symétrique par rapporta Taxe des x^ ou par rapport i 
Taxe des j . 

m 

Si Ton suppose l égale à zéro, Téquation du lieu de-
vient : 

— c) ± x \ l — ï ] — = 

Le premier facteur est imaginaire; le second, égalé à 
zéro, donne l'équation de l'ellipse proposée, comm'e cela 
se voit à priori. 

Si, dans Téquation (y), on suppose h a^ d'où c = o, 
cette équation devient 

( ± V̂ — i) s / ^ a ^ — = 

On voit donc que, lorsque Tellipse proposée dégénère 
en cercle, le lieu (y) se réduit à un cercle concentrique 
dont le rayon eslsJa^-hV^ ainsi qu'on peut le recon-
naître directement. 

Terminons par l'énoncé de^ deux théorèmes suivants, 
qui se démontrent sans difficulté. 

Lorsque la tangente à lellipse proposée a parcouru 
toute la circonférence de cette ellipse, la longueur l a ba-
layé une aire égale à l'aire du cercle de rayon /. 

La normale à la courbe en un point s'obtient en 
construisant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les 
deux côtés sont : le premier, la longueur l comptée sur la 
tangente à l'ellipse donnée au point correspondant, à 
partir du point de contact 5 et le second, le rayon de cour-
bure en ce point de la même ellipse ( * ) . 

(*) M. Autos 68t prié de démontrer ces deux propositions. G. 
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NOTE SUR LA TRANSfORMATION DES COORDONNÉES; 

PAR M. V.-A. LE BESGUEj 
Correspondant de l'Institut. 

La transformation des coordonnées rectilignes, soit 
dans lin plan, soit dans l'espace, devrait se faire par des 
formules semblables. 

Si une droite OM, rapportée à trois plans coordon-
nés OrXĵ , O x z , Oj^z, faisant un angle trièdre de som-
met O, et ayant pour arêtes Ox, O j , Oz sur lesquelles 
se comptent les coordonnées positives, a pour équations 

^ ' a b c 

a, c étant les coordonnées d'un point M pris à une 
distance OM = i de l'origine, on aura l'équation de 
condition 

f 

\ OU I = a'-^b'-i^ c' 

I - f - 2bccos(x, z) -i- 2 ca cos (z, 2 ab a^s (x, j ) . 

Il faut remarquer que a étant, sur l'axe des x, la lon-
gueur de la projection de la droite OM = i , obtenue en 
menant par le point M un plan parallèle au planj^^Oz, la 
projection d'une longueur r, prise sur cette droite à partir 
du point O et dans le sens de OM, sera égale à an 

D'après cela, si l'on prend trois nouveaux axes de coor-
données, passant par la même origine O, et ayant pour 
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équations 

( 3 ) 

X jr z , , 
- = ~ = - , axe des or, 
a b c 

X y z A , 

les nouvelles coordonnées étant j on aura 

( 4 ) 

et les trois relations 

X = ax' H- a'y -h a" z', 

z = ex' -{-c'y' 

I = FL-'H- B ' - ^ C ' 

.-\-ibc cos z) - h icaco%[z, x) 2 a b c o s [ x ^ y), 

^ ' ib'c' co^ [y, z) -Jr 2c' a' co%[zy x) -h 2a' b' coh[x, y), 
I :::::: b"'c"' 

-h 2¿V'cOs(jr, z) -h 2cVcOS(z, J:) -h j ) . 

Si l'on pose 

( 6 ) ^ = a[b'c"—c'b")-hb[ c'a" ^ « ' c " ) - f - c — ) , 

les équations (4) donneront 
ù.x'—{b'c" '-c'b"]x-\-{c'a" - a'c")y 4- { a ' b " b ' a " ) z 

/ ^z' = [bc'—cb')x-^ [ca' — ac')y ^{ab'— ba')z 

\ =c,x-hc\y -+-c[z. 

Le plan qui passe par les droites O j Oz'étant repré-
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sente par 

L - h M x - h N z = o , 

on aura 

L M 4 - N = o, L a " M - f - N = o , 

d ' o ù T o n t ire 

L _ M N 
b'c" ~ c'b" ~ c'a" — fl V a'b" — b'a' 

ou 

L — ^ — Z 
a"^ 

On aura donc les équations suivantes : 

I a.x-^ Cl^ r -h = o, pour le plan yOz\ 

( 8 ) < ¿>1^7-4- b\ y 4 - b'\z = o, pour le plan zOx', 

' c, j: 4 - c\ y 4 - c\ z = o , pour le plan xOy'. 

Si l'on admettait que les trois droites Ox ' , Oz ' 
fussent dans un même plan, on aurait de plus 

L « 4 - M / ; 4 - N c = : O , 
et par suite 

a {b'c'' — c'b") 4 - b (c'a" ~ a'c") c{a'b" - b'a") A o . 

Cette équation ne peut avoir lieu quand les trois 
<lroit€îs Ox ' , Oj^'j O z' ne sont pas dans un mêine plan, 
comme il arrive dans la transformation des coordonne es. 

I I . 

Pour l'application suivante, il faut trouver Téqualion 
d'un plan tangent à la surface à centre 

a.r-4-a j '-H ol"z^ = i 

et parallèle au plan 

(A.) <7i,r 4- ft\ y 4- a\ z z=: o. 
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11 faut donc, en représentant par les coordon-
nées du point de contact, identifier les équations 

--h a ' j j ' cf."zz' = i, a,x -^r a\y a\z 

en supposant 

On a donc 

^ . / / rr t 

OU encore 

dsjT. ^y/a' 

et comme l'on a 

, y v ' â r + f y 

on en déduira 

a a a 

Le plan langent est donc 

A ' i (c) y/-^ 

Comme le radical peut prendre le signe ou le signe — i , 
il J a deux plans tangents parallèles au plan (/>). 

En élévant au carré, on a l'équation 

/ a J X- - f - a\ ' a'\ ^ 2 n\ a\ jz 2a\n yzx a\ xy 

[d) «i 

pour le syslème de ces deux plans. 

m. 
Soit une surface du second degré, ayant son centre à 
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l'origine et représentée par Téquation 

(<?) A.r» + A " z ' + 2 B j z + aB'za; 4 - — D. 

Si l'on fait disparaître les rectangles en transformant les 
coordonnées par les formules (4) et que l'on trouve ainsi 

( / ) A, . r " -(- A', y -h A", z" = D, 

on repassera à l'équation (e) au moyen des formules (7), 
el comme on obtient ainsi l'équation 

^ (a, j: + « ' , / - ( - ¿.'.r + K ^r 

A" 

on trouvera, en identifiant cette équation et l'équation (e), 

A = ¿ ( A , « Î + A ' , é f 

(g) 
B = ^ (A,« ' , a", + A', 6', 6", -h A", c, c",}, 

B' = - ( A, « , H- A', i>: h, + A", c--; c, ) , 

B " = ( A, -f- A', fc, b\ H- A", c, c'[ ). 
A 

Si Ton prend une seconde surface à centre ayant pour 
équation 

W a z- a' r- H- a 2' 

et que Ton mène des plans tangents parallèles aux plans 
conjugués de la surface (e), plans dont les équations for-
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ment le système (8), on aura, d'après Téquation [d)^ les 
trois équations suivantes : 

I a^x'^-i- a\ ' - h ^z"-h ,a\ ^ xy 

a a! QL 

+ b\ 'y' b\^z'-i- 2 b\ b\yz-h2 b\ b.zx-^-Q b, h\ xy 

c.\x'̂  4- c, ' j ' c\ 4 - 2 c, c\ JZ 2c* c, z.r-H 2r, c, . r j 

— î i ÎL f l ! . 
a a a 

Multipliant la première par la seconde par ^ et la 

troisième par ^ ^ on trouveî a en ajoutant, membre à 

membre, 

A k ' A " 
A jp^ - f . .A> » - f -B j r z -h2 W'xy = - 4- - 4—TT-

Cf. ex. Cf. 

Cette équation représente le lieu des sommets des an-

gles trièdres circonscrits à la sui face [h) et dont les faces 

sont parallèles aux plans conjugués de la surface (e). 

Ce lieu est donc une surface homothétique de même centre 
que la surface (e). Autrement dit, elle lui est concentrique, 
semblable et semblablement placée ( * ) . 

(*) La recherche de ce lieu a été proposée, il y a trois ou quatre ans, 
au Concours général des lycées de Paris. 
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EXTENSION D'UN TBEORÈHE DE MONGE; 
PAR M. GUSTAVE D U B O I S , 

Professeur de Mathématiques. 

THÉORÈME. — Le lieu des sommets des angles trièdres 

circonscrits à un paraboloïde du second ordre S , et dont 

les faces sont parallèles à trois plans diamétraux con-

jugués d'une surface à centre du second ordre S ' , est un 

plan parallèle au plan diamétral de S' conjugué des 

cordes parallèles à Vaxe du paraboloïde S . 

Soit 

^̂  1 H .R = O 

l'équation du paraboloïde S. 
On n'ôtera rien à la généralité de la question en sup-

posant que la surface S' a son centre à l'origine, et que 
par conséquent son équation est 

(1) A ' j ' - h s B ' x z - f - 2 = i . 

Cela posé, soient 

-h Vy -f- V'i — o, 

q = nuT. -t - m'y m"z — o^ 

r=z n.v H- r/y -|T- n"z = o, 

les équations de trois plans diamétraux conjugués de la 
surface S'; on pourra mettre l'équation de cette surface 
sous la forme 

En identifiant avec l'équation ( i ) , on trouve les équa-
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lions de condì lion : 

/ K r -f-K'v/î- -^¡H^'M' z=Z A, 

R/'» -i-K'm'' + K " « " 

K /'/''-F- K ' B , 

K //" H - K ' W A « ' ' - H K''/?//' = B ' , 

R// ' 

Mainlenant, les éqnalions des plans tangents à S et pa-
rallèles à = o, -y o, r = o, sont : 

u + -H rz — ' 
2/ 

m J -h /w z = 
im 

ce qu'on peut écrire : 

-h 2 II'y -f- 1H"Z pn -h qV'\ 

2 ni^x -}- 2 mm'y -f- 2 mm"z = p/f/^ -h 

2/P.T 4- inn'y -f- lnn"z pn'^ -{- qn"^^ 

Si l'on ajoute, après avoir multiplié respectivement 
par K , R ' , K^', on trouve, en tenant compte des condi-
tions (2), 

( 3 ) 2 A . r H - 2 B V 4 - z—pk' -^qk!' : 

c'est l'équation d'un plan parallèle au plan diamétral de S' 
conjugué des cordes parallèles à la droite 

r = o, 
z — o, 

qui n'est autre que l'axe du paraboloïde S. 

Corollaire. — Le lieu des sommets des angles trièdres 



( 4oo ) 
trirectangles circonscrits à un paraboloide est un plan 
perpendiculaire à Taxe de ce paraboloide. 

Car, si la surface S'devient une sphère, l'équation du 
plan (3 ) se réduit à 

Dans le cas du paraboloide de révolution, on trouve 

dans le cas du paraboloide hyperbolique équilatère, on 
trouve 

xz= o. 

Scolie. — Pour que le plan (3) soit perpendiculaire à 
l'axe du paraboloide, il suffit que la surface S' ait l'un de 
ses axes parallèle à l'axe du paraboloide. 

PLAN OSCULATEUR A L'INTERSECTION DE DEUX SURFACES 
HOHOFOCALES; 

PAR M. H O U S E L , 
Professeur. 

On trouve, au tome XVI I des Nouvelles Annales, 

p. ^43, diffigrentes propositions énoncées par 
M. Heilermann sur les surfaces du second degré. M. Val-
son, dans la thèse qu'il avait soutenue en i854, les avait 
de son côte obtenues et même démontrées, excepté la pre-
mière que voici : 

Par un point quelconque d'un ellipsoïde passent deux 
lignes de courbure et deux plans osculateurs à ces lignes ; 
ces plans coupent le grand axe en deux points P et Q : 
prenons sur ce même axe deux points F et F ' à égale 
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distance du centre O, tels, que les quatre points F, P, Q j F ' 
forment une relation harmonique; les points F el F^ sont 
fixes, quel que soit le point de rellipsoïde. 

Ce théorème nous semble inexact. 
Cependant M. Dewulf a cherché à le démontrer (iVbii-

i^elles Annales, t. XVI I I , p . 46 ) ^ mais sa démonstration 
est fondée sur le théorème suivant, qu'il se contenie 
d'énoncer et qui nous paraît également douteux : 

Le plan osculateur à Vintersection (tun ellipsoïde par 

un hyperboloïde homofocal est tangent à cet hyperbo-

loïde. 

S'il en était ainsi, il semble que ce plan devrait être 
aussi tangent à l'ellipsoïde, puisque rintersection est à la 
fois une ligne de courbure des deux surfaces : ainsi, le 
long de cette ligne, ces surfaces auraient des plans tan-
gents communs, ce qui est impossible, puisqu'elles se 
coupent à angle droit. 

Quoi qu'il en soit, nous allons faire, par une méthode 
différente, les calculs qui seraient nécessaires pour véri-
fier, si cela était possible, le théorème de M. Heilermann: 
nous conserverons les notations de M. Dewulf. 

I. Indiquons par 

YRL 22 ^ J » ! ^ _ _ 

^ + — ' ^̂  _ ¿¡Tzziv c' —"¡72 — * 

les équations d'un ellipsoïde et d'un hyperboloïde homo-
focaux passant par un même point dont les coordonnées 
sont ¿PijjKi, Z\ \ elles donneront, en les appliquant à ce 
point : 

u^^u^a^^ — j ] — z] à'b'-ha'c' h'c^ 

- [b^^c') - r î K -i- - (« '- f- = o. 

Soient ul, I/' les racines de cette équation, nous suppo-

Ann de Maihémal., 2«série, t. II. (Septembre i863.) ^ ^ 



( 4oa ) 
serons que M® est remplacé par l'une d'elles dans l'équa-
tîon de Fhyperboloïde. 

Il faut donc calculer la distance à laquelle l'axe Ox 
(nous n'avons pas besoin de supposer que ce soit le grand 
axe) est coupé par le plan osculateur correspondant à 
M* = /f J : nous allons d'abord faire ce calcul^ non pas 
seulement pour le point donné, mais pour un point quel-
conque de la ligne de courbure, représenté par z. 

On sait que l'équation du plan osculateur en ce point 
est 

[dydH-^dzd'y) [ I x ) [ d z d K v — dxd^z) {r, — j ) 

-h [dxdy 

mais prenons x pour variable indépendante, et posons 
>3 = o, ^ = o, puisqu'il ne s'agit que de l'intersection du 
plan avec O x ; il reste 

II. Éliminons x^ entre les équations des surfaces, il 
vient 

y {ù^— a'] z' (c'— a'] 
"h^fp — u') — fi^} 

ou bien 

en posant 
X — « et «y =r ' . 

h' «2 f 

En différentiant deux fois cette équation, on a 

= xr/, -h =r X (y^ ^ jy). 

Mais l'équation de l'ellipsoïde donne aussi 

zz' ^yy ^ ^ z'''-¡r-zz" ^ y^-^rjy" , i 

a 
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par conséquent, 

et si nous posons 

il reste 

ay 

ainsi que 

on aura de même 

y^'-hxx" -h zz" _ _ X 

De là on tire 

Substituant toutes ces expressions dans la valeur de \ — x, 

supprimant le facteur — ' commun à et à et 

ayant égard à ce que y et s'ont aussi le signe — , on 
trouve 

z X r 
— ( « ' j ' -f- à'c^px^) f (û'z^-h Ib'c'pa:^) 

= ^ • 
^̂  L y f 

h' c^ px')^ px^)] 

405. 
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simplifiant dans le dénominateur, on a encore : 

_ - ^̂  [pb'c'x' — ) -h a'zy^iz' - ly)] 

Enfin, supprimant un facteur commun, on a 

I IL II faut maintenant, dans cette expression, rem-
placer y et z en fonction de r . Les équations 

donnent 

et il reste 

ou bien, en réduisant et supprimant le facteur com-
mun p, 

^ 

supprimant un terme commun de part et d'autre, on a : 

Une nouvelle simplification donne encore 

IV. Parmi les quantités auxiliaires, nous nous propo-
sons actuellement de ne plus garder que p. Pour cela, 
nous commencerons par résoudre, relativement à Î/*. 
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rëqualion 

d'où l'on tire 

donc 

et 

Remplaçant d'abord y par cette valeur dans la dernière 
fonction de nous aurons, en supprimant A comme fac-
teur commun. 

Mais aussi 

p 

substituant cette valeur, réduisant et supprimant b^p 
comme facteur commun, on aura 

V. Afin d'achever cette transformation, il faut aussi 
poser 

dans la valeur de y pour obtenir c '— y -, on a 
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Donc enfin, 
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et 

a' [ f _ J ĉ  — Y 
___ (c^—a') 

VI. On trouve ainsi la valeur de g en fonction de 
Vabscisse x d'un point quelconque de la ligne de courbure 
qui correspond à l'un des hyperboloïdes. Mais si ce point 
se confond avec le point fixe représenté par t , , j i , -zj,, il 
faut considérer les deux lignes de courbure et les deux 
valeurs de ^ qui sont alors OP = a, OQ = P, l'une re-
lative à «J, l'autre à u], chaque valeur de û  correspon-
dant à une valeur de p, 

M. Dewulf observe que le théorème de M. Heiler-
mann exige que le produit ÎZ|3 soit constant : nous recon-
naîtrons bientôt que cette constance n'existe pas, mais il 
sera facile de voir qu'elle serait en etfét nécessaire pour 
la vérité du théorème. 

Imaginons, dans l'ordre suivant, les points F', P, F, Q 
et le point O à égale distance de F et de F' ; posons 

OF OF' = (î. 

Si les quatre premiers points sont en division harmoni-
que, on a 

P F . F ' Q = : P F . F Q , 

ce qui revient à 
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par conséquent = a(3, et comme il s'agit de vérifier si ^ 
est constant, il faut calculer «/S. 

Relativement à Tune des lignes de courbure, la der-
nière fonction de ^ donne pour le point fixe : 

l'autre ligne donne pour le même point 

Multipliant ces valeurs, on obtient 

Il faut donc, pour calculer p̂ p̂  et po-f-Pu obtenir 
l'équation en p^ pour cela, on pourrait exprimer u® en 
fonction de p et transporter cette expression dans l'équa-
tion en mais cette méthode serait pénible. 

VII. Éliminant x entre les équations différentielles 
des deux surfaces, on a 

b'—a' «M 
• — = o. 

Mais 

c'ic'—u') , b'—a- 1 

et l'on en tire aussi 

On a donc 

cHb'^-^a') \ 
,-+-- = 0, 
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et comme 

il reste 

^ c^z'(b^^a^) = o. 

Posons 

cette équation devient 

Remplaçons X par ^ nous aurons l'équation en/s : 

p — ly-h b' pic p — i) {Az'-^B ^ p' z' = o. 

Le coefficient de est 
Mais l'équation de l'ellipsoïde donne 

b'c' 

Çt de plus 

donc ce coeracient revient a —— 

Le coefficient de p sera 

Pour éliminer d'abord nous écrirons ce coefficient 
sous la forme 
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ce qui, d'après ce qu'on vient de voir, revient k 

Comme 

il reste 

— b') , 

OU enfin 

Enfin le terme indépendant sera Ay^, Si donc nous 
posons, pour abréger, 

— = 

l'équation en p devient 

Bt'p' — + At' - b*) -H A = o, 

d'où 
b'-^By' — ^r Ar' 

VI IL Avant de substituer ces valeurs dans l'expression 
de i , observons que celle qui donne a peut se mettre 
sous la forme 

xy' ' 

OU bien 
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De même 

et par conséquent 

Or, nous aurons 

A^ ^ ¡ky A/ j ' ; — A 

_ Âb' 

car il s'agit ici du point donné sur Fellipsoïde. 
Ainsi 

cû ~ VÂ {b'-^c^y ' 
mais 

d'où enfin 
a' 

Les intersections des mêmes plans osculateurs avec les 
autres axes donneraient de même les quantités 

J. 

On voit que ces résultats sont très-simples, mais qu'ils 
dépendent de la position du point pris sur la surface. 
Ils sont donc en contradiction avec les énoncés de 
iM. Heilermann et de M. Dewulf. 
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NOTE SUR L'ARTICLE PRÉCÉDENT. 

Si les résuitatd du calcul de M. Housel sont en con-
tradiction avec les théorèmes énoncés (t. XVI I , p. 24a), 
cela tient à ce que, dans les énoncés de ces théorèmes, on 
a confondu les plans osculateurs aux deux lignes de cour-
bure passant par un point de l'ellipsoïde avec les plans 
des deux sections normales principales, en ce point 5 la 
démonstration elle-même de M, Dewulf (t. XVII I , p. 46) 
le prouve, car les plans tangents aux deux hyperboloïdes 
considérés dans cette démonstration sont précisément les 
plans de deux sections normales principales de l'ellip-
soïde. C'est ce qui résulte assez clairement de la propo-
sition suivante : 

Deux surfaces du second degré homofocales et 

d'espèces différentes se coupent partout à angle droit, 

et leur intersection est une ligne de courbure pour cha-

cune d'elles ( * ) . 

Ainsi, les deux hyperboloïdes homofocaux à l'ellip-
soïde et passant par un point M de sa surface coupent 
l'ellipsoïde suivant deux lignes de courbure-, les tan-
gentes MA, MB à ces deux lignes sont rectangulaires, et 
déterminent le plan tangent à l'ellipsoïde, en M-, la nor-
male MC k la surface appartient à la fois aux deux 
plans qui touchent les deux hyperboloïdes au point M ; 
en outre, ces deux plans passent, l'un par MA et l'autre 

(* ) Peut-être n'est-il pas inutile de rappeler que cette importante pro-
position est due à M. Ch. Dupin. On en trouve la démonâtration dans 
l'ouvrage publié en 1813 sous ce titre: Développements de Géoinétri&. Le 
même ouvrage fait connaître le moyen de décrire par un mouvement 
continu les lignes de courbure des surfaces du second degré. 
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par MB : ils coïncident, par conséquent, avec les plans 
des deux sections normales principales de rellipsoïde, au 
point M de sa surface. 

D'où il faut conclure que la proposition démontrée par 
M. Dewulf esl celle-ci : 

Les plans de deux sections normales principales en 

un point quelconque de Vellipsoïde coupent le grand 

axe de la surface en des points tels y que le produit de 

leurs distances au centre est insfariahle. 

La valeur de ce produit est ^ ^̂  , en nom-

mant aa, ih^o.c les trois axes, et supposant a ^ b ^ c . 

Si l'on prend sur le grand axe, de chaque côté du cen-

tre, des longueurs égalés a —̂  on aura 

deux points F, F ' , qu'on a nommés points focaux. 

L'énoncé du second théorème (t. XVII , p, i ^ i ) donne 
lieu à la même rectification. Conformément à la démons-
tration de M. Dewulf (t. XVII I , p. 48), il faut dire : 

Siy par les points focaux F , F ' e i par une normale en 

un point quelconque M de Vellipsoïde y on fait passer 

deux plans, les angles qu!ils forment entre eux sont 

dii^isés en parties égales par les plans des sections nor^ 

maies principales, en ce point. 

Il s'ensuit que les deux plans normaux menés par un 
point quelconque M de l'ellipsoïde et par les points F, F ' , 
coupent la surface suivant deux ellipses qui ont au 
point M des rayons de courbure égaux. 

A l'égard des autres théorèmes mentionnés (t. XVII , 
p. 242), il n'y a aucun motif pouB modifier leurs énon-
cés, ni pour douter de leur exactitude. Plusieurs d'entre 
eux se vérifient sans la moindre difficulté. Par exemple : 

Les normales h V ellipsoïde menées par les ombilics 

coupent le grand axe aux deux points focaux. I l est 



( 4 « î ) 
facile de s'en assurer, puisque l'on connaît les coofdon* 
nées des ombilics et des points focaux. 

Deux sphères qui ont pour rayons ces normales, et 

pour centres les points Jocaux, sont égales^ et touchent 

rellipsoïde aux ombilics. C'est là une conséquence de la 
proposition précédente, * 

Ces deux sphères ont été nommées sphères focales. 

Pour tous les points d'une ligne de courbure de ïeUip--

soïde, et selon que cette ligne appartient à Vun ou Vautre 

des deux systèmes^ la somme ou la différence des tan-

gentes menées aux deux sphères focales est constante. 

Cette proposition a été démontrée par M. Valson, et la 
démonstration qu'il en a donnée, au moyen des coordon-
nées elliptiques, n'est pas moins remarquable que le théo-
rème qu'elle a pour objet. G. 

COMPOSITIONS POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
(ANNÉE 1 8 6 3 ) . 

Composition mathématique» 

On donne sur un plan deux circonférences O et O ' ; 
d'un point A de O, on mène des tangentes à O'; on joint 
les points de contact de ces tangentes, cette droite coupe 
la tangente menée en A à la circonférence O en un 
point M : on demande l'équation du lieu décrit par M, 
lorsque A parcourt la circonférence O. 

Examiner les différentes formes de ce lieu selon la 
grandeur et la position relatives des circonférences O 
et O'; 

Indiquer les cas où il se décompose; 
Faire voir que le lieu des points M est tangent à la 



( 4 i 4 ) 
circonférence G en chacun des points d'intersection de 
cette courbe et de la circonférence O'. 

Calcul trigonométrique. 

Un triaogle ABC a pour côtés 

« = 446-,832, 
r = 897"^, 355, 

et l'angle compris entre ces côtés est 

B = : 75^24 '58" : 

calculer les angles A et C et les distances du centre du 
cercle inscrit à ABC aux trois sommets de ce triangle. 

Composition de Géométrie descriptiv^e. 

On donne un ellipsoïde de révolution dont l'axe est 
perpendiculaire au plan vertical de projection. On coupe 
cette surface par uu plan, et l'on prend la courbe résultant 
de cette intersection pour directrice d'un cône ayant pour 
sommet le point le plus élevé de Fellipsoïde au-dessus du 
plan horizontal. Trouver la trace de ce cône sur le plan 
horizontal MN passant par Faxe de révolution de Fellip-
soïde. 

Données. 

Le centre de Fellipsoïde est à 90 millimètres des deux 
plans de projection» Le demi-grand axe de Fellipse méri-
dienne est parallèle au plan vertical et a ^o millimètres 
de longueur; le demi-petit axe a 5o millimètres. Le plan 
sécant passe par le point (C, O ' ) et a pour trace horizon-
tale AB (AE == 70™"̂  et BC ). 

Les contours apparents de Fellipsoïde seront en trait 
plein. Le plan sera considéré comme plan auxiliaire, La 
courbe directrice du cône sera tracée en tenant compte 
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des parties vues et des parnies cachées. La trace du ei&n« 
sur le plan MN sera figurée en trait plein. 

Composition française. 

Un jeune militaire est blessé dans un engagement. On 
le transporte à Tambulance. Le chirurgien panse sa bles-
sure, qui ne présente aucun danger. C'est le blessé lui-
même qui raconte avec une sorte de joie naïve cet acci-
dent de sa vie militaire. 

SOllITION GÉOMÉTRIQUE DE LA QUESTION , 
PAR M. H A A G , 

Élève de Miithématiques spéciales du lycée Saint-Louis 
(classe de M. Briot). 

ÉNONCÉ. — On sait que le cercle osculateur en un 

point quelconque A d'une parabole coupe cette courbe 

en un second point B \ démontrer : 

I® Que la droite AB ei toutes les droites analogues 

sont tangentes à une même parabole^ 

Que le lieu géométrique des milieux des cordes 

telles que A B est une parabole, 

Lemme, — Si un cercle coupe une section conique en 
quatre points A, B, C, D, les bissectrices des angles que 
font entre eux deux côtés opposés du quadrilatère de ces 
quatre points sont parallèles aux axes de la courbe. (La 
démonstration de ce théorème se trouve dans les Annales 

de Mathématiques de Gergonne,) 

Corollaire, — Supposons que les deux points C etD se 
rapprochent du point A jusqu'à coïncider avec lui ; le 
cercle sera osculateur à la conique, l'angle des côtés AB^^ID 
deviendra l'angle de AB avecJa tangente AT , et, d'après. 
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le ibéorème précédent, les bissectrices de cet angle de-
vront être parallèles aux axes de la conique. 

Démonstration des deux théorèmes énoncés. 

Menons la tangente au sommet C de la parabole 
{fis* 0 ' désignons par D, H et D'les points ou elle 

FIG. I . 

X 
\ 

H 

; K F' T C F \ 

rencontre la tangente AT , le diamètre AH du point A, et 
la corde AB. En D' élevons une perpendiculaire à AB, et 
soit F' son point d'intersection avec l'axe. Joignons en-
core FD et remarquons que cette droite est perpendicu-
laire à AT . AH étant une bissectrice de l'angle DAD' 
(d'après le lemme), l'égalité des angles DAH, D'AH en 
résulte; mais ces angles sont respectivement égaux aux 
angles CDF, CD'F', car ils ont deux à deux leurs côtés 
perpendiculaires et dirigés dans le même sens. Donc les 
angles CDF, CD'F'sont aussi égaux, et les triangles rectan-
gles DCF, l y C F sont semblables. Mais CD = DH d'après 
une propriété de la parabole, et DH = H, parce que 
le triangle DAD' est isocèle ; donc CD' = 3 CD, et comme 
les iriangles DCF, D'CF' sont semblables, CF'sera aussi 
égal à 3CF. Le point F ' est donc un point fixe, et l'on 
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voit alors que toutes les droites telles que AB sont tan-
gentes à une même parabole dont P est le foyer et C le 
sommet. Le paramètre de cette parabole est triple de celui 
de la parabole donnée. 

Par le point T ( f ig. a), où la tangente en A ren-

F I G . 1 . 

contre l'axe, menons la seconde tangente TA ' à la para-
bole. A et A' sont deux points symétriques par rapport 
à l'axe, et, d'après le lemme, TA ' est une parallèle à AB. 
Le milieu M de la corde AB se trouvera donc au point 
d'intersection de cette corde avec le diamètre du point A'. 
Appelons K et L les points où A A' et AB rencontrent 
l'axe. La perpendiculaire MP, abaissée du point M sur 
l'axe, est égale à A 'K et par suite à A K : on en conclut 
que les longueurs K L , LP sont aussi égales, et comme, 
dans le triangle isocèle Tx\L, KL = T R = aCK, il en ré-
sulte que CP = 5 CR. Alors 

MP AK 
= = constante. 

CP 5CK 

Le lieu du point M est une parabole ayant encore même 
axe et même sommet que la parabole donnée, mais dont le 
paramètre est cinq fois moindre. 

A/in. de Mathémat., série, t. 11. (Septembre i863.) 27 
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SOLUTION ANUYTIOlìS DE U QUESTION « 4 4 ; 
PAR M . L . P . , 

Soldai au de ligne. 

L'équation générale des courbes du second degré, tan-
gentes en un point A à une parabole donnée —2px=o<, 
est 

2pX 1 I^J — WX ^^^ ^^ = (Í 

La courbe devant être un cercle, le coeiEcient du terme 
en xj doi t être nul, ce qui donne m' = — m. 

Pour que ce cercle soit osculateur à la parabole au 
point A, il suffit qu'un des deux points d'intersection de 
la droite y — m'x — n! z=z o et de la parabole coïncide 
avec le point A dont les coordonnées sont 

P P 
/// 

ce qui donne 

2 m 2m 

L'équation de AB est donc 

^ = H. ( Z l i ^ . 
» 2 m 

t*' On voit que cette droite est tangente à la para-

bole j * = — de même que la droite y = mx-\- — 

est tangente à la p a r a b o l e donnée ^ p x , 
2® Le milieu de AB est à l'intersection de cette droite 

dont l'étpiation est 

( i ) 



( ) 
et d u d i amèt re d e la p a r a b o l e c o n j u g u é des^ cordes pa ra i s 
lè les à la d i rect ion m ' . C e d i amèt re est représenté p a r 
(2) 

En éliminant m! entre les équations ( i ) et (2), on obtient 

Note, — La même question a été résolue par MM, Bu-
pain, professeur; Laisant, lieutenant du génie; M., lieu-
tenant d'artillerie; John Ritter; Gustave Harang, élève 
du lycée de Douai (classe de M. Painvin); Cornille, 
élève du lycée de Strasbourg ; Marcellin Noblot, élève du 
lycée de Lyon ; Geoffroy et Lhuillier, élèves du lycée de 
Nancy; Belhomme et Jarlot, élèves du lycée Louis-le-
Grand (classe de M. Bouquet); H, Cordier, élève du 
collège Rollin (classe de M. Suchet) ; A. Trasce, élève du 
lycée Charlemagne. 

QUESTION 640 
( TOir p. 93 ) ; 

SOLUTION DK M . L . C , 
Étudiant. 

Tout se réduit à faire voir que le troisième triangle est 
semblable au premier ABC. 

Soit G le point d'intersection des médianes AD, BE, 
CF de ABC. En prenant, sur les prolongements de AD, 
BE, CF, des longueurs DH, El, F K égales à DG, BG, FG, 
et tirant les droites CH, AI, BK, on forme des trian-
gles CGH, AGI, BGK, dont les côtés sont égaux aux deux 
tiers de AD, BE, CF, et dans lesquels CD, AE, BF sont 

27, 
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des médiaues. Ainsi, dans le triangle CGH, les médianes 
sont respectivement égales aux moitiés des côtés du trian-
gle ABC. Et par conséquent, les médianes d'un triangle 
dont les côtés sont égaux à AD, BE, CF ont pour valeurs 
les trois quarts des côtés de ABC. Ce qui démontre le 
principe énoncé. 

Note. — La même question a été résolue par MM. J.-Ch. 
Dupain, professeur; Rivet, lieutenant d'artillerie; Lai-
sant, lieutenant du génie ; J. de Virieu, professeur à Lyon 
(Institution Sainte-Barbe) ; Oppermann, élève du lycée 
de Strasbourg; Léon Lhuillier et Charles Geoffroy, élèves 
à Nancy; H. de Nicol, candidat à l'École navale à Metz; 
Henri Lacan, élève au lycée d'Agen ; Bidot, élève du col-
lège de Lons-le-Saulnier; Abraham Schnée, élève du 
lycée Charlemagne; P.-R., élève du collège Rollin. 

QUESTION 6 3 5 ; 
SOLUTION DE M. H E R M I L E D E L A P H I D E L N E , 

Élève du lycée Charlemagne. 

É N O N C É . — On sait que si d'un point M pris sur le plan 

d'une conique C , ayant pour foyers F , F ' , on mène à 

cette courbe deux tangentes M T , M T ' , et les deux 

droites MF, MF' , les angles TMF, T ' M F ' , sont égaur; 

de sorte que si le point M est pris sur une autre coni-

que C ayant les mêmes foyers F , F ' que C , la bissectrice 

de V angle des tangentes, ou de son adjacent y est tan-

gente à la courbe C au point M . Prouver que toute 

courbe C " , qui par rapport à la conique C jouit de la 

même propriété, est une conique ayant les mêmes 

foyers F , F ' . 
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Soient MSi, MS, les bissectrices de l'angle FMF ' e t de 

son adjacent; Fune de ces deux droites est, par hypo-
thèse, tangente à CI' au point M. 

Nommons r, ri les rayons vecteurs MF, MF ' ; î̂ j les 
angles que ces rayons vecteurs forment avec la tangente 
menée au point M à C" ; et r̂  la dérivée de r par rapport 
à Ti : on sait que 

, cos 
COSP, 

Ici, ^^^ = zt I. Donc r' = zii i , D'où /• zh Tj = const. 
cos 

Ce qui montre que la courbe C" est une conique ayant 
les deux points F, F ' pour foyers. 

QUESTIONS. 

6 6 8 . Si Von désigne par a^ b, c trois demi-diamètres 

d'une conique, par A e i B ses demi-axes principaux^ 

on a la relation : 

\ sin 2 c) sin 2 (c, a) 

sin2(«, 0)' 
2sin(rt, )̂sin(Z>, c)sin{c, a) 

( F A U R E . ) 

669. Deux tétraèdres abcd, a'b'c'd' étant donnés, dé-
signons par a, , «J, «3, «4 les volumes des tétraèdres que 
l'on obtient en joignant le sommet a aux sommets a', 

c', df'; par jSi, jSg, (î̂  les volumes des tétraèdres 
que Ton obtient en joignant le sommet b aux sommets 



( 4aa ) 
u\ b'\ c', d', etc., on aura la relalion 

«1 aa a4 

h h pi 

7« 73 74 

(i. 

= d X a'h' ç' d . 

( F A U R E . ) 

670. Dans Thyperbole équilatère, si l'on multiplie la 
distance d'un point de la directrice au, centre par la tan-
gente de l'angle sous lequel on voit de ce point l'hyper-
bole, on obtient pour produit l'axe transverse. 

( F A U R E . ) 

CORRESPONDANCE. 

M. E. Fontaneau nous adresse une rectification rela-
tive à la solution qu'il a donnée (p. 3oo) de la ques-
tion 317, proposée par M. de Jonquières. 

Le second corollaire (p. 3oi ) doit être énoncé de la 
manière suivante : 

tSV, par un point P pris hors d'une conique S , on mène 

une série de cordes^ et que, par les extrémités de cha-

çune d'elles^ et par deux points a^n^ pris sur la courbe, 

et un troisième point b pris en dehors, on fasse passer 

une série de courbes du second ordre, toutes ces courbes 

se couperont en un même quatrième point, 

La démonstration que M. Fontaneau en donne se 
fonde sur les lemmes i » 2 (p. 3oo, Soi), qui dépendent 
eux-mêmes de la théorie des involulions. On peut dé-
montrer ce corollaire çn remarqwnt que les courbes du 
second ordre qui passent par è, et dont les secondes 
çorde!S d'intersection avec S sont assujetties à passer par 
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le poiBt fixe P, formeat un faiscea% ou, si Ton vent, 
une série âu second ordre diout ïimlice est i . D^ou il suit 
qu'elles se coupent en un quatrième point iixe m, qui 
constitue avec a, » , la base du faisceau. 

Au moyen de ce s^oud corollaire^ ainsi rectifie, 
M. Fontaneau parvient à une solution de la question 3 r7, 
qui, au fond, diffère peu de celle que M- Cremona a 
donnée (t. X X , p. «ous une forme très-simple. 

G. 

BIBLIOGRAPHIE. 

COUP N^'OEIT HISTORIQUE SUR LA PROJECTION DES CARTES DE 

GÉOGRAPHIE. Notice lue à la Société de Géographie 
de Paris, dans sa séance publique du 19 décembre 1862, 
p a r M, d'Avezac ( Bulletin de la Société de Géogra^ 

phie^ t. V, i863, p. 257 à 36o et 4a5 à 486). 

Cette intéressante dissertation, accompagnée de notes 
d^une érudition immense, est destinée à détruire de nom-
breuses erreurs historiques. En remontant aux sources, 
M. d'Avezac a pu donner une date certaine à la pre-
mière apparition de chaque système de projections et 
rendre à chaque inventeur ce qui lui appartient. Ainsi, 
d'après le savant géographe, la projection de Flamsteed 
(1700) appartient à Sanson {i65o) ; la projection du Dé-
pôt de la guerre est de Ptolémée (i5o)-, la projection 
de Lorgna ( 1 789) doit être restituée à Lambert ( 1 7 7 2 ) ; 
Wright n'a jamais revendiqué pour lui-même la projec-
tion de Mercator ( iSGg) : il en a seulement donné (iSSp) 
la théorie, que Tinventeur n'avait pas divulguée (*) ; la 

(*) Loin de s'attribuer l'iavention de Mercat«r, Wright allait jusq^u a 
prétendre- que le système des latitudes croissantes était déjà suCh&ajiiment 
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projeciion d'Arrowsmith (1794) est de G. Poste! { i 58 i } ; 
enfin la projection nommée homalographique par M.Babi-
net (»857) estdue au géomètre allemand Mollweî de (i 80 5). 

Sur ce dernier point nous ne pouvons approuver les 
insinuations assez mal fondées auxquelles se livre l'auteur 
de la Notice, à l'égard d'un savant et spirituel académi-
cien. M. d'Avezac n'ose pas dire que M. Babinet s'est 
approprié l'idée de Mollweide en supprimant le nom de 
l'inventeur, mais on voit qu'il le pense et il le donne à 
entendre. N'est-il pas plus naturel, plus vraisemblable 
d'admettre que M. Babinet n'a eu aucune connaissance 
du travail de Mollweide, enfoui dans une volumineuse 
collection, ignoré de presque tous les écrivains spéciaux, 
et que, s'étant proposé le même problème, il a dû tom-
ber sur la même solution? De pareilles rencontres ne sont 
pas rares, et il n'y a guère de géomètre, petit ou grand, 
qui n'ait réinventé quelque chose sans s'en douter. C'est 
ce que les éditeurs de journaux mathématiques savent 
mieux que personne ( * ) . 

Il paraît moins facile de justifier M. Babinet au sujet 
de cette assertion : a que la projection homalographique 
est la seule qui n'altère pas l'étenduç relative des di-
verses parties du globe. » On ne peut voir là qu'une 
foj'te distraction, puisque M. Babinet lui-même reconnaît 
que d'autres projections jouissent de la même propriété. 
(Voir Atlas universel de Géographie physique et poli-

indique par Ptolémée, assertion gratuite qu'on retrouve dans le Diction-
nuire mathématique de l'Encyclopédie méthodique, art. Projection. [Voir 
JAMES WILSON, A dissertation on the rise and progress of the modern art of 
naifigation; Scriptores logarithmici, t. IV, p. 3oi.) 

(?) Rien, adit avec Maison M. Terquem, n'est plus rare en mathéma-
tiques qu'un plagiat effectif; rien au contraire de plus commun qu'un 
plagiat involontaire. Au reste, les méthodes générales constituent seules 
de véritables découvertes, quoiqu'elles ne fassent pas toujours autant de 
^ruit qu'une application utile. 
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tique à r usage des cours supérieurs, Introduction, p . 6 

et 8-) ' 
A pan ce léger dissentiment, nous ne pouvons que 

louer Fexcellente Notice de M. d'Avezac et souhaiter 
qu'elle se répande parmi tous ceux qui s'occupent de géo-
graphie ou de géodésie. Nous saisissons cette occasion 
pour appeler de nouveau l'attention de nos lecteurs sur les 
beaux Atlas publiés par l'éditeur Bourdin ( * ) , dans le 
système homalographiquè, dont les avantages, aujour-
d'hui bien reconnus, sont indépendants de toute question 
de priorité. P. 

SDR UKE LOCUTION NOUVELLE. 

« Que dites-vous? Comment? Je n'y suis pas: vous 
plairait-il de recommencer? Vous voulez, Acis, me dire 
qu'il fait froid; que ne disiez-vous : Il fait froid ! » 

Ce passage de la Bruyère m'est revenu en mémoire à 
l'occasion d'une locution nouvelle déjà fort répandue, 
et qui consiste à nommer variété évanouissante le cas 
particulier d'une conique qui se réduit à un point ou à 
deux droites. J'avoue que je n'ai pas compris tout d'a-
bord. En bon français, une variété évanouissante devrait 
vouloir dire une variété qui s'évanouit, qui cesse d'exis-
ter, en sorte qu'une ellipse, qui cependant est un genre 
et non une variété, cesserait d'être une variété quand 
elle se réduirait à un point. Quel galimatias! Revenons 
à la Bruyère, 

(( Vous voulez dire, Acis, que votre courbe se réduit 

(*) 5i, rue de Seine. Vo/r, sur ces Atlas, les Nouvelles Annales^ t. XIX, 
p. i5o. 
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à un paint ou à deux droites : dites qu'elle se réduit à -
un point ou à deux droites. Mais, répondez-vous^ eeld 
e&t bien uni et bien clair, et d'ailleurs qui ne pourrait 
en dire autant? Qu'importe, Acis? Est-ce un si grand 
mal d^être entendu quand ©n parle et de parler comme 
tout le monde? ( L A BRUYÈRE, cbap. V , De la Société et 

de la Conversation. ) E . P . 

THÉORÈMES SUR LES SURFACES M SECOWD ORDRE; 

PAR M. H I O U X , 
Répétiteur au lycée Bonaparte, 

ET M. B O D E M E R , 
F»ofes«eur au lycée de Caen. 

I . Étant donnée une surface du second ordre S , si, 

d'un point fixe P, on mène trois droites parallèles à un 

système de diamètres conjugués d'une surface du second 

ordre à centre, qui rencontrent la surface S en trois 

points A , B , C , le lieu du pôle M du plan A B C par rap-

port à cette surface est une surface du second cndre S ' . 

Prenons pour surface à centre un ellipsoïde E^ et 
pour axes coordonnés les axes 26, ic de cette sur-
face directrice. 

Soient Xiy Yi^ Zi les coordonnées du poioat P ; 

/ = A X ^ A ' J R ' - F - 4 - - I W X Y 
(0 

l'équation de la surface S. 
Le plan de pôle M ( « , ê, y) a pour équiation 

(2) \ = z x f ' a . 4 - 7 / ' 6 -f- 2Ca + 2C'6-h2C"v H- 2 = o. 

Concevons le cône qui a pour sommet le point P et 
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pour directrice la courbe définie par les équations ( i ) et 
(2). En exprimant que ce cône admet comme génératrices 
les trois droites PA, PB, PC parallèles à trois diamètres 
conjugués de TellipsoïdeE, nous aurons une relation entre 
les coordonnées a, 6, 7 du point M, qui sera Téquation 
du lieu S'. 

Pour obtenir Téquation du cône en question, trans-
portons Forigine au point P. Les équations ( i ) et (2) 
deviennent 

A.r» H- A ' j ' -f- A"z" - f - 2Bjrz -h 2 \TZ -h xy 
xf'x, - f - j/ 'r , z/' H-/ = o, 

= 0 . 

Les équations d'une génératrice du cône sont de la 
forme 

X X 2 
l m n 

En combinant ces équations avec les précédentes, on 
obtient 

p ( / / ' a + m / ' ê - f - / / / ' 7 ) H - V . O , 

d'où l'on déduit Féquation de condition 

h- 2B7//-f-2B'7///) 

~ V. [ ¡ f x , 4 - mf'jr, -H nf'z,) { I f U ^ m f ^ -F nf y) 

( //'a ^mf'^-^ n/'yY = o, 

qui exprime que la génératrice rencontre la directrice. 
L'élimination de /, w, n entre cette équation et celles 

de la génératrice donne pour Féquation du cône 

Vf {Ax ' -h k'y' -h H- 2Bj3 -h aB'xz H-

(3) - V . {x/^x, ^ r f ' r , + z/'z.) ( ^/ ' a + + ) 
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R e m a r q u o n s q u é eet le équat ion est d é la f o r m e 
M -r^ -H » - f . M " - f - 2 N j z - f - 2 N ' X i -f . 2 N " = r o , 

puisque l'origine est au sommet du cône. 
Soient maintenant 

l ^ L i l — 21 — _L f — ^ 

les équations des droites PA, PB, PC. 
En exprimant qu'elles sont des génératrices du cône, 

nous aurons 

Î
M -f- M7'' -h M'T' -h 2 N/' l" -h 2 N' II" H- 2 IS'7/' = o, 

M/72'-4-
= 0 

D'un autre côté^ les trois plans diamétraux de l'ellip-
soïde E yx ^ 

conjugués des directions PA, PB, PC, ont pour équa-
tions 

Ir. l'y l"z 

mx m'y m" z = 0, 
nx n! y n' z 

= 0; 

l'équation de Tellipsoïde peut, par suite, se mettre sous 
la forme 
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et l ' on a p a r ident i f icat ion les six re lat ions 

K^P-f-.... = b\ 

KT^H- = c% 

K'ii' -h K'V/w'-h = o, 

K V r ^ - K ' ^ W - h = o , 

R W - h = o C'). 

Il en résulte qu'en ajoutant les équations [a) après les 
avoir multipliées respectivement par K ' , K'*, il 
vient 

Remplaçons enfin M, M', M'' par leurs valeurs tirées 
de (3) et nous aurons 

( 4 ) 

( + A"Vî -- y j ' z j ' y (/'v)«] = o; 

c'est l'équation du lieu. 
Il suffit de remarquer que Vj , f'^^ J'y sont des 

fonctions linéaires de a, 6, y, pour reconnaître que cette 
équalion représente une surface du second ordre. 

COROLLAIRE I . — L enveloppe du plan A B C est une 

surface du second ordre, polaire réciproque de S ' par 

rapport à S. 

COROLLAIRE I I . — L e lieu des points d'oà Von peut 

( * ) Si Von désigne par a', b', c' les demi-diamètres conjugués de Tellip-
solde E, parallèles à PA, PB, BC, on sait qu'on a les six relations 

fl" /«H- ¿'«m« -i- c'« n» = û', a'Ul'-i-b'^mm'-i-c'* nn' = o, 
a'^W-h .==0, 

=0, 
ce qui donne la signification des quantités K, K', K". 
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mener à une sur/ace du second ordre trois tangentes 

parallèles à un système de diamètres conjugués d'une 

surface du second ordre à centre, est une surface du se-

cond ordre. 

Supposons en eiTel le point P choisi de telle sorte que 
les trois droites PA, PB, PC soient tangentes à la surface 
S, le point M viendra se confondre avec le point P. 
Remplaçons donc dans (4) oc, o, y par Zj ; remar-
quons que Vi devient alors égal à a/i, et nous trouverons 
que les coordonnées Xi, j i , z^ du point P doivent satis-
faire à 1 équation de condition 

qui conduit aux deux solutions 

La première est étrangère à la question et la seconde re-
présente une surface du second ordre. 

COROLLAIRE I I L — Quand la surface directrice est une 

sphère, on conclut de ce qui précède que : 

i® Si Von mène d^un point fixe P trois droites rec-

tangulaires qui percent une surface du second ordre en 

trois points A , B , C , le lieu du pôle M du plan A B C , 

par rapport à cette surface^ est une surface du second 

ordre; 

Le lieu des points d'où Von peut mener à une sur-

face du second ordre trois tangentes rectangulaires est 

une surface du second ordre. 

Il suffit de faire a = h = c dans les résultats précé-
dents, pour obtenir les équations qjii conviennent à ce 
cas particulier. 



( 43 i ) 
Remarque, — La surface S' est réelle ou iiuaginaiî«. 

suivant la position du point P. Le lieu représenté par 
Téquation (5) partage Tespace en deux régions telles, que, 
pour tout point P pris dans Tune, la surface S' est réelle, 
tandis qu elle est imaginaire pour tout point P pris dans 
Tautre. 

IL Si le point M (a, ê, 7) est supposé fixe, l'équa-
tion (4) représente le lieu des points P répondant à ce 
théorème : 

Étant donnés une surface du second ordre S et un 

cône circonscrit de sommet M 6, y), si on imagine 

des cônes ayant pour directrice la courbe de contact 

A B C et admettant trois génératrices parallèles à un 

système de diamètres conjugués d\ine surface du second 

ordre à centre^ le lieu des sommets P de ces cônes est 

une surface du second ordre S ' . 

L'équation (4) peut se mettre sous la forme 

H V; ^(a^r + b'f -f- c ' f ' y f ' z , ) V, 

4 - / {aJ'oL^ -h ¿»ye^ c ' f ' y ' ) o, i 

en posant 

La surface S', coupe la surface S suivant deux courbes 
situées dans les plans 

(6) V . = o, 

l.eplan (6), V j = o, est le plan ABC de pôle M : son 
équation peut s'écrire 

a / ' x , ^ f'y, - f -y/ 'z i H- -+- -h ic"z, 4 - 2 = 0. 

Le plan (7) passe par une droite DE, intersection des 
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plans 

( 6 ) V , = o , 

(8) + + = 

Si l'on met l'équation du plan (7 ) sous la forme . 

+ 2<7X| -I- ac'j-, -(- 2c"Z| + 2 = 0 , 

on voit que le pôle N de ce plan a pour coordonnées 

« y « . . c'/'y 

La droite MN, qui passe par les pôles M et N des deux 
plans (6) et (7) , est la polaire conjuguée de l'intersection 
DE de ces deux plans, par rapport à la surface S. Elle a 
pour équation 

( S ^ — « I _ ^ — 7» 

Cette droite M N est conjuguée du plan (8 ) par rapport à 
la surface S, et du plan (6) par rapport à l'ellipsoïde E. 

La droite MN perce la surface S aux points F , L^ les 
plans (6), (7 ) et (8) aux points H, R , O. Les six points 
M, F, H, K , L , N sont en involution, et le centre d'invo-
lution est le point O. 

Les plans passant par DE et chacun de ces points 
forment un faisceau de six plans en involution; le plan 
central d'involution est le plan (8 ) . 

(La fin prochainement.) 
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SUR DEUX «UESTIONS DE MAXIMUM; 

PAR M. V.-A. LE BESGUE, 
Correspondant de l'Institut. 

I . 

1 . PROBLÈME I . — Construire un parallélipipede 

OABCD, connaissant les arêtes O A = a , 0B = &, OC== c 
et la diagonale O D = r i , sachant d'ailleurs que les 

plans diagonaux D O A , D O B , D O C sont respectivement 

perpendiculaires aux faces B O C , C O A , A O B . 

PROBLÈME I I . — Construire un tétraèdre OABC dont 

les faces O B C , O A C , O A B , A B C ont des aires données 

a^^h., c^ d^ sachant d''ailleurs que les arêtes OA jOB, OC 
sont respectivement perpendiculaires aux arêtes oppo-

sées B C , C A , A B . 

On voit tout de suite, pour le problème I , que la con-
dition de perpendicularité revient à dire que le volume 
doit être maximum, puisque les données a, b, c, d reste-
raient les mêmes en faisant tourner un plan diagonal sur 
son intersection avec la face opposée du parallélipipède. 
Pour le second problème, la condition de perpendicularité 
revient encore à dire que le volume est maximum; mais 
pour le voir il faut, ou mettre le problème en équation 
par l'emploi du calcul différentiel, ou, ce qui est préfé-
rable, établir quelques théorèmes qui montrent la corré-
lation des deux questions, et desquels il résulte que si 
l'on a remplacé les aires a^ è, c, d du second problème par 
des lignes proportionnelles, et qu'on ait construit avec 
ces lignes un parallélipipède satisfaisant au problème I , 
il Suffira de mener des plans perpendiculaires aux arêtes 

Ann. de Maihémat,, série, t. II (Octobre i863.) 



( 434 ) 
et à la diagonale de ce parallélipipède pour obtenir un 
tétraèdre dont les faces auront des aires proportionnelles 
aux aires données et qui conduira à un autre ayant des 
faces dont les aires seront données. Ce tétraèdre étant 
construit, on voit tout de suite que le tétraèdre symé-
trique satisfera encore. 

Les deux questions conduisent, comme on va le voir, 
aux trois mêmes équations entre trois inconnues, et on 
ramène la solution à celle d'une équation du quatrième 
degré. 

Quand deux des données a, c, J sont égales, l'équa-
tion du quatrième degré se ramène au second, et la solu-
tion est géométrique. 

On pourrait donner au problème un autre énoncé. 
Dans un parallélipipède OABCD, les trois plans diago-
naux coupant en leurs milieux les côtés du triangle ABC, 
leur intersection, qui n'est autre que la diagonale OD, 
va passer par le centre de gravité g du triangle ABC, et 

on a O g = cette intersection passe aussi par le 

centre G de gravité du tétraèdre O A B C , et on a 

OG = ^ OD 5 on pourrait donc énoncer ainsi le pro-

blème I : Construire un tétraèdre OABC dont on con--

naît les arêtes O A , O B , O C et la distance O G du som-

met O au centre de gravité^ sachant d'ailleurs que le 

plan qui passe par le centre de gravité et une arête 

est perpendiculaire sur la face opposée. Comme le té-

traèdre a pour volume la sixième partie du volume du 

parallélipipède, c'est encore un cas de maximum. 

U. 

Premier problème. 

2. Solution.—Si Ton désigne par x , z les an-
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gles des arêtes BOC = Xj COA = AOB = z, ou aura 

(i) d^ z= a^b^-i-c^2 bc COS x-i^nca cas y2a6cosz, 

et pour la condition de perpendicularité 

a (cosj C0S2— cosa:) = ¿(cosz cosx — cosj) (2 ) 
{ = = C ( C 0 S ^ C 0 S / COS2 ) , 

ce qui se trouve facilement au moyen de la formule des 
triangles sphériques rectangles 

cosa = cosp COS7. 

On verra plus loin comment le calcul différentiel donne 
les équations (2). 

Le système (2 ) se transforme comme il suit: soient 
X , Y, Z les angles des perpendiculaires aux trois faces qui 
passent par c; c, a ; a, c'est-à-dire les suppléments 
des angles des faces, on aura les formules 

cos j; cosj — cos 2 = sin a: sin j cosZ^. . . , 

cosXcosY — cosZ = s inXsinYcosz , ! . . . 

de sorte qu'en changeant les binômes de (2) en monômes 
et divisant par sin a: sin j sin puis remplaçant sinor, 
sinj)^, sinz parles sinus proportionnels sinX, sin Y, sinZ, 
il vient 

(ï)' a cotX = ^ cotY = fcotZ, 

d'où il résulte que cosX, cos Y, cos Z seront tous posi-
tifs ou tous négatifs. 

L'équation ( i ) devient 

= aèccotYcotZ 

H- cotZ cotX -h^ab cotX cot Y 

I ¿ccosXsinX-hcacosYsinY-h^^'cosZ sinZ^ 
sinXsinYsinZ ; 

28. 
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Le système ( i ) ' {2 ) ' où les inconnues sont X , Y , Z con-
duit à l'équation de Lagrange. 

Sî Ton pose 

a cot X = 6 cet Y = c cot Z = a, 

d'où 

sinX = - 7 = ^ = : ) cosX = 

le radical étant pris positivement, l'équation {2)' 
deviendra, en faisant, pour abréger. 

(3) 
«24.^2 tt'-f-C^ 

En voici la discussion : c'est une simplification de celle 
donnée par M. Painvin [Nouvelles Annales, 18625 
p. 353 et suivantes). 

Nous ferons 

a } ) ( u } 4 - h^) ( « ' -4- c ' ) = 4 - Btt^ 4- C, 

l'équation en u deviendra, en posant 0, 

ou 

(4) ê  4 . p, 03 4 . H- PaQ — o , 

en posant 

P, = 4 A ' - - 3 B - — 6 A ^ — P , = 4 A B — 9 C — 6 B ^ ~ A e f % 

3. Pour discuter facilement cette équation, supposons 
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a^b^c^d : il en résultera e positif5 donc u le sera 
aussi, d'après l'équation (3) . I l faut prendre les valeurs 
positives de 0', puis faire m = /â. Or, il n'y a qu'une ra-
cine positive. En effet, le premier terme de l'équation (4) 
étant positif et le dernier négatif, on a déjà une racine 
positive et une négative pour 0. De plus, si l'on pose 

comme on a 

et c% 

même en mettant pour 2e dans 4P3 sa moindre limite 
rt^-f- la quantité 

sera positive^ comme on le voit en posant 

et ordonnant U suivant les puissances de c' 5 car, réduc-
tion faite, tous les termes sont essentiellement positifs. Il 
suit de là que P3 est négatif dans tous les cas. De plus, si 
l'on remarque que 

A P , ~ - P , = 4A3— 7AB-4-9C — B ) , 

où A^ — B est essentiellement positif, reste positif même 
quand on met pour 2 e sa plus grande limite A, puisque 
l'on a 

AP, — P, > A^ — 4 AB-h 9C, 

et qu'en posant 

on a pour A ' — 4A.B -h 9C une quantité essentiellement 
positive, il faut donc, si P j est positif, avoir Pi positif, 
et l'équation n'a qu'une variation-, si P , est négatif. Pi 
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peut être positif ou négatif, mais il n'y a encore qu'une 
variation* Ainsi B a une seule valeur positive. 

Pour la réalité de la solution il faut que les deux 
conditions 

X + Y - | - Z < 4 droits, Y + Z — X > o 

soient satisfaites; or, comme X , Y, Z sont aigus, la pre-
mière l'est nécessairement. Comme Y + Z — X est infé-
rieur à deux droits, il faut que 

tang(Y + Z ~ X ) 

_ tang Y-h tang Z -- tangX + tang X tang Y tang Z 

^^ I — tangYtangZ-f-tangZtangX-H tangXtangY 

soit positif. Or le second membre devient 

—a)abc 
-h «c— bc) 

et le dénominateur est positif; le numérateur devra 
l'être, ce qui arrive toujours pour £ - h c — a ] > o ou = o. 
Mais si a—b — c est positif, il faut avoir 

abc ^ abc 
a — b ' 

en posant 
a — b — 

Cherchons ce que devient pour M® = ^ la quantité 

p rzr {u'-^c') 

car l'équation (4) n'est autre que P= : o . 
Comme on trouve 
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il en résulte 

45'P =r + ÛC— bc)Y 

= —2 ¿c)] 

X ( — — b̂  — c' 4- 2 ûô -h 2 — 2 ¿c) 

Or, le premier et le troisième facteurs sont positifs, le se-
cond peut se mettre sous la forme d'un produit 

— (a — b--cy={d~ha'~-b — c ) [ d - i - b c ^ a) 

essentiellement positif, chaque facteur l'étant, puisque 
dans un quadrilatère gauche un côté est moindre que la 
somme des trois autres. 

Comme = ^ donne à P le signe -h et que 11 = 0 

donne à P le signe —, la valeur de M' est comprise 
abc 

entre o et -, 
a — b — c 

On trouve donc un seul système de valeurs réelles 
pour X , Y , Z, et par suite un aussi pour x^ y^ mais 
avec ces valeurs on peut faire deux tétraèdres symétriques 
qui satisfont à la question. 

Nous avons supposé a ^ h ^ c ^ d ^ mais il est à re-
marquer que si les arêles OA = a, OB = i , 0 C = c et la 
diagonale OD = d sont prolongées de sorte que 

0 A ' = / / , OW=b, O C ' = R , OD' = d, 

on formera autour de O huit parallélipipèdes équivalents 
symétriques deux à deux. En ne prenant que les quatre 
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qui n'en contiennent pas deux symétriques, on voit que 
dans l'un la diagonale sera a, dans l'autre i , dans un troi-
sième c, dans le quatrième d. D'ailleurs, si dans l'un la 
condition de perpendicularité des plans diagonaux sur les 
faces opposées est satisfaite, elle le sera aussi dans les 
autres : on peut donc supposer sans inconvénient que 
l'on a 

4. I P Solution. — Dans le système 

« (cosjr cosz — cosx) = b (cosz cosx — cos/) 

= c (cos a? cosjr — cosz), 

= û» - f - c ' z b c c o s j c -h 2 C f l C 0 S j + 2.abcosz 

on prendra 
¿>2 4 - c ' - f . 2 bc Qosx = r\ 

ĉ  -{- fl' -h 2 cûr cos/ = s\ 

¿2 '2,abcosz = t^. 

r, 5, t seront les diagonales des faces. On aura d'abord, 
en posant 

l'équation 

Les conditions de perpendicularité deviendront 

S^ __ (¿/»^ b^) c») =•— 
t* 4- (c/2 _ ĉ ) (b'^a') = — 

on pourrait aussi prendre 

/ r« — — a') _ ^Î) - - _ 
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ces équations ajoutées membre à membre avec les précé-
dentes donnent 

Si l'on prend la valeur de i ' dans la première équation (a) 
et qu'on la substitue dans la dernière équation (fe), on 
trouve 

3r8 — 4 -f- -H c'H- d^) r« H- — d'y-+- (6' — c')» 

-1-4 — a'Y {b' — ĉ y = o. 

La permutation tournante des lettres a^h^ c donnerait 
de semblables équations en s et t. 

Si l'on pose 

en choisissant les signes de manière à rendre a, (3 positifs, 
on a d'abord 

ce qui change l'équation (c) en 

(d) ^ + 4- a'i^ -f- + 4-

qui revient à 

( — (r»— a )̂ [r' — p') (r^ — 7') (r^ — = o. 

Si dans cette équation on met pour / ' 

— 00 , o, a% 7% 
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on voit que Q prend les signes 

de sorte qu'il y a une valeur de r ' tombant entre •— oo 
et o, c'est-à-dire négative, et trois valeurs positives, l'une 
entre ex} et la seconde entre et 7', la troisième entre 
7« et 

Par exemple, si les nombres positifs 

sont rangés par ordre de grandeur, la valeur de r tombera 
entre fl?— a et è comme le montrerait la figure. 

Quand deux des quatre quantités«, c, d sont égales, 
i et c par exemple, ou d et a, l'équation (c) s'abaisse au 
second degré et la construction est géométrique. 

5. IIP Solution,—La forme (e), la plu« commode 
pour la discussion, se présente tout de suite quand on con-
sidère les triangles formés par c, r et J, r comme 
perpendiculaires. 

Soient t et les aires de ces triangles : le volume du 

parallélipipède est ^ il faut donc rendre — maxi-

mum. Or on a 

=r —(62 4- C'— r^Y = [{b + — cy], 

— ^[(^a-hdy— r^] [ r^- (a — dy], 

d'où Ton tire 

__ ( r ' — g )̂ (r^-^ p̂ ) ( r '— 7 )̂ (r^ — 
H 

Si l'on prend la dérivée par rapport à r en l'égalant à 
zéro, on aura l'équation (e) qui revient à Q = o. 
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i n . 
6. Si Ton coupe le tétraèdre, dont les arêtes sont 

OA == û, OB == OC = c, par un plan perpendiculaire 
à OA, les hauteurs des deux parallélogrammes qui ont OA 
pour base commune seront èsin^, csiny^, et comme 
elles font Tangle X , Faire de la section droite sera 
hc sinj^ sinz sinX, par conséquent le volume V du paral-
lélipipède sera 

V = «¿csinjTsinr sinz 

smz ' 

en posant 
^ sin X sin Y __ sinZ 

sinx sinj sin 2 * 

on aura donc 
V̂  = sin ĵr sin ẑ./^^ 

d'où l'on lire 

= (¿c sin:r)^ [ca sin j)^ {ah sinz)^ sin'x sin'j sin^z. k^, 

ou 

sin^Xsin^Ysin^Z 

en représentant par a^^h^^ ĉ  les aires des trois faces du 
parallélipipède qui passent par le sommet O. 

Or, si l'on regarde â  ĥ ĉ  comme des lignes qui repré-
sentent les aires, en menant les droites OA', OB', O C 
perpendiculaires aux plans BOC, COA, AOB, mais non 
du même côté que OA, OB, OC, on verra que ces lignes 
font entre elles des angles suppléments de ceux que font 
entre elles les faces de l'angle trièdre OABC, de sorte que 
si les perpendiculaires sont égales à Ẑi, ¿i, Ci, la quantité 
V* sera égale à V étant le volume du parallélipipède 
dont les arêtes sont OA' = « i , 0B'== O C = Ci. 
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L'équation V = V montre que quand le premier pa-

rallélipipède atteint son maximum, il en est de même du 
second, et par conséquent aussi du tétraèdre OA'B'C qui 
en est la sixième partie, ou encore les tétraèdres OABC, 
OA'B'C atteignent ensemble leur maximum. 

Or, les plans diagonaux du premier parallélipipède 
sont respectivement perpendiculaires aux arêtes A'B', 
B 'C,CA ' , savoir : le plan DOC à A'B', le plan DOA à B 'C 
et le plan DOB à G A!. En effet, si Ton coupe le parallé-
lipipède perpendiculairement à l'arête OA, on formera 
une section droite oadb, dont les côtés oa, ob et la diago-
nale od seront proportionnels aux aires des faces du pa-
rallélipipède et de son parallélogramme diagonal passant 
par O. Or si, dans le plan de la section droite oadb^ on 
mène à oa une perpendiculaire oa'= oa et à ob une 
perpendiculaire ob' = ob^ de sorte que l'angle a'ob' soit 
supplément de aoft, le parallélogramme oa'd'V sera égal 
au parallélogramme oadb, et sa diagonale olb' sera égale 
et perpendiculaire à od. De là on conclut que le plan dia-
gonal est perpendiculaire à alb', Il en serait encore de 
même si l'on remplaçait oa', oh' par des droites propor-
tionnelles. On voit donc que les plans diagonaux, qui 
dans le parallélipipède primitif passent par le point O, 
sont respectivement perpendiculaires aux côtés A'B', 
B'C, C'A' du triangle A'B'C. Ils sont donc perpendicu-
laires à A 'B 'C et leur intersection OD l'est aussi. 

Comme pour le cas du maximum du premier paralléli-
pipède les plans diagonaux sont perpendiculaires aux faces 
opposées, il s'ensuivra que dans le second parallélipipède 
les arêtes OA', OB', O C sont perpendiculaires aux droi-
tes A'B', B'C, C'A'. Autrement le tétraèdre OA'B'C a 
ses arêtes opposées perpendiculaires entre elles. 

Si, par le point O, on menait perpendiculairement aux 
faces A'OB', B'OC, C O A ' des perpendiculaires, elles 
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coïncideraient avec OA, OB, OC, et si on les prenait 
proportionnelles aux aires des faces des parallélogrammes 
(jui ont pour côtés OA', OB', OC , elles seraient égales à 

c multipliées par le facteur constant V. Puisqu'elles 
sont proportionnelles à a, fe, c, on conclurait, comme plus 
haut, que Oiy est perpendiculaire à ABC. Maintenant 
on peut considérer la face ABC comme la somme algébri-
que des trois projections des faces OAB, OAC, OBC sur 
ABC, mais OD' est aussi la somme algébrique des projec-
tions de OA', OB', O C sur OD'. Donc OD' est propor-
tionnelle à ABC. Donc en menant des plans perpendicu-
laires à OA', OB', OC, OD', on a un tétraèdre dont les 
faces ont des aires données proportionnelles aux lignes 
OA', OB', OC, OD'. De ce tétraèdre on passera à un 
autre dont les faces auront précisément les aires deman-
dées. Au lieu de ce tétraèdre on pourra prendre le té-
traèdre symétrique. Il est facile de voir que ce qui pré-
cède s'accorde avec la Note de M. Paul Serret [Nouvelles 

Annales, i863, p. 7 9 ) . Cette Note a pour objet d'établir 
une corrélation qui n'est autre au fond que la précédente. 

On pourrait développer davantage ce qui concerne les 
parallélipipèdes OABCD, OA'B'C'D'; mais cela a déjà 
été fait. On n'a mis ici que ce qui est nécessaire pour bien 
montrer la corrélation des deux questions, objets de celte 
Note. 

Si l'on prolongeait OD' de O D " = O D ' , le tétraèdre 
A 'B 'C 'D" serait le tétraèdre dérivé des aires dont s'est 
occupé M. Painvin dans le dernier paragraphe du Mé-
moire déjà cité. Sa théorie est-elle bien nouvelle, et ne 
pourrait-elle pas s'établir d'une manière plus simple? 
On peut se proposer d'établir par la Géométrie et la Trigo-
nométrie élémentaires les propriétés géométriques du té-
traèdre OABC à volume maximum, et où OA, OB, OC, 
OG ont des valeurs données (G est le centre de gravité), 
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et du tétraèdre OABC à volume maximum dont les faces 
ont des aires données. Cette marche est sans doute plus 
simple que l'emploi des déterminants. 

IV . 

Second problème. 

7. On suppose les arêtes opposées d'un tétraèdre per-
pendiculaires entre elles. Si les arêtes issues du point O 
sont a, i , c, faisant les angles BOC = x , C O A = j ^ , 
AOB == les arêtes opposées étant perpendiculaires, 
il faut que les perpendiculaires abaissées de B, C , 
(OB = i , O C = c ) sur OA aient le même pied. Ainsi 

, COSr cos z 
0 COSZ =z c cosjr ou — = • 

Le système 
cos J? cosj __ cosz 

a b c 

exprime donc la perpendicularité des arêtes opposées ; il 
revient à 

bc sin.r cotx = ac siny cot j = ab sinz cotz, 

ou 
aiCOtxz= bicqtjr = c^cotZy 

ou encore 
COS X , cos J cos z 

= -T—^ = Cl — 

smA 

OU bien 

sinY sinZ cosx = sinX sinZ cosj = c, sinX sin Y cosz, 

ou enfin 

rt, (cosY cosZ — cosX) = (cosZ cosX — cosY) 

= r, (cosX cos Y — cosZ). 
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Ces équations sont toutes semblables à celles du premier 
système. 

Si Fon représente par d^ Faire de la quatrième face, 
on trouve comme il suit Féquation 

d\ z=z a\ + h\c\ib^c^ cosX-1- 2Ciâ[,C0sY -f- na^b^ cosZ, 

qui revient à 

d\ = cos(¿,,c,) 

— COs(Ci,ax) — 2fli hi cos(¿z,, 

C'est une conséquence des équations suivantes, d'où nous 
ôtons les indices pour abréger ; 

a = b cos (a, b) -f- ccos(<af, c) -f- i/cos(/3f, d), 

b = c cosi^», c) + ¿Z cos(¿, a) -hdcos{b, d}^ 

c = a cos (C, a) b cos (c, + ÎÎ̂  COS(C, d), 

d = a cos(d, a) b cos(rf, b) -h c cos(<i, c). 

De là 

d^ =z ad cos [dya]-^ bdcos -i- cdcos^d, c); 

mais les équations précédentes donnent 

ad cos [a,d) z=a^ — ab cos(a, b) — ac cos , c), 

bdcos(¿, d)z=b^— bc cos{¿, c) — ba cos(¿, 

cd cos(c, d ) = c^ — ca cos(c, a) cb cos(c, b); 

d'où pour d^ la valeur 

—7,bccos{b, c] — 2ca cos(c, « )—2«¿cos ( « , b). 

Cette démonstration est sans doute connue. Si Fon met-
tait cette valeur sous la forme 

b^-h c^2 bc cos (b, c) —2 a[c cos(r, b cos(úr, b)] 

ou 
# 
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o n aura i t 

d^-^a^ — cos (¿7, = -h c» 2 hc cos ( 6 , c ) , 

équation connue, et qui a différentes significations géo-
métriques, soit comme double valeur du carré d'une dia-
gonale d'un quadrilatère gauche, soit comme double va-
leur du carré de l'aire d'un parallélogramme diagonal 
dans un parallélipipède. 

Ainsi l'on voit, par ce qui précède, que les équations 
du second problème sont précisément les mêmes que 
celles du premier. 

8. Si l'on remarque que l'on a 

sin^X I—cos^X 

sin -̂r sin^j: 
I — coŝ  X — cos^/ — coŝ  z -h 2 cos.r COS r cos z 

sin'a: sin^j sin̂ 2 

et que, de même, 

î sin' I — coŝ  

sin^X 

i — cos' X — coŝ  Y — cos^Z -h 2 cosX cos Y cosZ 

— sin^^Xsin^Y sin'Z ' 

on aura 

V fl' ( I — cos^X — cos'J — cos' z 4- 2 cos^ cosj cos z ), 

et 

cos^X — cos'Y — cos'Z 4- 2 cosX cos Y cosZ ). 

Si l'on remplace â ^̂ b̂ ,, ĉ  par 2a', ic\ a', b', c'étant 
les aires des faces du tétraèdre dont le volume T est donné 
par l'équation V = 6 T , il viendra 

X (i — cos'X — cos'Y — cos'Z 4- 2 cosX cos Y cosZ). 
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Donc, si Ton veut avoir le maximum de V et de T , en 
ayant égard aux relations 

2 hc cbàx 4 - 2 cfl cos j 4- 1 ab cosz, 

d'^ + -4- 2 c' cosX -f- 2 c'a' cos Y-f- 2 a' b' cosZ, 

le calcul différentiel donnera immédiatement 

COSJ COSZ — COS^ COSZ COSJ7 — COSJ COSJR COSJ — COSZ 

bc ca ab 

cosYcosZ —cosX cosZcosX—cosY cosXcosY—cosZ 
V? Vb' ' 

qui sont précisément les équations trouvées plus haut par 
des considérations géométriques. 

M M M SOLUTION DE LA QUESTION 295 

( voir 2' série, t. 1, p. 64} ; 

PAR M . J. B . , 
Élève en Mathématiques spéciales. 

ÉNONCÉ. — Par un point P pris dans le plan d'une 

courbe algébrique M , on mène des normales à cette 

courbe qui la rencontrent aux points A t , A j , . . . , A „ . On 

suppose que la somme des carrés de ces normales est 

égale à P® , quantité constante. Le point P engendre 

une courbe Mj ; la normale à cette courbe, menée par le 

point P , passe par le centre des moyennes distances 

des points A , , A « , etc. 

Soient Y ^ f { 3 c ) l'équation de la courbe M ; Xo, 
les coordonnées du point P ; ( ^ N J ^ I ) ? ( ^SJJT Î ) ? 

coordonnées des points A , , A j , etc. 

Ann. de UalhêmaU, série, t. II. (Octobre i863 ). 29 
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O n a , p a r hypothèse , 

(i) 

L'équation de la normale en Ai est 

elle passe par le point P , donc 

( 2 ) ( r 0 — Ji ) y, 4- ( Ĵo - . ) = O. 

Je prends la dérivée de ( i ) , par rapport à JToî en ap-
pliquant le théorème des fonctions composées : 

2 \ \ y^ ( - ^0—) ] ( r «—r i) x'o .r, j = o . 

En vertu de l'équation (2), j'ai donc 

2 [(y^—^0—^i]=o, 

égalité que je puis écrire ainsi : 

(/2Jo — ) / o H - ~ = o, 

OU 

( 3 ) + 

L'équation de la normale en P, au lieu des points P, est 

r — J o = — — ^ û ) , ou f / o - j j j o + ' ^ ^ o — O . 
-/0 

Il faut démontrer que cette droite passe par le centre 
des moyennes distances des points A j , A j , . . . , dont 

les coordonnées sont ' ? '̂̂ st précisément ce qui 

est exprimé par la relation (3 ) . 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE U QUESTION DE MÉCANIQUE 

DU CONCOURS DE 1 8 6 2 (RHÉTORIQUE S C I E N T I F I P E ) ; 

PAR M . ABRAHAM S C H N É R , 

Élève du lycée Charlemagne. 

Un point matériel M , placé en un point donné B , 

sans vitesse initiale, se meut sous Vinfluence de deux 

forces attractives dirigées vers deux centres fixes A 

et h! \ les intensités de ces forces varient proportion--

nellement aux distances du point attiré aux centres 

fixes^ et elles prennent respectivement les valeurs don-

nées g^ g', lorsque les distances M A , M A ' deviennent 

égales à Vunité de longueur. On demande de détermi-

ner la trajectoire du point matériel M , ainsi que la loi 

du mouvement. 

Soit entre les centres fixes «n point E tel que 

A E 

A'ii s' 

Menons BE5 soient M et D deux points de celte droite^ 
menons MA, MA', et par D, les droites D^p, D^' respecti-
vement parallèles à MA ' ,MA. Les triangles MAE, MA'E, 
de même hauteur, sont entre eux comme leurs bases AE, 

29. 
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A'E; ainsi 

surf M A E A E 

surfMA'E A ' E 

La figure Mip est un parallélogramme, donc 

surfMD4; = suri M D f , 

et l'égalité précédente peut s'écrire 

surf M A E 

A E _ surfMDn]; 

n surfMA^E' 

s u r f M D f 

Les triangles M AEjMD^I^ ont un angle commun ^ il en est 
de même des triangles MA'E, Donc 

surf M A E _ M A . M E surf M A^ E _ M A ^ M E 

surfMD^l^ MD .Mi^ ' s u r f M D f M D . M f ' 

et par suite 

On tire de là 

A E M A 

A ' E M A ' M^ g 

Sidone, à un instant quelconque, le mobile se trouve 
sur la droite BE, d'après l'énoncé et T équation précé-
dente il se mouvra sur cette droite, pourvu qu'il parte 
du repos : c'est précisément ce qui a lieu dans le cas qui 
nous occupe. 

Des relations 

on déduit par division 

By _ BA 

M A ' 
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ce qui prouve que la droite (ftp est parallèle à B£» Les 
triangles ByC, M ^ D ont donc même hauteur, et par 
suite ces triangles, ou les parallélogrammes ByCcp ' , 

D^»' sont entre eux comme les lignes BC, MD ; on a 
donc 

By .By^sinB _ BC 

Mi^.M^'sinM'^MD' 

et en remplaçant B(p, Bç', M M 4 ' ' par leurs valeurs, 

B A . B A ' s i n B _ B C 

M A . M A ' s inM " " M D ' 

Le premier membre est égal au rapport des triangles 
BAA', MAA' qui ayant même base sont entre eux comme 
leurs hauteurs, ou, ce qui revient au même, comme les 
segments BE, ME ; on a donc 

BC _ BR 

M D " " M E ' 

et comme BC et BE sont des quantités fixes, il en résulte 
que la force qui sollicite le corps est proportionnelle à sa 
distance au point E. Elle est maximum en B, et nulle 
en E. La vitesse du corps est au contraire nulle en B et 
maximum en E. 

A partir de E le corps continue à se mouvoir en ligne 
droite, mais d'un mouvement retardé, et, pour deux po-
sitions symétriques du mobile par rapport à E, il est 
animé de vi tesses égales mais de sens contraires. Il en ré-
sulte qu'ayant parcouru un espace E B ' = B E , sa vitesse 
est mille, et il se dirige de nouveau vers E-, son mouve-
ment est oscillatoire. 
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QUESTION 6 S S ; 
SOLUTION DE M . C O R N I L L E , 

Elève du lycée de Strasbourg (classe de M. Saint-Loup). 

ENONCÉ. — Soient O A , O B les demi-axes d'une ellipse 

dont le centre est A N C la circonférence décrite du 

point O comme centre avec O A pour rayon ^ N M une 

perpendiculaire à Vaxe O A , rencontrant Vellipse au 

point M et la circonférence A N C au point N ; V le point 

oh Vellipse est rencontrée par le rayon vecteur O N , et Q 

le point de rencontre de la circonférence et d'une per-

pendiculaire à Vaxe O A , menée par le point P : si Von 

prend 0 R = O P sur la direction du rayon O Q , la droite 

R M sera tangente à Vellipse et perpendiculaire à O R . 

( S A C C H I . ) 

Soient y' les coordonnées du point M, on aura la 
relation 

( i ) = 

a y' 

Les coordonnées du point N seront x'^ et l'équa-

tion du rayon vecteur ON sera, par conséquent. 

Si Ton détermine les coordonnées du point d'intersection 
de cette droite et de l'ellipse, on obtiendra 

ab'^x' aHy 

On aura alors pour les coordonnées du point Q 

a^x' a^f' 
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L'équation de la droite OQ sera donc 

On voit déjà que cette droite (2) est perpendiculaire à 
la tangente à Fellipse menée au point (.x/, j ' ) . 

Le cercle 

coupe la droite (2) en un point dont les coordonnées 
sont évidemment 

___ a'b'a:' _ a* b^y' 

L'équation de la tangente à Fellipse au point M est 

(4) a^yy' b^xx' 

et, en cherchant les coordonnées de son intersection avec 
la droite (2), on trouve identiquement les valeurs (3) . 
Le théorème est ainsi démontré. 

Note, — La même question a été résolue par MM. Ch. 
de Trenquelléon ; J.-Ch. Dupain; A. M., élève du col-
lège de Douai; Godart, élève de M. Bourgeois; Albin 
Laval, élève du lycée de Lyon; Auguste Grouard, élève 
du lycée Louis-le-Grand; G. Monniot; A. Pelletreau, 
élève en spéciales à Poitiers; Demmler; A . Mastio, élève 
en spéciales au lycée de Rouen (classe de M. Vincent); 
John Risser; Abraham Schnée, élève du lycée Charle-
magne; C. B. (de Gand); Ch. Contet, élève de Mathé-
matiques spéciales au lycée de Besançon (classe de M. Che-
villiet); P. R., du collège Rollin ; Arthur Grassat, élève 
de Mathématiques spéciales; René Passaguay, élève en 
Mathématiques spéciales au lycée de Lyon. 
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QUESTION 641 ; 
SOLUTION DE M . A . G . , 

Élève en Mathématiques élémentaires (Rhétorique scientifique). 

Démontrer la relation 

cos {a 4- b-\-c) cos {a-^b — c) cos H- c — C09(¿ -f c — a) 
— 4 cos' a coŝ  b cos' c 

= — (cos« -f- cos¿ + cosc) (cosa -f- cos¿ — cosr) 

X (cosaCOSC — cos/») (cos¿ -h COSC —cosa). 

( C A T A L A N . ) 

On a 
(cosa cos b cosc) (cosa -f- cos¿> — cosc) 

= 2 cos a cos b -h (cos' a cos' b — cos'c) 
et 

(cosa -f- cosc — cosb) (cosb + cosc —- cosa) 

=t= 2 cosa cos b — (cos'a + cos'¿ — cos'c). 

Multipliant membre à membre les égalités précédentes et 
nommant P le premier membre de l'égalité résultant de 
cette multiplication, il vient 

P 2 cos'a cos' ¿4 -2 cos'a cos' c 4- 2 cos' b cos' c 

— cos* a— cos* b — cos* c. 

D'autre part, 

cos (a 4- ^ + c) cos (a -h ¿ — c) = cos (̂a 4- 4- cos^c — i 

et 

cos (a c — cos (^ 4^ c — a) = cos' (a — ¿») 4- cos'c — i. 

La multiplication de ces deux dernières égalités donne, 
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en nommant P ' le produit des quatre facteurs des pre-
miers membres, 

P' = [cos(a -f- b) cos(« — b)Y -h [cos'{« 4- 6) COŜ (ÎÏ — b)] 

X (cos'c ~ i) -h (cos'e — i)' 

= (cos'a-hcos' i)'4-(4cos'a cos'6—acos'a—2cos'64-2) 

X (cos'c — 1)4- (cos'c — I ; 

d'où 

P' = coŝ  a -R- cos* b -H coŝ  c — 2 COS'Û cos' b — 2 cos' a cos'c 

— 2 cos' b cos' c + 4 cos' a cos' b cos'c ; 

donc 

P' — 4 cos' a cos' b cos' c = — P. 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

SOLUTION DE LA QUESTION 6 5 3 ; 
PAR M . J. D E V IRIEU , 

Professeur à Lyon (institution Sainte-Barbe). 

(A ) 

1. Démontrer l'identité 

cos' a -h cos'6 4- cos'c)' ~ 4 sin' {a-\-b-+-c)\ 

X (cos' a cos' b 4- cos' b cos' c 4- cos' c cos'a ) 

— 4 cosa cos6 COSC cos (û -h ¿ 4-c) 

X [cos'« 4- cos'^ 4- cos'c 4- cos' {a-j-b-i- c)] 

— 2cos'(âr + ¿> 4-c) (cos'iz -h cos'¿ 4-cos'c) 

4- 4 cos' a cos' b cos' c 

4- 8 cos« cos¿> COSC cos 4- 6 -h c) 

4- cos*(« 4r 4-
( S T R E B O R , ) 
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(2) 
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2. Rappelons les identités connues 

COs(/?-H - f - C O s ( / ? — = r 2 C0S/7C0S^, 

C0S(/? -k-q) COS [ p — q) •=: COS'/? -f- COS^q — I, 

COS' -f- -h cos' [p g] = 4 cos'/? cos'g — 2 cos'^ 

— 2 cos'/? H- 2 . 

3. On a identiquement 

[x — cos (4- a 4- ^ H- c)] [ x — cos (— a 4- ^ + c)] 
== ar' — 2 cosrt cos {b -h c)x+ [cos' 4- c) 4 - cos'a—i ], 

[x — cos (4- a — ¿4- c)] [x — cos ( + rt 4- — c)] 
: x^— 2 cosa cos(¿ — c) j: 4 - [cos'(¿ — c) 4 - cos'a — i]. 

4. Multipliant ( i ) et {2 ) membre à membre, on a la 
nouvelle identité 

[j? — cos (4 -a - r 6 4 - — cos (—a 4-¿-h c)] 
X — cos ( + a — ¿ + c)] [a: — cos (4- 4- ^ — c)] 

— 2 cosa [cos 4 -c ) 4-cos — c)]^^ ^ 
4 cos'a cos (b 4- c) cos — c) — 2 

(3) ( ' cos ' ( ¿4 -^ )4 ' cos '— 
— 2 cosa [cos (ô 4- c) cos (b — c)] 
X [cos 4- c) cos — c) 4- cos'a — i ]x 
+ cos (4- a -i- ¿̂  4-c) cos(— a 4- ¿ 4- c) 
X cos (4- a .— 4- c) cos (4- « 4- — c) 

5. Mais, d'après une proposition de M. Catalan 
on a 

cos (4- a 4 - 4- c) cos (— a 4- ^ 4- c) 

X cos a — ¿» 4- c) cos { 4 a 4 ~ c) 

= 4cos'a cos 'cos-c— (cosa4-cos¿>4-cosc) (cosa4-cosò—cosc) 

{* ) Page 456. 
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(4) 
+ 

X (cos^-4-COSC — cosa) (COSCcosÖ — cos6) 

— 4 cos' a cos' b cos' c + coŝ  a - f - cos* b 4- cos* c 

— i? cos'û cos' b — 1 cos'6 cos'c — 2 cos'c cos'fl 

= -f- 4 cos' a cos'Ä cos'c—4(COS'Û cos'è 4- cos'Z» COS'C4-COS'CCOS'Ö) 

4- (cos'a + cos'6 4- cos'c)'. 

6 . E n verlüde celte dernière identitéetdes identités (B), 

l'équation (3) devient 

\x — cos (H- rt -i- 4- c)] [07 — cos ( — 0 4 - 6 4-c) ] 

X — cos (4- « — b c)] [jc — cos (4- « 4- Z» — c)] 

jr* — 4 cos a cos b cosc. a^ 

4 (cos'rt COS'64-COS'6 cos'c 4- cos'c coŝ a) 
— 2 (cos'a 4 - COS'6 4 - cos'c) 

— 4 cos «COS 6 COSC (cos'« 4- cos'Z» 4- cos'c — 2)07 
4- 4 cos'« cos'Z» cos'c 
— 4 (cos'« cos' Z> 4- ces' b cos'c 4- cos'c cos'«) 
4- (cos'« 4- cos'Z? 4- cos'c)' 

7. Posant tour à tour 

X •=. cos (4- « 4- Z> 4- c), X cos (— « 4- Z> 4- c), 

07 = cos ( 4 - « — b-{-c), 07 = cos ( + « 4 - 6 — c), 

on a quatre expressions identiquement nulles, dont la 

première coïncide avec ce que devient le premier membre 

de l'identité proposée, ( A ) , quand on y remplace 

sin® (a 4 - & -h c) par i — cos® (a 4 - & + c), et qu'on ordonne 

suivant les puissances décroissantes de cos (a 4-1 4- c). 
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D E S C R I P T I O N D ' U N M O U V E M E N T C O N T I N U D U L I E U 
qui fait Tobjet de la Composition de Géométrie analytique au Concours 

d'admission à l 'École Poljteclinique en 1 8 6 5 j 

PAR M . H . L E M O N N I E R , 
Professeur de Mathématiques au lycée Saint-Louis. 

L'énoncé du problème revient au suivant : 

Étant donnés deux cercles sur un planton fait mou-

voir un point mobile P sur la circonférence du premier, 

on prend les polaires de ce point par rappon aux deux 

cercles; on demande le lieu du point de rencontre des 

deux polaires. 

Quand des cercles sur un plan ont un même axe radi-
cal, on sait que les polaires d'un point quelconque du 
plan par rapport à ces cercles concourent en un même 
point. C'est un cas particulier d'un théorème général 
concernant les coniques qui passent par quatre points 
réels ou imaginaires. 

Qu'on prenne, au reste, pour axe des Y l'axe radical 
commun, l'équation générale des cercles sera, en coor-
données rectangulaires, 

(O: — + (\R - - A = 

celle de la polaire du point ( X Y ) sera 

[X — X ) . 

Par conséquent la polaire passe par le point fixe que 
donnent 

X X et - 1 - - ) H- ( r ^ b ) [ X b ) - - o . 
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Cela posé, soit O le centre du cercle de rayon R sur 

lequel se prend le point mobile P, et soit I I ' l'axe radical 
de ce cercle et du second cercle donné. 

Si M est un point du lieu correspondant au point P, et 
que leurs projections sur la droite OA perpendiculaire à 
I I ' soient m et on voit, d'après ce qui précède, que ces 
projections sont symétriques l'une de l'autre à l'égard du 
point A . 

Donc, si on prend AOi = OA, on aura Ojm = pO. 
Menons sur OA la perpendiculaire OiY ' , sur PM la 

perpendiculaire MQ, et soit Mm' une parallèle à OA. 
Le triangle QMm' se trouve égal au triangle Pop^ 

d'où il suit que. 
Q M = P O = : R . 

Donc, si on prolonge Q M de MS = MQ, la droite OS 
sera parallèle à PM, l'angle S sera droit. 

Donc, si on fait mouvoir un angle droit S de façon que 
l'un des côtés indéfinis passe par le point fixe O et que 
l'autre côté s'appuie sur la droite O j Y ' par un point Q 
situé sur ce côté à une distance constante 2 R du som-
met S, le point M milieu de SQ décrira le lieu demandé. 
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Qu'on ait SQ = 0 0 t = = 2 0 A , le lieu sera, d'après 

Newton, une cissoïde ayant le point A pour sommet, etc. 
J'ajouterai que la normale du lieu, au point M, s'obtien-

dra en joignant ce point au point K où se coupent la nor-
male menée en Q sur la directrice rectiligne Oi Q et la 
normale menée en O sur OS. 

QUESTION D'EXAMEN^ 
SOLUTION DE M . G . D U B O I S , 

Professeur de Mathématiques. 

Trouver le lieu géométrique des points tels, que le 

rapport de leurs distances à deux droites données AB, 

C D , non situées dans un même plan^ soit égal à un 

rapport donné h. 

Soient a la plus courte distance des deux droites don-
nées, a l'angle qu'elles font entre elles» 

Prenons pour axe des z l'une des droites AB, pour axe 
des X la plus courte distance, et pour axe des j une per-
pendiculaire aux deux premiers axes. 

La distance d'un point M (x , j , z) du lieu à la droite 
AB, prise pour axe des z^ est évidemment 

On obtiendra la distance du même point M à la droite 
CD, en remarquant qu'elle est l'hypoténuse d'un trian-
gle rectangle dont les côtés de l'angle droit sont, d'une 
partdb [x — a) , et de l'autre la distance de la projection 
du point M sur le plan YOZ à la projection de la droite 
CD sur ce même plan. Or, cette dernière distance est 
égale à 

y cosa — z sma , 
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donc la dislance du point M à la droite CD est égale à 

— û)'-h(7COSa — zsina)'. 

L'équation du lieu demandé est donc 

f 0 ^ p 
^ ^ (x — -h (7 cosa — z sina)» ' 

ou bien 

( J cos a — z si n a - J ' ( A' - I ) ôr — = 

Sous celte forme, on reconnait immédiatement que ce 
lieu est un hyperboloïde à une nappe, ayant pour plans 
diamétraux conjugués 

aP 
j c o s a — z s m a : = : o , y = o , = ' 

n —' I 

c'est-à-dire le plan des zx^ un plan parallèle au plan 
des z j , et un plan passant par la droite CD et l'axe 
des X. 

Il en résulte que le centre de l'hyperboloïde est situé 
sur la plus courte distance des deux droites données AB, 
CD, en un point qui partage cette droite en deux segments 
souslractifs dont le rapport est égal au carré du rapport 
donné Zr; et que les parallèles aux deux droites données 
menées par ce centre sont des diamètres de cet hyperbo-
loïde. 

Dans le cas particulier où i , l'équation ( i ) peut 
s'écrire 

{f cosa — z s i n a ) ' — = 2 « -- ̂ ^ ; 

elle représente alors un paraboloïde hyperbolique, qui 
passe au milieu de la plus courte distance des deux droites 
données, et a celte plus courte distance pour diamètre 
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conjugué des plans parallèles à ces deux droites, lesquelles 
sont parallèles à deux diamètres conjugués de toutes les 
sections faites par ces mêmes plans. 

N O T E SUR L E S A N N U I T É S ; 
PAR M. J.-CH. DUPAIN. 

Une personne contracte un emprunt remboursable 

au moyen de n annuités de a francs; on a calculé quil 

serait aussi avantageux pour elle de payer, m annuités 

de b francs. On demande à combien on évalue le taux 

de Vintérêt. Le premier payement s'effectue un an après 

le jour de V emprunt. 

Appelons x l'intérêt annuel d'un franc-, la valeur do 
la dette au moment où elle est contractée peut se repré-
senter indiflféremment par 

a[{i -f-.r)«—i] b[(i ^x'r—i] 
ou par — 

on en conclut que 

ou, en posant = i x , 

Les annuités étant évidemment inégales, on peut sup-
poser a ' ^ b j ce qui exige par compensation m ^ n . 

L'équation ( i ) a pour racine l'unité, et comme d'ailleurs 
son premier membre présente deux variations, le nombre 
des racines positives est certainement deux. 
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La règle de Descartes permei de cóoipter les r^jciiies 

négatives : 

m impair une racine négative, 

n pair . . . . . deux racines négatives, 
n impair... pas de racines négatives. 

m pair. 

Les racines négatives n'ont pas d'importance dans la 
question proposée. 

L'équation dérivée 

(2) my^-' — — w o 

a toujours m — n — i racines nulles, une racine positive 

a [m — n) . . . ^ . T 
S et. Si n est pair, une racine négative. La 

m {a — b] 

racine positive de la dérivée sépare les deux racines po-

sitives de l'équation ( i ) . Or, d'après la nature du pro-

blème, il faut que j ait une valeur supérieure à 15 il faut 

donc aussi que la racine positive de la dérivée soit supé-

rieure à l'unité, ce qui revient 

La règle de Lagrange donne pour limite supérieure des 

racines de l'équation ( i ) ^^^ b' ^^ quan-

tité est plus grande que l'unité, et si on la substitue à y 

dans le premier membre de l'équation ( i ) , on trouve 

un résultat positif 

La valeur convenable de y étant ainsi comprise entre 
deux nombres connus peut s'obtenir par les méthodes or-
dinaires d'approximation. 

Dans quelques cas particuliers elle est une fonction 
Ann. de ¡^alhémat,, 2« série, t. II. (Octobre i863.) 3 o 
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explicite des données. Soît 2w =t:3/i, Téquation ( i ) de-
viendra 

le premier membre est alors divisible par — i , el Ton 
trouve 

Si m = 272, 

le premier membre est divisible par j " — i , et l'on trouve 

Si m = 3/?, 
a 

le premier membre est encore divisible par — i , et 
l'on trouve 

I 
X-

DÉMONSTRATION ANALYTIQUE 

DE QUELQUES TBÉORÉMES SUR LA PARABOLE; 

PAR M. J.-J.-A. MATHIEU, 
Capitaine d'artillerie. 

Sur la parabole inscrite dans un angle donné, on peut 
démontrer les théorèmes qui suivent : 

1. La directrice passant par un point fixe, le lieu du 
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fojer est le cercle cUxonscrit au timt^gle déterminé par 
r angle donné et le point fixe pris pour point d^in^r^ 
section des trois hauteurs, 

2. Inversement, si le lieu du foyer est un cercle pas^ 

sant par lé sommet de Vangle donné,^ la directrice passe 

par un point fixe, intersection des trois hauteurs du 

tnangle déterminé par Vangle donné et le cercle pris 

pour cercle circonscrit, 

3 . La parabole étant tangente à une troisième droite^ 

la directrice passe par un point fixe^ intersection des 

trois hauteurs du triangle formé par les tangentes. 

4. I l résulte des théorèmes 1 el 3 que le lieu du foyer 

d'une parabole tangente à trois droites est le cercle 

circonscrit au triangle formé par ces droites ( t h é o r è m e 

bien connu). 

5 . Eun des points de contact de la parabole inscrite 

étant donné, la directrice passe par un point fixe, in-

tersection de la perpendiculaire élevée par le sommet de 

Vangle, au côté dont le point de contact est connu, avec 

la perpendiculaire abaissée de ce point de contact sur 

Vautre côté. 

6. I l résulte des théorèmes 1 et S que le lieu du foyer 

d'une parabole inscrite dans un angle^ avec un point 

de contact donné, est le cercle circonscrit au triangle 

déterminé par Vangle donné et le point fixe de la di-

rectrice pris pour point d'intersection des trois hauteurs. 

7 . La diœction des diamètres de la parabole inscrite 

étant donnée^ la directrice passe par un point fixe si-

tué à Vinfini, le cercle lieu du foyer devient alors une 

droite passant par le sommet de Vangle et ayante par 

rapport aux côtés de Vangle pris pour axes, un coeffi-

cient angulaire réciproque de celui de la direction des 

diamètres. 
3o. 
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J'indiquerai succinctement l'analyse bien simple qui 

fournit la démonstration de ces théorèmes. Les candidats 
pourront y trouver d'utiles exercices de calcul et des 
moyens pour résoudre plusieurs problèmes sur la con-
struction des paraboles soumises à des conditions don-
nées. 

L'équation générale, contenant deux paramètres va-
riables, des paraboles inscrites dans un angle peut rece-
voir la forme 

(i) {¿fy-'-exy -h 2 (dr-^ ex)-^1 = 0. 

Cbercbant la condition pour qu'une droite ma:-t- « 
soit tangente à la parabole ( i ) , on trouve 

( a ) n (dm — e)-+-TW = o. 

On déduit de là que l'équation de la directrice^ consi-
dérée comme le lieu des sommets des angles droits circon-
scrits à la parabole, est 

( 3 ) e cosO) H - cosÔ = o. 

Par l'identification de cette équation avec celle de la 
polaire, on trouve les équations qui déterminent les 
coordonnées du pôle de la directrice, c'est-à-dire du 
foyer : 

J , (d 4 - 2e cose) -i-x^e-h I = o, 

( 4 ) 

L'élimination de rf et e entre les équations (3) et (4 ) 
conduit à 

( 5 ) ri'^i + cosò) 4-2: ( j , H-a-iCosO) 
— cose 4 - r i H- 2Xt J , COSÒ) = o . 

La directrice passant par un point donné, on voit sans 
difficulté que l'équation (5) en x , , représente un 
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cerc le passant p a r l e s o m m e t d e F a n g l e et c o u p a n t les 
axes de m a n i è r e q u e l e t r i ang le inscr i t a p o u r p o i n t d ' i ñ - , 
tersection des hauteurs l e po in t d o n n e , ce q u i d é m o n t r e 
l e théorème 1 • 

S i o n a 
-+• cos9 = «x, -f-

c'est- à-dire si le lieu du foyer est un cercle passant par 
le sommet de Fangle, Féquation (5 ) devient 

~ (0:4-7 cos9 — ¿>cos9) 4 -/4 - ^cosô — a cosô = o. 

La directrice passe donc par un point fixe, intersection 
des deux droites : 

i x-^jr cose—ôcosô = o, 
I J -Í- J:COSG — a cosò = o, 

ce qui démontre le théorème 2, car ces équations repré-
sentent deux hauteurs du triangle inscrit. 

Pour démontrer le théorème 3, soit 

y X 

b a 

l'équation d'une troisième tangente : Féquation de condi-
tion (2) donne entre a et è la relation 

rfô -{- 4- I = o. 

Par Félimination de e entre cette relation et Féqua-
tion (3) de la directrice, on trouve 

i/[j(flrcosG— —^cosô)]-f-flCOs9—J--07C08Ô=0. 

Cette équation représente une droite passant par un 
point fixe, intersection des deux droites : 

J (flr cos9 — or (û — 6 cos9) = o, 

u cos 0 — r — X cos9 = 0. 
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Cfes droites représenlaot deux hauteurs d u triangle, les 

théorèmes 3 et 4 sont démontrés. 

Les théorèmes 5 et 6 s'aperçoivent tout de suite ^u 
moyen de l'équation (3), qui ne contient plus qu'un 
paramètre variable quand l'un des points de contact de 
la parabole inscrite est donné. 

Enfin le théorème 7 se démontre en posant 

- const. = 
a 

et en éliminant les paramètres variables des équations (4), 
ce qui conduit simplement à 

Note de M. Mathieu. 

J'ai donné, dans l'article précédent, la démonstration 
de sept théorèmes sur la parabole; voici la démonstration 
non moins facile de cinq autres. Ces douze théorèmes 
sont susceptibles d'une foule d'applications à un grand 
nombre de problèmes sur la parabole, qu'ils permettent 
de résoudre graphiquement de ia manière la plus simple. 

8 . Par quatre points, formant un quadrilatère con-

vexe, on peut faire passer deux paraboles. Les dia-

mètres de ces paraboles sont parallèles aux côtés de 

l'un quelconque des trois parallélogrammes construits 

en prenant pour diagonales un système de droites pas-

sant par les quatre points^ et pour sommets, des points 

conjugués harmoniquement aux sommets du quadri-

latère, 

9 . Dans le triangle dérivé du quadrilatère, qui a pour 

sommets les points d^intersection des deux droites de 

chaque système, les droites qui joignent les milieux des 
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cotés sont des tangentes conmiunes aux deux parabples, 

10. Il résulte de ce qui précède que les directrices des 
deux paraboles circonscrites à un quadrilatère se çmi" 

pent au centre du cercle circonscrit au triangle dérivé. 

H . Il en résulte aussi que les foyers des deux paraboles 

sont sur le cercle qui passe par les milieux des côtés du 

triangle dérivé, 

12. Enfin, si Von mène par les sommets du triangle 

que forment les tangentes communes trois droites ayant, 

par rapport aux côtés de ce triangle, une inclinaison 

réciproque de celle des diamètres de Vune des para-

boles, ces trois droites iront se couper en un même points 

situé sur le cercle circonscrit à ce triangle, qui est le 

foyer de la parabole que Von considère. 

Je prends pour axes Tun quelconque des systèmes de 
droites passant par les quatre points. Représentant par p 
etp\ q et q' les distances comprises entre l'origine et les 
sommets du quadrilatère, on reconnaît facilement que les 
deux paraboles circonscrites au quadrilatère ont pour 
équations 

, 2¿cr r ' il i\ /1 1 \ 
— ± — — + — - - f - - 7 4 - 1 = 0» 

Les coeflScients angulaires des diamètres de ces deux 

paraboles ayant pour valeurs ± le théorème 8 en 
SPP' 

résulte { * ) . 

C ) Soit o le point de rencontre des côtés pp'^ (¡q\ axes des x et desr. 
Prenez sur opp\ o^g' les distances om, on respectivement égales à ^op.op', 
sjoq.oq' : la médiane ol du triangle omn sera parallèle aux diamètres de 
Tune des deux paraboles. Cela résulte du théorème de Newton sur les 
segments. Car, si l'on mène à la parabole deux tangentes st, st' parallèles 
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" Dans l 'équation d 'une parabole la somme des termes 

du premier degré et du terme indépendant représente 

toujours l 'équation d'une droite tangente à la courbe. 

M a i s la droite 

passe évidemment par les points 

IX ir / 2r 
' = I ,=rO, 

P q ) P 

P' y' 
(IX ly 

— -h — — i = o. 
P Q 

Or, il est facile de voir que ces points sont justement les 
points milieux des côtés du triangle dérivé, qui aboutissent 
à l'origine, et comme on pouvait prendre pour origine 
l'un quelconque des trois sommets du triangle dérivé, le 
théorème 9 est démontré. 

Les théorèmes 10, 11 et 12 sont des conséquences 
immédiates de théorèmes démontrés. 

à onty on, elles seront entre elles dans le rapport — . La corde des con on 
tacts tt' sera donc parallèle à mn, et, par conséquent, les diamètres seront 

parallèles à la médiane o/. L'équation de ol est == x. Le coeffi-
yjop.op' 

\oq.oq^ 
cient angulaire des diamètres est • ^ ' * C'est un des résultats du calcul 

yop,op' 
de M, Mathieu. G. 
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REGHERCDE DES AXES DUNE €ONi(H]E SUR UN PLAN 
ET DANS L'ESPACE; 

PAR M . J.-J.-A. M A T H I E U , 

Capitaine d'artillerie. 

Je donne dans cet article un moyen pour trouver les 
axes d'une conique, sans recourir à la transformation des 
coordonnées. 

La méthode consiste à décrire du centre de la conique 
un cercle de rayon p, à chercher l'équation des diagonales 
du rectangle déterminé par les points d'intersection des 
deux courbes, et à exprimer que les deux courbes sont 
tangentes, en exprimant que ces diagonales se confondent. 
On trouve ainsi une équation bicarrée en p, qui a pour 
racines les longueurs des demi-axes de laconique. 

§ I®^. — Conique sur un plan. 

Les axes coordonnés sont quelconques. Écrivons : 

A / » 4 - D j - h Eo:-f-F = o, 

équation de la conique; Q angle des axes coordonnés; 
x ' y coordonnées du centre; 

_ 2 F _ A E -{-CD — B D E - h F ( B ' - > 4 A C ) 

2 """ B » — 4 A C ' 

résultat de la substitution de x'^ y' à x , dans l'équation. 
L'origine étant transportée au centre de la conique^ 

on a : 

A j ' -I- Bo:r - f - y = o, 

équation de la conique; 
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j ' - f - a^jcosô — = 

équation du cercle ; 

J ^ ( A p'-f-9) ) ^ J ( B p̂  + 2 9 cos Ô ) -h ( C p ' ? ) == o, 

équation des diagonales, immédiatement déduite des deux 
équations précédentes ; 

condition de contact des deux courbes. 
Cette dernière équation, ordonnée par rapport à p, 

devient 

(1) 4 A C ) - 4 p ^ ( A 4 - C —BcosÔ)(?—4?'sin^9 = o. 

Si k représente le coefficient angulaire d'un axe, A sera 

la valeur du r a p p o r t t i r é de l'équation des diagonales 

confondues-, on aura donc 

Bp'H-2<pcosô 
- Ap'-i-f 

L'élimination de p® entre cette relation et l'équation (1) 
conduit à l'éqnation aux coefficients angulaires des axes: 

(2 ) — 2ACOSÔ) — 2A'(A — C) — (B — 2CCOS0}=:O. 

Cercle, — La condition, pour que les carrés des demi-
axes soient égaux et de même signe, sera, d'après l'équa-
tion ( i ) , 

(A-f C-~BcosG)2-4- (B^—4AC)sin»Ô = o ; 

mais cette condition se transforme facilement en la sui-
vante : 

( A - e -h [B — ( A - f -C ) cosô]=̂  =r o. 
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laquelle entraîne 

A = C, B = 2ACOSÔ. 

Telle est la vérification fournie par l'analyse, vérification 
déjà signalée par M. Gerono dans ce journal, de ce fait 
qu'il ne faut que trois conditions pour déterminer l'ellipse 
équilatère ou le cercle, tandis qu'il en faut quatre pour 
déterminer l'hyperbole équilatère. 

Hyperbole équilatère, — La condition, pour que les 
carres des demi-axes soient égaux et de signes contraires, 
sera, d'après l'équation (t), 

A-l-C — Bcos9 = o. 

Considérons les hyperboles équilatères circonscrites à 
un triangle ayant les côtés p el q et l'angle compris 0. Il 
est facile de voir que l'équation générale de ces hyper-
boles peut recevoir la forme 

Ajr'- -h xy Cx^ — Aqy — Cpx — o ; 

avec la condition 
A-f- C — COS0 — o . 

On déduit bien facilement de là que toutes ces hyper-
boles se coupent en un point fixe, point d'inlersection 
des hauteurs du triangle, et que le lieu des centres de ces 
hyperboles est un cercle. 

Ces conséquences méritent d'élre développées. 

1. On vient de voir que les hyperboles équilatères qui 
passent par trois points se coupent en un quatrième point 
fixe : ceci implique forcément une relalion de positions, 
entre chaque point et les trois autres, qui ne change pas 
avec le point que Ion considère. Les trois sommets d'un 
triangle el le point de concours des hauteurs forment en 
eiïet un système de quatre points jouissant de celte pro-
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prîété que l'un quelconque des quatre est le point de 
concours des hauteurs du triangle formé par les trois 
autres. 

2. Le lieu des centres des hyperboles équilatères pas-
sant par trois points, qui est, d'après ce que nous avons 
dit, un cercle, se confondra avec le lieu des centres des 
coniques passant par quatre points placés dans les condi-
tions énoncées. 

3. On sait qu'en général le lieu des centres des coni-
ques passant par quatre points est une ligne du second 
ordre passant par neuf points qui sont : les milieux des 
six droites qui joignent les quatre points deux à deux et 
les trois sommets du triangle qui dérive du quadrilatère, 
c'est-à-dire les trois points d'intersection des trois sys-
tèmes de droites qui passent par les quatre points. 

4. Il résulte évidemment des théorèmes précédents 
que : les trois sommets d'un triangle et le point de con-
cours des hauteurs forment un système de quatre points 
jouissant de cette propriété que les milieux des six droites 
qui les joignent deux à deux sont sur le cercle circonscrit 
au triangle dérivé du quadrilatère des quatre points-, ce 
cercle étant le lieu des centres des hyperboles équila-
tères, en nombre infini, qui passent par quatre points 
placés dans les conditions énoncées. 

5. Quatre points, donnés au hasard sur un plan, dé-
terminent en général une hyperbole équilatère et quatre 
triangles. Les quatre points de concours des hauteurs de 
ces triangles sont sur l'hyperbole équilatère, et les quatre 
cercles des neuf points de ces triangles se coupent en un 
même point, centre de l'hyperbole. 

Parabole, — Je donnerai ici le moyen de trouver le 
paramètre de la parabole représentée par l'équation 
générale. 
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Avant de supposer 

faisons 

B ' — 4 A C = 4 a , A + C — B c o s ô = : 

Téquation (i) deviendra 

a — 9. p' p«j) — sin' 0 = 0, 
d'où 

a y a 
— 4 /y. p —v/p^-+-asin'9 

Par u n calcul facile, on trouve à la limite, pour a = o , 

b^ ( Â E V c d ' ^ B D E ? sin' 9 
P = j = ^ . 

2 ( A - H C — Bcos9) ' 

§11. — Conique dans V espace. 

Les axes coordonnés sont rectangulaires. Écrivons : 

A o:' + A ' j ' + A'' s' 4- 2 B j z H- 2 B'jcz -f. 2 

4-2Cor + 2C'jr H-2 C z - f - D = o, 

équation d 'une surface du second degré; 

mx 4- ny -^-pz — i = o, 

équation du plan sécant; x'^ ^ coordonnées d u 

centre de la section; (p, cf'^,, cf'̂ ,, résultats de la sub-

stitution de x'^ y'^ z' k x , y^ z dans le premier m e m b r e 

de l'équation et dans ses dérivées. 

Les coordonnées du centre de la section sont données 

par le système d'équations du premier degré 

mx' 4- -+- pz! — 1 = 0 , 

pi' ~ ^ = o. 
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L'origine étant transportée au centrç, ou a 

A ^^ + kly-" -f- A'' z» + 2 B j z + 2 B' xz 2 B" xy 

mx -\-ny pz = o, 

équations delà conique; et 

+ — o , 

mx = 

équations du cercle. 

On déduit de là les équations des projections des deux 
courbes sur le plan des puis l'équation des diagonales 
du parallélogramme formé par les quatre points d'inter-
section de ces deux projections. En exprimant que les 
deux diagonales se confondent, on exprime que les deux 
projections sont tangentes et, par conséquent, que le 
cercle et la conique le sont aussi. On arrive de la sorte à 
l'équation bicarrée en p que voici : 

B' — A' A'' ) 4- /î' ( — A A" ) 

__ aA ' ) -f- — BB') 

+ 2 mp {A ' B ' — BB'') 4- 2 ( AB — B'B" )] 

A' 4-A'') + /^MA + A'') 4- A') 

— T-mnB" — 2//?/?B'— 
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(RESTIONS. 

671. Par un point A d'une ellipse donnée, on mène 
deux cordes AB, AC également inclinées sur la normale 
en ce point: démontrer que la droite BC, qui unit les ex-
trémités de ces cordes, passe par un point dont la position 
est indépendante de leur inclinaison sur la normale, et 
déterminer la ligne que ce point décrit lorsque le point A 
parcourt l'ellipse donnée. (H. D.) 

672. Étant donnés deux ellipsoïdes de même centre, 
semblables et semblablement placés, on mène de chaque 
point de la surface du plus grand, des plans tangents à 
l'autre : démontrer que l'enveloppe des plans des lignes 
de contact, ainsi déterminées, est un ellipsoïde semblable 
aux deux premiers. (H. D.) 

673. Inscrire dans une parabole un triangle ahc sem-
blable à un triangle donné ABC, et dont un des som-
mets a soit situé en un point donné sur la courbe. 

Cas particulier où le triangle ABC est équilatéral. 

674. Soient ABC un triangle dont l'angle C est droit; 
y le milieu de l'hypoténuse AB ; le pied de la hauteur C r ; 
P un point quelconque de la circonférence du cercle Cry 
(cercle des neuf points); C.r la tangente à cette courbe 
au point C : démontrer que le produit des perpendicu-
laires abaissées de P sur les droites Cy, Cr est égal au 
produit des perpendiculaires abaissées de ce même point 
sur l'hypoténuse et la tangente Cx . [G . J. (Oxford.)] 

675. Soient ABC un triangle isocèle dont chacun des 

deux angles A, B a pour mesure arc tang 2 sji ; /;, <7, r les 
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longueurs des perpendiculaires abaissées des sommets A, 
B, C sur une ligne droite quelconque située dans le plan 
du triangle : mener par on point donné une droite telle, 
que la somme algébrique 

I I 2 
~ H h - = o. 
P q r 

[G . J. (Oxford.)] 

676. Si a et è sont les demi-axes d'une conique, r, TJ, 
f\ trois demi-diamètres quelconques, démontrer que l'on 
¿lura 

4 sin^ rr, sin^ r^r 2 sin'rr, sinV, r̂  2 sin' r, r̂  sin'rj r 

2 sin' ra r sin' rr, sin^ rr, 

sin* r, Tj sin^ ra r 

sm rr, sm r, r, sm rjr 

sin.2(rr,) sin.2{r, rj) sin.2(rjr) 
2rî 2r ' 2r? 

relations dans lesquelles r/-,, rj/^, r^r représentent les 
angles que les demi-diamètres r, r,, r j font entre eux. 

Conséquences de ces formules. 
Ces deux dernières questions sont proposées par 

M. l'abbé Aoust. 
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LIEU DES POINTS DE REÜCONTRE DES TANGENTES GOMHDNES 
A UNE CONIQUE ET A M CERCLE 

[voir t. X, p. 408 (»), et t. XI, p. 62] ; 

PAR MM. MISTER ET NEÜBERG, 
Professeurs de Mathématiques à Nivelles (Belgique). 

1 . PROBLÈME. — Par deux points donnés sur une 

ellipse on fait passer une circonférence quelconque., 

puis on mène à ces deux courbes des tangentes com-

munes ¡ trouver le lieu géométrique du point de ren-

contre de ces tangentes. ( C H A S L E S . ) 

Le lieu reste le même lorsque la corde commune se 

déplace parallèlement à elle-même. 

Le lieu reste encore le même, que la corde commune 

fasse Vangle à, ou Vangle i8o° — J, avec le grand axe 

de l ellipse. 

Rapportons rellipse à ses axes principaux : son équa-
tion sera 

Soient 
J -h ma: /? == o, 

y -f m' :=z o 

les équations des deux tangentes communes, et 

J + - + - f i ' = o 

(*) Tome X, page 4ii, on lit cette note de M. Terquem : « La solution 
» purement analytique présente des difficultés de calcul à cause des 
» quatre tangentes communes. Cette solution serait très-instructive. » 

Ann. de Mathéntat.j 2® série, t. II. (Novembre i863.) 3 l 
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les équations des cordes de contact relatives à ces tan-
gentes, dans le cercle variable et dans l'ellipse. 

Les équations du cercle et de l'ellipse peuvent se mettre 
sous la forme 

(2) {/-h 

(3 ) ( j - h w ^ H- « ) ( r 4 - -f> - f - V ( J 4- a ' x -h p ' ) ' = O. 

L'équation (2) représentant un cercle^ les coefficients 
des carrés des variables doivent êti e égaux, et le rectangle 
des variables devra disparaître, ce qui exige que l'on ait 

( 4 ) I -h A = mm' ).a% 

(Ô) /A/+//¿'-h 2Xa = o. 

En retranchant les équations (2) et (3) membre à 
membre, on obtient les équations de deux droites passant 
parles points d'inlersection du cercle et de l'ellipse; ces 
équations sont : 

-si-
Or, si l'on veut que l'une des cordes communes soit fixe, 
il suffira d'identifier l'une de ces deux équations avec 
celle de la droite passant par les deux points communs 
aux deux courbes, équalion que nous supposons être 

— o. 

On aura donc 

(6) - ^ = M, 
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Si nous appelons X et Y les coordonnées du lieu, les quan-
tités m, X', a', jS' seront des fonctions de X , Y, a, b 
faciles à déterminer. Dès lors, les équations (4), (5), 
(6), (7) , qui expriment toutes les conditions du pro-
blème, ne contiendront plus que trois paramètres varia-
bles, X, a, |3, et par suite, si nous éliminons a, j3, 1 entre 
ces quatre équations, nous aurons Téquation de la courbe 
cherchée. 

Pour déterminer les valeurs de m et de w', remar-
quons que l'équalion d'une tangente à l'ellipse peut s'é-
crire 

J -f- mx -4- sja' b^ z=z o, 

et si nous voulons déterminer les deux tangentes passant 
par le point (X, Y ) , il suffira de résoudre l'équation 

Y- f - /wX-f- o, 

ou 

par rapport à ni. En conséquence, nous aurons : 

2 Y X 
(8) 

(9 ) 
Y' - b^ 

De plus, l'équation de la coi-de de contact, relative à ces 
deux tangentes, étant 

¿'Xjt — o , 
3 I . 
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on a imméd i a t ement 

f (.,) = 
Comme Féquation (3) doit être identiquement la même 
que Féquation ( i ) , on obtiendra la valeur de X' en égalant 
à zéro le coeflSeient du rectangle des variables, ce qui 
donne 

m-f-//i'-h 2 V a ' = O. 

En comparant Féquation (5) avec Féquation ( la ) , on 
obtient 

L'équation (6) étant rendue rationnelle devient 

— M ) ' ; 

remplaçant dans cette équation X par sa valeur tirée 
a 

de (5'), nous aurons 

a a ' ( a — a ' ) = M ' { a — a ' ) , 

et, comme généralement a est différent de a', on peut 
poser 

AA' = M% 
ou 

par suite, les équations (4) et (5) deviendront 

I ~ mm -HA l i — — j = ro , 
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d'où, en éliminant 

et en faisant usage des équations (8), (9) et ( l o ) et posant 
a} —h^ = c®, il vient, réductions faites, 

( i 4 ) ( M^ jr» — ( M ' « ' ¿ » M - = —• M ' « ' bu r^ , 

équation du lieu cherché. 
Remarquons que pour obtenir cette équation on ne 

lait nullement usage de l'équation (7) , qui est la seule 
renfermant le paramètre R^ donc le lieu est indépendant 
de R, et par conséquent il reste le même lorsque la corde 

commune se déplace parallèlement à elle-même. S i l es 

deux extrémités de cette corde viennent se réunir en un 
seul point, la corde devient tangente et l'on retombe sur 
le problème proposé au concours général, année i844' 

o\v Nouvelles Annales, t> I I I , p . 4 ^ ^ e t p . 4 8 9 . ) 

Remarquons, en second lieu, que le coefficient M qui 
fixe l'inclinaison de la corde commune n'entre qu'à des 
puissances paires dans l'équation de la courbe -, par con-
séquent, celte équation restera la même lorsqu'on y rem-
placera M par — M, d'où l'on conclut que le lieu reste 

encore le même., que la corde commune fasse Vangle î 

ou Vangle 1 8 0 ® — í avec le grand axe de Vellipse, 

2. L'équalion ( i4 ) du lieu peut se mettre sous une 
forme assez simple. A cet ej3et, menons une tangente à 
l'ellipse parallèle à la corde commune, et soient p ci q les 
coordonnées du point de contact : on aura 

a^q 

et, par la substitution, l'équation { i4 ) devient 

- a'q' {b^p'-^a'q') X^ = P'q'a'b' c\ 
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Mais, le point x = j = étant silué sur Fellipse, 
on a 

et par suite Féquation ( i4 ) pourra s'écrire 

Sous cette forme, on reconnaît que la courbe cherchée 
est une hyperbole rapportée à ses axes principaux, et 

j q'i Q1 pi f.1 
ayant pour excentricité i W -4- — == ac. Elle est 

donc homofocale avec Fellipse donnée. On voit d'ailleurs 
qu'elle passe par le point (/?, q). 

Si, au lieu d'une ellipse, on donnait une hyperbole, 
Féquation ( i ) serait remplacée par 

et on trouverait pour Féquation du lieu 

Y ' X ' _ 

qui est celle d'une ellipse homofocale avec l'hyperbole 
donnée. 

Supposons en troisième lieu que la courbe donnée soit 
une parabole ayant pour équation 

( i 5 ) = 

Les calculs se traitent de la même manière, et Fon 
arrive encore à l'équation 

. I — W __ a'2 — M̂  
' w H- m' 2M'a' 
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Mais comme, dans la parabole, l'égnation d'une tangepte 

est 

P 

les valeurs de m et de m! seront les racines de Téquation 

el par suite 

2 . Y P 
,,¿24- w -f- — = 0, 

X 2 X 

Y P m 4- = — mm' = 

De plus, Féquation de la corde de coniaci étant 

Y j ~ Por P X = o, 
on aura 

el, en substituant dans Féquation ( iS) , on obtient pour 
Féqualion du lieu : 

(16) ( ^X - P) Pj\P= P - M^Y'. 

On voit encore que le lieu reste le même lorsque la corde 
commune se déplace parallèlement à elle-même, en fai-
sant Fangle 5 ou 180°—5 avec Faxe de la parabole. 

En appelant encore p et q les coordonnées du point 
de contact de la tangente parallèle à la corde commune, 
on aura 

M = £ , 

et l'équalion ( i6) deviendra 

V. , 7' + F ? ' 
Y — X + , 

ou 

(.9) ¥ ' = - 4 / > X + 4 ; , ' + , ' . 
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On trouve donc pour le lieu une parabole, rapportée 

à son axe principal, ayant même foyer que la proposée, 
et tournée dans un sens opposé. Elle passe par le point 
(p , q) et elle a pour paramètre c'est-à-dire quatre 
fois l'abscisse du point de contact. 

THÉORÈMES SUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE 
(voir page 426) ; 

PAR M. HIOUX, 
Répétiteur au lycée Bonaparte^ 

ET M. BODFMEA, 
Professeur au lycée de Caen. 

I I I . Parmi les plans ABC considérés au § I , il peut y 
en avoir dont le pôle M s'éloigne à l'infini j les cônes cir-
conscrits de sommet M se transforment alors en cylindres. 
Clierclions le lieu des directions des génératrices de ces 
cylindres. 

Pour cela divisons l'équation (4 ) par y', et faisons 

tendre^? - vers des limites finies, à mesure que y tend 

vers l'infini. 

L'équation, toutes transformations faites, devient 

( lo ) { 
- h/ - icY -f- ¿^(/'ê ~ <ic'y 

Elle est homogène par rapport à a, ê, y et représente un 
cône du second ordre dont le sommet est à l'origine. 
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Les généralrices de ce cône sont les directions des gé-

nératrices des divers cylindres circonscrits. 

IV. Si l'on considère une génératrice particulière du 
c^ne précédent, 

a 6 Y 

l'équation ( lo ) représente le lieu des points P, ce qui 
donne un théorème analogue au théorème II . 

La surface du second ordre, lieu des points P, définie, 
par l'équation ( lo ) , coupe la surface S suivant deux 
courbes situées dans les plans 

- [fl '/'^, (/ ' a _ 2c) h^f y, [f'^^ic') 

Le premier est le plan diamétral de la surface S, conjugué 
de la direction 

a ê 7 

Le second passe par une droite DE, intersection des deux 
plans 

a^f X, (/ 'a - 2c) b^-fx, [ f ê --

Ce dernier plan est conjugué de la droite 

^ X _ ^ 

par rapport à la surface S. 
Cette droite elle-même est conjuguée du plan 
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p a r r a p p o r t à l 'ellipsoïde E , ce q u e l ' o » voit e o écrivant 

r é q u a t i o n de ce p l a n sou$ la f o r m e 

JT, (/'a — ( / ' 6 ~ 2/) -(- (/ ' 7 _ 2C") 

2C0Í-h ^c^ ^ i c ^ ^ y =z O. ^ 

Remarquons encore que le plan qui contient cette 
dernière droite et la génératrice particulière considérée, 
est conjugué de la droite DE par rapport à la surface S. 

V. Quand le point û w P est sur la surface S, le lieu S' 
se réduit à deux plans. 

Dans ce cas,en eiTet, / i=:o ,çt l'équation (4) se décom-
pose en 

(lO V,=::0, 

(12) HV. [ a ' ^ f x j ' a + b - f ' y j ' 6 + f v ) - - o. 

L'équation (i i ) , 

pent s'écrire 

« / ' . r , - f - e / ' j , -}- y/ ' z , -f- 2i'.r, I c ' y , -H -ic" z, -f- 2 o ; 

elle représente le plan tangent à la surface S au point P : 
Cest le lieu des pôles de ceux des plans A B C qui con-

tiennent le point P . 

Quant à l'équation ( 12) , elle représente un plan pas-
sant par une droite DE définie par les équations 

( I I ) V. = o, 

( 13 ) n^f / ' a -+- b ̂ r j ' ^ f ê -f- c - f z j ' ^ ^ o , 

La polaire réciproque du corollaire I se réduit à deux 
points : l'un est le point P lui-même^ l'autre, que nous 
appellerons I, est le point de rencontre de ceux des plans 
ABC dont le pôle appartient au plan (12). 
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L'équation (12), mise sous la forme 

-h ica. -f- 2 r " 7 -f- 2 = o, 

fait voir que les coordonnées z' du point I ont 
pour valeurs 

La droite PI a, par suite, pour équations 

•iJHfi _ X — r« _ g — 

Celte droite est la polaire réciproque de DE par rapport 
à la surface S. Elle est conjuguée du plan ( i3 ) par rap-
port à cette même surface, et du plan (11) par rapport à 
rellipsoïde E. Donc : 

Si d'un point P d'une surface du second ordre S , on 

mène trois droites P A , P B , P C , e t c . , le plan A B C coupe 

en un point fixe I la droite menée de P qui a ses deux 

conjuguées tangentes ci la surface S en ce point. 

Quand on prend pour surface à centre une splière, la 
droite PI devient la normale à la surface S au point P. 
Donc : 

Si d'un point P d'une surface du second ordre^ on 

mène trois droites rectangulaires qui percent la surface 

aux trois points A , B , C , le plan A B C coupe en un point 

fixe la normale à la surface au point P ( * ) . 

\'L Quand le point P est sur la surface S, l'équation 

(*) Voir, pour ce cas particulier, les Nouvelles Annales, cahier de sep-
tembre 1863. 
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du cône ( l o ) considéré au § I I I se décompose en 

{a-f X, {foL ^ 2c) + b^f'r, - ^c') 

ce cône esl donc alors l'ensemble de deux plans respecli-
vement parallèles aux plans ( i i ) et (12) du paragraphe 
précédent, et il y a lieu de considérer deux séries de cy-
lindres circonscrits. 

Les premiers ont pour plan tangent commun le plan 
(11), tangent en P à la surface S; les plans des courbes 
de contact passent par une même droite PR, conjuguée 
du plan (i i ) par rapport à la surface S. 

Les seconds admettent pour plan tangent commun un 
plan parallèle au plan (12) et tangent à la surface S en 
un point H j les plans des courbes de contact passent par 
une même droite HL, conjuguée du plan (12) par rapport 
à la surface S. Ces plans passent d'ailleurs par le point I, 
pôle du plan (12), car on sait que ce point I est situé 
sur HL. 

Il esl clair que les trois droites PI, PK, HL sont situées 
dans le plan diamétral de la surface S, conjugué de l'in-
tersection DE des plans (11) et (12). 

y I I . Quand le point P décrit la surface S, le point I 
décrit une surface du second ordre S. 

Les coordonnées ¿c, y , z du point I sont données en 
fonction des coordonnées Xj, j-i, z^ du point P par les 
équations 

On obtiendra l'équation du lieu 2 en éliminant 
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Zi emre ces équations et Téquatiou /, = o de la sur-
face S. 

On tire de 1 équation (14)5 pour Xj, ŷ ^ des va-
leurs de la forme 

J:, ax -h by -h cz -i- dy 

y^z=za'X-ir h'yc'z-^-d'y 

Substituons ces valeurs dansai = o et nous aurons une 
équation du second degré en x^ y , z qui sera l'équation 
de la surface 2. 

Cette équation est 

Ax\-h k'y\-h r, 

-h 2G'J, -h -+-1=0, 

en y considérant arj, comme tenant lieu des va-
leurs ci-dessus. 

Pour reconnaître la nature de cette surface, prenons 
pour plans coordonnés des x' des x' z\ des y' z' les 
plans 

z, = 0, jri = o , . r ,—o . 

Soit y l'angle que la perpendiculaire MP, abaissée d'un 
point quelconque M de S sur le plan Zj = o, fait avec 
Taxe des z', En égalant les deux expressions de la lon-
gueur de cette perpendiculaire, on a 

z' COS7 = • 1 

d'où, en posant 

k = : COS7 

on tire 
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On trouverait d'une manière analogue 

J . ~ hy\ jr. = g x ' . 

L'équation de la surface 2 rapportée aux nouveaux 
plans coordonnés est donc 

A -f- A ' [hy'J A " [hzj + . . , -f- i o. 

Si l'on fait maintenant 

gx' = X ' , hf = Y ' , hz' = Z ' , 

c'est-à-dire si l'on diminue les coordonnées de cette sur-

face dans les rapports ^^ obtiendra une nouvelle 

surface, de même nature que 2, représentée par l'équa-
tion 

A X ' ^ -i- A ' Y ' ^ 4- . . - h I — o. 

Inclinons d'un autre côté les coordonnées de la sur-
face S dans les directions des nouveaux axes, nous forme-
rons une autre surface de même nature que S, et il est 
clair qu'en la transportant parallèlement à elle-même on 
pourra la faire coïncider avec la surface précédente. 

On en conclut que les surfaces 2 et S sont deux sur-
faces de même nature. [Fin,) 

QUESTIONS 6S8 , 059, 060 ET 661 
(PROPOSÉES PAR M. HATON DE LA GOIIPILLIÉRE ) ; 

SOLUTIONS DK M . R O U Q U E L , 

Licencié ès Sciences mathématiques et ès Sciences physiques. 

Question 6 5 8 . 

La développante d'un cercle est la route que suit le 
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pôle d'une spirale logarithmique roulant sur un autre 

cercle» 

Faisons rouler une spirale logarithmique sur un cercle 
de rayon arbitraire 013, et proposons-nous de détermi-
ner la courbe décrite par le pôle P. 

Soient B le point de contact des deux courbes, P la 

position correspondante du pôle, BC la tangente com-

mune. Tirons OD perpendiculaire à PB prolongée. D'a-

près une propriété connue de la spirale, l'angle DBC est 

constant. 11 en sera donc de même de l'angle OBD, et par 
suite de la distance OD. 

D'un autre côté, BP est normale à la trajectoire du 
point P, et Ton \ient de voir que cette ligne, BP, se 
trouve à une distance constante du point O, c'est-à-dire 
qu'elle est constamment tangente au cercle décrit du 
point O comme centre avec OD pour rayon. La route 
du point P esl donc la développante du cercle OD. 

Remarque /. — Soit 

l'équation polaire de la spirale \ on trouvera aisément, 
pour le rapport des rayons des deux cercles : 

OD _ m 
ÔB ~ y T T ^ ^ ' 
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Remarque //• — Si la spirale roule à Textérieur du 

cercle OB, le pôle engendrera la portion de développante 
du cercle OD extérieure au premier cercle. Pour avoir la 
position initiale A du point P, il faut observer que l'arc 
BA doit être égal à la longueur de l'arc de spirale com-
pris entre le point B et le pôle, c'est-à-dire à la portion 
de tangente BC limitée en C par une perpendiculaire 
menée par le point P au rayon vecteur. 

Le point de départ étant toujours en A, si l'on fait 
rouler la spirale dans l'intérieur du cercle OB et dans le 
sens AB, le point P engendrera la partie restante de la 
développante du cercle OD. Lorsque le pôle sera par-
venu en E sur le cercle OD, le rayon de courbure de la 
spirale correspondant au point de contact égalera le rayon 
du cercle OB : les deux courbes, ayant un contact du se-
cond ordre, se traverseront. Le mouvement continuant, 
il est clair que le cercle OB sera intérieur à la portion de 
spirale qui doit rouler sur lui. En E, la courbe décrite 
par le pôle offrira un point de rebroussement, et l'on ob-
tiendra une développante symétrique de la première, ou, 
pour mieux dire, l'autre branche de la développante. 

Remarque I I I , — Relativement à la partie mobile du 
plan, le lieu du point C est une spirale égale à la pre-
mière, et dont celle-ci est la développée. Dans l'espace 
fixe, le point C décrit la développante du cercle OB. On 
voit tout de suite que la deuxième spirale et la dévelop-
pante AC ont en C un contact du deuxième ordre, ce 
qui conduit à ce théorème : 

Quand une spirale logarithmique roule sur un cercle, 

Venv^eloppe d'une deuxième spirale, dont la première 

serait la développées est la développante du même cercle^ 

l'ordre du contact de V enveloppe et de V enveloppée 

étant toujours le second. 
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Question 6 5 9 . 

La caustique par réflexion de lu développante d''un 

cercle^ pour les rayons émanés du centre, est une déve-

loppée de la spirale d'Arcliimede, 

La spirale d'Archimède jouit de cette propriété bien 
connue, que la normale en un point de cette courbe fait 
avec le rayon vecteur aboutissant en ce point un angle 
dont la cotangente est égale à Fangle formé par ce rayon 
e t Vaxe polaire. 

Cela posé, je considère l'un des rayons lumineux qui, 
partant du centre O d'un cercle OA, vont se réfléchir 
snr la développante AM de ce cercle. Soient OM le 
rayon incident dont je désignerai par p la longueur com-
prise entre le centre et le point d'incidence M ; MB la 
normale à la développante, touchant en B le cercle O A ; 
MC le rayon réfléchi. 

Par le point O, je tire ON parallèle à BM, rencontrant 
en N, MC prolongée. En outre, je mène OX perpendi-
culaire à OA, choisissant le sens OX de manière que 
l'arc AX vaille 270 degrés. 

Je me propose de démontrer que le lieu des points N 
est une spirale d'Archiniède ayant pour équation 

a désignant le rayon du cercle et OX étant l'axe polaire. 
En effet, on a 

0N=:2MB=: 2 s/p' — «S 

a a a 

Les coordonnées polaires du point N satisfont à l'é-
Ann, de Mathémat., série, t. II. (Novembre i8S3.) 32 
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quatjon de la courbe, comoie il est facile de s en as-
surer. 

De plus, la normale en N a cette spirale forme avec le 
rayon vecteur ON un angle ¡x tel, que 

colli =zXOJS=z ; 

mais 

cot O N C = cot O M Ü ^ ^ ; 
a 

par suite 

il =z ONC , 

NC est normale eu N à la spirale considérée, et la caus-
tique demandée n'est autre que la développée de cette 
spirale. 

Question 660. 

La courbe réciproque de la développante d'un cercle, 

pour des rajons émanés du centre, est une spirale trac^ 

trice, (On appelle ainsi la courbe qui, en coordonnées 
polaires, a une tangente constante.) 

Soient M un point appartenant à la développante AMM' 
d'im cercle OA; MB la normale à la développante, tou-
chant en B le cercle OA; m le pied de la perpendicu-
laire abaissée du point B sur OM. On propose de déter-
miner le lieu du point m. 

Considérons sur la développante un point M' infini-
ment voisin de M; soit m' le point qui lui correspond 
sur la courbe réciproque. Posons 

OM = R, om — r, j 

OM' = R + ctR, om' z=zr dr, n — rayon du cercle. 

L'équation différentielle de la développante est 

(i) RftKz=adS, 
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Le triangle rectangle MOB donne 

( 2 ) R r = : « % 

d'où Ton déduit 

( 3 ) = 

Les deux triangles Omm', OMM' étant semblables, il 
vient 

( 4 ) F = 

Entre les équations ( i ) , (2) , (3), (4 ) , éliminant R, ¿ R , 
rfS, on obtient, pour l'équation différentielle de la 
courbe demandée, 

(5) rds -f- adr =r o, 

d'où 
ds 
dr 

Cette dernière égalité démontre la propriété énoncée, 

en remarquant que r ~ représente, en coordonnées po-

laires, la longueur de la tangente. 

Note sur la spirale tractrice. 

La longueur de la tangente étant négative, il s'ensuit 
que l'angle formé par la partie positive de la tangente 
avec le rayon vecteur est obtus. Cela résulte, au reste, de 
ce que les lignes MM', mm' sont antiparallèles relative-
ment à OM, et de ce que l'angle O M ' M est toujours 
aigu. 

La valeur maximum du rayon vecteur est a ; si l'on 
compte les arcs à partir du point A où le rayon r acquiert 

32. 
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celle valeur, en trouve aisément 

i = = — û X L ( s i n a ) , 

a étant Tangle formé par le rayon vecteur el la normale, 
puisque cel angle est fourni par l'équation 

r 
sin OL — - ' 

a 

De l'équation différentielle 

rds -{- adr = o, 

on peut déduire la valeur du rayon de courbure p : 

rcosa p — 
cos2a 

Celle formule fournit une construction irès-simple du 
centre de courbure. 

La courbe offre un point d'inflexion, pour la valeur 

cos 2a = o, qui correspond à r == 

On pourrait trouver l'équation finie entre r et 0, en 
intégrant l'équation (5), mais on peut y parvenir plus 
simplement de la manière suivante : 

L'axe polaire étant OA, l'équation de la développante 
est 

0 étant le même, on a 

a 
arc cos 

R 

d'où R = 

remplaçant R par celte valeur, il vient, pour l'équation 
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polaire de la traclricè, 

) = : ± ( - sjâ  — r̂  — ai e cos -
a 

La spirale se compose de deux branches symétriques 
par rapport à OA, ayant leur point de départ en A où 
elles admettent OA pour tangente commune, et se rap-
prochan t indéfiniment du centre, qui est un point asymp-
totique. Les points d'inflexion correspondent aux valeurs 

Question 6 6 1 . 

La spirale tractrice est la trajectoire que suit le pôle 

d'une spirale hyperbolique roulant sur elle-même en 

partant de la coïncidence des deux pôles. 

Pour se trouver dans les conditions de l'énoncé, il 
faut imaginer que l'une des branches d'une spirale hy-
perbolique roule sur l'autre, en partant du pôle, où ces 
deux branches admettent pour tangente commune une 
perpendiculaire à l'axe polaire. 

Soient P le pôle fixe, A le point de contact des deux 
courbes correspondant à la position M du pôle mobile; 
AN la tangente commune évidemment perpendiculaire à 
PM en son milieu. 

La ligne MA est normale à la trajectoire du point M. 
Je mène M T perpendiculaire à AM, rencontrant en N 

la tangente commune, et en T la perpendiculaire PT au 
rayon vecteur PM. 

MT est la longueur de la tangente à la courbe décrite 
par le point M, et MN représente la sous-tangente de la 
spirale hyperbolique. 

D'après une propriété connue de la spirale hyperbo-
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lique, MN est constante p l en sera donc de même de MT , 
puisque M T = aMN. 

Le lieu du point M est, par suite, une spirale trac-
trice 

QUESTION 6 5 0 ; 
SOLUTION DE M . A . P . , 

Elève en Mathématiques spéciales au Ijcée Saint-Louis 
( division de M. Amiot). 

ÊnowcÉ. — On donne un point P dans le plan d'une 

conique ^ on sait que le lieu des pieds des perpendicu-

laires abaissées de ce point sur toutes les tangentes à la 

conique a un point double en P . Démontrer que les 

centres de courbure de cette courbe correspondant à ce 

point double sont à égale distance du diamètre qui con-

tient le point P . 

Soient PN et PN' les tangentes menées par le point P 
à la conique. Par un point M de la courbe, voisin de N, 

je mène la tangente MR, sur laquelle j'abaisse du point P 
une perpendiculaire PR ; le point R est un point du lieu ; 
on sait que le cercle décrit sur MP comme diamètre passe 

(*) MM. Laquière, Paul Mansion de Marchin et Piicolaïdés ont résolu 
les mêmes questions ; nous ferons prochainement connaître leurs solutions. 
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par le point R et a même tangente en ce point que le 
lieu considéré. Il a donc aussi même normale CR, C 
étant le mitíeu de PM. Si le point M se rapproche indé-
finiment du point N, le point R tend vers le point P, et la 
normale CR tend vers la tangente PN, limite de la sécante 
PM et de la tangente MR. La droite PN est donc la nor-
male au lieu, au point P. Comme le point P est un point 
double, la seconde tangente PN' à la conique est la se-
conde normale au lieu, au point P. Les deux centres de 
courbure correspondant au point P se trouvent donc sur 
les droites PN et PN'. 

Soit I le point de rencontre des tangentes MR, PN à la 
conique. Dans le triangle ÇLM, la transversale CR pas-
sant par le milieu du côté PM, on a 

KÎ " RT' 
d'où Ton déduit 

. PK , RM 
l nn .de — d e — . 

Or, les deux termes du dernier rapport RM et RI tendent 
vers PN, lorsque R se rapproche de P ] donc les deux lon-
gueurs PK et K l tendent vers PL moitié de PN , c'est-à-
dire que le point de rencontre K de deux normales infi-
niment voisines PN, RC tend vers le point L qui est par 
suite l'un des centres de courbure correspondant au 
point P. Par la même raison, le point L', situé au milieu 
de PN', est le centre de courbure situé sur la seconde 
normale PN ' du point P. Mais le diamètre OP de la 
conique passe par le sommet P du triangle PNN ' et par 
le milieu de la base NN'-, il divise donc en deux parties 
égales la droite LL ' parallèle à la base NN'^ et les points L 
et L'se trouvent donc également distants du diamètre OP 

C. Q . I \ D . 
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T H E O R E M E S D E M . P A U L S E R R E T 
(Toir 2* série, t. I", p. 824). 

Démonstralion du thcorènc V ( * ) ; 

PAR M . A . M O G N I , 

Professeur de Mathématiques (Tortone), 

ÉNONCÉ. — Soient une spirale logarithmique, une 

corde mobile vue de Vorigine sous un angle constant, 

et le pôle de cette corde par rapport à la spirale^ ou le 

point de concours des tarugentes à la courbe menées 

par les extrémités de la corde : V enveloppe de la corde 

mobile et la ligne décrite par le pôle sont deux spirales 

logarithmiques. Le sommet d'un angle constant circon-

scrit à une spirale logarithmique décrit de même une 

spirale. 

1. Soient (po5 les coordonnées polaires des 
points M, N d'une spirale logarithmique dont l'équation 
est 

l'équation en coordonnées polaires d'une droite passant 
par M et N est donnée par 

( A ) 
^ ^ ^ P o s m ( e - ~ e o ) - p , s i n ( e - ô . ) 

et observant que l'on a 

p . p , 

Ce théorème n'est pas compris au nombre de ceux qui ont été dé-
montrés par M. Nicolaïdès ( 2̂  série, t. p. 464). 
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l'équation ( A ) devient 

(B) 
sin (Ô — Go) — sin (Ô ~ Ô.) 

Maintenant, si Ton veut que la corde MN soit vue de To-
rigine O sous un angle constant A, il faut poser 

Avec cette relation, éliminant de Féquation ( B), on a 

^ ^ P — sin (9 — Ôo) — sin (9 - 9o — k) 

Prenant la dérivée de Féquation (C) par rapport à Oq et 
égalant cette dérivée à zéro, on a, après quelques dé-
veloppements et réductions faciles, 

/w sin ( 9 — 9o) — me^^ cos k sin {9 — 9«) 

H - me^^ sin ^ cos ( 9 ~ 9« ) - h cos ( 9 — 9o ) — cos ^ cos ( 9 — 9̂  ) 

— sin /t sin ( 9 — 9o ) = o, 
d'où 

^ , e"''^ cos k — me'"^ sin k — i 
tang 9 — 9oj = . . . -r 

^ ^ m — sin — cos k 

Pour tang (6 — on aurait obtenu 

e-^'^cosk -f- — i 
tang(9 — 9 , ) = - • sin X- -h me^"'^ cos k 

Les valeurs de 0 — 0 — étant constantes, je pose 

9 —9û = a, 9 — 9 , = p. 

Substituant ces valeurs dans Féquation (B), on a pour 
Féquation de l'enveloppe de la corde mobile MN 

^ s i n ( a - p ) 
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équation d'une spirale logarithmique semblable à la pre-
mière, semblablement placée, le rapport de similitude 

sioia — Ô) 
étant —s i ^ 

2. Menons par le point M une tangente a la spirale 
logarithmique dont l'équation est toujours p = 
Observant que dans cette courbe la tangente est toujours 
également inclinée sur le rayon vecteur du point de con-
tact, et que la tangente de celte inclinaison est donnée 

par on a, pour l'équalion de la tangente au point M 

dont les coordonnées sont f oi ôy 

ê. 
m sin (9 — G„) + cos { « — Ô«) 

d ' où 

ni f) 
(D ) p = 

m sin {9 — 0u j -I- COS (9 — O«) 

et, pour l'équation de la tangente au point N dont les 
coordonnées sont pi, ^i, 

^ ^ //i sin (G — ô,)-H cos^e — G,j 

On obtiendra la ligne décrite par le pôle de la corde MN, 
vue de l'origine sous un angle constant k̂  en éliminant 
00, Qi entre les équations (D) , (E ) et la relalion 

9i —9o == /i. 

Si l'on divise membre à membre l'équation (E) par 
l'équation (D), on obtient 

fltf** [m sin (ô — Ou) -H cos (9 — 9o)] = m sin (9 — 9.) -h cos (ô — 9.) 

et aussi 

^¿^"'̂ [///sin (9 —ôo ) 4 - cos (9 — 9«) ] 

= /// sin ( 9 — 9» — X ) H- COS { 9 — 9o — / 
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Développant et réduisant, on trouve 

/ AN ^ sin A' — cos X' 
tang(& — Q o ) = : . , ; 

sm /f -t- /w cos A — mae^^ 

Pour tang (0 — on aurait trouvé 

. ^ , mae"'^ sin X- -f- ûff̂ ^ cosX̂  —- i 
tangie — 9,) = i - — r 

' ae^" sm X: — mae'^'' cos X- 4- m 

Comme dans le cas précédent, on obtient des valeurs 

constantes pour Q — 0 — 0i. Posant donc 

et substituant dans l'équation (D), on obtient pour l'é-
quation du lieu cherché 

i! ^mô 

équation d'une spirale logarithmique semblable à la pro-
posée. 

3. Soient T le point de concours des tangentes aux 
points M el N, O l'origine. Dans le quadrilatère OMNT les 
angles en M et N sont constants par une propriété de la 
courbe. Donc, si l'angle T est constant, il en est de même 
de l'angle NOM. Donc le sommet d'un angle constant 
circonscrit à une spirale logarithmique décrit une spi-
raie de la même espèce. 

4. L'angle formé par les tangentes en M et N étant 
constant, si l'on mène par les mêmes points des normales 
à la courbe, Tangle des normales sera constant. 

Le lieu décrit par le point de concours des normales 
est une spirale logarithmique semblable à la première. 

Les équations des normales aux points M et N sont 
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données par 

mae"^^^ 
^ " " " S I N I Ô — Ôo) + A W C O S ( 9 ~ 9 „ ) ' 

^ ^ sin (9 — 9,) 4- m cos (9 — 9,) 

Le calcul s'achève comme dans le cas des tangentes. 

3. Il est évident que le point de concours des normales 
se trouve sur une même circonférence avec l'origine O, 
le point de concours des tangentes, le point M et le 
point N. On peut démontrer que le centre de cette cir-
conférence décrit une spirale logarithmique lorsqu'on 
fait mouvoir la corde MN vue de l'origine sous un angle 
constant. 

On détermine le centre par le point de concours de 
deux perpendiculaires menées aux milieux des rayons 
vecteurs OM, ON. Les équations des perpendiculaires 
sont 

_ P« __ ae""^' 
^'~'2C0S(9 9o) " " 2 003 (9—9o)' 

0. 
2 cos (9 — 9,) 2 cos (9 —9 , ) 

Le calcul s'achève comme dans le cas des tangentes. 
Si Ion cherche l'enveloppe de cette circonférence, on 

trouve de même une spirale logarithmique. 
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NOTE 
xP—l 

Sur les coefficients du développement de 

PAR M . J.TJ-A. M A T H I E U , 

Capitaine d'artillerie. 

J 'a i l u , t . X X , p . 397 des Nouvelles Annales,^ u n 

théorème qui est inexact. 
L'énoncé porte que si Ton additionne de q en q les 

coeiEcientsdu développementde 
[q ne dépassant pas p) , les sommes, en nombre que 
l'on peut ainsi former ne sont susceptibles de prendre que 

1 . 1 —0" ip les trois valeurs ^ ? — - " " z t x . 

La formule que j'indiquerai à la fin de cette Note ex-
pliquera assez comment ce théorème peut se vérifier dans 
certains cas sans être général. Voici un exemple où il 
tombe en défaut : 

Les coefficients du développement de 
forment la suite 

I , «I, 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10, I I , 1 0 , 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , I; 

si l'on additionne de 7 en 7, les sept sommes présenteront 
quatre résultats différents: 16, 17, 18 et 19. 

Mais mon intention en publiant celte Note est bien 
moins de rectifier une erreur qu'a sans doute déjà recon-
nue un ancien camarade et ami que de me joindre à lui 
pour appeler l'attention des savants collaborateurs de ce 
recueil sur les nombres qui forment les coefficients du 

développement de — ^ ^ 5 nombres qui me paraissent 

jouir de propriétés arilhmologiques assez curieuses. 



( 5»o ) 
Une étude ébauchée de ces coefficients m'a conduit à 

quelques formules qui mériteront peut-être un examen, 
et parmi lesquelles je ne citerai, pour le moment, que 
celle relative à la sommation des termes de q en q. 

Soit p = q r^ r pouvant être par conséquent le reste 
de la division de p par q \ soit une somme de termes 

pris ie q en q dans le développement de ( ^ j 9 et 

la somme analogue dans ? les termes qui ser-
vent de points de départ aux sommations occupant, dans 
les deux suites, le même rang qui né peut évidemment 
dépasser q : 

On a toujours 
pn^r-

m LES DIFFÉRENTES SOLUTIONS DE LA QUESTiO;« 6 5 4 ; 
PAR M . S . R E A L I S . 

Extrait d'une Lettre à M. Prouhet. 

Dans la note (p. 307) qui suit la solution générale, 
donnée par M. E Beltrami, de la question 654 (p. 1 9 1 ) 
vous demandez : a Pourquoi les méthodes employées 
)) (p. 285 et 286) n'ont-elles conduit qu'à une solution 
» particulière? » Voici ce que j'avais remarqué à ce su-
jet, même avant la publication de l'excellent article de 
M. Beltrami, 

Soit une fonction 9 (w) satisfaisant à la condition 

/ \ . . sinw 
( i ) (p(w)=a>(o) ; 
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on aura aussi 

. , sin2w . .sinwcosw 

Substituant dans cette foi niule pour cplo) la valeur ^̂ ^ 
^ ^ ^ ' sinw 

déduite de la première, on obtient 

( 2 ) œ ( 2 0 ) ) ~ y ( w ) COSw. 

La formule (2) est donc une conséquence immédiate de 
la formule ( i ) , et elle est plus générale que celle-ci, ainsi 
qu'il résulte des développements fournis par M. Beltrami, 
en ce qu'elle est indépendante de la valeur particulière 
que prend la fonction CP quand on y fait (0 = 0. 

Maintenant, si l'on considère les solutions données 
aux pages 285 et 286, on verra qu'elles ne prouvent 
autre chose sinon que la formule ( i ) satisfait a la condi-
tion exprimée par la formule (2) . 

Dans la première de ces solutions, par un habile em-
ploi d'une formule d'Euler, on passe d'une manière très-
élégante de l'équation {2) à l'équation ( i ) ; mais en cher-
chant à vérifier le résultat à posteriori, sans l'introduction 
du produit des cosinus auxiliaires, on reconnaît que la 
solution revient à celle ci-dessus, c'est-à-dire à faire voir 
qu'en multipliant entre elles les équations ( i ) et (2) on 
retombe sur l'équation ( i ) : 

/ N / \ f \ / \ ® ( WJ .TP ̂  = : ^ (^O) • DF ^W) COSW, 
w 

sin-2 w 
V (?fr>) rz: cp ( o) —^ ^ 

La seconde solution s'applique de même parfaitement à 
la question inverse de l'énoncé 654, c '̂est-à-dire à la dé-



( 5 , a ) 

monstralioiide la formule (2) au moyen de la formule ( i ) . 
Cela doit être,puisque la fonction ç (o ) ^^^ est dévelop-
pable en une série à puissances ascendantes de la va-
riable*, mais quant à l'expression générale de la fonction 
y (w) déterminée par la condition (2), elle ne saurait 
être développée à l'aide de la série de Maclaurin qu'en 
tant que la fonction générale indiquée par M. Belirami 
ne tombe pas dans les cas d'exception de cette série. Or 
elle tomberait dans un de ces cas si, au lieu de la valeur 

on prenait les valeurs infinies qui satisfont aussi aux 
dérivées de l'équation 

(p ( 2 w ) = (f ( w ) cos w. 

Ces méthodes ne sont donc que des procédés particu-
liers, conduisant à une conséquence exacte, mais qui 
n'est elle-même qu'une solution particulière de la ques-
tion. 

Le chapitre XV I du Calcul infinitésimal de M. Duha-
mel renferme des questions qui ont, sous un certain 
rapport, de l'analogie avec celle qui nous occupe. Des 
formules (2) des différents paragraphes de ce chapitre, 
considérées dans des cas particuliers relativement aux 
constantes arbitraires qui y sont contenues, on remonte 
bien facilement aux formules générales ( i ) ; mais de celles-
ci on ne pourrait arriver aux solutions complètes sans 
avoir recours à des méthodes générales, telles que les 
procédés de l'intégration des équations différentielles 
déduites des équations de condition, qui donnent le 
moyen d'introduire dans les résultats toute la généralité 
dont ils sont susceptibles. 
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ODESTieN 566 , 

SOLUTION DE M . ABRAHAM S C H N É E , 

Élève du lycée Charlemagne. 

ÉNONCÉ. — Étant donnés un triangle conjugué à une 

conique et un cercle circonscrit au triangle ^ le produit 

des distances du centre de la conique aux côtés du 

triangle, multiplié par le diamètre du cercle circon-

scrit^ est égal au produit des carrés des demi-axes de la 

conique. ' ( F A U R E . ) 

Soient a = o, [3 = o, y == o les trois côtés du triangle 
donné que je prends pour triangle de référence; ce 
triangle sera conjugué à la coniqué 

/a^ = 0 . 

Si Ton pose, conformément à la notation du Mémoire 
(p. 289 du tome II, 2® série) : 

fl / o o 
b o m o 

c o o n 

o a h c 

V = 

OÙ a, fc, c sont les longueurs des trois côtés du triangle de 
référence, et 

/ o o 

o in 

o o 

les distances du centre de la conique aux côtés du triangle 

Ann.de Mathêmai., a« série, t. II. (Novembre i863.) 33 
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seront données par les formules [voiî Xçi Mémoire cité) : 

V da 

ft' 

, s dv 

où s est la surface du triangle de référence. 
Le produit des carrés des demi-axes principaux de la 

conique est donné [voir le même Mémoire) par la for-
mule 

^ , a'h' c' à'' 

OÙ R est le rayon du cercle circonscrit au triangle 5 mais 

on a 
abc 

2R= : 
2S ' 

ce qui réduit l'expression à 

Cela posé, il s'agit de prouver que 

abc S' dv d^ dv . ^ , . , A' 
2S da db de ^ ^ 

OU, en réduisant, que 

dv dv dv Q 
-J- -77- T- = oabc.à\ 
da db de 

Or, on a 
V mn b^ ni c^ Im^ A = Imn^ 

dv dv L , ^^ / — = ïamn, -r- = 2 ¿>///, — = 2c/w, 
da ab de 

et la substitution donne une identité. 
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PROBLÈME PROPOSÉ AU GONdOURS GÉNÉRAL 
DANS LA CLASSE DE RHÉTORHiUE (SCIENCES, ANNÉE 1863 ) , 

SOLUTION DE M . R . M A L L O I Z E L , 

Élève du lycée Louis-le-Grand (*). 

ENONCÉ. — Dans un triangle A B C , oii le rayon du 

cercle circonscrit est égal à Vunité, on mène les bissec-

trices des suppléments des angles; on forme ainsi un 

deuxième triangle A ' B ' C {le sommet A ' se trouvant 

dans Vangle A , etc). On donne le rappoH \ du côté A B 

à la somme des deux autres B C et A C 5 le rapport ^ du 

côté A ' B ' à la somme des deux autres B ' C et A ' C . 

On demande de résoudre le triangle A B C , et de trouver 

les conditions de possibilité du problème. 

Appelons A, B, C; a, c les angles et les côtés du 
premier triangle-. A', B', C ; a', c' les angles et les 
côtés du second. 

L'énoncé nous donne les relations 

a-\-b ' a' ^b' 

Calculons les angles A, B, C. 
On a, dans le triangle ABC, 

d'où 

a - ^ - b sin A -I- sin B 

(*) M. R. Malloizel a obtenu le premier prix au Concours. 
33. 
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OU 

. c C 
2 Sin - COS -

. A - ^ B A — B 
2 Sin COS 

OU 

(0 

. c 
sin ~ 

2 
A —B 

COS 

Nous avons ainsi une première équation entre les angles 
C A B 
- et Cherchons-en une seconde. 
2 2 

Nous aurons dans le triangle A ' B ' C , comme dans le 
triangle ABC, l'équation 

. C 
, sm 

c' 2 
a ' ^ b ' A ' — B 

cos — 

Or, on reconnaît facilement sur la figure, en menant les 
bissectrices des trois angles A, B, C, les relations : 

2 2 2 

Notre dernière égalité devient donc 

. A 4 - B 
sin 

A — B 
cos — ? — 

On sait que 

. :C ^ ¡1 —COSX X / l - h c o s . r 
s i n - = i / c o s - = 4 / 

2 V ^ 2 V 2 
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Appliquant ces formules, il vient 

A-i-B 
I — cos 

i 4 - cos 

ou 
. c 

I — sin -

1 -f- cos 2 

Reste donc à résoudre les deux équations ( i ) et (2) du 
. , , . C A - B 

premier degre en sm - et cos —-— : 

. C . C 
sin - I — sm -

2 2 
= — — A — B ' A — B 

COS I + cos 2 2 
ou 

. C , A — B 
sin - = A cos 9 

2 2 
. C , ^ A - ^ B 

l — sm - = - h ft' cos 
1 ^ ^ 2 

Q p^ g 

Remplaçons dans la seconde équation sin - par X cos ^ 

il viendra 
A — B , , A — B 

I — X cos = H- CQS ^ 
1 ^ ^ 2 

ou 
A — B l — a^ 

COS = 
2 ^ -H fx' 

(X et étant des nombres donnés, celte expression sera 
facilement calculable par logarithmes. ) 
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Nous pourrons alors calculer — - — , par suite et 

enfin les trois angles A, B, C. 
2® Passons au calcul des côtés. 
On|a les relations 

c 
= 2, 

sin A sin B sinC 

le rayon du cercle circonscrit étant égal à l'unité ; d'où 
l'on tire 

¿1 = 2 sin A, 

b = z 2 sinB, 

0 = 2 sinC. 

Les angles A, B, C ayant été calculés, nous aurons les 
valeurs des trois côtés â  è, c. 

3° Discussion. 

La valeur de cos —^— doit être positive et plus petite 

que l'unité, c'est-à-dire qu'on doit avoir 

et 

On a 

et 

ou 

1 — X - f - o u 2 f z * > i — X . 

. c , A—B 
sin - = ). cos , 2 2 

A — B ^ A-+-B 
cos > cos , 

A — . C 
cos > sin - ; 

2 ^ 2 

donc il faut qu'on ait 
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Les trois coadilions de la possibilité du problème sont 
donc 

Les deux premières conditions étaient évidentes à priori. 

Le problème, quand ces conditions sont remplies, n'ad-
met qu'une solution. 

Comme cas limite, = y / ^ on a alors 

A - B 
cos = I , 

1 
d'où 

A = B . 

Le triangle est alors isocèle. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une lettre de M, i abbé Aoust. 

(( Il est loin de ma pensée de vouloir diminuer le mé-
rite des recherches géométriques de M. Faure, mais je 
dois vous faire observei^ que le théorème publié par ce 
géomètre, dans la question 668 des Nouvelles Annales 

(numéro de septembre i863, p. ^ i i ) , n'est autre chose 
que la reproduction de la formule (7) du Mémoire que 
j'ai présenté à l'Institut dans le mois de juillet dernier. 
Ce Mémoire a été publié le 27 du même mois dans les 
Comptes rendus de l'Académie, et la formule dont il 
s'agit s'y trouve à la page 2 1 9 du tome LVIL 
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» Ce théorème et tous les théorèmes du même ordre 

appartiennent à la fois à la géométrie des surfaces et à la 
géométrie des coniques, suivant une remarque intuitive et 
consignée dans presque tous les auteurs élémentaires. La 
formule^ dans les deux cas, reste la même; mais les 
lettres qui, dans le premier cas, représentent des rayons 
de courbure, représentent, dans le second, les carrés des 
demi-diamètres d'une conique. Si l'on veut, on peut 
affecter de l'exposant 2 toutes les lettres qui, dans le 
premier cas, représentent les rayons de courbure, et ces 
mêmes lettres représenteront, dans le second, des demi-
diamètres d'une conique. » 

Un Abonné nous adresse la Note suivante au sujet de 
la méthode exposée (p. 341) pour résoudre l'équation 

-t- ax^ H- bx^ cx-^d—o* ' 

(( Dans le chapitre X IV de son Algèbre (éd. de 1807, 
p. 4 i5) , Euler pose l'équation 

x'^ •+• ax^ bx^ ex d =1 (x"^ ^ _ (^jc 4- r)', 

ou, comme il le dit plus loin, 

x^ -4- ax^ ^ bx^ ex + d 

» L'identification lui donne 

— — a"^ d -h ^bd c^ — o, 

ap — c 
27 

» Faisant 

rtrro, f ^ B , ('/rrzC, 2p = Z^ 
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OU a : 

a' — Az^ — 4 C z — ( B ^ — 4 A C ) = o , ^ = — A , 

— B 

2 yz—A 

p — rz=:-(z-\ , ^ V (z , ^ V 

Ce sont précisément les équations (4), (5) obtenues par 
la méthode dont il s'agit (p. 

» Dans cette méthode, on donne, pour résoudre l'é-
quation 

X* -h Ax^ Bx C~ {x' -h px -h o, 

les formules suivantes : 

de là 

v/v — A l t 7 —A- f -
V̂V — ^ 

' / 2B 2.r rr:— V7 — A ± W — 7 — A -h 
v / y - A 

On peut remarquer qu'en posant y — A = 0, on a 

934-2 Aô + (A^ — 4 C ) Ô — B ^ = o, 

y/ë^y/— 

formules données par M. Le Besgue, à la page 387 du 
tome XVI I des Nouvelles Annales (A, B, C remplaçant 
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Extrait d'une lettre de M. Dewulf à M, Gerono. 

Bougie^ 22 septembre i863. 

(( Il y a fort longtemps que j'ai signalé à M. Terquem 
les rectifications a faire aux énoncés des théorèmes Hei-
lermann. J'ai une lettre de M. Terquem, datée du 2 juil-
let 1859, dont j'extrais la phrase suivante, qui vous prou-
vera ce que j'avance plus haut. 

« L'erreur vient d'une mauvaise traduction que j'ai 
» donnée du mot allemand Sclimiegungsßachej je l'ai 
» rendu par plan osculateur^ et c'est faux : c'est le plan 
n passant par la normale et la tangente. 

» Je me propose d'avoir égard à cette correction en 
» publiant un beau travail de M. Valson. » Etc. )> 

Q U E S T I O N S . 

677. Étant donnés trois triangles circonscrits à une 
même conique, on peut, en considérant ces triangles 
deux à deux, décrire trois coniques contenant chacune 
six sommets de deux des triangles proposés; démontrer 
que ces trois coniques passent par un même point. 

678. Si trois coniques ont un point commun, les neuf 
côtés des trois triangles, qui sont formés par les autres 
points d'intersection des coniques, considérées deux à 
deux, touchent une même conique. 

679. Trois coniques quelconques ont généralement, 
deux à deux, six cordes communes; démontrer que les 
dix-huit droites qui en résultent touchent une même 
courbe de la troisième classe. 

Ces trois questions sont proposées par M. H. Schrœter, 
professeur à ITJnivcrsité de Breslau (Prusse). 
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6®). Etant donnée une courbe quelconque sur une 

sphère, si d'un point O de la sphère on mène l'arc de 
grand cercle OA coupant en A la courbe, et qu'on pro-

. O A ' 
sm 

» 2 
longe OA en A' de manière qu'on ait — — = m, lo lieu 

Sin — 2 
du point A' sera une seconde courbe qu'on peut appeler 
courbe semblable à la première. Démontrer que les sur-
faces déterminées par ces deux courbes sont entre elles 
comme M^ est à I . (VANNSON.) 

t>81. En nommant A, B, C les trois angles d'un triangle 
rectiligne quelconque, on a 

sin A.sinB.sin (A — B) -f- sinB.sinC.sin (B — C) | 

-4-sinC.sinA.sin (C — A ) 

( -h sin ( A — B).sin (B — C) . s in (C — A ) 

et 

COS A cosB cosC 

sec A sécB sécC 

cosécA cosécB cosécC 

Rectification, 

Page 480, ligne 1 0 , question 676, au lieu de 

4.sinVr,.sin^r,/- 4-sinV/i .sinV,/-¿.sin^/-.¿r 
' 

AGRÉGATION DES LYCÉES. ~ CONCOURS DE 1865 . 
ConipositioD d'Analyse-, 

SoLUTiow DE M . R O U Q U E L , 

Licencié ès Sciences mathématiques et ès Sciences physiques. 

Déterminer Véquation différentielle des lignes de 

courbure. 
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Lorsque la courbe d'intersection de deux surfaces 

esc pour chacune d'elles une ligne de courbure, ces sur-
faces se coupent constamment sous le même angle. 

L'élude des ligues de courbure et de leurs propriétés 
générales se trouvant dans tous les traités, je me borne-
rai ici à écrire leur équation diflférentielle 

g ( ' ^ P ' ) % (I ^ p ^ ) ] j ^ ^ ^̂ ^̂  

dans laquelle p, q^ r, s et t représentent respectivement 
, . , . dz dz d^z d^z d^z 
les derivees partielles ---9 -r^^ -1—r et • 

^ dx dy dx^ dx dy dy^ 

On peut résoudre la seconde question par l'analyse de 
la manière suivante ; 

Considérons un point quelconque O sur la ligne d'in-
tersection des deux surfaces données. Rapportons la figure 
à un système d'axes de coordonnées rectangulaires, ayant 
le point O pour origine et tel, que l'axe Ox soit dirigé 
suivant la tangente en O à la ligne d'intersection. 

A l'origine, on aura évidemment 

^ = 0 

(les lettres accentuées se rapportent à la seconde sur-
face). Si V désigne l'angle des normales menées par le 

(*) On a donné à Téquation différentielle des lignes de courbure une 
autre forme qu'il est utile de rappeler. Si 

Xdx-^Ydj -^-Zdz^o 

représente l'équation différentielle de la surface considérée, celle de ses 
lignes de courbure est 
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point O aux deux surfaces, la formule générale 

c o s V = 

donnera dans ce cas 

COSV: 
v V - f - I s/q^'-h 

De plus, Oa: étant par hypothèse tangente à Tune des 
lignes de courbure passant en O de la première surface, 
l'équation différentielle transcrite plus haut devra être 

dr 

satisfaite lorsqu'on y remplacera — par la valeur parti-

culière qui correspond à ce point. 
On verra dès lors, en tenant compte de la valeur de 

qu'à l'origine i = o , 

et de même que 

Cela posé, par un point infiniment voisin O' de la 
ligne d'intersection menons les normales à chaque sur-
face. La différence entre le cosinus du nouvel angle et 
le cosinus du premier sera égale à la différentielle de 
cosV, et, si l'on prouve que cette différentielle est nulle, 
on aura démontré par cela même que ces deux angles 
sont rigoureusement égaux. 

Or l'on a, en général, 

dq = tdj H- sdx z=z dx ( i ^ 4 
\ dx 

Mais on a à l'origine 

dy 
_ = o, , = 

donc 
dq = o\, 
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de même 

dq'zzLO, 

Par suite 
£/(cosV) = o. 

Le même raisonnement pouvant être appliqué à tout 
autre point de la ligne d'intersection, il s'ensuit que, 
pour tous les points de cette ligne, l'angle des normales 
aux surfaces ou l'angle de ces surfaces elles-mêmes est 
constant. c. Q. F. D. 

On peut également arriver au résultat qui précède par 
des considérations de géométrie inBnitésimale. 

Si par les deux points O et O' on mène les normales 
à la première surface, ces normales, d'après une pro-
priété bien connue des lignes de courbure, se coupent en 
un point A, ou pour mieux dire, leur plus courte distance 
du troisième ordre au moins par rapport à 0 0 ' peut être 
négligée. Les normales en O et O ' à la deuxième surface 
se couperont de même en B. 

Les triangles AOB et AO'B ont le côté AB commun-, 
les côtés AO et AO', ne différant que d'une quantité infi-
niment petite du second ordre au moins, sont égaux, et il 
en est de même des côtés BO et BO'. Donc 

A O B = A ^ . 

C. Q . F. D . 

JSole du Rédacteur. — Cette proposition^ que si la 

courbe d'intersection de deux surfaces est pour chacune 

d''elles une ligne de courbure» ces surfaces se coupent 

constamment sous le même angle, est due, je crois, à 
mon ancien collaborateur M. Terquem. C'est une des 
questions proposées, il y a onze ans, dans les Nouvelles 

Annales (question 269, t. X I , p. 402). Voici les solu-
tions que MM, Faure et Dewulf en ont données. 
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QUESTION 2 6 9 ; 
S01.0T10N DK M . F A U R E , 

Officier d'artillerie. 

THÉORÈME. — Deux surfaces se coupant suivant une 

ligne de courbure commune à l'une et à Vautre, le long 

de cette ligne les deux surfaces se coupent sous le 

même angle. 

Démonstration. — Soient MM', M'M' 'deux élé-
ments consécutifs de la ligne de courbure que nous sup-
poserons de même longueur; A, A'les milieux de ces élé-
ments. Menons en ces points les normales aux deux 
surfaces5 elles se rencontreront en deux points B, B' 
qui seront également distants des deux éléments. Donc, 
si l'on joint BB', on formera deux triangles ABB', A'BB' 
égaux entre eux; par suite les angles en A et A' qui me-
surent ceux des surfaces seront égaux entre eux. Cette 
égalité se succédant pour tous les points consécutifs de 
la surface démontre le théorème. 

I P Démonstration. — Exécutons encore la construc-
tion précédente et soit O le point d'intersection du plan 
osculateur MM' M" avec la ligne BB'. Les deux plans 
BAB', BA'B ' étant tous les deux perpendiculaires au plan 
osculateur, leur intersection BB' est perpendiculaire à ce 
plan; de plus, les droites OA et OA' sont égales entre 
elles; donc les angles BAO, BA'O sont égaux entre eux 
ainsi que B 'AO et B 'A 'O. Or BAO-4-B'AO mesure 
l'angle des deux surfaces au point A ; de même 
BA'O -h B 'A 'O mesure l'angle des deux surfaces au 
point A'; donc ces angles sont égaux entre eux. 

La réciproque de ce théorème est vraie, c'est-à-dire 
que deux surfaces se coupant suivant une certaine ligne 
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Bom le inème angle, sî elle esl une ligne de courbure de 
Tune des surfaces, elle est aussi une ligne de courbure de 
l'autre. 

Cela se voit immédiatement au moyen de la deuxième 
démonstration. 

QUESTION 269-, 
SOLUTION DE M . D E W U L F , 

Officier du génie. 

Deux surfaces se coupant suivant une ligne de cour-

bure commune à Vune et à Vautre; le long de cette 

ligne les deux surfaces se coupent sous le même angle. 

( T E R Q U E M . ) 

Ce théorème est une conséquence immédiate du théo-
rème de Lancret que M. Liouville a énoncé comme il 
suit : Four toute ligne de courbure d'une surface, la 

seconde courbure géodésique est nulle [Journal de Ma-

thématiques, t. X X I ) . Soient m et m'deux points suc-
cessifs de la ligne de courbure, O et O ' les plans oscula-
teurs en ces points, T et T ' les plans tangents en ces 
points à la première surface, t ei t'les plans tangents à 
la seconde surface. 

D'après le théorème de Lancret, 

00 O'/'; 
donc 

/N ^ 0 ï ~ 0 ' r = 0i — o v , 
et par suite 

or — ot = o'v — O'/'. 
c. Q. F. o . 
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ARITHMÉTIQUE ET ALGÈBRE BES CHIKOlS ( f i i ) 
(voir BOLLETW MATHÉMATIQUE, t. VIII, 186?, p. 3«); 

PAR M . K . - L . B I E R N A T Z K I , DOCTEUR A BERLIBÎ. 

CRELLE, t. L U , p. 59; I856. 

Telle est l'analyse succincte de cette œuvre remarquable 
pour son antiquité; chaque division et sous-division est 
accompagnée d'une stance pour l'imprimer dans la mé-
moire. 

A cet ouvrage s'infèrent tous les développements ulté-
rieurs de l'arithmétique; car tel est le culte des ancê-
tres chez les Chinois, qu'aucun auteur ne se permet d'a-
vancer une règle, comme sienne; il la rattache toujours;, 
comme explication, extension à une règle donnée par 
un ancien. Cette modestie est chez eux un acte de reli-
gion ( * ) . 

La règle la plus féconde, la plus remarquable est la Ta--
yuen ou la grande extension, la recherche des quantités 
inconnues dans l'analyse indéterminée du i®"̂  degré. On 
la trouve sous sa forme première dans le Swan-king^ clas-
siques arithmétiques du célèbre Sun-tzée. Quelques his-
toriens chinois croient que c'est un officier qui a vécu 
220 ans avant l'ère vulgaire; d'autres le placent avec plus 
de raison au m® siècle après J.-C., vers la fin de la dy-
nastie des Jlan et au commencement de la dynastie des 
Weih, La règle de Sun-tzée débute par quatre lignes ri-

( * ) Cette abnégation du moi n'est pas la plus brillante de nos qiialités. 
Il existe chez nous deux tendances î voiler ce que nous devons aux prédé-
cesseurs, dévoiler ce que le voisin leur doit. ( iVo/c de M. Terquem. ) 

Ann. de Malhémat., a® série, t. II. (Décembre i863.) 34 
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mées et est enveloppée dans les questions suivantes : 

Un nombre divisé par 3 donne le reste 2 ; divisé par 
5 donne le reste 3 ; divisé par 7 donne le reste 2 ; quel 
est ce nombre? Le procédé est indiqué sous cette forme 
mystique : 

Divisé par 3 donne le reste 2, écris i4o , 

Divisé par 5 donne le reste 3 , écris 63 , 

Divisé par 7 donne le reste 2, écris 3o; 

ces trois nombres ajoutés donnent 233, en retranchant 
2 1 0 , le reste 23 est le nombre cherché. Ce procédé tron-
qué est suivi de cet aphorisme également tronqué ; 

Pour I obicnu par 3, pose 70, 

Pour I obtenu par 5, pose 21, 

Pour 1 obtenu par 7, pose i5. 

Si la somme est 106 ou davantage, on soustrait io5 et le 
reste est le nombre cherché. 

Un auteur plus récent, Tsiu-kiu-tschaou, qui vivait 
vers la fin de la dynastie Sung, donne Texplication sui-
vante de cet aphorisme : 

On fait le produit 3.5-7 ==io5 Yeu-mu^ extension 
fondamentale; 

I o5 
i5 Yeu'su^ nombre extensif*, ce diviseur 7 porte 

le nom de nombre fondamental déterminé Ting-mu. 

15 = 7.2 + 1,1 Tsching, multiplicateur; 
i5 .1 = i5 Yeug-su^ nombre auxiliaire; 

c^est ce qui explique la locution ci-dessus : pour i obtenu 
par 7 , pose i5. 

On agit de même par rapport aux facteurs 5 et 3, ainsi: 

^ ^ = 21, nombre extensif; 
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ai = 5.4 -4- I ) I multiplicateur-, 
21.1 =r 21, nombre auxiliaire; 

c'est ce que signifie ci-dessus : i obtenu par 5, pose 21. 

z=z 35, nombre extensif; 

35 = 3 . i i - h 2 , 2 multiplicateur ; 
2 . 3 5 = 70, nombre auxiliaire. 

Ces trois nombres auxiliaires i5, 21, 70 , servent à con-
tinuer l'opération; on multiplie chacun par le reste cor-
respondant; ainsi 

I 5 X 2 = 3O, 2 Î X 3 = 6 3 , 7 0 X 2 = 140, 

3o-i-63-H 140 = 233 , 

233 — io5 = 1 2 8 , 128 — io5 == 2 3 , nombre cherché. 

Cette explication a besoin d'explication. 
Supposons qu'on cherche un nombre qui, divisé par 

Pl laisse pour reste Sî  par p^ laisse pour reste 5j, par p^ 
laisse pour restées, et soient 

PxPi^Pi-^ r,, 

et 
N = / ? , T a -f-/?,/?3 r, - f - / ? 3 r, i , , 

N divisé par laisse le même reste que ptpii\s^ divisé 
par p, ; le même reste que r\5, ; donc si rj divisé par p^ 
laisse pour reste l'unité, N divisé par p^ laissera pour 
reste 5, ; de même, si r\ divisé par p^ laisse pour reste 
l'unité, N divisé par laissera pour reste s^, et si r\ di-
visé par p3 laisse l'unité pour reste, N divisé par p^ lais-
sera pour reste 53. Or, dans l'exemple de l'auteur chinois, 
les restes /'i, /'s, r̂  satisfont à ces conditions. Si elle 
n'existe pas, la solution cesse d'être bonne. Cette règle 

34. 
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Ta-yen servit dans la suite à calculer les cycles du prêtre 
nommé Yih-king, qui eut le mérite d'en avoir fait la pre-
mière application -, il mourut peu après la publication de 
son célèbre ouvrage Ta-yen-lei-schu en 4-717; Tsiu-
kiu-tschaou, ci-dessus dénommé, a composé un commen-
taire sur cet ouvrage, sous le titre de Neuf sections de 

Varithmétique^ pour le Kiu-tschang. 

Section, — Nombres extensifs^ auxiliaires comme 
ci-dessus. 

Je n'ai pu comprendre ce qu'on en dit. Ces nombres 
servaient chez les Chinois à prédire l'avenir et consti-
tuaient l'art des prédictions. A cet effet, des signes parti-
culiers étaient affectés à ces nombres comme c/^5; l'unité 
était figurée par deux traits, le 2 par un trait brisé, le 
3 par un trait entier, le 4 par un trait entier et 
un trait brisé, etc. ; c'est l'origine des diagrammes, restes 
d'un ancien système de prédictions, dont on ne peut trou-
ver l'origine. 

IP Section, — Applications astronomiques au calcul 
des cycles. 

III'' Section, — Traité du travail. 
Quatre compagnies d'ouvriers renfermant chacune des 

nombres donnés et différents d'ouvriers entreprennent 
la construction d'une digue; on assigne à chaque compa-
gnie une partie de la digue à construire. 

If^" Section. — Calcul des capitaux. 
Sept capitaux égaux sont successivement diminués par 

des effets tirés chaque jour sur eux, de divers montants. 
La grandeur des capitaux et le nombre de jours qu'on a 
tirés sur eux sont inconnus, mais on connaît le montant 
des effets et ce qui reste des capitaux; trouver la somme 
des capitaux primitifs. 
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V" Section^ — Trois fermiers possèdent cliacun la 
même quantité de blé, qui a été achetée à divers marchés 
et d'après diverses mesures. L'excédant au-dessus de la 
mesure normale est connu 5 trouver la quantité de blé. 

^VP Section, — Trois régiments marchent vers la ca-
pitale; on connaît le nombre de lieues que fait chaque 
régiment par jour et l'heure où chaque régiment arrive à 
la capitale; trouver la distance de la capitale au lieu com-
mun du départ. 

VIP Section, — Problème des courriers de diverses 
vitesses. 

VHP Section, —Problème sur la fondation d'un édi-
fice où l'on emploie quatre sortes de briques; on donne 
les dimensions des briques ; en déduire les dimensions de 
la fondation. 

IX" Section. — Problème : trois tonneaux remplis 
chacun de la même quantité de riz ont été vidés en partie 
par des voleurs ; on ne sait pas combien il y avait de riz 
en tout, mais on sait qu'il reste : 

Dans le tonneau. . . . . i ho. 

Dans le a® tonneau i sching et 1 ho. 

Dans le 3® tonneau i ho. 

Les voleurs étant pris ont avoué : 

Le voleur A d'avoir puisé à diverses fois dans le tonneau 

avec une pelle à écurie; 

Le voleur B d'avoir puisé à diverses fois dans le tonneau 

avec un sabot; 

Le voleur C d'avoir puisé à diverses fois dans le 3® tonneau 

avec une ccuelle. 
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On s'est assuré que : 

La pelle à écurie contient. . . . i sching et i /lo, 

Le sabot i iching et 7 ho^ 
L'écuelle i sching et 2 ho ; 

combien chaque voleur a-t-il pris de rîz.^ 

Réponse : 

Le voleur A a pris 3 schih i tau 9 sching 2 hoy 

Le voleur B a pris 3 schih i tau 7 sching g hoy 

Le voleur C a pris 3 schih i tau 9 sching 2 ho, 

La totalité du riz enlevé = 9 schih 5 tau 6 sching 3 ho. 

Note, — 10 ho valent i sching^ 10 sching valent 
I Zai/, 10 tau valent i schih\ réduisant tout en ho, on 
est amené à l'équation d'analyse indéterminée 

La seconde partie de Touvrage de Tsiu-kiu traite uni-
quement de calculs relatifs à l'astronomie et à la physique 
cl toujours par la célèbre règle Ta-yuen. Les Indiens ont 
une semblable règle sous le nom de Cuttaca, Il n'est pas 
vraisemblable que les Chinois l'aient reçue des Indiens. 

Algèbre, 

Vers la fin du xiii® siècle, le même Tsiu-kiu-tschaou, 
ci-dessus dénommé, fit paraître le Lien-tien-yuen-yih^ 

c'est-à-dire Établissement de la monade céleste. Cet 
ouvrage contient pour ainsi dire l'algèbre des Chinois; 
la monade,, c'est notre inconnue x. Comme les Chinois 
n'ont pas d'alphabet, ils écrivent les polynômes par un 
système de positions comme les nombres; ils ont im signe 
particulier qui se prononce Tae, pour désigner la quantité 
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toute connue et un autre signe qui se prononce Yuen^ 
pour désigner le terme qui renferme la i*̂® puissance de 
l'inconnue-, l'inconnue elle-même ne s'écrit pas, elle est 
sous-entendue comme unité^ monade^ on n'écrit que les 
coefficients numériques. Par exemple, soit à écrire le po-
lynôme x® -f-15 o:' -f- 66x — 36o, ils écrivent 

i 

I = i5x» 

t 1 66X 
I I I T O 36o 

On voit qu'en allant de bas en haut, les exposants de 
la monade augmentent d'une unité. Dans la pratique, 
lorsqu'on écrit Tae on omet Yuen, et quand ou écrit Yuen 
on omet Tae. 

Les quantités s'écrivent avec de l'encre rouge et les 
quantités négatives avec de l'encre noire, signes distincts 
qu'on rencontre déjà dans les écrits du vi® siècle; mais 
le Yay-king-jui-king, qui a écrit un commentaire sur le 
Lei-tien-juen^ parait être le premier qui ait distingué le 
membre à droite d'une équation par un trait transversal. 
Le terme qui est immédiatement au-dessus du Tae est 

la racine carrée ou a:^, au-dessus de celle-ci c'est la racine 
cubique, et ainsi de suite. 

Voici un exemple de résolution numérique d'une 
équation du quatrième degré tiré de l'ouvrage de Tsiu. 

Nous nous servirons des chiffres arabes. L'équation est ( * ) 

x^ — 1534464^ ' -t- 731124800JC = 526727577600. 

(*) L'équation donnée dans le Mémoire de M. Biernatzki est fautive : 
a porte le signe -h et b est oublié. TM. 
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On ne donne que des résultais sans expliquer Topération, 
Voici ce que j'ai compris» 

Faisons, pour épargner de la place, 

a = 1534464 J b = 'jSi 124800, € = 526727677600, 
a x ^ = z c, 

La racine quatrième approchée de c est 720. 
Faisons 

( j -+- 700)'—il 700)' 4- b 700) — c = o, 

ou 

j M - 2 8 0 0 x ^ 4 - 1 4 o 5 5 3 6 / 2 — 4 5 1 2 4 8 0 0 J — 5 2 6 7 2 7 6 7 7 6 0 0 = 0 . 

A la même époque un autre géomètre, nommé Tschu-
schi-kils, publia, en lio^, le Sze-j-uen-juli-kiliu (Miroir 
précieux des quatre éléments). Son ouvrage commence 
par le rapport des Lihu (coefficients) dans le calcul des 
nombres jusqu'à la huitième puissance. Il donne la table 
suivante comme une ancienne méthode : 

i somme primitive, 

I I facteurs, 
I 2 I . . . . . . carré, 

I 3 3 I . . . . carré cube, 
I 4 6 4 I • • carré-carré, 

I 5 10 jo 5 I cinquième puissance, etc. 

C'est le triangle de Pascal ( * ) . 

Les quatre éléments sont quatre signes tirés de l'écri -
ture chinoise et représentant le ciel, la terre, l'homme, la 
chose; les trois premiers sont consacrés aux quantités 
connues (notre a, c ) et la dernière la quantité incon-

(*) Ce triangle se retrouve, en Europe, dans presque toutes les ariihmé-
Uques du XTi® siècle. P, 



( 5 3 7 ) 

n u e ( x ) ; il les dispose ainsi autour de T a e : 

I 
1 Tae I 

I 

Le I supérieur est la chose^ soit X] l'inférieur c'est le 
ciel («)•, à droite c'est Vliomirte (c), et à gauche la terre 
( i ) ; ainsi 

X 

b Tae c 

a 

Supposons qu'il s'agisse d'écrire 

{a -h b -h c-i-.rY 

Tschu le figure ainsi 
1 

2 o 2 
2 

1 o Tae o i 
2 

2 O 2 

I 

ce qui équivaut à 

2 bx O 1 ex 
2nx 

Tae 
2bc 

iab o lac 

On voit que la disposition des quantités connues et in-
connues correspond au tableau des quatre éléments. 
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Vers la fin du xvii® siècle les missionnaires composèrent 

une Algèbre en chinois sous le titre : Tscay-hang-fang, et 
la présentèrent à Fempereur Kang. Cest à cette occasion 
que cet empereur ordonna la confection de la célèbre 
encyclopédie dont il révisa chaque feuille. Le titre chi-
nois est : Leuh-lei'-yuen'yuen (Sources secrètes de l'har-
monie et des nombres). La troisième partie de cet excel-
lent ouvrage, intitulée : Suli-li-ìsing-wang (Dépôt des 
finesses des règles arithmétiques), traite des sciences 
exactes et sert encore au collège d'astronomie de Péking. 
Il est divisé en deux sections principales : la première 
traite de l'origine des nombres ; on raconte comment Fohi 
vit sortir de la rivière Jaune un dragon portant sur son 
dos le système décimal. Un dessin reproduit cet événe-
ment, suivi d'un autre dessin qui représente une tortue 
sortant du fleuve Lo et sur la carapace est figuré ce sys-
tème décimal, qui se montre à l'éminent philosophe 
Yu. Celte première partie est terminée par l'ouvrage 
Tschan-pi, mentionné ci-dessus. Les trois parties sui-
vantes sont en X I I livres avec une introduction à la géo-
métrie, mais moins claire, moins solide que celle d'Eu-
clide. On y expose ce qui est nécessaire sur les surfaces et 
sur les corps de diverses formes. Dans le dernier livre on 
parle des proportions et on donne des plans et des pro-
jections pour la confection des coupes et dessins. La cin-
quième partie comprend ce qu'on pourrait appeler 
Varillimétique en figures; la théorie des calculs est ex -

posée par principes et éclaircie par des figures et des 
exemples. La seconde section principale traite en qua-
rante chapitres de l'application de l'arithmétique et con-
tient cinq divisions. La première, en deux chapitres, ser-
vant d'introduction, contient des tables de poids et 
mesures, des règles pour les quatre opérations et les frac-
tions. La seconde division, en huit chapitres, traite des 
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lignes, des proportions, des progressions, de la règle 
d'alliage, de la règk de société, des profits et pertes et 
des équations. La tioisièoie, en huit chapitres, s'occupe de 
calculs de la surfaçe des corps, de l'extraction des racines 
carrées, de l'ancienne et de la nouvelle trigonométrie, ^e 
l'usage des huit lignes trigonométriques, de la méthod^ 
pour déterminer les côtés d'un triangle, de la mesure des 
tigures rectilignes ou curvilignes, des segments circulaires 
et des polygones réguliers, La quatrième section, en huit 
chapitres, contient ce qui concerne les valeurs, l'extrac-
tion de la racine cubique, la mesure des polyèdres et des 
surfaces courbes, des sphères et des segments sphériques, 
les poids de diverses substances du règne animal, végétal ou 
minéral 5 enfin les Tas. La cinquième division, en dix cha-
pitres, comprend des dissertations sur l'algèbre, sur di« 
verses questions y relatives, sur les logarithmes et l'usage 
des secteurs; il y a, en outre, huit volumes supplémentaires 
avec des Tables. 

Les deux premiers volumes donnent le calcul des sinus, 
cosinus, tangentes, cotangentes, jusqu'au 90® degré. 
Le troisième et le quatrième volume contiennent les 
diviseurs de tous les nombres de i à 100000, pour 
faciliter le calcul par logarithmes. A la fin de chaque 
série de dix mille, on donne la liste des nombres 
premiers. Le cinquième et le sixième volume contiennent 
les logarithmes des nombres de i à 100000 avec dix 
décimales qui sont évidemment une copie des Tables de 
Vlacq, imprimées en Hollande en 1628. A la fin on trouve 
des règles pour calculer les logarithmes des nombres plus 
grands que 100000 et une Table des pesanteurs spéci-
fiques de diverses substances. Le septième et le huitième 
volume sont des Tables de logarithmes de sinus, cosinus, 
tangentes, cotangentes, sécantes, cosécantes de o® à 90®. 

Le style de cette encyclopédie est clair, populaire, et 
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destiné à être lu et compris par tous les Chinois instruits. 

Les Chinois s'attribuent la découverte des logarithmes. 
Du moins un mathématicien, nommé Le-scheu-lan, vivant 
aujourd'hui à Schang-haï, dans son ouvrage Taj-suh-tan-

yuen (Découverte de l'origine des logarithmes), dit qu'il 
possède une méthode pour calculer les logaritBmes par 
des considérations géométriques et qui n'est pas connue 
des Européens. Un mandarin, nommé Ta-heu, est aussi 
occupé à Hang-tschau à publier une nouvelle manière de 
calculer les logarithmes. 

A ce qu'on apprend, les sciences tendent à prendre un 
nouvel essor en Chine. L'anti-empereur, qui réside à 
Nanking, a ordonné le rétablissement des examens an-
nuels des jeunes étudiants, qui avaient été supprimés; il 
est savant lui-mênae et on peut espérer qu'il protégera la 
culture des sciences. 

SOLUTION DE LA OUESTION 671 ; 
PAR M. P.-G. DE SAINT-MICHEL, 

Élève (le M. Beynac. 

Si par un point P, pris sur une conique, on mène deux 
droites également inclinées sur la normale en ce point, et 
si l'on joint les points de rencontre de ces droites avec la 
courbe, i® toutes les cordes ainsi obtenues passent par un 
point fixe; 2® trouver le lieu de ce point, quand le 
point P se meut sur la conique. 

1® Soient PA, PB deux droites également inclinées sur 
la normale PN; C, D les points de rencontre de la 
corde AB avec la tangente PC et la normale PD. Les 
droites PD^PC, bissectrices des angles en P, divisent la 
corde harmoniquement ; donc PN est la polaire dupointC, 
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el par suite C est un point fixe, pôle de la normale don-
née PN. 

Le point C est le lieu des pôles des normales à la 
courbe. Pour en trouver l'équation, soit 

l'équation générale des coniques-, la condition pour qu'une 
droite y = mx -h n soit normale est 

(0 ' V I M^Q 

or, l'équation de la tangente au point [jc^y] et menée du 
point C (X, Y ) est 

Y j = /?X-H ^Xá: + px\ 

en y regardant x elj comme des coordonnées variables, 
elle représente la polaire du point (X, Y ) et peut s'écrire 

Pour exprimer que cette polaire est normale à la courbe, 
remplaçons dans l'équation ( i ) m et n par leurs valeurs : 
on a pour l'équation du lieu 

En prenant la droite p -H ̂ X = o pour nouvel axe des Y, 
et mettant o: et à la place de X et de Y, l'équation géné-
rale du lieu est 

Ellipse, — L'équation peut se mettre sous la forme 

C'est une courbe concentrique à l'ellipse, ayant avec elle 
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les mêmes axes de symétrie; Torigine est un point isolé; 
elle a pour asymptotes les couples de droites représentées 

par les équations = èlle est Interieure 

aux asymptotes. 

Hyperbole, — Changeant en — o n a 

courbe concentrique avec Thyperbole, ayant les mêmes 
axes de symétrie. L'origine est un point quadruple et en 
même temps un point d'inflexion : les tangentes en ce 
point ont pour équation 

la courbe est comprise entre les deux asymptotes 

Parabole. — q = o. Si l'on fait q=o dans l'équa-
tion ( i ) , l'une des valeurs de n devient infinie, l'autre se 

présente sous la forme ~ ; faisant disparaître l'indélermi-

nation, on a 
mp (2-4-/7? )̂ 

2 

Remplaçant m par ^ 5 n par ~ 3 on trouve pour l'équa-

tion du lieu 

21/?-f-^; 

xiourbe symétrique par rapport à Taxe de la parabole, 
ayant cet axe pour asymptote, ainsi quej^ = — p.̂  et tout 
entière à gauche de cette asymptote. 
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Note»—La même question a été résolue par MM, Mirza-

Nizara, élève du lycée Saint-Louis; Muzeau, lieutenant 
d'artillerie; Desgranges; Schnée, Tivollier et Grassat, 
E. P. et A. T . , Picquet, Grouard, Léon Dyrion et Pété-
rencino, élèves; Dupain et E. M., professeurs. Ce der-
nier démontre que, si ¡»ar un point A d'un ellipsoïde 
donné on décrit un cône de révolution dont l'axe soit 
la normale, le plan de la courbe d'intersection de ce cône 
avec l'ellipsoïde passe par une droite dont la position est 
indépendante de l'angle d'ouverture du cône. M. Dupain 
observe que la première partie de la question a été résolue 
p a r M . P o n c e l e t [Propriétés projectii^es, § 4 8 4 ) p a r 

Frégier [Gergonne, V I , 2 2 9 et 321). P . 

S U R L E S É Q U A T I O N S DE Q U E L Q U E S C E R C L E S ; 
PA.R M . JOHN G R I F F I T H S , 

Jesus college, Oxford. 

Soit ABC un triangle dont les côtés BC, CA, AB sont 
représentés par les équations 

a = o , p=ro, y 1= o. 

Désignons par Al Bi Ci ; A2B2C2 ;... A„B„C„, une série 
de triangles, dont les sommets Ai, B,, C, ; Ag, Bg, Cs;... 
A„, B„, C„, sont les milieux des côtés BC, CA, AB ; 
BiCi, Cl Al, A jBi ; . . , B„_iC„_i, C„_i A„_i, A„_iB„_i, 
respectivement : trouver l'équation en a, |3, y du cercle 
des neuf points passant par A„, B„, C„. 

Pour obtenir l'équation cherchée, il faut d'abord trou-
ver les équations des droites B„C„, C„ A„, A„B„. 

Sia,&,cdésignentlescôtésopposésauxsommetsA,B,C; 
et p, r les perpendiculaires abaissées de ces sommets 
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sur une droite quelconque, l'équation de cette droite sera 

(i) + rcy =r o. 

Or, en représentant par Pa^Pi-, P s v ? fn les longueurs 
des perpendiculaires abaissées du sommet A sur les droi-
tes BC, BiCi, B,C2,...,B„C„, on a 

Pa=Pa, 

pr 
I 

p.— - (/?. -^-Pa), 

Pn = -\-Pn-2), 

d'où, par l'intégration de l'équation 

2 

on trouve 

Pn = + t l ) ! ' 

et̂  par conséquent, 

Pa-Pn^^ Pa', 

donc, d'après ( i ) , l'équation de B„C„ et par suite celles de 
C„A„5 seront 

(2) I [ 2 « + + 

Il reste à trouver l'équation du cercle passant par les points 
d'intersection des lignes 

a -H î̂ i P 4- Vi7 = o, 

>2a -f- P2 p 4-v,7 o, 

>3« -f- fXsP -f-V37 = o. 
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Elle est 

abc 

Pj VJ 
>3 P3 

abc 

h fCva 
>M fA, V, \ K'3 , \ 'M p, V.) ; hlA2,p2,V2ĵ  . ' . 

abc 

),, tXi Vi 

V2 
>3 a-h P-h-Va y 

OÙ nous posons, pour abréger, 

(>, fx, v) fÂ  — 2pivcos A — cosB — 2X(X cosC. 

Ainsi, on a pour l'équation cherchée, 

fl^ b' c' _ 

b^-j-cy — cy-hax — /"n P aa-i-b^ — /„cy ' 

où 
N̂-HI _A_ F T 

- i - i r ' 

Quand on pose /z = co , OÎI a = 2 : d'où l'on voit 
que ces cercles de neuf points ont pour limite le point 
de concours des droites 

I b^-hcy — 2aûi = o, 

< cy-^ a Oi — 

I «a — 2C7 = o. 

Le point dont il s'agit coicinde évidemment ( * ) avec le 
centre de gravité de Faire ABC. 

En faisant 

(*) Cela devient encore bien plus évident quand on fait usage de quel-
ques considérations géométriques très-simples tirées de la similitude des 
triangles considérés. P. 

Ann. de Mathémat., série, t. 11. (Décembre i863). 35 
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nous aurons pour les équations des cercles passant par 
A,,, B ,̂ C^; A,, B„ C, respectivement, 

+ —p,aa) (L —pr^P) = o , 
S. (L — p, ̂  p )-(L - p, cV ) -h (L _ ^^ ) L̂ _ ^ « ) 

d'où 

et par conséquent 

p^'Sr'-p^'Ss—Llps — pr) 

donc Taxe radical des cercles S,., Ŝ  a pour équation 

i 1 — X ) (a^-hà^-hc^jL-ha^a-i-b^^ -h c^y z= o, 
Pr p. / 

Il suit de là que l'axe radical de deux quelconques des 
cercles considérés est donné en direction par l'équation 

Si l'on fait S = o, on aura /f̂  = oo , et, par conséquent, 
I = oo , ou - = o. 

Donc l'axe radical de S,., SQ a pour équation 

le cercle représenté par Ŝ  est évidemment le cercle cir-
conscrit au triangle ABC. 

Il est bon de remarquer que la droite 

rt^a -f- ¿̂ P H- c^y = o 
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est parallèle à 

a COS A H- p COS B 7 cos C = o. 

Or, cette dernière équation représente Taxe radical com-
mun des cercles So, S, 2, où S désigne Je cercle par rap-
port auquel chaque sommet A, B, C est le pôle du côté 
opposé. On trouve donc que tous les axes radicaux du 
système S, So, Si, Sa,..., S„ sont parallèles. 

On peut démontrer d'une manière analogue que Féqua-
tion du cercle inscrit au triangle A„ B„C„ sera 

y / c o t ^ — / „ « a ) -h y / c o t 5 (c7-|-«a — ) 

- f - y / c o t ^ — o. 

SOLUTIONS GÉOMÉTRIQUES DE QUELQUES QUESTIONS 
DES NOUVELLES ANNALES; 
PAR M . M . L A Q U I È R E , 

Lieutenant d'artillerie. 

Question 6 5 8 . (HATON.) 

La déi^eloppante de cercle est la trajectoire du pôle 

dUine spirale logarithmique roulant sur un cercle. 

Soit A le point de contact de la spirale dont le pôle 
35. 
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est en P sur le cercle qui a pour centre O. I/angle du 
rayon vecteur de la spirale PA avec sa normale OA étant 
constant pour tous les points de la courbe, il en résulte 
que la droite PA fait un angle constant avec le rayon du 
point où elle coupe le cercle O. Elle enveloppe donc un 
cercle. c, Q. F. D. 

Si R est le rayon du cercle enveloppe de la spirale 

et a la base de celle-ci (p = îi^)^ la trajectoire du pôle 
aura pour développée un cercle de centre O et dont le 
raj'On r est égal à 

R 
r = —« 

V'ï 4 - (log 

Question 6 5 9 . (HATOW. ) 

La caustique par réflexion de la développante de 

cercle^ le point lumineux étant au centre^ est une déve-

loppée de spirale d'jircliimède» 

Soient OA le rayon incident, AP la normale en A à 

la développante; N le point symétrique du centre par 
rapport à AP : la droite NA est le rayon réfléchi. 

Par le centre je mène OM parallèle à A P ; on aura 

Le point M décrit une spirale d'Archimède dont le 
rayon initial est perpendiculaire à celui de la dévclop-
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panle. De plus MN est normale à la courbe en M ; car 
elle joint le point décrivant M à un point pris sur la per-
pendiculaire au rayon vecteur à une distance du pôle 
égale à la longueur constante 2Rde la sous-normale. Ce 
qui démontre le théorème énoncé. 

Question 6 6 0 . (HATON. ) 

La courbe réciproque de la déK>eloppante de cercle 

pour les rajons vecteurs émanés du centre est une spi-

rale tr actrice. 

En effet, dans deux courbes réciproques la tangente en 
un point de l'une d'elles et la normale au point correspon-
dant de Tautre font des angles complémentaires avec le 
rayon vecteur. Si N o est la distance du pôle à la normale 
à l'une des courbes, T ' l a longueur de la tangente à l'autre, 
on aura dans deux triangles rectangles semblables 

No 
el, de même 

io ~ p' ' 

" 7 st' 

Si, Sn représentant la sous-tangente et la sous-normale; 
d'où 

Ainsi la courbe dont les rayons vecteurs sont réci-
proques de ceux de la développante de cercle (No = const.) 
est la spirale traclrice (T'-— const.). 

La courbe réciproque de la spirale d'Archimède 
[Sn = const.) est la spirale hyperbolique (S i = const.). 

Question 6 6 1 . (HATON . ) 

Le lieu du pôle dhme spirale hyperbolique roulant 
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sur elle-même en partant de la coïncidence des pôles est 

une spirale tractrice. 

Il est évident que cette courbe n'est autre que la po-
daire du pôle de la spirale amplifiée au double. Il suffit 
donc d'étudier la podaire de la spirale hyperbolique. 

Soient AT la tangente à une courbe, O le pôle, P sa pro-

jection sur la tangente; C étant pris au milieu de OA, PC 
sera la normale à la podaire. Soient OT la sous-tangente 
à la première courbe, Oi à sa podaire. Les angles en P et 
en O étant droits et les angles TOP, /PO égaux, la 
figure OPT i est un rectangle ; par suite OT = P i ; ainsi 
la tangente à la podaire d'une courbe est égale à la sous-
tangente de celle-ci. 

La spirale hyperbolique définie par une sous-tangente 
constante a donc pour podaire une spirale tractrice dont 
la tangente est constante. 

Q U E S T I O N S . 

682. Soient les trois variables x^ j , ^ exprimées par 
les nouvelles variables M, w, de la manière suivante : 

tÛ -f-

___ [t —/r i t ' -h (r^— 
' - h tï^- ' 

[ I — R-U' — ( R — /V-) V^] IV 

U' V- -t- (V-
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h et c sont des quantités constantes; il faut démontrer 
que 

dx̂  + dẑ  = '̂du^ -4- q'dv' 
ou 

Vu=zx, Qif =z y, ]Xivz=z. 

(STREBOR.) 

683. Soient 

/cos9-[-/w sinO cosç - h sin G sinep 

- h pcos^Q 4 - ^sin^Ocos^tp + /-sin'Ôsin^cp = U , 

P m' n' 
H r H ^ + = V . 2/> -+- 2q 'h ^ 2r -h 

11 faut démontrer que l'équation résultant de l'élimina-
. ^ J dV dV 

tion de y et de cp entre U = o, —- = o, —- = 0 , sera iden-
' dB d(f 

tique avec celle qui provient i e l'élimination de entre 

V = o , = 0 . ( C A Y L E Y . ) «Y 

COMPOSITION POUR l'ADMlSSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
1863 

On donne sur un plan une courbe du 2® degré (ÎT), 
et une circonférence décrite de l'un de ses foyers ( F ) 
comme centre ; en chaque point M de la conique a, on 
trace la normale à celte courbe; on mène des tangentes 
au cercle ( F ) par les deux poinls 011 celle normale le ren-
contre; ces deux tangentes se coupent en un point T . 

(* ) Cette composition a été donnée à quelques élèves qui n'ont pas pu 
composer eo même temps que la majorité des candidats. 
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On demande le lieu que décrit le point T , lorsque le 
point M parcourt la courbe a. 

Examiner les différentes formes de ce lieu selon le 
genre de la conique (a) et la grandeur du rayon de la 
circonférence donnée. 

BIBLIOGRAPHIE. 

F . WoEPCKE. — Mcmioire sur la propagation des chiffres 

indiens. (Journal Asiatique, i863.) 

C'est au milieu du xii® siècle que commença à se ré-
pandre parmi les nations clirétiennes la connaissance de 
l'arithmétique indienne, sous le nom à'algorismey mot 
qui n'est, comme on sait, que la transcription du nom du 
célèbre Alkhârizmi, auteur du plus ancien Traité de cal-
cul indien connu chez les Arabes. Les méthodes simples 
et expéditives de ce calcul avaient été portées de l'Inde 
dans l'Orient musulman vers le milieu du siècle, et, 
peu d'années après, chez les Arabes d'Afrique et d'Espa-
gne. C'est dans ce dernier pays, à Tolède surtout, ville 
soumise aux chrétiens depuis Alphonse VI de Castiile 
(io85), que les Balh, les Reading, les Shelley, les Morley, 
les Gérard de Crémone allèrent, au xi i ' siècle, étudier 
les sciences mathématiques si négligées à celte époque 
partout ailleurs que chez les Arabes. Dès le siècle suivant, 
le calcul indien, au moyen de neuf caractères et du zéro, 
fut en plein usage en Europe, où ces caractères reçurent 
naturellement le nom de chiffres arabes. 

Telle est certainement la voie par laquelle nous sont 
parvenus les procédés arithmétiques des Indiens. Mais un 
fait qui n'est pas moins sûr, c'est qu'antérieurement à 
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toute communication scientifique avec TOrient musul-
man, l'Europe possédait un système de calcul par l'em-
ploi de neuf chiffres avec valeur de position. Ces chiffres, 
dans les formes que nous offrent les plus anciens manu-
scrits du moyen âge, présentent la plus frappante analogie 
avec nos chiffres actuels et avec les chiffres dits gohâr, 

dont se servaient les Arabes d'Espagne et d'Afrique. Neuf 
caractères toul à fait semblables se rencontrent dans uu 
passage de la Géoinèlrie de Eoèce, qui dit que les pytha-
goriciens (ou plutôt les néopylhagoriciens) en faisaient 
usage, dans les multiplications et les divisions, au moyen 
d'un tableau à colonnes nommé ahacus. 

En présence de ces faits, M. Wœpcke s'est demandé si 
nous devions nos chiffres aux Arabes, ou si au contraire 
ce n'étaient point les Arabes qui les avaient empruntés à 
l'Europe chrétienne. Il faut ici faire une distinction im-
portante entre les Arabes d'Orient et ceux d'Occident. 
Ceux-là emploient une série de chiffres qui présentent, 
avec les chiffres gobàr de leurs congénères occidentaux, 
une différence très-marquée sur laquelle nous revien-
drons. Nous ne parlons en ce moment que des chiffres 
gobâr. Si le fait énoncé par l'auteur de la Géométrie de 

Bocce est exact, si la forme donnée pour les chiffres a été 
à peu près fidèlement transmise, on ne saurait douter 
que ces chiffres ne soient les types primitifs des chiffres 
gobârs et des nôtres. 

Dans la Géométrie de Boèce, les nenî apices ou chif-
fres sont accompagnés de noms dans lesquels M. \incent 
a vu, le premier, un mélange de racines sémitiques dé-
signant des valeurs numériques, et de racines grecques 
rappelant les idées mystiques des néopythagoriciens sur 
les nombres-, fait important qui révèle, dit M. Wœpcke, 
l'époque de syncrétisme à laquelle ces noms durent leur 
origine. Pénétré de l'idce que les chiffres avaient une 
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origine indienne, et s'appuyant sur la découverte de 
James Prinsep, d'après laquelle les chiffres indiens ont 
été formés originairement des initiales des numératifs 
sanscrits correspondants, M. Wœpcke a comparé les 
apices^ en meme temps que les chiffres gobâr, avec une 
liste d'anciens alphabets sanscrits. Cette comparaison lui 
a fait apercevoir une « extraordinaire ressemblance » 
entre les signes en question et les initiales des numéra-
tifs correspondants, prises dans un de ces alphabets qui 
appartient au ii® siècle de notre ère. Le 4 seul présente 
avec l'initiale correspondante une dissemblance absolue ; 
mais il faut observer que, de tous les chiffres des manu-
scrits latins du moyen âge, le 4 est celui qui offre le plus 
de variantes. 

Une telle ressemblance de huit signes sur neuf ne sau-
rait être fortuite; et si les faits ne viennent point contre-
dire l'hypothèse d'une origine indienne, cette hypothèse 
ne laissera pas de présenter une très-grande probabilité. 

Or, dès les premiers siècles de notre ère, Tusage des 
neuf chiffres et du zéro avec valeur de position était déjà 
habituel dans l'Inde (M. Wœpcke n'hésite pas à en attri-
buer l'invention aux brahmanes, et les arguments qu'il 
fournit à l'appui de son opinion paraissent concluants). 
A la même époque, il existait des relations continues 
entre Alexandrie et Odjéïn, l'un des centres de la civili-
sation indienne. Le savant Mémoire de M. Reinaud sur 

les relations de Vempire romain avec VAsie orientale. 

Mémoire qui paraissait dans le Journal Asiatique en 
même temps que celui de M. Wœpcke, ne laisse aucun 
doute sur Factivité et l'état florissant du commerce qui 
régna entre l'Inde et l'Egypte, depuis le dernier des Pto-
lémées jusqu'au démembrement de l'empire romain. Les 
deux pays, en échangeant les productions du sol et de 
Tindiistrio, ne pouvaient manquer d'échanger aussi celles 
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de l'esprit, a II paraît donc tout naturel que les Grecs, 
» observateurs originaux en astronomie et excellents 
» géomètres, aient communiqué aux Indiens leurs théo-
)> ries astronomiques, ainsi que le calcul sexagésimal dont 
)) ils faisaient usage en astronomie, tandis que les In-
» diens, spécialement doués pour la spéculation méta-
» physique et pour l'étude des propriétés des nombres, 
» donnèrent une partie de leurs doctrines philosophiques 
» et leurs chiffres aux néopythagoriciens d'Alexandrie. » 

En recevant les chiffres indiens, les néopythagoriciens 
n'en apprirent sans doute pas bien nettement l'usage. Ils 
ne virent dans celte invention qu'un moyen de transfor-
mer l'abacus manuel des Grecs et des Romains en abacus 
écrit. Leur calcul, fondé cependant sur la valeur de 
position décimale, s'effectua au moyen du tableau à co-
lonnes, el laissa le zéro sans emploi. C'est sous cette 
forme qu'ils répandirent l'arithmétique pratique chez les 
nations latines, et c'est ainsi qu'on la trouve présentée 
dans le livre attribué à Boèce et dans les traités latins 
antérieurs au xii® siècle. 

L'usage de l'abacus et des neuf chiffres se répandit plus 
facilement chez les Latins que chez les Grecs, parce que 
la numération de ceux-ci était moins imparfaite. Cet 
usage avait sans doute pénétré depuis longtemps en Es-
pagne, quand les Arabes y arrivèrent en conquérants. 
Les Arabes, sortant du désert, possédaient à peine l'écri-
ture; ils n'avaient aucune idée des chiffres. Lorsqu'ils 
eurent soumis de vastes contrées, la nécessité d'adminis-
trer les finances leur fit adopter dans chaque pays les 
signes de numération qu'ils y trouvèrent employés. C'est 
ainsi qu'en Syrie ils conservaient encore au viii® siècle la 
notation numérique grecque, el qu'en Egypte ils se ser-
vaient des chiffres coptes, presque identiques d'ailleurs 
aux lettres numérales grecques. Ils durent de meme adop-
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ter en Espagne l'abacus, les chiffres et les procédés pro-
pagés par les néopythagoriciens. Longtemps après, quand 
leur parvinrent les vraies méthodes du calcul indien, qui 
remplaçaient le tableau à colonnes par l'emploi du zéro et 
simplifiaient infiniment les opérations, les Arabes d'Es-
pagne s'empressèrent de les accueillir, mais sans renon-
cer à la forme des chiffres auxquels ils étaient accoutumés. 
Les nouveaux piocédés ayant reçu le nom de calcul du 
gobâi\ c'est-à-dire calcul de la poussière, (c soit à cause 
de riiabilude de calculer sur le sable, soit par allusion au 
nombre des grains de poussière qui parait avoir joué dans 
FLide un rôle inipoi tant, » les chiffres eux-mêmes, bien 
qu'ils fussent employés antérieurement, finirent par s'ap-
peler aussi chijjres gohâiy et les ¿Arabes en ayant oublie 
l'origlue se persuadèrent qu'ils les avaient reçus de l'Inde 
avec la nouvelle arithmétique. Par des motifs semblables, 
les chrétiens les appelèrent chijjres arabes, quoique au 
fond ce ne fussent que les apices de Boèce rendus plus 
cursifs par un fréquent usage. 

Ainsi, en résumé, nos chiffres actuels, dits arabes^ 
furent originairement les initiales des noms de nombre 
sanscrits correspondants. De l'Inde ils furent portés à 
Alexandrie, et passèrent de là aux peuples latins, aux 
habitants de l'Espagne et à leurs conquérants arabes, chez 
qui nos arithméticiens du xii^ siècle allèrent les re-
prendre. 

Nous avons dit que les chiffres gobàr diffèrent sensi-
blement des chiffres communément employés par les 
Arabes d'Orient. Ceux-ci furent introduits chez les mu-
sulmans en même temps que les méthodes du calcul 
indien. Ils venaient directement de Flnde. La différence 
entre ces caractères et les caractères gobàr ne porte essen-
tiellement que sur le 5, le 6, le 7 et le 8. Dans le Traité 
d'Alkhàrizmi ces quatre chiffres présentent aussi une 
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certaine variété de formes, et le savant Albiroûiiî observe 
que dans Tlnde, au commencement du xi® siècle, ils pré-
sentaient également des figures variables. Il est remar-
quable, je ne sais si M. Wœpcke s'en est aperçu, qu'en 
supprimant le cinquième cbiiTre dans la série orientale 
et en le portant avant le 9, la nouvelle série sera presque 
identique èt la série gobâr. 

Dans le Traité d'x\lkliârizmi, le signe du zéro est un 
petit cercle que les Arabes ont postérieurement remplacé 
par un point. M. Wœpcke s'arrête un instant à discuter 
l'étymologie de ce mot zéro. Il se range à l'opinion de 
M. Libri qui en trouve l'origine dans zefiro, forme ita-
lienne de l'expression zephirum par laquelle Léonard de 
Pise transcrit cifron, nom arabe du zéro. Cijron n'est 
que la traduction du mot sanscrit çoûnya, vide, dont 
l'initiale f\it le premier type du zéro indien. Ce même 
terme cifron est incontestablement l'origine du mot 
chiffre, M. Wœpcke observe qu'en anglais cipher et en 
portugais cifra ont encore le sens de zéro. Le mot fran-
çais chiffre n'a pas conservé cette signification qu'il a eue 
autrefois. 

Dans cette rapide analyse d'un Mémoire qui comprend 
deux cents pages pleines de faits, nous avons été forcé 
de négliger bien des détails intéressants. M. Wœpcke 
est un de ces savants consciencieux qui, loin de prendre 
un ton afiirmatif, ne hasardent une hypothèse qu en l'ap-
puyant d'un bon nombre d'arguments solides. Nous avons 
dû laisser de côté la plupart de ces arguments et nous 
contenter d'énoncer les conclusions. Toutes les personnes 
qui s'intéressent aux études historiques concernant les 
sciences liront ce Mémoire avec un vif intérêt, dussent-
elles (tous nos savants ne sont pas, comme M. Wœpcke, 
familiarisés avec les langues de l'Asie) franchir les passa-
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ges sanscrits, persans ou arabes, qui s'y trouvent en grand 
nombre. L . - M . DEVIC. 

Note» — Pour mieux faire saisir la ressemblance si-
gnalée par M. Wœpcke entre nos chiffres et les chiffres 
gobâr, nous donnerons le tableau suivant dont les élé-
ments sont empruntés à Touvrage intitulé : Exposé des 

signes de numération usités chez les peuplef orientaux 

anciens et modernes, par M. A.-P. Pihan. 

Chiffres européens.. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

indo-arabes f t^ ^ ^ ^ ^ V A ^ • o u O 

» gobâr asiatiques... . J ^ ^ ^ > ù - P 8 ^ (pas de zéro) 

« gobàr occidentaux.. X S ® 

Apices de Boèce l ' C H b B M ^ l s A . ^ O ^ O 

L'ouvrage de M. Pihan, chef-d'œuvre de typographie, 
est le plus vasle recueil de documents graphiques et lin-
guistiques qui aient jamais été rassemblés sur l'histoire 
de la numération. P. 

BULLETIN. 

Y A N DEN MENSBRUGGUE , docteur ès sciences, répétiteur 
de physique à l'École du Génie civil de G and. —JVote 
sur la théorie mathématique des courbes d'intersec-

tion de deux lignes tournant dans le même plan 

autour de deux points fixes» Note présentée à l'Acadé-
mie Royale de Belgique. LÎ-8 de -22 pages; i863. (Ex-
trait des Ménioires des Savants étrangers.) 

Problème proposé par M . Plateau, résolu par Le François 

dans la Correspondance mathématique de Quetelet, en supposant 
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cominensurables les vitesses de deux courbes. M . Van denMens-

brugghe résout le même problème dans toute sa généralité. 

L'auteur a reproduit tous ses résultats au moyen d'un appareil 

ingénieux de M . Plateau, et toujours la théorie s'est trouvée 

pleinement vérifiée. 

BELLAVITIS, professeur À l'Université de Padoue. —Re-
v i s ta . . . Rescue des journaux scientifiques. ( E x t r a i t des 

Actes de VInstitut vénitien des Sciences, des Lettres 

et des Arts.) 

Dans cette Revue, dont la sixième partie vient de paraître, 

M . Bellavitis donne les titres des principaux articles des jour-

naux scientifiques, en y joignant des remarques historiques ou 

bibliographiques, quelquefois de nouvelles solutions ou des 

développements toujours instructifs. Les Nouvelles Annales y 
occupent une grande place. 

The Lady's, Fanners and Mathematical Almanack for 

the year 1862 ; id. i863. In-12. Dublin. 

Cette publication annuelle renferme un nombre considérable 

de charades,de rébus et de questions mathématiques, dont quel-

ques-unes sont proposées en vers. Nous y avons pris l'énoncé 

de notre question 656 dont l'auteur, M. Matthew Collins, a 

bien voulu nous faire connaître l'élégante solution. 

Le petit almanach de Dublin nous révèle un genre littéraire 

inconnu en France, la charade élégiaque. Où Télégie va-t-elle 

se nicher! Il est vrai qu'il s'agit de déplorer le trépas d'un col-

laborateur qui excellait à composer et à deviner des charades. 

MaC'Dermott is no morel Alasl 

M A T T H E W C O L L I N S . — A Tract on... Traité sur les cas 

de possibilité ou d'impossibilité des doubles égalités, 

dans r analyse de Diophante. In-8 de 60 pages. Du-
blin, i858. 
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BELTBAMI. — Siilla... Sur la théorie des dcveloppoïdes 

et des développantes» In-4 de 22 pages, (Extrait des 
Annali di Matematica^ t . I V . ) 

La dévcloppnïdc d'une courbe est une seconde courbe dont 

chaque tangente est coupée ])ar la première sous un angle w, 

fonction quelconque des coordonnées du point d'intersection. 

Cette dénomination paraît due à M . Brioschi, au moins dans 

ce sens. Le mot développante a été imaginé par Fontenelle, 

Histoire de V Académie des Sciences^ 1 7 p . 63. 

CASOUATI (Felice). — Ricerca fondamental... Recherche 

fondamentale pour Vétude d'une certaine classe de 

propriétés des surfaces courbes. I n - 4 de 28 pages. 
( E x t r a i t des Annali.) 

Une surface étant considérée comme flexible, mais inexten-

sible, l'auteur se propose d'étudier les propriétés de la surface 

qui subsistent lorsqu'on lui fait subir une déformation. 

CREMONA. — Introduzione... Introduction à une théorie 

géométrique des courbes planes. (Principes généraux 
et application aux courbes du troisième ordre.) In-4 
de V111-128 pages-, 1862. (Extrait des Mémoires de 

r Institut de Bologne,) 

On rendra compte de cet ouvrage. 

CREMOWA. — Sullc... Sur les transformations géomé-

triques des figures planes. In-4 de 12 pages. Bo-
logne, 1862. (Extrait des Mémoires de V Institut de 

Bologne.) 

li'auteur étudie la transformation des courbes dans lesquelles à 

un point de la proposée correspond un seul point de la transfoi -

mée, et à une droite de la proposée une courbe du degré 

dans la transformée. Généralisation de la transformation conique. 
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M . de Jonquières a traité les mêmes questions dans un Mé -

moire présenté à l'Académie des Sciences, et dont nous donne-

rons prochainement UD extrait (VO/R les Comptes rendus, t . X L I X , 

p. 542, iSSg). 

AOUST (Tabbé), — Note sur la surface des courbures. 

In-4 de 4 pages-, juillet i863. (Extrait des Comptes 

rendus.) 

BRIOSCHI, de l'Institut Lombard, député au Parlement 
national. — Sur la résolvante de Malfatti pour les 

équations du cinquième degré. In-4 de 16 pages. 
( E x t r a i t des Mémoires de V Institut Lombard.) 

Le but de ce travail est de revendiquer pour Malfatti les ré-

sultats trouvés par quelques géomètres anglais. Dans la note i, 

l'auteur donne, en l'abrégeant, le calcul de Malfatti. Dans la 

note 2, il réduit la résolvante à la forme des équations du 

sixième degré qui comprend, comme cas particulier, les équa-

tions qu'on rencontre dans la théorie des fonctions elliptiques 

quand on résout le problème delà transformation du cinquième 

ordre. Enfin (note 3) , il montre que la transformée de la ré-

solvante conduit à la résolution d'une équation du cinquième 

degré. 

HIRST ( T . - A . ) . — Sur les volumes des surfaces podaires. 

In-4 de 20 pages. (Extrait du Journal de Crelle^ 

LX* volume.) 

La podaire d'une courbe fermée est une courbe fermée. Si 

l'origine de la podaire (lieu d'où on abaisse les perpendiculaires 

sur les tangentes à la courbe donnée) se déplace de manière que 

l'aire de la podaire reste constante, le lieu de ces rayons sera 

une circonférence de cercle. Les diverses circonférences qui 

correspondent à différentes aires sont concentriques, le centre 

commun étant l'origine de la podaire d'aire minimum. M . Hirst 

cherche à généraliser ce théorème de Steiner. Il trouve que, 

Ann. de Mathcmat., 2« série, t. II (Décembre i863.) 3 6 
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quelle que soit la OAture d'uoe surface donoée, les origines des 

podaires de v d u m e constant (* ) sont situées sur une surface du 

troisième ordre ; et en second lieu que, quand la surface primi-

tive est fermée, la surface, lieu des origines des podaires de 

volume constant, est du second ordre et que Tensemblc de ces 

lieux forme un système de surfaces semblables, scmblablement 

placées et concentriques, dont le centre commun est rorigine de 

la podaire de volume minimum. 

BELTRAMI . — Sur la conique des neuf points et sur quel-

ques questions qui en dépendent, 38 pages în-4» Bo-
logne, i863. (Extrait des Mémoires de VInstitut de 

Bologne,) 

Le théorème sur le contact du cercle des neuf points, attribué 

quelquefois à Terquem, d'autres fois à Steiner, est revendiqué 

par Steiner lui-même pour son compatriote Feuerbach dans un 

opuscule intitulé : Die geometrischen Mittelst der geraden Linie 

und eines festen Kreisen; Berlin, i833. Steiner Pavait énoncé 

dans les Annales de Gergonne, en 1828, sans en connaître l'au-

teur. M . Beltrami se propose de démontrer ce théorème en le gé-

néralisant au moyen d'une certaine transformation géométrique. 

Feuerbach (Charles-Guillaume), professeur de mathéma-

tiques au gymnase d'Erlangen, est né le 3o mai 1 8 0 0 à léna et 

mort le 1 2 mars i834« On a de lui : Propriétés de quelques 
points remarquables du triangle rectiligne et de plusieurs lignes 

et figures qu'ils déterminent (en allemand) ( ** ) ; Nuremberg, 

1 8 2 2 . Plan de recherches analytiques sur la pyramide tri an gU' 

laire; ib.^ 1 8 2 7 (en allemand) (POGGENDORF, Handapôrterbuch), 

(* ) Ce volume est celui d'ufi cône dont le sommet est l'origine et dont 
la base est la partie de la surface podaire qui correspond à une partie don-
née de la surface primitive. 

(** ) Nous devons la connaissance de cet ouvrage à M. Paul Serret. 
M. Mention avait bien voulu nons signaler également l'erreur historique 
comnrise à œ sujet par plusieurs géomètres et par nous-mème (p. 
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WoEPCKE (F. ) . — Passages fvlatifs à des sommations^de 
séries de cubes extraits de manuscrits arabes inédits. 

I11-4 de 40 pages. Borne, i863. 

Recherches entreprises à ia demande du prince Boncom-
pagni et d'où résulte que la formule qui donne la somme des 
cuhes des nombres naturels se trouve dans Ibn-AIbannâ, ma-
thématicien marocain du xiii® siècle. 

C A N T O R (Maurice). — Mathematische Beiträge... D O -

cuments mathématiques relatifs à Vhistoire de la CiVi-

Usation des peuples. In-8 de 4^2 pages. Halle, i863. 

Il sera rendu compte de cet ouvrage. 

C H E L I N I (D.), professeur À Bologne.—Sulla teoria... 
Sur la théorie des systèmes simples de coordonnées et 

sur la discussion de Véquation générale du second 

degré en coordonnées triangulaires et en coordonnées 

tétraédriques. In-4 de 8 2 pages. Bologne, i863. (Ex-
trait des Mémoires de VInstitut de Bologne.) 

Ëtude des systèmes de coordonnées dans les rapports qu'ils 
ont avec le principe de la résultante, c'est-à-dire de la droite 
ou de Taire dont la projection sur une droite ou sur un plan 
est égale à la somme des projections analogues d^ droites ou 
d'aires planes données. 

C H E L I N I . — Della Lege... De la loi suii^ant laquelle un 

ellipsoïde hétérogène attire les divers points de Tes-

pace. In-4 de Sa pages. Bologne, 1862 . (Extrait des 
Mémoires de VInstitut de Bologne*) 

H O U E L ( J . ), professeur À la Faculté de Bordeaux. — E s s à i 

d'une exposition rationnelle des principes fondarne n^ 

taux delà Géométrie élémentaire. In-8 de 142 pages. 
Greifswald, i863. (Extrait des Archives de Grunert.) 

36. 
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NICOLAÏDÈS ( N . ) . — Théorie du mouvement d une figure 

plane dans son plan ^ application aux organes des 

machines, In-8 de 32 pages et i planche. Paris, Leiber. 
— Analyse du Mémoire précédent pa r M . Moigno, 

(extrait des Mo/icfei), suivie d'une ^o/e par M. iVz-
colaïdès. In-8 de i6 pages et i planche. 

Dans la Note, M . Nicolaïdès démontre, comme des consé-

quences de sa théorie, les théorèmes énoncés par M . Haton. 

( To / rp . 5 4 7 . ) 

SALMON. — Treatise... Traité des sections coniques, 

faisant connaître les plus importantes méthodes mo-

dernes, analytiques ou géométriques, 4® ^ d i t . I n - 8 . 

Londres-jLongnaan, i863. 

Il sera rendu compte de cette nouvelle édition ainsi que de 

Touvrage du même auteur sur la géométrie à trois dimensions. 

DE JONQUIÈRES. — Étude sur les courbes algébriques 

tracées sur une surface algébrique de degré quel-

conque, de 1 8 pages. Rome, i863. (Extrait des 
Annali, ) 

Ce Mémoire a pour but de remplir le programme tracé par 

M . Chasles dans un de ses Mémoires : « On est donc induit à pen-

ser que la manière d'étudier les courbes à double courbure 

devrait être telle, qu'elle devînt, comme cas particulier, celle en 

usage pour les courbes planes. Il semble qu'on pourra satisfaire à 

cette condition si, au lieu de considérer les courbes gauches dans 

l'espace indéfini, on les étudie par familles, sur telle ou telle 

surface déterminée : la surface plane ne sera plus qu'un cas par-

ticulier de la question, et les procédés employés sur les surfaces 

courbes deviendront ceux que les géomètres pratiquent sur le 

plan.... » 
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TABLB DES MATIÈRES PAR ORDRE MÉTHODIQUE. 
(TOME II, a« SÉRIE.) 

Question d'examen ( convergence d'une série) (École Polytechnique, 
1862); par M. Bmiaurf 9 

Sur la série de Taylor; par M. Turejuan 19 
Sur l'emploi des imaginaires dans la recherche des fonctions primi-

tives de quelques fonctions dérivées; par M. Henri Martin 67 
Note sur l'impossibilité de quelques équations indéterminées; par 

M. V.-A. Le Besgue 68 
Résolution d'une équation transcendante; par M. Dupain .. 82 
Propriétés relatives à la somme ou à la différence de deux carrés; 

par le Rév. P. Claude 88 
Sur un problème d'algèbre légale et sur une transformation de sé-

rie; par M. E. Catalan 107 
Note sur les imaginaires; par M. /. Sahatié • • 2o6 
Note sur l'une des formes du reste dans la série de Taylor; par 

M.Reynaud 271 
Démonstration d'un théorème de M. Schlomiich ; par M. H. Collache, 273 
Démonstration d'un théorème de M. Tchebichew; par M. S. Realis, 320 
Sur réquation du quatrième degré; par M. E. Catalan 341 
Des systèmes de deux équations à deux inconnues ; par M, Sivering, 372 
Note sur les annuités; par M. Dupain 4^4 

Sur les coefficients du développement de — ^ ^ ; par M. 

Mathieu . . . . 609 

Voir questions 4o6, 474 > ^^^ 

Géométrie à deux dimensions. 
Composition pour l'admission à l'École Normale (J 862 ) ; par M. L. P . 7 
Sur un problème connu ; par M. P, Serret i4 
Sur quelques théorèmes énoncés dans les Nouvelles Annales; par 

M. Faure 16 
Sur l'enveloppe d'une droite; par M. /. Sacchi 3i 
Construire un triangle semblable à un triangle donné et dont les 

trois sommets soient sur une hyperbole donnée; par M. Gerono . 4? 



( 566 ) 
Pages. 

ffiétiiode élémentaire ponr trouver Téquatîon de la développée de 
rellipse; par MM. Lignières et de Trentjuelléon 85 

Sur le cercle tangent à trois cercles donnés; par M. Paul Serret gS 
Note Mir cet article jga 
Démonstration de quelques théorèmes de géométrie énoncés dans les 

JSowelles Annales; par M. Dewulf. i f t 
Méthode pour trouver l'équation de la développée de l'ellipse ; par 

M. Tailler 
Sur les coniques inscrites dans un quadrilatère; par M. Paim^în,,.. ï56 
Note sur les roulettes ; par M. /. Sacchi 172 
Lettre de M. Jonquières k M. Cremona 204 
Extrait d'un Mémoire sur les coordonnées trilinéaires; par M. H. 

Faure 289 
Caustiques. — Centre de jonction ; par M. A. Cornu 3i i 
Sur les polygones semi-i*éguliers inscrits à l'ellipse; par M. Àhel 

Transon 817 
Snr le cercle des neuf points ; par M. Gri/fiihs 33^ 
Théorème démontré par M. Dui>i4r 346 
Sur une propriété des courbes planes d'après M. Timmermans; par 

un Abonné »... 347 
Description^ par un mouvement continu, du lieu qui fait l'objet de 

la. composition donnée au Concours d'admission à l'École Poly-
technique en i863 ; par M. Lemonnîer. 

Démonstration analytique de quelques théorèmes sur la parabole; 
pSiTU. Mathieu 46G 

Lieu des points de rencontre des tangentes communes à une conique 
et à un cercle ; par MM. Mister et Neuberg 481 

Démonstration d'un théorème de M. Paul Serret ; par M. Aiogni,.... 5o4 
Sur les équations de quelques cercles; par M. J. Griffiihs 543 
yoir questions io5, 295, 3i7, 621, 56o, 576, 632, 635, 636, 640, 

644, 645, 646, 647, 65o, 655, 658 à 661 et 671. 

Géométrie à trois diiaensiofis. 
Question proposée au Concours d'admission à l'École Polytechnique 

(i862);parM.deitr5 5 
Question d'examen (École Polytechnique, 1862); par M. G. Ya-

cossin 10 
Sur une question de géométrie dans l'espace; par M. Baehr........ 35 
Solution géométrique d'une question du Concours d'agrégation 

(1862); parM. L. P . . . 53 
Question d'analyse proposée au Concours de Fagrégation (1862) 

(loxodromie ) ; par M. Àudoynaud 63 
Sur le nombre des diagonales d'un polyèdre; par M. E. Prouhet, .. 77 
Sur une question de maximum ; par M. Paul Serret 79 
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Analogies, du triangle et du tétraèdre. — Cercle des neuf pointa» — 
Sphère des douze points; par M. E, Prouhet i32 

Sur une question relative à la géométrie de Tespace; par M. Ahel 
Transon Ï38 

Recherches sur la surface des ondes ; par M. Durrande....» 193 et 352 
Sur les normales aux surfaces du second ordre; par M. Deshoves.. » 3a8 
Problèmes sur les surfaces du second ordre ; ligne des courbores sem-

blables; par M. Prouhet «Si 
Conditions analytiques pour que les surfaces engendrées par le mou* 

vement d'une ligne droite soient tangentes tout le long d'une gé-
nératrice commune; par M. /.-F. Ch 26a 

Lieu des sommets des cônes du second degré qui passent par six 
points donnés; par M. Poudra . 3o7 

Sur une propriété des lignes de courbure des surfaces du second 
ordre à centre; par M. Durrande 362 

Sur la transformation des coordonnées; par M. V.'A. Le Besgue. .. 39» 
Extension d'un théorème de Monge ; par M. Dubois 398 
Plan osculateur de deux surfaces homofocales; par M. Housel ^00 
Note sur l'article précédent; par M. Gerono 4n 
Théorèmes sur les surfaces du second ordre; par MM. Hloux et Bo-

demer . 426 et 488 
Sur deux questions de maximum; par M. Le Besgue 433 
Question d'examen (lieu des points dont le rapport des distanees à 

deux droites fixes est donné); par M Duhois .. 462 
Recherche des axes d'nne conique dans un plan et dans l'espace.... 4?^ 
Agrégation (i863), question d'analyse (courbure des surfaces, ques^ 

tion 269); par M. Routjuel 
Foi/-questions 269, 287, 288, 307, 583, 610, 623, 624, 628, 637, 

638 et 639. 

Trigonométrie f \ m . 
Concours général, classe de rhétorique (sciences); par M. Ualloizel. 5i5 

Voir questions 641, 653 et 654. 

Mécanique. 
Concours d'agrégation pour les lycées. — Composition en méca-

nique; par M . i l o m a n i i . . 265 
Solution géométrique de la question de mécanique du Concours de 

1862 (rhétorique scientifique) ; par M. A. Schnée 

Histoire et Biographie. 
Rapport sur les travaux mathématiques de M. O. Terquem; par 

M. Chasles 241 
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Algèbre et Arithmétique des Chinois; par M, K.-L. Biernatzki, «... 

Aoaljses et Comptes mhs. 
Traité des Séries ; par M. H. Laurent. ( Compte rendu par M. Prouhet.) 26 
Traité de Géométrie descriptive; par M, de la Gournerie. (Compta 

rendu par M. Gros.) 118 
Éléments de Mathématiques; par M. B. Baltzer. (Compte rendu par 

Hoûel.) 124 
The Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Mathematics 191 
Giornale di Matematiche publicato per cura dei proC. Battaglini, 

Y. Janni et Tradi (annonce) 192 
Compte rendu de l'article précédent ; par M. Prouhet 239 
Introduction k la théorie des nombres; par M. Y.-À. Le Besgue, 

(Compte rendu par M.Prouftei.) 237 
OEuvres de C.-F. Gauss (annonce) 238 
Théorèmes et problèmes sur les normales aux coniques. — Théorie 

nouvelle des normales aux surfaces du second ordre; par M. Des-
boues. (Compte rendu par M. Prouhet.) 287 

Essai sur le calcul des quaternions; par M. Allegret. (Compte rendu 
par M. Prouhet.) 333 

Analyse d'un Mémoire de M. Sella; par M. Dewulf. 35i 
Coup d'œil historique sur la projection des cartes de géographie; par 

M. d'Avezac, (Compte rendu par M. Prouhet.) 4^3 
Sur la propagation des chiffres indiens; par M. F. Wœpcke, (Compte 

rendu par M. Devic.) » 552 
Bulletin des publications récentes ; par M. Prouhet 558 

Rectification ; par M. Nicolaïdès 48 
Correspondance (MM. de Jonquières, Cremona) . 204 
Erratum., . . » 240 
Remarques sur les compositions de mathématiques et de trigonomé-

trie faites en 1862 pour l'admission à l'École Polytechnique; par 
M. Prouhet 278 

Correspondance (MM. Ange le Taunéac, //. Delormcy Caspari^ Ano" 
w /̂ne de Lyon.) 329 

Correspondance (M. Fontaneau.) ¡{iz 
Sur une locution nouvelle; par M. Prouhet 4^5 
Correspondance (M, l'abbé Aoust, un Abonné, M. Dewulf.) 519 

Qoestions proposées. 
Questions G33 à 639... . 23 
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Questions 640 à 646 gS 
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Questions 664 à 667 .. 37^ 
Questions 668 à 670 
Questions 671 à 676.. 479 
Questions 677 à 681 522 
Questions 682 et 683 55o 
Questions non résolues proposées dans les quinze premiers volumes 

de la première série des Nouvelles Annales 225 
Compositions pour l'admission à l'École Polytechnique en i863. 

4i3 et 55i 

Questions résolues. 
Question io5; par M. A, Schnée 1 2 
Question iiôg; par M. Faure • . . 627 
Même question; par M. Dewulf. 528 
Question 287; par M. F. P adula 212 
Question 295; par M. /. B 449 
Question 307; par M. de Virieu 220 
Question 317; par M. Fontaneau 3oo et 4^2 
Question 406; par M. Thomas.. 22 
Question 474» par M. Gustave-Harang 60 
Question 576; par M. Mogni 61 
Question 52i; par M. Schnée 326 
Question 553; par M. A. G 374 
Question 56o; par M. Schnée 5i3 
Question 583; par M. Dewulf. 116 
Question 608; par M. Harang i45 
Question 610; par M. Belirami 355 
Question 623; par M. Richard 325 
Question 624; par M. Belirami 209 
Question 628; par MM. Andlauer et Chaufeau 54 
Question 632 (solution géométrique); par M. Albin Laval.... 49 
Même question (solution analytique); par U. L. P 5i 
Question 633 (erratum) 240 
Question 634; pa^ M. Ylliac io5 
Question 635; par M. de la Phidelne 420 
Question 636; par MM. Nohlut et Quantin 97 
Même question; par MM. Trace et Pitet 100 
Question 607; par M. Harang i46 
Même question; par M. Belirami**.. 1 8 1 
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Même question; par M. Gr 184 
Question 638; par M. Bans iSa 
Question 639; par M. Ihuillier i49 
Même question; par M. Hans i54 
Généralisation des questions 638 et 639; par M. Prouhet ^36 
Question 640; par M. L. C 4 »9 
Question 641; par M. JET. Picquet,. 
Même question; par M. G. 
Question 642; par MM. Geoffroy et LhuilUer,, 337 
Question 644; pa^ M. Haag 4»^ 
Même quesEtion; par M. L. P 4»8 
Question 645; par M. H. Picquet 277 
Question 646; par M. Nohlot i5i 
Question 647; par M. Autos 387 
Question 65o; par M. A. P 5o2 
Question 652; par M. Lemasne 368 
Question 653; par M. de Virieu 457 
Question 654; par MM. Travelet, Studler, Beltrami et Réalis. 285, 

286, 3O2 et 5io 
Question 655; par M. Cornille 4^4 
Questions 658 à 661; par M. Rouquel , 494 
Mêmes questions; par M. Laquière 547 
Question 671 ; par M. de Saint.Michel 54o 

TABLE DES NOMS PAR ORDRE ALPHABÉTIQUE. 
(TOME II, a« SÉRIE.) 

Pages. 
ANDLAUER (L. ) , élève de Sainte-Barbe (admis le 55« à l'École 

Polytechnique ) 54 
ANONYMES : 

AD. G 93 

A. M., élève du lycée de Douai.. 107 et 4^5 
ANONYME DE LYON 107 et 33i 
GR. (de Poitiers) i84 
N. R. (de Gand) 347 
UN ABONNÉ .. 347 et 328 
A. P. , élève du lycée Saint-Louis 5o2 
J . -F . CH 262 
A. G 274 et 456 
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L. P. (admis le 3 i « à l'École Polytechnique). . 7, 5 i , 53 et 4i8 
L. C., étudiant » . 4*0 
P . R., élève du collège Rollin 278, 4 » et 4^5 
J. B- , élève en mathématiques spéciales 449 
C. B. (de Gand).. 455 
A. C., élève de rhétorique 4^9 
E. M, professeur à Paris 543 
E. P. et A. T., élèves du collège Chaptal 54^ 

AUDOYNAUD, professeur au lycée de Poitiers 
AOUST (l'abbé), professeur à la Faculté de Marseille. . . 4^0 et 5ig 
AUTOS (d'Athènes). 286 et 387 
BAEHR, professeur à Groningue. 
BARDELLl (de Milaq) 286 et 370 
BELHOMME, élève du lycée Louis-le-Grand (admis le 29« à l'É-

cole Polytechnique) 4'9 
BELTRAMI (EBGÈSE), professeur à Bologne.... 181, 209, 287, 

3O2, 336 et 355 
BIDOT, élève du collège de Lons-le-Saulnier. 420 
BIERNATZKI (K . -L . ) b2g 
BODEMER, professeur au lycée de Caen 426 et 4^8 
BRISSAUD (ALFRED), élève en spéciales 9 
CASPARI, ingénieur-hydrographe 33o 
CATALAN (E. ) 93, 107, 329, 335, 34i et 872 
C A Y L E Y (ARTHUR) 55i 
CHASLES (MICHEL), membre de l'Institut 241 
CHAUVEAU (G. ) , élève en mathématiques spéciales. 54 
CLARIS, élève de Sainte-Barbe (admis le 45« à l'École Polytech-

n ique ) . . . . 286 
CLAUDE (R. P. L . ) , de la Compagnie de Jésus 88 
COLLACHE (HENRI), élève du lycée Charlemagne 27J 
COLLINS (MATTHEW) 274 
CONTET (CH.), élève du lycée de Besançon 45S 
COMBESCURE, professeur à Saint-Étienne 345 
CORDIER, élève du collège Rollin (admis le 16« à FÉcole Poly-

technique) 4*9^ 
CORNILLE, élève du lycée de Strasbourg (admis le 46® à l'École 

Polytechnique) 278, 419 et 454 
CORNU, élève ingénieur des mines... . 3f i 
COURTIN, élève de Sainte-Barbe 286 
CREMONA, professeur à Bologne 34S 
DELEVAQUE (CH.), élève de l'École Polytechnique 871 
DELORME (H . ) 329 et 479 
DEMMLER, élève du lycée de Rouen (admis le 115« à l'École Poly-

technique 370 et 455 
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DESBOVES, professeur au lycée Bonaparte 228 
DESGRANGES 543 
DEVIC (MARCELLIN) 552 
D E W U L F , capitaine du génie . . . m et 351 
DUBOIS (GUSTAVE), professeur 398 et 462 
DUPAIN (J . -CH. ) , professeur au lycée d 'Angoulême.. . . 8 2 , 2 7 8 , 

286, 419, 4'20, 455 et 464 
DUPUY (ÉMiLï), élève de la pension Lafillolie 346 
DURRANDE, professeur au lycée de Moulins 193, 252 et 362 
DYRION ( LÉON ) , élève du lycée de Strasbourg 543 
ESPARSEIL, élève du lycée de Toulouse 286 

FAURE ( H . ) , capitaine d'artillerie 1 6 , 2 8 9 , 421 et 422 
FONTANEAU ( E . ) , ancien officier de marine 3oo 
GEOFFROY, élève du lycée de Nancy .(admis le 58« à l'École Poly-

technique). . . 104, 337, 419 et 420 
GERONO, rédàcteur. . . 46, 47, 49? 52, 9 0 , 9 9 , 1 0 0 , io3, 

io5, 340, 411, 422 et 471 
GODART, élève de Sainte-Barbe 4^^ 
GRASSAT (ARTHUR), élève de mathématiques spéciàles 543 
GRIFFITHS (JOHN), du collège de Jésus, à Oxford 339, 479, 

480 et 543 
GROS, professeur 124 et 343 
GROUARD (AUGUSTE), élève du lycée Louis-le-Grand (admis le 63« 

à l'École Polytechnique) 4^5 et 543 
GRUNERT, rédacteur des Atchiv für Mathematik ^ 336 
HAAG (GUSTAVE), élève du lycée Saint-Louis (admis le 4® ^ l'École 

Polytechnique et le 8« à l'École Normale) 4i5 
HANS, élève du lycée Saint-Louis • i52 
HARANG (GUSTAVE), élève du lycée de Douai (admis lo 57« à l 'É -

cole Polytechnique) 6 0 , 145, i 5 2 , 278 .et 419 
HIOUX, répétiteur au lycée Bonaparte 426 et 488 
HOUEL (IULES), professeur à la Faculté des sciences de Bordeaux. i32 
HOUSEL, professeur 94 et 4oo 
JARLOT, élève du lycée Louis-le-Grand 2 7 8 0 1 419 
JAUFROID, professeur au lycée de Vendôme. . . . 287 
JONQUIÈRES (E . DE), capitaine de frégate 94 et 204 
LACAN ( H . ) , élève du lycée d'Agen 420 
LAGUERRE, officier d'artillerie 190 
LAISANT, officier du génie 107 et 4i8 
LAQUIÈRE, officier d'artillerie 5o2 et 547 

'LAVAL (ALBIN), élève du lycée de Lyon (admis le 108« à FÉcole 
Polytechnique) 49, io4, 370 et • 455 

LE BESGUE ( V . - A . ) , correspondant de l'Institut.. . . 68, 392 et 433 
LEMASNE, élève du lycée de Vendôme 368 
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LEMONNIER, professeur au lycée Saint-Louis. 
LHUILLIER (LÉON), élève à Nancy (admis le 94« à TÉcole Poytech-

nique) 149 ,337 ,41901 420 
LIGNIÈRES (CLÉMENT) (admis à l'École Normale) 67 et 85 
LYS (GAETANO DE) 5 
MALLOIZEL, élève du lycée Louis-le-Grand 5i5 
MANNHEIM 189 et 190 
MANSION ( PAUL), de Marchin 5oa 
MARTIN (HENRI), élève de mathématiques spéciales 57 
MASTIO, élève du lycée de Rouen 4^5 
MATHIEU ( J . - J . - A . ) , capitaine d'artillerie 466, 473 et 609 
MELON, élève du collège Rollin 107 et 278 
MISTER, professeur k Nivelles . 4^1 
MOGNI, professeur à Tortone 6 1 , 2 8 7 , 3 7 0 0 1 5o4 
MONNIOT, élève de l'institution Barbet (admis le 3® à l'École No r -

male) 286 et 455 
MOULIN, répétiteur au Prytanée impérial 107 
MOUTARD, professeur à Paris i44 
MUZEAU (EUGÈNE), lieutenant dVti l ler ie 4^9 
NEUBERG, professeur à Nivelles 4^* 
NICOL (H. DE) (admis le 3; « à l'École Navale) 420 
NICOLAÌDÈS 48 et 5o2 
NIZAM (MIRZA), élève du lycée Saint-Louis 543 
NOBLOT (MARCELLIN), élève du lycée de Lyon (admis le 18® à l 'É-

cole Polytechnique) 97, i5i et 419 
OPPERMANN, élève du lycée de Strasbourg 420 
PADULA (FORTUNATO), professeur à Naples 212 
PAINVIN 5 professeur au lycée de Douai 156 
PASSAGUAY (RENÉ), élève du lycée de Lyon 455 
PELLETREAU, élève du lycée de Poitiers (admis le 7 0 ® à l'École 

Polytechnique) io4, 1 0 7 , 2 7 8 , 337 et 4^^ 
PÉTÉRENCINO (ANGE-RAOUL), élève du lycée Louis-le-Grand 543 
PHIDELNE (HERMILE DE LA), élève du lycée Charlemagne. 104 et 4^0 
PICQUET ( H . ) , élève du lycée de Poitiers 275, 278 et 543 
PITET, élève du lycée Çharlemagne 100 
POUDRA, officier d'état-major en retraite 307 
PROUHET, rédacteur. . . . 24, 2 5 , 7 7 , i32, 148, 1 9 0 , 23i, 237, 

239, 240, 278, 287, 329, 333, 423 et 425 
QUANTIN, élève du lycée de Lyon (admis le 120« à l'École Poly-

technique) 97 
RAYNAUD, répétiteur au lycée de Moulins 271 
REALIS, ingénieur à Turin 320 et 5io 
REYNAUD, professeur au lycée de Toulouse 271 
RICHARD, élève du lycée de Douai 325 
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RITTER(JOH» ) 455 
EIVET, lieutenant d'artillerie 4^0 
ROBERTS (MfCHAEL) 191,87261 55o 
ROMAND ( 3 l i c e n c i é è» sciences. 265 
ROUQUEL, licencié ès sciences io4, 107, 494 et 523 
SABATIÉ (JULES), étudiant en médecine - 206 
SACCHI (JOSEPH) ( d e Milan) 3 i , 172 et 191 
SAINT-MICHEL ( P - G . ) 54o 
SCHNÉE (ABRAHAM) ( * ) , élève du lycée Charlemagne (admis à l'É-

cole Normale) 12, 61, 104, 326, 420, 45i, 455 et 5i3 
SCHROETER, professeur à runiversité de Breslau 679 
SERRET (PAUL), docteur ès sciences Ï4, 79 ET 95 
SIVERING ( JOSEPH ) , ingénieur 872 
STUWLER, professeur à Condé 286 
TAILLIER ( L . ) , professeur • •. i43 
TERQUEM (OLRY) 529 
THOMAS (D.> , collège de la Trinité, à Oxford 22 
TIVOLLIER (JOSEPH), élève du lycée de Lyon 543 
TRACE, élève du lycée Charlemagne 100 et 4*9 
TRANSON (ABEL) i38 et 3 j j 

TRAVELET, élève du lycée de Besançon 285 
TRENQUELLÉON (CHARLES DE) (admis le 10® à l'École Normale) . 

85 et 455 
TURQUAN, professeur au lycée de Tours 19 
VACOSSIN (GEORGES), élève en spéciales 10 
VALTON . 19» 
VANNSON, professeur au lycée de Versailles. 523 
VIRIEU (DE) , professeur à Lyon 2 2 0 , 2 8 6 , 3 3 9 0 1 420 
YLLIAC ( F . ) io5 

Note, — Sur i5o collaborateurs dont les travaux ont été insérés ou 
mentionnés, il y a 60 élèves dont 17 ont été admis à l'École Polytech-
nique, 5 à l'École Normale et i à l'École Navale. 

C) Pseadonyme. 
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QUESTIONS NON RÉSOLUES 
Dans les cinq derniers volumes de la première série 

et dans les deux premiers de la deuxième* 

TOME XVI (*), l'e série. 
NO». 
36o 
362 

378 à 38i 
383 
385 

398 à 4oo 

4i4 
419 434 

429 et 43o 
434 
437 
439 
441 

444 et 4 4 5 
447 et 448 454 

473 475 
480 et 482 
486 et 487 

489 
490 et 491 
495 et 496 

TOME XVII. 

TOME XVIII. 

SOI 
5o5 et 5o6 
5ii à 5i3 
525 et 526 
528 et 529 

533 
536 

TOME XIX. 

Pages. 
58 
59 

180 
182 
183 
390 

31 
32 
33 

139 
186 
186 
187 
187 
262 
358 
434 

170 
172 
266 
357 
358 
443 
444 

44 
44 
46 

234 
247 
248 
3o6 

TOME XIX (suite). 
Pages. 

538 et 539 3o6 
540 et 541 36i 
546 et 547 404 
549 et 55o 4o5 

552 406 
554 464 
556 464 

TOME XX. 
558 et 559 55 
56I à 564 56 

573 112 
578 i38 
581 139 
585 J4O 

589 à 591 140 
592 et 593 216 
598 et 600 399 

TOME I " , 2« série. 
604 à 607 24 
6i3 et 6i5 i55 
617 à 619 i56 

625 382 
63i 383 

TOME II. 
643 93 

189 648 à 65i 
93 

189 
656 274 
657 335 

662 a 663 336 
664 À 667 371 
668 à 670 421 
672 à 676 479 
677 à 681 522 
682 et 683 55o 

(*) Nous roTiendront sur les questions non résolues dans les quinze premiers rolumet. 
Pour les sairants, nous sommes redevables de plusieurs corrections à M. le Professeur 
Bellavitis. 

(**) Les questions 696, 897 et 899 font double emploi arec les questions W9, S90 et «91. 
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ERRATA. 

Page 225, question 98, au heu de et la surface de la sphère; A, B, et C . . . , 

lisez sur la surface de la sphère, A, B et C . . . . 

Page 226, question 198, au lieu de faces d'un angle trièdre, lisez arêtes 

d'un angle trièdre. 

FIN DU TOME I I , 2® SÉRIE. 

PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER, 
rue de Seine-Saint-Gerraain, 10, près l'Institut. 


