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THÉORIE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DE RAYONS RECTILIGNES
(voir t. XIX, p. 371);

PAR M. E.-E. KUMMER.

CRELLE , t. LVII.

TRADUIT PAR M. E. DEWULF,
Capitaine du Génie.

§ Ï1L — Direction des plus courtes distances et plans
principaux.

Considérons maintenant les directions des plus courtes
distances entre un rayon et tous les rayons infiniment
voisins. Ces directions sont données par les cosinus x, A, ̂
de leurs angles avec les trois axes des coordonnées. Rem-
plaçons dans les formules (i 3), § I, les différentielles dx,
dy, dz, d\, dn, dÇ pour les quotients différentiels par-
tiels, et par les différentielles des variables indépen-
dantes, nous aurons :
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Si Ton prend pour | , y;, £ les valeurs données (27), § J,
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et si l'on remarque que

i f t , c - e b = a ' C - - a ^ ikc' — G b ' = a ' ^ — aÇ,

Ca — J l>c :=b '£~b^ , Ca ' — Xc' = h'§— by,

«kb — ifca = c'£ — cê% Xh' — afca' = c'§ — cÇ,

on obtiendra

X ===

Considérons, en particulier, les directions des plus
courtes distances qui correspondent aux points limites,
à t= ti et t = £2, et désignons par xl5 Al5 ^,, et x2, A2, (JL2,
les valeurs de st, X, ^ correspondantes. Au moyen de l'é-
quation (6), § II, qui donne C-t-rf^ = — ^
nous obtenons les expressions suivantes :

(3)

Nous avons posé

AV,

v, = ^
posons de même

v, == v̂ " + 2
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nous aurons, d'après les équations (i i) el (8), § II,

,4) T.T. = . ( * - M . ^ ^
et, par suite,

a-f-a'f, . b-f-b'f2

* =(5) , i = - , ^ =

On peut tirer de là les valeurs de x2, X2, p2 en chan-
geant fj en £1? ce qui donne —V, au lieu de V2 :

,, a + a'r, b-f-b'r, c + c'tt

(6) *, = - ? r - , *, = — — , f̂ -̂ —

Le cosinus de l'angle que forment entre elles les plus
courtes distances de deux rayons infiniment \oisins aux
points limites, a pour valeur :

on oblient en effectuant

x, x2 h ^, >2 h pt, p2 =
V t Yj

D'après (6), § II, cette valeur est nulle, donc l'angle est
droit. Nous pouvons donc énoncer ce théorème:

Les plus courtes distances d'un rayon aux rayons in-
finiment voisins pour lesquels on obtient les points limi-
tes, sont perpendiculaires entre elles.

Nommons plans principaux les plans qui passent par
uu rayon et sont perpendiculaires aux plus courtes dis-
tances de ce rayon aux rayons infiniment voisins qui
donnent les points limites. D'après le théorème précé-
dent, ers plans sont rectangulaires. La direction d'une



droît€ perpendiculaire xà un rayon sera déterminée qtrancT
on connaîtra l'angle qu'elle fait avec un plan passant par
ce rayon. On considère les plans principaux d'un rayon
comme l'origine des angles de toutes les directions per-
pendiculaires à ce rayon.

Soit w l'angle que la direction de la plus courte dis-
tance d'un rayon à un rayon infiniment voisin fait ayec
la direction de la plus courte distance en un des points
limites, celui dont l'abscisse est r,, ou, ce qui revient au
même, l'angle complémentaire de cette direction avec le
second plan principal, on a

( 7 ) cos oi = *, x - f X, \ -h fx, p.

En mettant dans cette formule les valeurs (2) et (6 )
de x, 1, p, %u lt, pt, on a

(8)

ou b i e n , en ayant égard à l 'équation ( 6 ) , § I I ,

(Q) COS W =
V,

On tire de là

sin w r=

(i i) tang». = J
( \ ' - ' " - .

et par suite

, x Af, cos w -f-1'J$ -f- (?£• ) 2̂ sin w
(12) ; = 7-3—^ ; . •

A cos w 4- (# -f- (j f, ) sm w

Au moyen de cette formule, on peut remplacer t par
â valeur en fonction de l'angle « qui fixe plus nettement
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la position d'un rayon par rapport à un rayon infiniment
voisin. Faisons cette substitution dans l'expression

de l'abscisse du point d'un rayon le plus rapproché d'un
rayon infiniment voisin, et remarquons que

& + £ / '= . ? , v . r ,
ô [licosw -+-($-+- CJt) sin wj'

(i4) e + l f + n î + g/»

[A cos w -f- [§ -f- (j7, ) sin w J*

nous obtiendrons

Si nous avons égard aux formules (12) et (i3), § 11, la
formule précédente devient

(16) r z=r r{ cos2w -f- r^sin' w.

Cette élégante formule, qui donne une relation si sim-
ple entre les plus courtes distances d'un rayon à un rayon
infiniment voisin quelconque et les plus courtes distances
qui correspondent aux deux points limites du rayon, a été
trouvée par Hamilton, dans le supplément de son Mé-
moire : On the theorj of Systems of rays. Il nomme
virtual foci les'pieds de la plus courte distance de deux
rayons infiniment voisins. Il a aussi signalé pour la pre-
mière fois les points limites et les plans principaux.

( La .suite prochainement. )


