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SOLUTION DE LA QUESTION 572
ET DEMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE M. GARCET

(vo ir t. X I X , p 3 2 ) ,

PA* M. DELLAC,
Professeur à Amiens (*).

La question que nous allons résoudre est celle-ci :
Connaissant la somme d'une série ordonnée par rap-

port aux puissances ascendantes d'une variable or, trou-
ver la somme d'une quelconque des séries que l'on ob-
tient en prenant les termes de n en n.

La série donnée peut s'écrire

(i) F(*)

Je désignerai par So la somme des termes dans lesquels
l'exposant de x est multiple de w, par St la somme de
ceux où cet exposant est égal à un multiple de n -H1 ; de
même pour S*, S S v . . , Sft_i.

Désignons par a, (3, y,..., o) les racines nieme' de l'unité
dont la formule générale est

ihv: . iktv
cos h i sm •

n n

Dans Féqaation (i), je remplace x successivement par
a i , (3x, y a v - , w:r et j'ai

Ma 4-/No =

M, -f-iN, ~

M._,-f-iN»_1=S.-»-S ltt

(*) A change de résidence. TM



J'ajoute toutes ces égalités membre à membre en remar-
quant que

toutes les fois que p n'est pas multiple de n. Dans le se-
cond membre, il ne reste que des quantités réelles; il doit
donc en être de même dans le premier; et .c'est ce qu'il
était facile de prévoir, puisque-les racines a, (3,..., w
étant conjuguées deux à deux ou réelles, donnent des ré-
sultats conjugués ou réels. Donc

Pour avoir Si, multiplions la première des égalités précé-
dentes par a"""1, la deuxième par (3"-1, et ainsi de suite,
puis ajoutons. On obtient

n

en posant

M > î N ; = (MA + iNA) ( c o s ^ + Zsin^)""

d'où
(n-i)hn

Mf=MAcos v - ^
n n n

On trouvera de même

M;-HM',+. .-HC
s, = >

n

en posant
M ^ = M A C O S 2 ^ *' ln • ° "

et en général



• i ( m )
en posant *

Dans la série So les exposants de x croîtront de n uni-
tés d'un terme à l'autre; mais si l'on pose y=- xn

y on
aura une nouvelle série ayant les mêmes coefficients et
"dans laquelle les exposants de la variable croîtront seule-

S S
ment d'une unité. On fera de même pour —U —*••••

OC X

Tout ce qui précède s'applique aussi aux suites limi-
tées, par exemple au binôme de Newton.

Si la série proposée reste convergente pour x = i, elle
le sera aussi pour x = a, car le module de a est l'unité.
On pourra donc remplacer x dans Téquation (i) succes-
sivement par les racines a, (3, y,..., w, ce qui revient à
faire x J= I dans les résultats déjà obtenus.

Pour avoir des séries auxquelles nous puissions appli-
quer la théorie précédente, partons de celle-ci

Multipliant par dx et intégrant, il vient

{ l * ) I o g ( l x ) + . r = T + ^ +

multipliant par dx et intégrant

i .2 3 2.3.4 3.4 5

Les intégrations se font aisément dans le premier



jttembre si Ton p^ose ^ * *• *

Dans cette série ( 2 ) , prgnons les coefficients de tfuatre
en quatre. Pour * * * v • * * -w f

# * *

5 * # .
^ — 2 Iog2 = So — S, H- S2 — S3,

d'où

Faisons maintenant x = — i ' = — \/— 1. Le second
membre devient

Sa —S2-f-/(S,~ S,),

et voyons ce que devient le premier.
Supposons qu'on ait à chercher log ( i - r x ) j x étant

imaginaire. On posera

1 — x = 1 — a — bi = eu~vl = eu (cose — f' siû v),

d'où

^^ 2 , « = i ïog [(r T «)2 -h ô*],

tang v — • 1 «̂  = cp -4— A 7T,

Ann. de Mathémat , t. X X . (Octobfe 18(11 ) 1^



en posant * * •

ide sorte que A 5

Ce logarithme ^t en général indéterminé. Mais dans la
4 question qui nous occupe, l'indétermination est levée par

cette considération que le second membre*d@ l'équa-
tion \i) est%ne série qui n'est convergente que dans le^
ceçcle décrit jle l'origine comme centre et avec un rayon
égal à l'unité (voir Fonctions doublement périodiques
de Briojt). Par conséquent la variable ne^peut pas sortir
de ce cercle, et par suite ne peut pas tourner autour du
point singulier a^=4- i , b = o. Or on sait^tjüe dans le
logarithme de i — r, k ne passe d'une valeur à une autre
que lorsque la variable indépendante x tourne autour
du point a = i , b = o 5 et commfe dans notre queslîon

* elle ne peut pas le faire, k aura toujours la même yaleur
quel que soit x. Or pour x = o, k est nul 5 il est donc nul
pour toute valeur de x, et l'on a

Si

par suite

tangcpr=i, y=7>

et on obtient

T. 3 i — log 2
— Y -f- / - — — So — S2 -+-1 ( S3 — S, ) ,

d'où



*: Combinant ces deux ét|uationsj avéêles précédentes, on
obtient . * K

^~" 1 .2 .3^5 .6 .7 ^ 9-io.
r . *i 1 * #

3 7T

. 4 " 2 # 4 « ^ " " 0 . 9 . 1 0 m 2 . 1 3 . 1 4

La première de ces relations démontre la question 51ÇÎ5. t
En obérant de la même manière, on obtiendra les coef-

ficients de la série pris de trois en*trois :

_ _ 7T y / 3 1 1 1 1

®° ~ ~W ~ 4 °8 r"2T3 •

2 -~*.3.4^5,6.7 """8.9.10 ~ r ' - - >

3 1 . o 77 y/3 1 1 1
S2 = 7 — 7 log 3 !— = 5--^-JH- ^ rH h. ..

4 .4 ! ? 3.4.0 6.^.8 9.10.11

Si Ton veut prendre les termes de trois en trois en con-
servant la variable x , on trouvera, après tout calcul fait,

So = - î - (2 J: -+- ^ ) — F ( » 7H * — z - ) l°g (1 -h *
2 v 3 ^ D \ 2

— (1 +4ar -h #2) log (1 -h*-f-o:a) -h - ? - (i —
I 2 /3

24.



en posant

X -f- 2

Ainsi on a *

i 2 3 4 - 5 . O 7 - o . g

Si Ton veut que la série ne renferme que des puissances
successives, on posera

et alors

i . 2 . 3 4«5«o n.o 9

avec

tangf = - ,
V1



I

% Pour > t*= 5> on obtient
*" o

*

• p

I I I I I I

77273 8^47576 8̂  + 7T879 8̂

'T*

Appliquons encore la theorie précééente au binôme
de Newton, et comptons les coefficients binotniaux pris
de trois en trois.

On a

m ( m — I )

1.2

Si Ton y fait x = 1, on obtient

ow O 1 C i_ C .
2M • — ijQ ~f~ i ^ l '" I O 2 j

pour x = a = ? on a

27727T . 2/727T
= cos —7; h i sin „ 5

O O

et par suite
2/727T I I

COS —j5— —- Oo ~~~ &| —~* ~~ Ö2 9
6 2 2

. 2rniv y/3
sin —g— = — (S, — Sa).



De là résultent

2/W7T

2 /M+2 COS 75—

«r . 2 l/i TT 2/W7T
2m -1- i/3 sin —7; cos —TT—

S , = - ,

p? . 2/W7T 2/72 TT
2"1 — y 3 sin —7; cos —-̂ —rtt> o

Ces formules conviennent à toutes les valeurs positives
de m, mais, elles ne conviennent pas aux valeurs néga -
tives, car le bjnôme n'est pas convergent pour x = 1
lorsque m est négatif.

Dans le cas de m entier et positif, on distinguera six
cas et on obtiendra

m = 6 n, S,, — 1 ~ Si = S; =

= 6n + i, So = S, = S, -f- 1 =

3
im 4- i

m = 6/1 -}- 3, S(1 + i = S, = Sa = 2>W^"1 »

/// = 6/2 4 - 5 , So = S, 4 - I = S? =r

ó

On voit qu'il y a toujours égalité à l'unité près entre les
trois sommes So, S,, S2.



( 375 ) ? * \

# Ainsi se^trtuVe démontré ê théorème du capitaine
Garcet, 1860, p. 32.

On pourrait de même prendre#les coefficients de quatre
en quatre et retrouver l#s formules de la page 9 (186ij*
et page 147. (Dans ces dernières, on a mis S2 au lieu de
S3 et réciproquement.)


