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SUR LES FORMULES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE
ET DE NEWTON;

Par M. E. PROUHET.

Je me propose dans cette Note d’abréger,’en me servant
d’une notation plus concise, les calculs au moyen des-
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quels M. Gerono (*) parvient & déduire la formule de
Newton de celle de Lagrange.

Pour mieux fixer les idées, je me bornerai au cas ou
P’on donne cinqg valeurs u,, u,, u,, us, u, d’'une fonction
f (x) du quatriéme degré, correspondant a cinq valeurs x,,
Xy, Xy, Xy, T, de la variable. Dans la formule de Newton
Xoy Ty, Xy, X3, x, forment une progression arithmétique
qu’on peut supposer étre la suite naturelle des nombres
0,1, 2, 3, 4; car on sail ramener tous les autres cas a
celui-la.

La formule de Lagrange peut s’écrire ainsi :

flz)=Xous + Xty + Xy 0t + X us + X, 1,

Xo, Xy, X, etc., étant des fonctions du quatriéme degré
qui jouissent de cette propriété que chacune d’elles se ré-
duit 4 T'unité quand on y substitue la valeur de x qui
porte le méme indice et s’annule pour toute valeur de x
d’un indice différent.

Si 'on remplace, dans cette formule, u, par u, + Au,,
us par u, -+ 2 Au, + A uy, etc., elle devient

fle)=(Xo+ X+ X+ X; 4+ X)) %
+ (X, 4+ 2X,+3X; +4X0) 8w,
+ (Xs+ 3X3+6X4)A7u,
+ (X4 4X) A%
+ X, Atu,.
Supposons maintenant

Xy==0, Xy =1, JI3==2,....

Le coeflicient de u, se réduit 4 'unité quand on y fait
x = o, puisque alors X, =1, et que X,, X,, X;, X, s’an-

(*) Nouvelles Annaics, t. XVI, p. 317 et 338,
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nulent. Il en est de méme quand on fait

r=1,2, 3, 4
Donc I'expression
Xo+X 4+ X+ X, +X,—1,

qui est du quatriéme degré tout au plus, et qui s’annule
pour cinq valeurs différentes de la variable, est identi-
quement nulle, etl’on a

X+X +X,+X,+X, =1,

comme |’a démontré M. Gerono.

Le coefficient de Au, est divisible par x, puisque X,,
X,, X3, X, s’annulent pour x = o. Si I'on divise ce coet-
ficient par x, le quotient

X, +2X:+ 3X, + 4X,
b

xr

qui est du troisiéme degré seulement, se réduit a 1 pour
x =1, 2, 3, 4. Donc ce quotient est constant et égal a 1.
On a donc

X, + Z.X,-{—-?)Xa -+ 4X‘ =

Le coefficient de Au, s'annule pour x = o et pour
=1. Le quotient
X,+3X,; 4+ 6X,

—_ 9

x(z—1)
. ba e o T .
qui est du second degré, se réduit a 5 pour les trois valeurs
. , 1.1
2, 3, 4 de x. Donc ce quotient est égal 4 — On a donc
2

x(x — l)'
1.2

x1 -+ 3X1 +6X.=:
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On prouverait de méme que l'on a

_:c(::—l)(.t-—z)’

X+ 4% = 1.2.3
X _z(z—1)(x—2)(z—3),
= 1.2.3.4 ’
donc on a bien
x z(x—1) r(r—1)(x—2)
f(‘r):uo+'l—Auo+ (' . Atu, +- 2.3 Ay,

z(x—1)(z—2)(x—3)

+ 1.2.3.4

A u,,

ce qui est la formule de Newton.

Il est vrai que cette formule n’est démontrée que pour
le cas d’une fonction du quatriéme degré. Mais il est facile
de s’assurer que la loi trouvée pour les coefficients de
Au,, A% uy, etc., est générale. En effet, supposons que m
soit le degré de la fonction f(x), p étant un nombre
moindre que m, le coefficient de APu, sera, d’aprés ce
qui précéde,

2 +
Xp+ (P+l)xp+l +(£_'*‘___l_)______(2]’l)xp+’

L3 p+2)(pri) o

1.2.3 pra e

m(m—1)(m—2).. (m—p-+1)
+ S o1.2.3...p

X

Ce polyndme est évidemment divisible par x, x —1,
X —2,x —p -+ 1, et son quotient par

z(x—1)(z—2)...(x—p+1)

, . 1
est (‘gﬂl a m POlll‘ x=p, p+l, ’7‘+"'l,..., m,
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c'est-a-dire pour un nombre de valeurs supérieur a son

degré. Donc le quotient a une valeur constante et le
coefficient de A7 1, est

z(z—1)(z—2)...(z—p+1)
1.2.3...p

Ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. L’égalité identique
Xi+X +X,+X+ X =1,

démontrée par M. Gerono pour le cas ou les valeurs x,,
Zy,..., x, forment une progression arithmétique, cst vraie
quelles que soient ces quantités, comme on le voit en ré-
pétant le raisonnement fait plus haut et qui est celui de
M. Gerono. Comme toutes les parties du premier membre
de cette identité sont du quatriéme degré, il faudra donc
qu’en faisant la réduction des termes, les coefficients de
x*, x*, x*, x disparaissent et que le terme tout connu se
réduise a 1. De 14, les identités suivantes, ou pour plus de

simplicité, on a remplacé x,, x,, etc., par des letires sans
indice :

D e I =n e

Z b4+c+d+e
(a—1)

(a—-—c)(a—-d)(a—-e):O’
be 4 bd+ be. .. _
Z(u-—/))(a-—c)(a—d) (a——e)~0’
— bed + bee + bde + cde _
2T e e =) =

z bede —
(@ —b) (a—c¢c) (a——d)(a——-e)_ :

On aura des identités analogues pour un nombre quel-
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conque de lettres. Par exemple, dans le cas de trois
quantités, on aurait

| § I I
@—ba—0) (b—a(b—0) (c—a)(c—8)"

b+4c a—+4c a+b
(@a=b)(a—e)  b—a)(b—c)  c—a) c—b)

=0,

be ac ab

(@=b)a—0  b—a)t—0)  (c—a)(c—8)" "




