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( Hl)

APPLICATWÏ B I LA NOUVELLE ANALYSÉ AUX SliKFACÏS
Bil SECOND ORDRE

(voir t. XX, p 177),

PAR M, PAIN VIN (*),
Docteur es Sciences.

§11. — Polaires réciproques.

92. Les théorèmes établis dans le chapitre second
nous conduisent d'une manière très-simple aux équations
des surfaces polaires pour les surfaces du second degré.

Soit

r Xs = O, (ars = atr

l'équation d'une surface du second degré; cette équation
peut s'écrire

a n a12 a,3 a,4 x{

., a 22 a 3 3 a24 .i?2

II «32 «33 «34 X%

, a<2 a4 3 a4< x 4

, x7 x3 x< o

(«.=«.),
après avoir posé

(3^ %rs = ~dâ'ts''

A désignant, comme toujours, le discriminant ou le
sien de la fonction <p. ,<

93. On appelle SURFACE POLAIRE d'une surface le lieu
des pôles des plans tangents à cette surface; les pôles

(*) Painvin (L.), ne à Malesherbes ( Loiret) le 18 mai 1826.
16.



(«44 )
de ces plans étant pris par rapport à une seconde Sur-
face quelconque, dite SURFACE DIRECTRICE.

Appliquons cette définition à la surface 9 = 0 .
Soit

l'équation de la surface directrice.

Le plan polaire d'un point ( -, -> - ) aura pour

équation
d¥ d¥ v d¥ dF —
r/z( aï} a2 3 «Z4

X X X
—1, —!, —i, étant les coordonnées variables.

Or ce plan, d'après la définition du lieu cherché, doit
être tangent à la surface <j> = o, ce qui conduit à la rela-
tion

« .4

(5)

d¥
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(chapitre II, §111, n° 35) ^ c'est précisément l'équa-
tion du lieu que nous nous proposions de trouver.

94. Le plan

dF v dF
 v

 d¥



est tangent à la surface y = o, par suite de la relation (5),
Si (x t ,x , ,x8 )x4) sont les coordonnées du point de con-
tact de ce plan, le point (xl9 xt, a:8,x4) est dit point
correspondant du point (zx> zu z8, zK).

D'un autre côté, le plan tangent à la surface 9 = 0 a
aussi pour équation

dff

L'identification de ces deux dernières équations conduit
aux relations suivantes entre les coordonnées de deux
points correspondants :

rfF_ i dy _
dzy 2 dxx

(6)

rfF i dtf
-y = — — =^ «2i - î 4 - «ai -̂ a •+• ö „ J7, 4 - fl24

</F i a?©

dJL—l

dZi 2 i

d'où Ton déduit

dF df dF d¥

Ces dernières relations permettent d'établir une loi de
réciprocité très-remarquable entre les fonctions <p et tp.

De la dernière colonne du déterminant tp retranchons
les quatre premières multipliées respectivement par
Xi, x«, x%, x4, et ayons égard aux relations (6) et (7), il
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on en conclut l'identité

95. Lorsqu'on prend pour surjace directrice la surface
représentée par l'équation

(9) F = x\ 4- .r22 + J : ; + ^ = O ,

la polaire de

21 « 22 23 a 24

«31 «32 «33 «34

«4» «42 «43 «44

.r, j- , x, x4

=. o, ou a,, =
dà
——>
««ri

pour équation

«u «
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3 ,
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«44 ^4
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On voit, d'après la forme même des équations (10) et
(11), que le lieu des pôles des plans tangents à la surface
t|/ = o, est la première surface <p ~ o .

Les deux surfaces (p = o, ^ = o, sont appelées polaires
réciproques.



§111. — Équation aux axes. Sections circulaires.

i°. Équation aux axes.

96. Nous avons vu (82) que si Ton rapporte à son
centre la surface

(•)

son équation prend la forme suivante :

i y m. •>

aux\
A

a„ * , * , + —a?» = o.

Or toute transformation de coordonnées qui ne dé-
placera pas l'origine, n'affectera pas le terme en x\ dans
l'équation (2 ) ; nous pourrons, par suite, ne considérer
que la fonction suivante :

j JJl=allx] -f- a22 x\ -\-a^x\ -h ?.ax7x{ .r3
( ** ) 1

( -+- ian xx .r3-^- 2«23 x7 x3,

homogène par rapport aux variables x19 .r2, r3.

97. Effectuons maintenant la transformation

,'x, = X-,, / , - } - kny2 -4-^.3/3^

(4 ) ' ^ J = 2̂1 Ji -+- kn Xi H- "̂23 / a ,

( ,r3 = / 3I Xi 4 - 3̂1 J3 4 - *a3 7s »

et supposons que les nouveaux axes j , , j î , j 8 , soient
rectangulaires^ ce qu'on exprimera en écrivant l'iden-



tite

dont le second membre représente la distance d'un point
à l'origine dans le nouveau système d'axes, et le premier
membre la distance du même point à la même origine
dans le système primitif.

Les cvt sont définis par les relations suivantes :

(6)

Cl7 z=z 6 „ = COS

c,3 = c3l = cos

= Ci7 = COS \XÎ, Xs) .

La substitution (4) donnera à la fonction Ui la forme

(7) v, = A..r!-HA2.r;4-A3/s
3,

si l'on pose

| Ar =2 kxr hir •+- k2r hir 4 - kir hu

\ o=ikxrhls->t-k2rh2s-\- kzr

(g ) hrs = a lr A-,, -f- «2r ** H- fl3r

r>-s,

La même substitution opérée dans l'identité (5) con-
duira aux relations :

(10)
O = / | r A.

après avoir pose

( i l ) hls-=zc%r ku -|- c2r k2s -H c3r X-3,.

Nous désignerons par <î, V, P, les déterminants qui



suivent :

daKk

ö|2 ö|3

an a23

«31 «31

où ars = <

«33

où

" 3 1 * 3

Ai3

«23 «r* < nsr.

On sait que le déterminant V représente le carré du
volume du parallélipîpède construit sur les trois axes
Xi, Xt, #3, avec des longueurs égales à l'unité.

98. Si parmi les équations (8) on considère les trois.
suivantes :

A, = A'n hn 4- £2» //3, -+- *3, hu,
O =

O =

quon les multiplie respectivement par 3T~'37T"> 37"'

et qu'on ajoute, on arrivera à des relations ayant pour
type général

Par un calcul semblable, on déduira des équations (10)

, , x dP #

dP
Éliminant -rj~ entre les équations (i3) et (I4)J Puis r e m -

«A* 4 r

plaçant les hsn tisr par leurs valeurs ( 9 ) et (11) , i l v ient

(a , r — A, cxr)ku -H (*,,.— A, ctr) ku4- {air — Atc3r)k3s= o>



( a5o )
En posant

et eu donnant à r les valeurs i , a, 3, on obtient alors

2 , )X 2 J -h [aix 4 - 3i = o ,

- 3 , = o ,

L élimination de A^, AÏJ5 A3j entre ces trois dernières
relations, conduit à l'équation définitive

dont les trois racines seront

^ = — Ai, X = — A2, X r= — A3.

Or, par suite de la transformation que nous avons ef-
fectuée, l'équation (2) de la surface est devenue

dakk

et les carrés de ses demi-axes ont pour valeurs

— A —A — A

d A d A a A

Par conséquent, si Ton désigne par Ra le carré d'un quel-
conque des demi-axes de la surface, on aura

(16)
A 1



L'équation (i5) donnera doué les axes de la surface,
pourvu qu'on ait égard à la relation (rô).

On conclut immédiatement des équations (i5) et (16)

a9 b) c représentant les demi-axes de la surface.

20 . Sections circulaires,

99. Prenons l'équation générale

Considérons en outre l'équation d'une splière

H- icH xxxk-+- 2c2vr2.*3-f- 2c2ixixi -h 2c34 xzxiz=z o,

où l'on a posé

lcu = c27= c 3 3 = 1 ,

crs=z csr= cos.\xr,xt), pour r ou s~ 1 ,2 , 3 ,

\cr4 = c 4 r = m,crl -f- m7cri-{- mzcn, pour r = i , 2 , 3 ,

\-\- 9.ci7mim2 H- icXimxm%

— m,, — mt, — /y/3 sont les coordonnées du centre de la
sphère, et r est le rayon.

Soit enfin l'équation d'un plan

Si l'intersection de ce plan avec chacune des deux sur-
faces (1) et (2) donne deux courbes identiques, il est évi-



( •5a - )
dent que ce plan coupera la surface du second degré sui-
vant une circonférence.

Nous exprimerons que les deux sections coïncident,
en écrivant que leurs projections sur un même plan
coordonné sont les mêmes. Choisissons le plan des
x%xz.

Or les relations (4), (5), (6) du chap. II, § III, n08 45
et 46 nous permettent d'écrire immédiatement les con-
ditions nécessaires pour que cette coïncidence ait lieu; ces
conditions seront en même temps suffisantes si le plan (4)
n'est pas parallèle à Taxe des xt.

100. Après avoir posé

(5) Ar, = arj •+-!<?„,

nous trouverons en opérant l'identification indiquée :

^n P» — * Ai*Pi p2~h A„ p*t = o ,

Aii/?,/?3 + A23 p] •— A,2 p{ p3 — A,5pt p-i = o ;

Au pi — 2 A,8p { ps -H A33 p] = o ,
(6)

An/>; ~2A,4 /? , /?4 4-A^p] = o ;

A,,p7p { -h Au p] — A,2pi pé — A14/?i p2 = o ,

AM Pi Pk 4 - A3« p\ — A13 px pt — Au/?i />3 = o.

Ces équations renferment comme indéterminées les

quantités—> ~> ~? 1; les coordonnées — w n — w2,
^ Ẑ . ^ i Pi

— ?;ij, du centre de la sphère et son rayon r.

Les trois premières déterminent —? — * et A: les trois
r ^t Pi

dernières seront toujours satisfaites en disposant conve-
nablement des inconnues restantes.
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101. Pour effectuer le premier calcul, posons

(7)

An Au A,3

AJI AJJ A23

A3 | A31 A33

D ne renferme que des quantités connues et le paramé-
tre indéterminé X.

Des deux premières équations du groupe (6), on tire ;

(8)

dP

dP

substituant les valeurs de—5 ~* dans la troisième équa-
Pi Pi n

tion, on trouve pour l'équation que doit vérifier X :

Cette relation nous montre d'abord que les radicaux

/ ĈT / </D j . . .
4 / ^ , 4 / ——— doivent être pris avec des signes
y «A» y «A33

tels, que leur produit ait le même signe que •
M Aj$

En rendant rationnelle la relation (9), il vient

fdPY dP dP A ^

L'équation que doit vérifier X sera donc

(10)



C'est préei&émenx l'équation qui donne les axes dans
le cas des surfaces à centre.

102. Supposant X déterminé,, et faisant usage des va-
leurs (8), nous trouverons que les plans des sections cir-
culaires sont parallèles aux plans

En comparant de la même manière les projections des
courbes d'intersection sur les plans des xt x3, et des xx x8,
on eût trouvé

(ia)Aai*H-( A2t±;i/——— ).r,H-( A 2 , ± l / — — - ) x3=o
\ y «A33/ \ y a A , , /

(le produit des deux radicaux devant être de même signe

(le produit des deux radicaux devant être de même signe

103. Lorsque les surfaces ont un centre, on peut pren-
dre la sphère concentrique à la surface. Si cette dernière
est rapportée à son centre, on aura mi = m2 = ras = o ; et
d'après les formules (3), les crU seront nuls, et ckk sera
égal à —r*.

Si l'on fait alors passer le plan par l'origine, les deux
dernières relations (6) seront satisfaites, et la quatrième



( » 5 5 )
nous donnera

(i4) dà_ X
dait

Ainsi le rayon de la sphère est égal à l'un des demi-
axes de la surface.


