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CALCUL DE d u o , J ' i / o , . . . , * n " o

EN FONCTION DE A « „ A * i / 0 , . . . , A m « 0 ,

puis de < îu_ i , < 3 â i i _ 2 v . . , J"//_n

en fonction de Au^, A 2 M _ 2 , . . . , A m *t_ m ;

PAR M. H . LEMONNIER,
Professeur de mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis.

I. Soient «01 A*/0, A2z/Ov.., A"1 w0 les valeurs d'une
fonction M, entière en x, du degré m et de ses différences
successives pour x = x0^ les valeurs de x considérées à
partir de x0 formant une progression arithmétique de
raison h.

Soient (Ji/0, (J
JWov5 ^ M o les valeurs des différences,

lorsque les valeurs de x à partir de x0 se suivent en pro-
gression de raison k.

Dans le grand ouvrage de Lacroix, t. III, § 94°> P* 7̂ *



( ' 9 8 )
on trouve pour le calcul de dnu0 h formule

z étant le rapport y

La formule, je le présume, est de Lagrange. Je ne safche
pas qu'elle ait été insérée jusqu'ici dans les Traités d'Al-
gèbre à Fusage des classes actuelles de mathématiques
spéciales.

m

Je vais en proposer une démonstration assez simple, il
me semble, pour permettre de lui donner place dans Fen-
seignement courant.

On a pour expression de M, soit

'x — x0 .r — x0 (x — x0 \ A2 «„
// h \ h / 1.2

r—xQ fx — XQ \ Aw u9

h \ h j i . 2. . . m

soit

k

k

x — x^lx — x0 \§7u9
-j — 1 )

k \ k j i . 2

\ k j i . 2 . . .m

Égalons les valeurs de ces deux expressions pour

.r = x0 -f- k,



• ( l99
knous aurons, en posant - t= z.

(0

1.2 1 .2 .3

1 . 2 . . ./?* '

2 . 2 . 1 . 2Z [j.Z i)

I I . 2 1.2

4- ^M 2 2 — 1 • -(as — w - H j
I . 2 . . . / W

3 3 .2 3 - 2 I
( Ï 3 _ _ Q 3z(3z — i )

I 1.2 1 . 2 . 3 1 .2 .

1 . 2 . . . / »

I . 2

7!Z(/2Z — i) «z(/23— l)...(/ZZ—/W-hl)

1 21.2 1 . 2 . . . ut

Mais si Von prend

z (z — 1) z(z — i ) . . . ( z — m -f- 1)
0 = 1 -+- zA -h - i ' A 2 - h . . . + ^ i i -' A m ,

1.2 1 .2 . . ,m

il est à remarquer que

I . 2 . . . 17*

pourvu que dans la multiplication de l'expression de 6
par elle-même les facteurs A, A1,..., Am se traitent
comme des puissances, sauf que

= o, . .



( 2OO )

Car, p étant entier, on a

1 . 2

I . 2 . . ./*
et

I . 2
2/? ( 2/7 —: I ) (2/? —

1.2. . .
-* 4- tf2^.

Donc quand on effectue régulièrement le pioduit du dé-
veloppement de {\-\-x)v par lui-même, les coefficients
des puissances successives de x sont des expressions en-
tières en p égales respectivement aux coefficients des
mêmes puissances de x dans le développement de (i -\-x)p

pour toute valeur entière de p positive. En conséquence,
ces égalités subsistent pour toute valeur de p. De là, quel
que soit z, la formule

3—m -\-

I . 2 . . . 171

et pour semblables raisons

I . 2

z(3z — i)...(3z — m - M )
I . 2 . . .m '

nz ( nz — i )
1.2

nz(nz — i ) . . . (nz— m -f- ]

1 . 2 . .1/72



( aoi )

A l'aide de ces formules, les formules (i) se transforment
en

5=0 — i ,

5 2 = 03 — i — 2 5 = 02 — 1 — 2 ( 0 — 1)

= 02— 2 [1 -+- (0 — i ) p — (0 — i)2 = (0 — i)\

5 3 = 0 3 — i — 3 5 — 35 2 = 03 — 1 — 3 ( 9 — 1)— 3 ( 0 — i)1

(3) = e3 — [i 41 (0 — i)]3 -+- (0 — i)3 = (0 - i)3 ,

5"= 0a — 1 — n$ — - . . . — «5""-1

= 0W— 1 — n (0 — 1) — . . . — n (Q — i)B~ l

— 0« [l + (9 — I )]" H- ( 0 l ) « = ( 0 — l)n.

C. Q. F. D .

II. Le triangle des différences

quand on prend au rebours les termes de la ligne supé-
rieure, se change en

i , " ü ,

Qu'on y applique alors la formule déjà considérée

X JC0 X — ^ 0 \
-\ T — — ; » ) • • •

x-ir^



( 2O2 )

il s'ensuit l'expression connue de u :

A h \ h ] 1.2

.r—xm(x — xm \ (x — xm \ Am«0H Â— —I Hi 1 — —-. hw + i ?

ou bien, ce qui revient au même,

x — x0 x — x0 ( x — x0 \ A2 u_i

h 7 \ h / 1.2... m

Pareillement :

x —• x0 «. x — x0 i x — x0 \ <?2 u_2

k k \ k j 1.2

x — x0 fx — x« \ (x -~ x0 \ Sm u_m

En faisant tour à tour

X r=z Xo —



on déduit de là

~~' ~ ' 1 . 2 -* '

2 _ 2 . 1 _ 2Z[2Z~~*I)

I ""' 1.2 ~ "* 1.2

(4) 1 .2 . . . m

I 1.2

/22 (nz— i )

I. 2

wz (/?z — i ) . . . (nz — m -f-1)
dt

1 . 2 . . .

Qu'on pose

1 . 2 ""2

1 .2 . . .171

et qu'il soit entendu que

et que

A""*"1 */__(m H } = o f A w + Î w „ ( w + 2) = o f . . . ,



ces formules (4) deviendront

(5)

«_3 — . . . ± /2<î»

d'où les suivantes :

(6)
= - ? 3 + [i - (i - ? ) ? + (i ~ ? ) 3 = (i - f )»,

— « (i — <p) + . . . ± n (i — ?)—« ]

= r p f ± [i - (i - ?)]-+ (i - ?)" = (i - ç)».

La formule symbolique est ici, avec cp = (i —

Remarque. En développant les formules ( 3 ) on trouve

(s — i) zlz — i)(z — 2 ) o

1.2 1 .2.0

1.2...4 I . . . 5

t = ;g'A'ir,-!- *'(s — 1) A3 gt-H ? ^ "

34



( " 5 )

ce qui donne, pour z = o , i ,

§ = 0 , 1 A — o,o45A 2 + O , O 2 8 5 A3 — 0 , 0 2 0 6 6 2 5 A*

-h 0 ,01611675A 5 — . . . ,

S7=z 0 ,01 A2 — o , o o g A 3 - | - 0 , 0 0 7 7 2 5 A 4 — 0 , 0 0 6 6 9 7 5 A 5 4 - . . . ,

<53 — o , 001 A3 —— o • 00135 A4 -4- o , 00014625 A5 — . . «

$*= 0 , 0001 A4 — 0 , 0 0 0 1 , 8 A 5 + . . . ,

<Î5= 0 ,00001 A5 -—...»

D'autre part

«_, _ s A «_, ^ ^ K_J -h , . 2 , 3 A " - '

I . . . . 5

0.4

3.4

' A4 a^4

4
1 A4//_4 ~ 2 z < ( z - i ) A5 w_5 H- . . . ,

^



( 2O6 )

d'où, pour z = 0 ,1 ,

$ «_i =. o , iAw_, 4- o,o45 A2«__2 -f- O , O 2 8 5 A S « _ 3

4- 0,0206625A4 a_4

4-0,0161 i675A5ff_5 4 - . . ,

^ « _ , = o ,o iA 2 «_ ,4 - O,OO9A3M_3-+- 0,007725A4 a_%

4- o,oo66975Asa_4 -f-...,

£3tf_3 = 0,001 A3 «_3 4- O ,OOI35A 4 «_4

4- 0,00014625A5 w_5 4 - . . .,

^ w_4 = 0 , 0 0 0 1 A4H_4 4- 0,0001 , 8A 5 a_ 5 4- . . -,

§&u_h = o, 00001 A* tt_5 4- . . . ,

Note du Rédacteur. Le point de départ de ce genre de
symbolisme est de Leibniz :

Symbolisants memorabdis calculi algebraici et injîni-
tesimalis in comparatione potentiarum et differentiarum,
et de Lege homogenerum transeen den tali Miscellanea
Berolinensis (p. 160). Berol., 1749»

1 L'homogénéité dont il s'agit ici est celle de (dx)* et
d* x, etc.


