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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

( TOir t. XVIII, p. 480);

PAR M. PAINVIN,
Docteur es Sciences.

§ IL — Cônes et cylindres du second degré passant
par deux coniques situées sur une surface du second
degré,

67. La question que nous allons résoudre nous don-
nera une idée de l'usage qu'on peut faire des résultats
précédents dans la discussion des problèmes.

Soient

o w ^. ........ ,

l'équation d'une surface du second degré, et

( N = « , * , H- /2, xt -+- n3 x

les équations de deux plans.

A»n. de Mathcmau, t. XX. (Mai 86o )
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Les équations de deux coniques situées sur la surface (i)

seront

et l'équation générale des surfaces du second ordre pas-
sant par les deux coniques (<p, M) et (<p, N), sera

On exprimera que cette surface est un cône, en écri-
vant que le discriminant de l'équation (3) est nul, ce qui
permettra de déterminer la constante X. L'équation en À
est en apparence du quatrième degré -, nous allons d'abord
constater qu'elle se réduit au second degré.

68. Si Ton désigne par D le discriminant de l'équa-
tion (3), et qu'on pose

(4) Urs = mrn, 4- msnr,

d'où
Mrs = *M,r,

l'équation en 1 sera

( 5 ) D =
az3 - h A M 2 2

À M 1 3

- / M 2 3

-f-

Développons ce déterminant par colonnes, après avoir
posé :

(6) û =

Désignons
Par A,, A

« . 3

« 2 3

« 3 3

« 4 3

« . 4

«24

« 3 4

«44

A' —

M,, M,2 M,3 M,*

M 2 i M23 M 2 3 M24

M TU M M

31 "ht i«33 m34
M 4 i M 4 2 M 4 3 M44

A8, A4, ce que devient le déterminant A



79 )
lorsqu'on y remplace la ir% 2e, 3e , 4e colonne respective-
ment par la ir% 2% 3 e , 4e colonne du déterminant A'-,

Par Ar,, ce que devient le déterminant A lorsqu'on y
remplace à la fois la i*eme et la sièrne colonne par la rlème et
la sieme colonne du déterminant A';

Par A',, A'j, A'3, A'4, ce que devient le déterminant A'
lorsqu'on y remplace la i r e , 2e, 3e , 4ecolonne parla i r e

;

2e, 3 e , 4e colonne du déterminant A.
En employant ces notations, nous trouverons pour

l'équation en X :

(7)
A'V -f- (A', -h A', H- A'3 4 - Af

4 ) >
3

-h (A12-h A,.,-»- Au -h A234- A24-+-

4 - (A, H- A2-H A3H-A4)>-f- A

= o.

69. Il est facile de démontrer que

A' = O, A',:=O, A ' 2 =o , A'3 — o, A'4=ro.

Il suffit, pour cela, de faire voir que le déterminant A'
est identiquement nul, ainsi que ses dérivées partielles du
premier ordre.

Or

x H - m{

De la première colonne, multipliée par /22, retranchons
la seconde multipliée par nu il vient :

n{

mk n3 -H //i3 /?4 4 - f - /W4

1 2 ,



( i8o )
De la seconde colonne de ce dernier déterminant, mul-

tipliée par n8, retranchons la troisième multipliée par ««,
nous obtenons :

n2

Knk -h mk

Or le dernier facteur est nul, car c'est un déterminant
dont deux colonnes sont identiques -, donc

On s'assurera, par un calcul semblable, que les déri-
vées partielles du déterminant A' sont aussi nulles*, d'où
Ton conclura

K = o, r = i , 2 , 3, 4.

Ainsi l'équation (7) se réduit à

(A,, + A13H- Al4 + A,3 + A24 -+- A34) V

-4- (A, -h A2 -f- A3 + A4)\ -h A = o.

Donc il existe, au /?/M$, rfei/o: cônes du second de-
gré passant par les deux coniques (y, M), (qp, N).

70. Posons maintenant :



( i 8 t )

(9)

T =

o _

« I l

« 2 .

« 3 1

« 4 1

m{

« i t

« 2 1

« 3 1

« 4 !

n{

« 1 1

« 2 1

« 3 1

« • 1

mx

« H

« 2 1

« 3 1

« 4 1

m,

« 1 2

« 2 2

« 3 2

« 4 2

m'2

« 1 2

« 2 2

« 3 2

« 4 2

* 2

« 1 2

« 2 2

« 3 2

« 4 2

7W2

« 1 2

« 2 2

« 3 2

« 4 2

m2

« 1 3

« t 3

« 3 3

« 4 3

mz

« , 3

« 2 3

« 3 3

« 4 3

« 3

« « 3

« 2 3

« 3 3

« 4 3

m,

« 1 3

« 2 3

« 3 3

« 4 3

m3

« 1 4

« 2 4

« 3 4

«44

m,

« 1 4

« 2 4

« 3 4

« 4 4

« 4

« 1 4

« 2 4

« 3 4

«44

mh

« 1 4

« 2 4

« 3 4

« 4 4

m*

m,
wa

w3

w4

o

* 2

« 3

« 4

0

« 1

« 2

« 3

« 4

0

W, /?,

/722 7Î2

m 3 /23

7W4 724

O O

O O

On vérifiera sans difficulté les relations suivantes

1 0

^rs== (nrm t — nsmr) ,——• 7dmrdns

/ a l « S \
\ r«'/w/.

 r dnr)



Or i
dS dS tlS d$
a/2, dn2 dns dnk

dT dT dT dT
= /Î, — h n2 — h n3 — h n* -7— '

flw, dm2 dm 2, dmk

Cette relation, jointe au second groupe des identités (10),
nous donnera immédiatement

(H) A, -h A2+A3 -h A, =r — 2Ü.

Si Ton a égard à la relation

à,7 -h

le premier groupe des identités (10) donnera

/ d'Y d2V d2V \

\ dm[dn2 ' dmxdn^ dmxdnk)

I rf-'V < / - V d'Y \
2 \ ' dm 2 dn, " dm 2dn3

 4 dm 2 dnk )

- w 3 ( « , — \-n2—— f- / z 4 - — ) 7

\ dm3dn{ dm3dn3 dm^dn^j

Au -

d*V
'4 i ri | ' ' '

y dmkdnv

d7V d2V \

hdn2 * dmrKdnzj

ou enfin

-H ±2* -h A24 - h A3,

/ dY dY

( \ r/m, <y r/w, dm-.

L'équation (8) prendra donc la forme définitive

(I) V

li. Nous allons maintenant discuter cette équation.
La condition de réalité des racines est donnée par Fine-
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gali té :

(i3) U24-VA>o.

Or, si dans Ie determinant V on applique aux quatre
, i , o o . ,

éléments ? que je remplacerai, pour un instant, par
« , p > la formule
P 7

dady d a. dy \^P

on obtient la relation

(4 ) VA-t-U2=rTS.

Nous arrivons ainsi à cette conclusion :
Suivant que le produit des deux déterminants T et S

est positif nul ou négatif, les deux cônes, passant par
les coniques ((p, M), ((p, N), sont réels, se confondent
ou sont imaginaires.

On voit par la relation (i4)> que les deux cônes ne se
confondront que dans le cas où l'un ou l'autre des déter-
minants T, S, sera nul ; c'est-à-dire que Tune des coni-
ques se réduira à un point ou à deux droites (56. )

72. Le problème admettra toujours deux solutions
réelles, lorsque les déterminants AetV seront tous deux
de même signe, ou lorsque l'un ou l'autre de ces deux dé-
terminants sera nul.

Parcourons ces différentes hypothèses :
i°. (A^>o, V^>o);la droite I, intersection des deux

plans M F= o, N = o, ne rencontre pas la surface <p = o
sur laquelle sont les deux coniques, et cette surface (p = o
est, dans le cas actuel, une surface réglée gauche, c'est-à-
dire un hyberboloïde à une nappe, ou un paraboloïde hy-
perbolique, ou un ellipsoïde imaginaire (n° 23 et 36).



a°. {A <^ o, V <^ o) ; la droite I rencontre la surface <f9

laquelle est, dans ce cas, un ellipsoïde réel, ou un hyper-
boloïde à deux nappes, ou un paraboloïde elliptique
(nO82iet36).

3°. ( A = o ) ; la surface y est un cône et les valeurs de

à sont alors o et —-• Ainsi, lorsque deux coniques sont

placées sur un cône du second degré, on peut toujours
faire passer par ces coniques un cône différent du premier
et un seul.

4°. ( V = o) ; la droite I est tangente à la surface y, et
les deux coniques sont elles-mêines tangentes à la droite I.

Les valeurs de X sont alors oo et — ; l'un des deux cônes

se réduit aux deux plans M etN.
Lorsque le problème n'admet qu'une seule solution il

faut d'abord que A et V soient de signes contraires, et,
en outre, que l'un ou l'autre des déterminants T et S soit
nul ; nous supposerons, par exemple, T = o.

i°. ( A <^ o, V > o) 5 la surface <j> est dénuée de géné-
ratrices rectilignes et n'est pas rencontrée par la droite I ;
de plus, le plan M est tangent à la surface <p, qu'il coupe
suivant un point; ce point est le sommet du cône unique.

2°. ( A > o , V<^o); la surface <p est réglée et gauche,
et est rencontrée par la droite I -, de plus, lef plan M est
tangent à la surface <p, et il la coupe suivant deux droites }
ces deux droites sont situées sur le cône unique qui a pour
sommet le point de contact.

Je n'insisterai pas d'avantage sur cette discussion.

73. Cherchons maintenant les relations qui doivent
exister entre les quantités ars, mt, nn pour qu'on puisse
faire passer un cylindre du second degré par les deux co-
niques (<p, M) et (<f,N).
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II faut d'abord que le discriminant de l'équation (3)

soit nul ; ce qui laisse subsister les calculs précédents, et
conduit, par suite, à l'équation (I) (n° 70).

Il faul, en second lieu (35), remplir la condition sui-
vante :

l - h X M2, tf 22 H- X M22 O23 "+"

l - h XM3, Û

= O .

Cette équation en X, qui est en apparence du troisième
degré, se réduit au second, parce que le coefficient de X8

est une des .dérivées partielles du déterminant A'. La com-
paraison de cette dernière équation (i5) avec Féqua-*
tion (5), que nous avons développée ci-dessus, nous
conduit sans nouveaux calculs à la relation

dV dV
~ A ~l~ *& "r~ i

daH dakk

Ainsi, pour que la surface

passant par les deux coniques (<p, M) et (y, N), soit un
cylindre elliptique ou hyperbolique, il faut que le para-
mètre indéterminé X vérifie les deux équations

dA
— - — ==o.

fo

Lorsque les équations (II) ont deux solutions com-
munes, ce qui entraîne les deux équations de condition

d\ dU dà

(16)
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il existe deux cylindres passant par les deux coniques
données.

Lorsque les équations (II) ont une seule racine com-
mune, ce qui entraîne la condition

, N / d\ dày ,ld\3 „dV\/ dU Ti</A17 U - v—-) = 4 ( v - u —- ) A- u —
" \ dctH dauj n \ dakk dAhk)\ dctH du,,

qu'on peut écrire

on obtient un cône et un seul cylindre passant par les
deux coniques données.

En suivant la marche qui a été adoptée dans la discus-
sion précédente, on pourra, sans difficulté, assigner toutes
les particularités que présente la question actuelle.

74. Cherchons enfin les conditions pour qu'on puisse
faire passer un cylindre parabolique par les deux coni-
ques (9,M) et (cp,N).

Il faut, dans ce cas, satisfaire à trois conditions (35).
La première est exprimée, par la relation ( i5) ; elle

conduit à l'équation

dV .., d\J , ri A __

Les deux autres conditions sont :

an -4- XMM tf,2-f- XM,2

== o.

En développant ces deux conditions, on sera amené à
la conclusion suivante :



Pour que la surface

<p-|-2XMN:=o,

passant par les deux coniques (<p, M) et (9, N) soit un
cylindre parabolique, il faut que le paramètre indéter-
miné X vérifie les trois équations

dV dA
—X — — = 0,
d

d'Y

aKk da^, dati da3o daiÂ daZi

d'Y d*\J d"b
^2 I \

daHda22 da^da-n datida27

Ces trois équations entraînent comme conséquence
l'équation (I). Suivant que ces trois équations auront une
ou deux racines communes, on pourra faire passer par
les deux coniques un ou deux cylindres paraboliques.

75. On pourrait déduire des résultats que nous venons
d'obtenir les équations d'un cône ou d'un cylindre cir-
conscrits à une surface du second ordre ; mais nous arri-
verons à des formes d'équation plus remarquables en
abordant ce problème d'une autre manière.

Je me contenterai, pour terminer la question objet
de ce paragraphe, de donner les coordonnées du sommet
du cône et la direction des génératrices du cylindre.

Si l'on a égard aux remarques faites dans les numéros
00 et 62! on aura :

i°. Pour les coordonnées ~* — > — du sommet du cône
OC4 CC4 OC 4

passant par les coniques (9, M) et (9, IN) :



( 188)

dait daH

dV ^ J ü ,
a2 = - — X3 -f- 2 - — X —

cta-H CLO-ik

d\
a3 = 2 — - X —

d\

en y joignant l'équation

2°. Pour la direction —> —9 des génératrices du cy-

lindre passant par les coniques (y,M} et (<p,N ) :

a, = — - A 2 + 2 3 — X —

dV ^ dXJ ^ dti
(iq) J a 2 = - - — X 2 - f - 2 - — X — - — ,v v' dan da23 da,3

a3 =

en y joignant les équations relatives au cylindre ;

daH

VXa-f-2ÜX —A = o,

^U^ dA
—-X— - — - = o .
daÂi daH

Les quantités ut, a2, a3, sont proportionnelles aux cosi-
nus des angles que la direction des génératrices fait avec
les axes .ri, x*, jr3, si ces axes sont rectangulaires.

Dans plusieurs classes de problèmes, ces dernières for-
mules pourront être d'une grande utilité.
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§ III. — Équations générales des cônes et cylindres
circonscrits à une surface du second ordre.

76. Cherchons, en premier lieu, l'équation d'un cône
circonscrit à une surface du second degré, et ayant pour

sommet un point donné —> — ? — •

Si l'on exprime que la droite

m{ x{

n{ xx

-f- /w4 .*•« = o,

-+- /z4 .r4 = o ,

passe par le point fixe — » - , - » et qu'elle est, en outre,
r r r a4 «4 a4

 x

tangente à la surface du second degré, on aura les rela-
tions

(3) V =

«H

«2.

«SI

a3 -f- w4 a4 = o ,

a 3 -H /24 a4 = O,

fi,, UT 5 «14

«23 «24

«33 «34

«43 «44

mx n

m o n

On obtiendra, par conséquent, l'équation cherchée de
la surface conique en éliminant m t , mt, m%, m4, wt, n2,
/z3, n4 , entre les cinq équations (*i), (a) et (3).

77. Pour effectuer cette élimination, j'introduirai les
notations suivantes. Je désignerai par <p le premier mem-
bre de l'équation de la surface du second degré \ par

X,,XS,X3,X4, les demi dérivées I g , I g , 1 g ,



- -y- ; puis, par <jp0, A,, A2, A3, A4, ces mêmes expres-

sions dans lesquelles on aura remplacé xt, xf, xz, # 4 ,

respectivement para,, a2, a3, a4. Nous aurons, d'après

cela,

Lr = «,, x{ -f- ör2 J;2 -h an xz + «r4 ^4

= a{r xx -f- ö i r Xi -f- «3r .r3 + akr xK,

(4) Ar = an a, 4- «r2 a2 -f- ör3 a3 -+- an a4

= « i r a, 4- air a2 -j— <73r a3 -f- ö 4 r a 4 ,

où r = 1,2,3,4;

puis, d'après le principe des fonctions homogènes :

(5)
*< X 4 ,

0 ^ a, A, -f- a2 A2 - h oh A^

78. En représentant, pour un instant, par le

carré du déterminant \ , nous auions les equa-
0 0

lions :

dW riV dV d\
cln dn dn3 dn

dW riV
h "2. -.

cln{ dn,
^ V dV

dnx dfh

d\ dV

d\ dV
V d
dV

dn{

dV

dn{ dn2

d\

dn2

dV

dV

dn3

dV

dn^

dV

dV

dnz

dV

d\
dn^

dV

dn^

dV

dV dV
t - — - h / 2 , — -
dp dy
dV dV

2-7T--1-/22-7—dp dy
dV dV

d\ dV dV
dnK d$ dy

dV
4-7 h o - j - o = 0 ,
dn

dV dV dV dV
n j_ rh \-n3- h n4 h o -f- o ~V =

dn{ d/f2 f/77, dnk
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ces relations résultent de la propriété fondamentale des
déterminants.

Si l'on multiplie les quatre premières de ces équations
respectivement par xt, x%, xz, xk, puis qu'on ajoute les
résultats, en ayant égard aux identités (i) et (4), il
viendra

d\ rfV rfV dV_
X, ~ | - A j - hAj h A4 — = O.

anx an2 an3 an^

On obtiendra de même, en multipliant par ana2 ,a3,a4 ,
et en ayant égard aux relations (?) et (4),

dY dY d\ dY __
A t — \— A 2 — -+- A 3 — \— A4 — — o .

a/2, an 2 cln^ ctn^

T , , , . . . , d\ dW dY dY , , ,L élimination de --- 5 —-,--- 5 ~ - , entre les deux der-
dnt dn2 dn2 dnA

nières équations du groupe (6) et les deux qu'on vient
de déduire, conduit immédiatement à la relation

(7) V, =

Xi Ai w, n{

Xj A2 m-i n2

X 3 A 3 w 3 / i3

X 4 A 4 W4 nh

Cette dernière équation fournira les suivantes :

, dV, . A <*V, , „ rfV, , __ i/V, xr

rfV,
«A,

c/V,

rfV,
a ——

dm{

i/V,
dmx

dY,
dn,
dY,

-—
an*

En ajoutant ces quatre relations multipliées d'abord



par jr15 xf, x3, xk, puis par «i, a8, a8, a4, on trouvera
successivement

JlFF "+" (*«A,-4- -r3Àj -f- * 3A 34- 4?4A4) —-̂  = o ,
c*A.| uA|

(a,X, -f- ajXj -h «3X3 - h OC4X4) •—i -+- «Po^r~ = °-
«Ai a Ai

L'élimination de —-̂ 5 -—r', entre ces deux̂  dernières
aX| aAt

équations conduira précisément à l'équation cherchée.

On a ainsi pour l'équation générale des cônes circon-
scrits à une surface du second ordre : '

(8) , — (#, Ai-f- x2 A2-f-^3 A3-+-x4 A4)

X (ai Xt-f- a2 X, -+- a3 X3-f- a4 X4 ) =zz O.

11 est aisé de vérifier que les deux derniers facteurs
sont identiquement égaux.

79. On peut donner une forme très-remarquable à
cette dernière équation.

Désignant toujours par Aie discriminant de la fonc-,
tion <p, posons

On sait que si Ton représente par S le déterminant dont
les éléments sont arj, on a les deux identités

( 1 0 ) dS

(Brioschi, Théorie des déterminants•, p. 41)*



Ceci admis, considérons le déterminant

C =

a,, a,2 a,3 a,4 xx a,

a21 a25 a33 a î4 ,r? a,

«31 a3J a3J a33 •^3 a 3 '

a<( a45 a43 a44 J*4 a4

j" , xx ,r3 T 4 o o

öf, a, a3 a4 o O

On aura, d'après une formule fréquemment employée,

(12)
d i z d y d a d y ' ' - » ' •

en représentant le carré par * .̂

Or, si l'on a égard aux identités (io), on vérifiera im-
médiatement les relations sujvantes :

( ,3)

dady

dC

dC

lp'

L'identité (10) donne alors

A4)

Du rapprochement des relations (8), (n ) et (14), nous
conclurons que l'équation d'un cône ayant pour sommet

Arm. de Malhémat., t . X X . (Mai 1861 . ) l 3



(15)
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—9 — > ,—% et circonscrit à une surface du second dWré
<*« a4 a 4

 ö

qui a pour discriminant A, peut se mettre sous la forme
simple #et mnémonique :

dA dA dA dA

daSK dax2 dai3 d(iu

dA dA dA dA *

da2x dai2 da23 da2l

dA dA dA dA

da3i da32 dau dau

dA dA dA dA

a, a2 Oj oq O O

80. Cherchons maintenant l'équation d'un cylindre
circonscrit à la surface 9 = 0.

Il faut d'abord exprimer que la droite quelconque

l m, xt -f- m2 x2 -f- w 3 x3 -f- mA xk =. o ,

est parallèle à une droite fixe donnée

ce qui entraîne les relations

•(.8)

étant une constante indéterminée.

m{ »,

«3 »,

/W, 72,

— ï «, p,
«î Pî

a, p.
«3 P3

a, P,
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II faut, en second lieu, exprimer que la droite (16) est

tangente à la surlace <p, ce qui donne (36)

(19) V —

#11 #12 #13 #14

«31 #32 #33 #34

m, n2

= o.
#41 #42 #43 #44 mk *4

01, 0Z2 073 0?4 O O

0, 0 2 0 3 0 4 O O

On obtiendra donc l'équation du cylindre circonscrit en
éliminant les H»/, /Rentre les équations (16), (18) et (19).

81. Pour effectuer cette élimination, il est nécessaire
de transformer le déterminant V. Multiplions les trois
premières lignes par xiy x%, x% 5 et ajoutons les résultats
ainsi obtenus à la quatrième, multipliée elle-même par
il viendra, en ayant égard aux relations (4) et (16) :

(20)
X, X2 X3 X4 o o

0 / , 0?2 0Î3 0?4 O O

0, n2 03 04 o o

= o.

Multiplions maintenant les trois premières colonnes
de ce dernier déterminant par xu x±, x 3 , et ajoutons
les résultats à la quatrième, multipliée elle-même par X4,
nous obtiendrons l'équation :

( 2 1 )

#11

# 2 1

# 3 1

x,
01 ,

/*!

# 1 2

# 2 2

# 3 2

X,
0? 2

02

# 1 3

# 2 3

# 3 3

x3
0/3

n%

A i

x2
x3
?

0

0

01,

m.

w3

0

0

0

« 1

n.

n,

0

0

0



; et, de plus, le résultat

( «96 )
Or remarquons que si Von développait ce détermi-

nant, les m/, nh n'y entreraient que sous les formes
m{ n{ Wi n2 /T?3

/W2 /?2 /W3 72j /Wi

serait homogène par rapport à ces binômes.

Il en résulte, si l'on fait attention aux relations (18),
que l'élimination s'effectuera par la simple substitution,
dans l'équation (21), des a, aux mh et des j3x- aux /?,.

On trouve ainsi, pour l'équation d'un cylindre dont
les génératrices sont parallèles à la droite (17), et qui
est circonscrit à la surface du second ordre <p = o,

« M

« 2 .

« 3 1

X,

a,

6,

« . 2

« 2 2

« 3 2

x2
« 2

S,

« « 3

« 2 ,

« 3 3

x3

« 3

x,
x2

x3

0

0

a.

a2

a,

o

0

0

P
P-
P:
O

O

O

On peut encore donner à ce dernier déterminant une
forme beaucoup plus simple. Retranchons de la qua-
trième colonne les trois premières respectivement mul-
tipliées par Xi, # j , x3-, puis opérons de la même ma-
nière sur les lignes du déterminant ainsi obtenu, en
ayant toujours égard aux identités (4) et (5), on arrive
à la forme définitive pour l'équation du cylindre circon-
scrit :

(p.3)

« M

« 2 .

« 3 1

« 4 1

a.

P«

« ! 2

« 2 2

« 3 !

« 4 2

« 2

P*

« 1 3

«2.J

« 3 3

« 4 3

a,

P»

«.«
«34

«34

« 4 4

A

B

a»

a,

« 3

A

0

0

Pi

Pi

p2
B

0

0



( «97 )
Les quantités A et 8 sont définies par les équations

suivantes :

/ X, X7 X3

= — a, f-a, h a3 —

ce sont les premiers membres, changés de signe, des
équations d'une droite passant par l'origine et parallèle
à la direction donnée des génératrices du cylindre»


