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APPLICATION DE LA NOUVELLE ANALYSE AUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(voir p. 49),

Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences.

§ L. — Intersection d’un plan avec une surface du

second ordre.
45. Soient

2 2 2
ay, .z:f-«{-a“x.l-{—(luxs +agrt2a,7,0,4+2a,3,2,7,

(l =0,
20, X\ X 200X X342 A X, X+ 20, T3 X

I’équation d’une surface du second ordre, et
(2) M X~ My Ty~ My g 4 m, x, = 0
Péquation d’un plan.
L’élimination successive de x, et x, cntre les ¢qua-

tions (1) et (2) donnera les projections de la courbe d'in-
tersection sur les plans des . 1y et oy 0.
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On trouvera ainsi, aprés avoir posé
a, Qi a dy m,
Ay Qg Qy3 Ay My
(3) T = | as a; as; ay; my ol a,;=ua,,,
it Qgz Qgy gy My

m; my, m; m; O

pour la projection sur le plan des z, x5,

1 d*T . d*'T . 4T .
dayday ' dayday, ‘' da, da,, T
da:T d:T
—_—e— . R
(4) da da,, Taly— 2 da 5y da . Ty
d*T

2 T3 Ty = 0,
da,, da, ’

ct pour la projection surle plan des x, xs,

d*T ) d*T . d*T ,
day, da, Zi da, da,, s da,, da, i
d*T d*T
da“ (la”x‘ a2 day, dag T
"
—_ da“ dan X, 2, = 0.

46. Je vais donner d’abord les développements
coefficients de ces deux équations
©d*T
day, dayg,
T
dayy day,
d*r
da,, day
T
d*T
;ln“ da

D=y My Ay T~ 20 my Iy,
=—a,m)—aym,+ 2a;,m m,,

J— 2 2
= Ay My — Q33 M, = 2033 Ny N,

2 2
= —amy—Qyum, - 2a My My,

= — anmi— agm’ 4 2axy mym;.

d(‘w
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| 4T . 2
i dan, da,, = a, m;m; —+ d,;m; a,m m; @, ;m;m,,
d*T
da,; da
da*T
day, dag,
d*T
da,; das,
d*T
day da,,
d*T

day da,

Uy M My Qi3 M — Dy My — @I, Dy,

2
=a,mym; 4 Qymi —a.,m mg— a, in, m,,

— 2
= QM M+ QG — A My My — IR My,

=a, mymy—+ aymi — am mg— agm m,

==y My - Q3 M — Aoy My My — Ay 1, My

Les relations d’identité que je vais écrire se déduisent
des formules générales

&P _dP dP _ dP dP

da,sda, da,, da, - da,, da,, ’
(7) ( P d*P
day da, . da,, da,

On a en premier lieu
/ d'T dT dT < dT >2
T - ’

da,; day  dayy day,

T dT dT (’ dT

dayda,  da,, dag

d*T  dT dT clT)

da, day ~ da,, day

T T dT dT dT \?
day day,  day, day, (dan) ’

d*:T dT dT (1[’]‘

da,, da, = (_I.t—l—.; day,

| LT dT dT

da,, day,, ~ da,, day,
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On aula, cn second lieu,

I
— " day, - da day, dag da,,
ar a*T d*'T

(9) s
|

(llT 2
- day da,s ’

—m?

a4z a*T

Yda,,” day dag dayda,,

d) 'I‘ 2
<a’a33 dau> ’

&*'T d*T

Yda,,~ day da,, da,, da,,

5
da,,da,, day, da,,

, dr d:T d:T 42T \*
—m day = day, da,, da,, dag - <dan tlaM) ?

, dT d*T d:T d'T d*T
- day, = da,, du,, day, da,, ' da, day, da;, llﬂzd,
e dT 4T d*T d*T d:*T

"da,,  da,, da,, day da,,

dt d*T d'T

day day day; day ’

2
—in,

day  dag, day, dag da,,

(ll'[ 2
(dau da,,

AT T 4T a*T \*
Yday, T day day, day da,y, " \day, da,; )’
,dT  &'T AT &*T  d*T
—_m}— = .
*day,~ da,da da, day, ' dag, da,, day,da,’
" dT d*T d'r a*T '\
—ml—= —
*da,,~ da, da, da, da, da,, da,, ’
e dT _ d*T 2T a*T d*T
*da,,~ da, da da,, da,, da,, duay, day, da.3,
. dT d*T d*T T d:T

“da,  da, day, dagda,,

d*T d*T

da,, day,, da,da,’

T da,, da,, da,, day,

d*T \*
dag, da,,

Enfin je 1appellerai les relotions suivantes qui résul-
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tent de la propriété fondamentale des déterminants :

m, dT -+ m, -+ m; 4T ~+ my ﬂ" =0
day day, day, day ’
m,dT-f-m; T-l-m,dT+ 4d'[‘=
(14) - da,, day, da,, da,, ’
m,-—dl—‘-/ 2 T -+ 3—d-I —+ my ) =o0
da,, day, da;, da,, ’
dT dT dT dT
\m'd—..+ 2d,,+ 3d—3‘+msd“—0,
d*T a*T ., d*T
m, danda. m, day, day, -+ m, Taroddar, =o,
d*T d*T d*T
(15) m da da,, s da,, da = day, da,, =0
a:T a7 d*T
m| da da,, + day day, +om m- =°

Ces préliminaires étant posés, nous allons discuter les
équations (4) et (3).

. . 4T e ,
PREMIERE HYPOTHESE. ———— est différent de zéro.
day, day;

41. En formant dans I'équation (4) le carré par rap-
port a la variable x,, on obtiendra

x’+[ &T  &T _( d'T >2] . \
! day, day dn., da, da da,, e ’
T AT T \7) \
+ [dasa day, dayday <,;l(133 da,‘> ] i [= 0
d*T d:T d*T d*T s
-2 [dau day da,da, = da, day, day, z[n,‘]' VT

apreés avoir posé
d:T d*T d*T
= xr, — Xy — Xy
da,, day, day da,, day day,” '’

X

ou bien, en ayant égard aux relations (g),

dT dT dT
2 2 - — —_— 2 —
(16) X? — m; <(la“ zl— 2 da T T + da- x4> =o.
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Nous supposerons toujours que m;, et m, ne sont pas nuls;
ce n'est qu'a la fin de la discussion que nous étudicrons
ce cas exceptionnel.

dT e i
PrEMIER cAs. —— est différent de zéro.

dag

En formant le carré par rapport a x; et en posant
1T dT dT
X, =L

dag, " day, T da T
I’équation (16) pourra s’écrire
dY dT (dT )2
2

X —m? —(l-’E X2 —m? Tn; da, _ das
1 2 {lr[v 4

t dﬂ“ |
da,,

=0,

ou bien, d’aprés la premiére des relations (8),

. arT
- dT day, da
> m? e X e m? JOM‘f‘ —o.
(7)) Xi—ml o= X —ml — ]
da,,

De cetie dernicre équation, nous conclurons que

d*T dT X ,
1) ————— et — étant différents de zéro (*).
‘ day, dag, day,
. AT il y a intersection, lorsque TZo,
i — .
day, ’ il y a tangence, lorsque T=o,
il int 1 T i1 >
il y a non-intersec., lorsque T———">0
) ’ I day, da, ’
. dT
S g ® Yl y a interscetion, 1 T
a il y a intersection, lorsque T——— < o
“ y s q day, da,, )
il y a tangence, lorsque T = o.

(*) Ces utiles et beaux criterium, resultats d’'une discussion conscien-
cieuse, ne se tronvent, a ce que je sache, nulle part. Twu.
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Lc contact résulte de ce que l’hypothésc T=o, intro-
duite dans I'équation de la projection sur le plandes vy ar,
donne aussi un peint ou deux droites qui se coupent; car
si I'on fait subir a I'équation (5) les transformations que
nous venons d’effectuer, les coefficients de x? ne différe-
ront que par le changement de m, en m,.

48. Lorsqu’il y a tangence, les coordonnées du point
de contact sont données par les équations :

mr, == mx, 4+ myx; +mr,=o0,

d*T d*T d*T
—_ Ay — —=o0,
< dayday o da;day, : day,da,, o ©
dT dT

——— Xy — —— I, = O,
dag day,

y

ar des transformations faciles, reposant sur les rela-
Par des transfa L faciles, rej t les rel
tions d’identité que j’ai établies d’abord, on arrive aux
valeurs sulvantes :

dT dT dT dT

(18) = =

1\ = 5 Ty = —— X, == 5 T, =
da,, da,, da ' da,

dT
49. DeuxiimE cas. —— ost nul.

a4
L’équation (16) devient alors

! !
(19) X'—m? (%xj——zixam>:o.

et la premiére des identités (8) donne

(20) 0 T _ (dT)

day, day, das,

. dT . . . A
Si o= est différent de zéro, il en sera de méme de T, et
34

réciproquement; et ces deux expressions s’annuleront en
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. d'T , Vg g .
méme temps, car da - dan. a été supposé diflérent de zéro.
Lorsque T n’est pas nul, I'équation (19) nous montre
qu'il y a intersection. Lorsque T est nul, I’équation (19)
se réduit, d’'aprés la remarque que nous venons de
faire, a
? .
X} —m;} da”z‘ =0;

mais alors la projection sur le plan des x; x; a pour
équation

, dT
X,\*—m]—z; =o,
da,,

en représentant par X', la fonction linéaire

T a:T aT
A z; — z.
da, day”'  dagda,”  da,das,”’
De 1a nous concluons que
T .y . dr
(1) ———— étant différent de zéro ct nul :
da,, dag da,,
Si TZo, il y a intersection ;
il y a non-interscction, lorsque <o,
dag,
Si T=o, ¢ 1ily aintersection, lorsque T >o,
day,

' il y a tangence, lorsque

)

= 0.
A3y

Dans le cas ou T est nul, I'intersection se compose de
deux droites paralléles, et le contact a lieu suivant une
droite qui a pour équations

d'T 4T a:T
xr, — —_ =
) ‘ da,, da;, day da,, % da,, day Fi=0,
21
! a@T a*T a*T
r, = 0.

- z, — z, — E
da.; day, da,, da,, day, da,,



(97)

SECONDE HYPOTHESE.

d*T
est nul et ———

—— différent éro.
day, dayg da,, day, ﬂ ntde zéro

50. Si 'on remonte a 'équation (4) et qu’on forme le
carré par rapport a xy, il vient

X7 — &*T \2 2+ aT 4T a:T 2 .
! dagda,, : dayda,, dayda,, \dapda,, | K

[ a:T aT d'T a'T ]
—_2 X, Xy=— 0,

-+
day,da day,da,,  dayda,, das,das,

apreés avoir posé

a*T *T T
= —_— Ly — ——— x,.
"7 dagyda,, s daday ' dagday

Or la premiére des identités (9) devient

dT 2T \?
(22) m} —*( ‘ ) ’

Yda, ~ \dayday

. dT . ..
ce qui nous montre que —— est essentiellement positif.
dag

Sil'on fait intervenir les relations (10) et (22), I'équa-
tion précédente deviendra

(23‘ X_’_m’ ﬂx’-aﬂ:p,x +£x2 — 0
) ' ‘\da,, ? day 4 da, = .

dT o ,
PremIER cAs. —— est différent de zéro.
Ay

Si I'on pose
dT dT dT

= A /= 5Ly — 5 Ty
day, dag, day,

puis qu’on ait égard a la seconde des relations (8), I'équa-
Ann. de Mathémat., t. XVIIL, ( Mars 1859.) 7
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tion (23) pourra s'écrire

d'T
dT day, dag,
X} —m} —‘?;:X; — m} «-—-—-——-—:;T “x: —
day,

d
e . .y ’ .
voyons done, a l'inspection de cette derniére équation,

Nous avons déja remarqué que —— était positif; nous
Ay

qu'il y aura intersection tant que T sera différent de zéro
et tangence lorsqu’il sera nul. D’ou

d*T , dT 3 , .
(II) m‘ étant rul, et E différent de zéro, et alors it

est positif :
Il y a intersection, lorsque T 2 o0,

Il y a tangence, lorsque T =o.

, . {T
51. DeuxieMEe cAs. — est nul.
day,

L’équation (23) devient

. {dT dT
24) Xf—-—m‘ (ml‘;— 2?1—[1—2:.’1‘2.’1.“) = 0.

La seconde des identités (8) donne

d*T dT \?
(25) T da,, da,, - ( > ’

day,

. dT 9 A

Par suite, T et s annuleront en méme temps, car
24

dT egpe . \ . .

est différent de zéro, par hypothése. Si T n'est

da,, day,

pas nul, on voit qu'il y a intersection.



T (e9)

. dT _
das,, o >

on déduit d'abord de la relation (22)

I
da, da,,” "’

de la seconde des relations (10)
oT
dag day,~

et enfin de la seconde des relations (g)

dT
=o
da.,

(26)

’

En outre la premiére des relations (8) et la premiére des
relations (14) donneront successivement

AT _ 4T _
dag, 7 day O

ce qui nous conduit aux équaliohs suivantes pour les pro-
jections de la courbe d’intersection sur les plans des
Xa Xy €t Xy Xy -

drt
da,,

(X: —m} x! = o,

(27) {
X'? — m? ﬂ-.z":o
1 2 da“ 4 .

Or la derniére des identités (8) nous donne
dT 4T _ [dT?
da,, day, (Ea_.z) ’
puisque T =0; ceci nous indique que AT o 4T sont
da,,  da,,
toujours de méme signe.

7-
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Mais on a, en outre, d’aprés la quatriéme ct la cin-
(uiéme des identités (8),

dT o dT
—= = o0;
da,, ’ da, ’
puis d’aprés (14)
-+ dT
~ mld 12 " dan—— ’
(28) )
' ' m i’—r— -+ m ar =0
P da,, ? da,
AT {T
On voit, d’apres ces derniéres relations, que(— et —
da,, d”n

s’annulent en méme temps. Nous pourrons donc tirer des
équations (27) les conclusions qui forment la scconde
partie du tableau suivant:

d*T dT
\% et —— étant Is d
(IV) . dn“ dan étant nuls tous deur.

Si T2o, ily aintersection;

. , , T
il y a non-intersection, lorsque <o,
Az
" N . dT
Si T=o, { il y a intersection, lorsque — > o,
da,
il y a targence, lorsque =o.

52. Pour que les conclusions que nous venons de dé-
duire soient légitimes, il faut que les hypothéses admises
dans ce dernier cas soient compatibles; ou, en d’autres
termes, que les équations (27), qui représentent alors
des plans paralléles au plan des x; x,, admettent les
mémes racines; c’est ce que nous allons vérifier.

Les équations (27), ou mieux les équations (4) et (5),
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deviennent, en ayant égard aux hypothéses actuelles,

d*T + . d*T P d*T 2
Ty R x — e p—
‘ day day dapday, °" ' dapdas ¢ ’
(27 bus) ) d*T d*T d*T
:__ ., 4t & si—o.
da, day s 2 da,, day, BT da,, da,, a °

A

Pour que ces deux équations admettent les mémes racines
en Xy, il faut et il suffit que

d*T d*T d*T
(29) dayday da,, day, _ da,, dau'
9 4T  a&'T 4T

da, day da, da,, da, da,

Or des relations (28), puis des relations (16) et des rela-

. dT dT
tions ana]ogues obtenues en changeant en —, on
day, dasy,

déduit immédiatement
dT __dT dT 1 dT.

dan = day da, % day’
d*T . d*T a*T 1 d*T .
da,; da,,  day da,,  da, da, X da, da,;’

T &T T 1 LT
day, da,, dayda,  dayda, ) day, da,;’

d’ou 'on conclut

dT dT d*T

da,, . da da,, , day; day,

= —_— = —_— 2
(3)  Zr=" —7 ' TaT

tm day, da,, day, da,,

Si l'on introduit enfin ces derniéres relations dans les
premiéres équations des groupes (10) et (12), on arrive a

a*T
day, day, N .
(31) T = .-
da,, day, E e

ey

Les relations (29) se trouvent aiunsi vérifiées.
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TROISIEME BYPOTHESE.

a*T o a*T ¢ d*T S
———— T — Iz 0 .
das, day,. ’ da,, day, v € day dy <°

83. L’équation de la projection sur le plan des x,x;,
qui devient alors

da*T d*T d*T
day da,, Tas day, da,, w2 o+ da,, da,, o
1 a*T .
T 2 dayday, T’

pourra s’écrire de la maniére suivante :

d*T da33 da,‘
day daz: dan daas i
\

da“ a’a23
(32)
2 d*T d*T + d*T d*T
day day da,,day ~ danday, dayda,,
— T et = o.
\ da day,

Or, de la premiére des formules (7), on déduit la
relation

a*T dT dT dT dT
(38) T ndan = dav day  day day’
qui fournit, en ayant égard aux identités (g) et (10) et
aux hypothéses admises, la relation suivante :
T ( aT a*T a@T & T )

—_—miT— 2 .
(34) —miT (Ianda“da,,dn“+da,,da33da“da“

da day,

L’équation (29) prendra dés lors la forme

m*T
XX, +———rl=o0,

aT \’
<duu da,,,
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d’ou 'on conclut immédiatement :

d'T T *

a7
et étant nuls, et ——— différent
day, day, da,, day, ’ ﬁ

{v) da,, da,,

de zéro.
1 y a intersection, lorsque T S o;
Il y a tangence, lorsque T=o.
Dans ce cas on a

(35) m? dT =< a*T )2,

' day, da,, da,,

. 4 dT , . ..
c'est-a-dire que dn est nécessairement positif et ne peut
U
étre nul.

Les coordonnées du point de contact sont encore four-
nies par les équations (18); la vérification en est facile.

QUATRIEME HYPOTHESE.
4T &T &T

=0 =o' = 0.
day, day, > da,, da,, ? da,, day,

54. L’équation de la projection sur le plan des x; x,
sera dés lors

) LT L., @1 C T L
—_— — 0, X —— e = 0,

{ dagda, ' dapday, "' 2 dapday ’

c'est I’équation d’une droite. Voyons maintenant ce que

devient la projection sur le plan des x, x.

Les relations (34) et (35) donnent d’abord

(37) a7

—— 0 et T=o;
da,, ’ ’

puis I'on déduit des identités (8)

dT _  dT _ 4T __

_— =0, —=—0, —=—0;
dags ' day, > da,,
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des identités (g) ct (10)

' da,, da,;da,, * da,, da,,da,,

/ 3 2
(38) mr AT 4T )2; . dT_< d'T >:

des identités (11) et (13), ou des formules (15)

aT da:T d*T

da da,, ’ dada,, > dayda,,

On voit alors que’équation (5), projection de la courbe
d’intersection sur le plan des x, x;, se réduit a

d&*T aT 1 AT
T Tyt Z;
dada,,

(39)

z?=0;

——— Xy — — ————
da, day, 2 da, da,, *

c'est encore une droite. Le plan coupe la surface suivant
une droite; I'autre droite est a4 l'infini. Cela aura lieu

dT . .
tant que -— et ne seront pas nuls a la fois, et, dans
q d p ? 9

) Ay a
ce cas, ils sont nécessairement positifs (35).
Si I'on a a la fois
dT dT

—_——=0 =0
da,;, > da,, ’

il en résulte des relations (35)

*T —0 arT —0
dayda,, ~ ’ daypda,” '

puis des relations (11) et (12)

a*T o &T
———— — =0
dayda, ’ da, da,, ’

¢’ est-a-dire que la premiére droite est aussi a Vinfini; le



(105}

plan est tangent & Pinfini. Ainsi

(VI) &?T a*T d*' T Srant Is
= etant nu
dag,day, ’ dayday ’ da,yday, ?
On a
dT
T=o0, —=0
’ da, ?
et
11 v a wntersection, lorsque et ne sont
7 da,,
pas nuls a la fois.
. Wl yatangence & Uinfini dT dT
y o i lorsque —=o0 et — = o.
ou coincidence, da,, da,,

CINQUIEME HYPOTHESE.

55. Quel que soit le plan donné, un au moins des
coefficients m,, m,, my n’est pas nul; c’est la ligne cor-
respondante au coefficient non nul que nous conviendrons
de placer la premiére dans le déterminant T. Cette pré-
caution élant toujours prise, il en résulte que la quan-
tité m, ne saurait étre supposée nulle.

Il ne restera donc plus & examiner qu’une seule hypo-
thése, celle ou m, est nul, car la valeur de mj; ne joue
aucun role dans les discussions précédentes.

Or si my=o0, le plan sécant est parallele a I'axe
des x,, il suffit alors de discuter la projection sur le plan
de x, x5, et les résultats obtenus dans les discussions
précédentes se maintiendront évidemment.

56. Je vais maintenant résumer les conclusions qui vien-
nent d'éire établies, en en présentant le tableau sous
divers points de vue.
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1.

dT
day,

dT
da,,

dT
— =0

dag,

Premier résumé.

intersection, lorsque T2 o,
tangence, lorsque T = o.
int tion, 1 T T >o0
non-intersection, lorsque T ———
’ 1 day,day, ’
int ti 1 T 4T <o
intersection orsque T ———
i 1 day; day, ’
tangence, lorsque T =o.
Premier cas. T2o............ «..... lntersection.
! . . . dT
non-intersection, si — <Z 0,
day,
d*T dT
- — 20, .« intersection(droites),si — > o
dayday; < ( 2 day, > 0
( . (droite), si dT o
angence (droite), si —— =
\ ® ’ dﬂ:;g ’
. . dT
d*T non-intersection, si — < 0,
tﬁ‘ = o, das,
DeuxitMr cas. T =o. Ay Ay _ . . . dT
et { intersection(droites),si — > o,
d;T (fﬂ“
—_—Z0 . . dT
da,da,< "’ tangence (droite), si — = o0}
day,
d*T , , . . dT dT
— = 0, | intersection(droites),si —— et —
day, day, da, da,.
et nuis,
a7 tangence a l'infini | ., dT
—_— . §1 — —
da,, day, ou cowncidence, day,

ne sont pas

dT

—_— = 0.

da.,



Second resumé.

dT . ,
- o ou =o, Iintersection;
day,
I*. T int ti ;T
. o. non-intersection, si -—— — >0
= dT < 7 7 dayy day ’
—<L o
day ’ int /i . d*T
intersection si——— < o.
day, day,
d' Al . )
—>>0 ou =o, intersection;
dayg,
) o .oarT
Il°. T<Co. non-intersection, s1——— < 0,
dT day, day,
d—— < o,
Ay . d*T
intersection, S1— -
das, day,
aT
——<0 tangence
day, <"’ genee,
(Tableau du 2¢ cas, III°, résumé précédent. )
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