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NOUVELLES ANNALES

E

MATHEMATIQUES.

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE

(voir t. XVII, p. 307,

Par M. VANNSON.

Propriétés des tangentes.
L’équation de la tangente sera

yy'  xa’

F—*— a’:

Etant donnée une circonférence de grand cercle
y = Ax 4B, si on demande la condition pour qu’elle soit
tangente a Uellipse, on écrira que les deux équations sont
identiques, ce qui conduira a la condition

B=rtyATa + b

L’équation d’une tangente pourra donc se représcnter par

la formule
y=Ar=tEia T B

Si on cherche la rencontre des deux lignes ainsi repré-
sentées, on trouvera qu’elle a lieu 4 go degrés de V'origine
ou du centre en un point dont la latitude a pour tangente
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A (voyez la tangente au cercle). Le signe + se rapporte
i la tangente LC située au-dessus du diamétre LO,
et le signe — a la tangente LD au-dessous de LO; LO a

pour équation
Yy = mx.

Si on méne un rayon au point de contact C, et qu'on
désigne par A’ le coefficient angulaire de cc rayon, on
aura
’

a=1;
r
done entre ce cocflicient et celui A de la tangente on a
la relation

av=—2
a?

Soit OL le conjugué de OC et A” son coellicient, on a
aussi

[1
A'A" = — i;’
a
done
A — A//;

d'ou il résulte que la tangente et le diameétre OL se ren-
contrent a go degrés du centre en un point dont la lati-
tude a pour tangente
bz’
A= — ;7

On pourrait done mener une tangente en G en menant
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le diamétre OC, déterminant son conjugué (nous avons vu
le moyen plus haut), prenant sur ce conjugué OL un arc
égal a go degrés, et joignant le point obtenu au point C.
On peut aussi se servir de la relation
Xz = a?,

X étant la tangente du segment déterminé par la rencontre '
de la tangente avec V'axe.

TutoriMe. La tangente divise en parties égales U'angle
Jormé par un rayon wecteur mené du foyer au point de
contact et le prolongement de Pautre rayon wecteur.

Fig. 2.

N
RN

11 suffit pour cela de démontrer qu’on a la relation

sinF’C__ sinF'D
sin FC ~ sinFD

Or, nous avons trouvé précédemment

tan

F' C -+ FC\
g - )

a

(F’C-FC) Cx'
—a et tang —_— —

Ajoutant et soustrayant membre 4 membre, puis divisant,
on trouve

sinF’'C__a*+ Ca’

sinFC ~ a* — Cu”’

d’autre Pa!‘t nous avons trouveé

- a
~tzmg0D =
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on a d’ailleurs
tang OF = C;

opérant sur ces équations comme sur les précédentes,
on a

sinF’'D _ a’+ Ca' .

sinFD ~ a*— Cut'’

done
sinF'C_ sinF'D

SnFC _ snFD ¢ @ F. o

Cela donne le moyen de mener par un point quelconque
une tangente a ’ellipse, comme sur un plan.

Quand la courbe est rapportée a deux diamétres con-
jugués, I'équation de la tangente ne change pas de forme,
c’est toujours

Si on cherche I'interscction de la tangente avec 'axe
des x, on trouve

d’ou I'on voit que si 1'en prolonge une tangente jusqu’a
la rencontre d’'un diamétre quelconque en P, et qu'on
joigne le point du conjugué a go degrés de I'origine au
point de contact, qu'on prolonge I'arc obtenu jusqu’au
premier diamétre en D, on aura

tang ON tang OP = tang’ON.
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Premigre ApeLicATiON. On donne dans une ellipse
a, a, a, trouver les trois autres quantités b, a’, b (Foir
t. XIII, p. 169).

Fic. 4.

Soit OA = le demi-axe dont a est la tangente ; jéléve
au point A un arc perpendiculaire a OA, il sera tangent
3 la courbe. Soit C sa rencontre avec un des diamétres
dont on donne la direction.

Si nous prenons sur l'autre OL = go°, que nous
menions I'arc LA qui coupe en D le diamétre OM, on
aura par le théoréme précédent

a’= tang OD tang OC.
Ce qui permettra de construire le diamétre suivant OM.
Le reste a déja été exposé.

Devxikme apprLicaTioN. On donne a, a, V', trouver
les trois autres quantités.

Fic. 5.

Soient AA'Taxe donné et MOA I'angle «.. J’éléve au point
A sur I'axe un arc perpendiculaire AC qui est tangent &
la courbe. Soit OP la direction inconnue du conjugusé.
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Prenons OCM = go°. Joignons MA par un arc qui coupe
en D I'arc OP. Nous aurons par le théoréme précédent

tang OD tang OP = 4.
Soit mené I'arc DS perperdiculaire sur OP, nous aurons

tangOD _ tangOA
tang OS ~ tang OP’

d’on
tang OS tang OA = tang OD tang OP = &].

On a donc

2

b
tang 0OS = ;’,

ce qui détermine le point S.
Mais le lieu des sommets des triangles rectangles ayant
pour hypoténuse OS est une ellipse dont nous avons

déja déterminé les axes. OS est I'un des axes et I'autre €
se trouve par la formule

. 0S
sin 6 = tang P

la question revient donc & trouver la rencontre d'un
grand cercle MA avec une ellipse dont on connait les
axes. (Probléme déja résolu.)

Discussion. Pour que le probléme soit possible, il faut
que le cercle MAD coupe Vellipse. Or celle-ci a pour
équation (résultat déja trouvé)

r*+ y*—Azxr=o,
b'.'
a
un point M de latitude « et par le point A a pour
équation

Aétant la tangente de OS=—-- Le cercle MA passant par

y=7=(r—a), (2 =tanga)};



#

(1r)
combinant ces deux équations, on trouve par l'élimina-
tion de y,

(e’ 1) 2* — (2a2’+ A)x + a’a’=o.

Pour que les racines soient réelles, il faut avoir

A™> 2atang <45°—— 2);
d'ou

b*>> 24" tang <45° — 2)

Ce qui donne le minimum de 4. Si on suppose pour b’
sa valeur minimum, les racines sont égales et on trouve

r=asinda’;
d’ou
) = —da'a(1 —sind).

Si on divise y par x, on aura la tangente de I'angle AOZ
compris entre la direction du diamétre b’ et Vaxe de la
o’ 4+ go°
courbe a. On trouve que cet angle AOZ = ——79——1- go°.
Ce qui démontre que la direction du diamétre &', dans le
cas du minimum, estbissectrice de I’angle formé par I’axe
des y et OM' prolongement de OM. De la résulte ce
théoréme :

Parmi toutes les ellipses qu’on peut construire sur un
axe donné, il y en a une pour laquelle le conjugué d’un
diamétre OM de direction connue est minimum, et dans
cette ellipse, la direction de ce conjugué divise en parties
égales l'angle formé par le second axe et le prolonge-
ment du diamétre donné OM.

Le méme théoréme a lieu sur un plan.

TaEOREME A PEMONTRER. 7 aux cxtrémités AB d’un
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axe, on méne deux tangentes et qu'on les coupe par
une troisiéme aux points M et N, qu'on projette AM et
BN sur lUautre axe, le produit des tangentes des deux
projections est égal a la tangente carrée de la moitié
de cet axe, et st on multiplie tang AM par-tang BN, on
trouve la tangente carrée de ce mémne demi-axe multi-
pliée par le cosinus carré du premier.

La premiére partie de I'énoncé est encore vraie, quand
on remplace les axes par un systéme de diamétres con-
Jugués.

Ce théoréme peut servir a résoudre le probléme sui-
vant :

On donne un des axes d’une cllipse et une tangente,
trouver ’autre axe.

On peut aussi en tirer le corollaire :

Etant donné un triangle bi-rectangle ABC, si on coupe

Fic. 6

C

par un arc les cotés en M et P, de maniére que le produit
des tangentes des segments a partir de la base soit con-
stante = tang®¢, la courbe enveloppe de I'arc sécant est
une ellipse sphérique, dont un axe est AB et dont I'autre
s'obtient en prenant AP =BM =g, et joignant PM,
I'intersection de cet arc avec la perpendiculaire Oy donne
I'extrémité du second axe.

TutonkME A DEMONTRER. 87 on méne en un point A
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d'une ellipse une tangente, qu'on la prolonge jusqu’a la
rencontre en M, N de deux diamétres conjugués pris
pour axes , qu'on construise le demi-diamétre conjugué
de celui qui passe au point A, la tangente carrée de la
projection de ce demi-diamétre sur un des deux premiers
égale le produit des tangentes des projections des deux
segments de la tangente (il s’agit ici de projections
obligues).

Si aulieu de deux diamétres on prend les axes, et qu’on
appelle b la tangente du diamétre conjugué de celui qui
passe au point de contact, le produit des tangentes trigo-
nométriques des deux segments de la tangente égalera

b'*cos?a cos? b 4 sin? asin? b.

Cette relation sert a résoudre le probléme suivant :

Etant donnés les axes d'une ellipse non construite,
luimener unetangente telle, que le produit des tangentes
des deux segments interceptés entre le point de contact
et les axes soit égal a une quantité donnée P.

La relation donnera &*. Connaissant «, b et 4, on pourra
par une construction déja faite trouver la direction du
diamétre &', ainsi que la direction et la grandeur OA de
son conjugué; il suffira alors de joindre le point A 4 un
point pris sur & a go degrés de l'origine.

Discussion. Pour que le probléme soit possible, il ne
suffit pas qu’on trouve pour ”* une valeur positive, il faut

‘on 1 i 2 et b2, Ce qui dui
qu'on la trouve comprise entre a® et 5. Ce qui conduit
aux conditions

P <sin*a, P >sin’6,
a et 6 désignant les demi-axes. Dans le cas du maximum, la

tangente sera menée par I'extrémité du petit axe et réci-
proquement.
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TutorEME. Si des deux foyers d’une ellipse on abaisse
Y p
des arcs perpendiculaires sur une tangente, le produit
perp 8 s lep
des sinus de ces arcs est constant et égal @ sin® § cos? 4
4 7s

v étant la distance du centre au foyer, et 6 le demi-axe
perpendiculaire a Uaxe des foyers.

On sait qu'une tangente quelconque peut se représen-
ter par l'équation

y = mx + Jaim* + b'.

La distance d du foyer a cette tangente est donnée d’apreés
une formule ci-dessus démontrée par I'équation

Vatm* + I + me

s$in ¢ = — == ’
Vi b m (14 a )i+ ¢

Pautre distance est donnée par I'équation

varm? 4+ b* — mec

sin 9’ = H
Vi+b+ma+a)yi+ ¢

multipliant membre & membre et observant que

cosa’ = cos b cos 7,
on trouve
sin 0 .sin 8’ =sin? b cos’c.

Ce théoréme peut servir a trouver I’axe &, connaissant
les foyers et une tangente.

ArrricaTioN. On donne un foyer et deux tangentes,

.. 5.
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trouver le lieu du second foyer. Soient F le foyer
donné, A et A’ ses sinus distances aux deux tangentes
OA, OB, f l'autre foyer, ¢ et d’ les sinus des deux dis-

tances.
On aura, par le théoréme précédent, .
5 A
¥ A’
mais
d  sin fOA
& sin (6— fOA)’
soit
SOA=u,
on auia
) sin «

/

sin (6 — o)

3 :
s0it & I'angle FOB, on aura de méme

A’ sin 6

2 sin(6—8)
D'ou on conclut aisément a = €; donc le licu du point f
est une circonférence de grand cercle passant a l'origine
et par un point symétrique de F relativement a la bis-
sectrice,

Corollaire. Si d’un point O on méne deux tangentes a

Fic 8.

\3
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une ellipse et quon joigne le point O aux deux foyers
pardeux arcs de grands cercles, ces arcs feront avec les deux
tangentes, des angles égaux. Si on demandait le lieu du
centre qui sur un plan est une ligne droite paralléle au
lieu du foyer, je dis qu’on trouverait une ellipse sphé- -
rique. Cela revient & faire voir que le lieu du milieu de
Parc variable CB terminé d’'une part 4 un point fixe C,
et d’autre part a sa rencontre B avec une circonférence
AD, est une ellipse.
Posons

CB=125, tangCA=p ct BCA=w,
nous avons dans le triangle ABC,
p=1lang2pcose ou 2tangg cose = p(1— tangp),
ou passant aux coordonnées rectangles,

2 .
I— — =54 x.
l)
C’est une ellipse dont on pourrait trouver les axes par
son équation, mais on les obtient plus aisément par la
géométrie. Soit N le point milicu de CA, N sera I'extré-

., ‘ ™ .
mité d’'un axe. Prenons NM = > M sera l'autre extré-

mité, OK perpendiculaire sur MN sera la direction du
second axe. Pour en avoir U'extrémité, construisons le
le triangle OCg, de maniére que 'angle g =R. Soit K le
milieu de g R, joignez CK, prolongez I'arc CK jusqu’en P,
K sera, par suite d'une égalité de triangles, le milieun de
CKP, donc K est un point du lieu, c’est un sommet. La
courbe est alors facile a construire.

On voit donc que quand on donne deux tangentes et
un foyer, le lieu du centre est une ellipse.
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ProsLime. Trouver le lieu des projections du foyer
sur les tangentes.
On peut prendre I'équation générale des tangentes

y =mzx + \/a’ m? —+ b,

ot celle d'une perpendiculaire abaissée du foyer sur cette
tangente, puis éliminer m entre ces deux équations ; mais
le calcul est long et compliqué : on arrive beaucoup plus
simplement au résultat par le moyen suivant : Soit MK
une tangente en M ; joignons le point M aux foyers par les

Fic. 9.

arcs MF, MF’, prenons sur FM prolongé MN = MF’,
joignons NI’ par un arc qui coupe la tangente en K. K est
un point du lieu; j'appelle p la distance OK, @ I'angle
KOF, et p la distance F'K ou KN dans le triangle KOF’,

nous aurons

(1) €OS p == €0Sc cOSp —+ sinc Sing CosSw,
etdans le triangle NFF',

(2) €os2a = c0s2¢ coS2p —+ sin 2¢ sin2p cos F’;

on a encore dans ORF

COS & — COS P LOSC

cos ' — - -
sin p sin¢

Je remplace cos F' par cette expression dans I'équation (2),
puis j’élimine cosp par P'équation (1), on trouve ainsi
I'équation
sin?p (cos*c -+ sin’c¢ cos?w) = sin’a,
Ann. de Mathémat., (. XVIIl. (Janvier 185g.) 2
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et passant aux coordonnées rectangles

y?(cos’c — sin*a)  z?
sin’« a’

Le lieu demandé est donc une ellipse concentrique a la
premiére ayant un axe commun 24 ; l'autre axe 26 est
donné par la formule

sin’a

tang?6 —m — ——.
& cos’e — sin® a

Si le rayon de la sphére est infini, on trouve un cercle,

car 6 = a.
Fic. 10.

Quand on a reconnu que la courbe est du second degré,
on peut trouver les axes sur la figure. Il est d’abord évi-
dent que OA est un axe de la courbe. Pour avoir I'autre,
au sommet C menons une tangente CP et projetons le
foyer F’ sur cette tangente ; 'arc F'P projetantira couper

I'axe des y en un point D a 7—;-&— 6 de l'origine (6 = OC).

. LR ,
Donc on a pour le point P, y' = — 7 I'équation de I'are

F'P sera donc

_Z.—_.'_f_—_-,
1 c

b
(c étant la tangente de OF’). Si dans cette équation nous
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faisons y = b, nous aurons les coordonnées du point D.
Mais ces coordonnées doivent vérifier I'équation du lien

y! .1:’
g raTh
il est donc facile d’avoir 6 ou tang6; on trouve comme
par I'autre méthode
sin’ «

tang’6 — —F7— —.
8 cos?’c — sin? a

Si d’un point A, pris hors d'une ellipse sphérique, on
meéne deux tangentes et quon divise en parties égales
les angles qu’elles font entre elles, les deux bissectrices
viennent couper I'axe en deux points tels, que le produit
des tangentes de leurs distances au centre est une con-
stante ¢* égale au carré de la demi-distance des foyers.
Les tangentes ont pour équations

y=mx+ Jam b, y= m' 2+ ya*m’+ 8.
Les bissectrices ont pour équations

_y—m.r—x/a’m‘-i—b‘__ r— m’.z'——\/;“Tn—f+ b2

Vi b+ m (1 +a*). Vit 6+ m® (1+ a?)
ou

K

ry—mz—s)=r(y—mz—y¢),

en appelant r et 7/ les inverses des dénominateurs et s, s/,
les deux radicaux du numérateur. Faisant y = o, on
trouve

rs—r's
=N —mr
pour l'autre bissectrice, il faut changer le signe de 7',
ce qui donne
rs 41y

m' r 4 mr’

X= —
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d’ot1 on tire

Re—re i (@mt b) (@ me )

Xr=—— =
mlrr—mtr m}r’—m'r?

L B L B )
mirt—mr m? (x4 b)) — m? (v+ b?)
sin?@  sin’a — sin?6

=a’— = - = (G,

cos?a cos?p
C désignant la tangente de la demi-distance des foyers.

FiG. 11.

,4«
1IN
N
11 suit de 12 que si avec 2C comme arc diamétral on
tracait un cercle, les deux points P et P’ seraient tels, que
la polaire de I'un relative a ce cercle passerait par l'autre,
donc les points de rencontre des bissectrices avec I'axe
et les deux foyers sont quatre points harmoniques. Ce
théoréme peut servir a construire une ellipse connaissant
le centre, la direction de I'axe et deux tangentes. On
peut encore en conclure que si on donne deux tangentes
et un foyer, le lieu de 'autre foyer est une circonférence
de grand cercle.
Prosiime. Trouver le lieu des sommets dangles
droits dont les cotés sont tangents & une ellipse.
Soient x'y’, x”y" les tangentes des coordonnées des
points de contact , les deux tangentes en ces points auront
pour équations
alyy + blzx' = a’b?,
a'yy'+ b'xx" = a’b?,
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on a aussi
a'y? + bz} = a*b?,

a'y? + bz} =a*b?,

et pour que les deux tangentes soient rectangulaires, on
a la condition connue

al/yly'/+ bll I' x//+ all bl/= 0,
il faut éliminer ', x”, y', y" entre ces quatre équations.

L’élimination se fait comme pour 'ellipse plane, et on
trouve pour équation du lien

(1—a?) y? 4 (1— b?) 2> == a® + b".

Premier cas.
a1, <1,

on a uneellipse sphérique. Si par les points C et B, som-

Fig. 12.
B D
0 4

mets de la courbe donnée, on méne deux tangentes se
coupant en D, le cercle concentrique & I'ellipse et pas-
sant en D aura pour équation

.t’-l—_y’:a’-l-— ba’
¢t comme dans la courbe trouvée on a
z:+y1>a2+bz,

tous les points de cette courbe sont extérieurs au cercle
(OD), par suite ils sont extérieurs a ellipse; on pourra
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donc par chacun d’eux mener deux tangentes, qui se cou-
peront & angle droit.

Deuxiéme cas. Si on a
a2 >1 et V>,

I’équation trouvée ne sera satisfaite par aucune valeur
réelle de y et de x, en sorte que le probleme de mener a
I'ellipse deux tangentes rectangulaires sera dans ce cas
impossible.

Troisiéme cas.

a>1, b
I’équation trouvée pourra s’écrire ainsi :
(a*—1)y*— (1— b*) 2= — (a’+ b*),

on pourra ’appeler une hyperbole sphérique, et tous ses
points conviendront encore a la question.

Quatriéme cas.
a—1, , b < I-

La courbe donnée est une parabole sphérique, le lieu
trouvé a pour équation

R l+b H
c0s 26’

28 représentant le petit axe de la courbe donnée; cette
équation représente deux circonférences perpendiculaires
A I'axe de go degrés; il est aisé de reconnaitre que ces cir-
conférences sont les deux directrices de la parabole.
Ainsi les directrices d'une parabole sphérique ont, comme
sur le plan, la propriété de contenir tous les sommets des
angles droits circonscrits a la courbe.

Si on construit une courbe dont les points soient les
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poles des tangentes de la courbe donnée, on trouve une

Fic. 13.

ellipse qu'on nomme ellipse supplémentaire de la pre-
miére; elle a avec elle 'axe commun AB; le second axe
MN est plus grand que AB. Cela posé, si par un point X
de la directrice on méne les tangentes XH, XK, leurs
poles seront deux points P et P, de la courbe supplé-
mentaire, 'arc PP’ passera donc par le pole de la direc-
trice XY qui est le foyer de la parabole donnée, et il sera
supplémentaire de I'angle X, c’est-a-dire de go degrés.
On voit donc que si un ellipse a son petit axe de go de-

, =~ . N N
grés, tous les arcs de méme longueur —, inscrits a la
2

courbe, passeront par un point fixe qui sera le foyer de
la parabole supplémentaire. (BoreNET. )

On résout, d’une maniére analogue, le probléme sui-
vant : Trouver le lieu des intersections des tangentes me-
nées par les extrémités de deux diamétres conjugués.
L’équation est la méme que sur le plan, savoir :

yZ x?
= -+ 3 — 1.
(6v2)"  (ay2)
Si par le centre O on méne une sécante coupant les deux
courbes aux points A’ et A, on aura

tang OA’ = tang OA .y/2.
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De Ja résulie un moyen simple d’obtenir les axes. Menons

Fic. 14.

aux sommets D et C les tangentes DA/, CA’; A’ sera un
point du lieu; joignons AD, et abaissons OK perpendicu-
laire sur AD, puis de A’ abaissons aussi une perpendicu-
laire sur OK, cetie perpendiculaire viendra couper OD en
un point D' qui sera Pextrémité d'un des axes; l'autre
sommet C’ se trouve de méme.

Propriétés des cordes supplémentaires.

Leur définition et la relation entre leurs coefficients
angulaires sont comme pour l'ellipse plane. Ainsi en ap-
pelant ces coefficients «, o', on aura

b? b}

' = — — ou — -y
a? a

selon que la courbe sera rapportée a ses axes ou a un sys-
téme de diamétres conjugués. Or on a la méme relation
entre les coefficients angulaires 6, 6’ d’une tangente et du

Fie. 15.
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rayon mené au point de contact; si donca= B, on aura
o =p,

ce qui démontre que quand une tangente rencontre
une corde CB 4 go degrés du centre, la corde supplémen-
taire de CB rencontre aussi & go degrés du centre le
rayon mené au point de contact. ‘

Cela donne un moyen facile de mener une tangente par
un point donné sur la courbe ou par un point situé a
9o degrés du centre.

Si on appelle y le coefficient angulaire d’'un grand
cercle et 7' le coefficient du rayon qui joint son pole au
centre, on a aussi

Si donc o =, on aura

R
@ =1,

c’est-a-dire que si une corde CB rencontre a go degrés du

centre un grand cercle, la corde supplémentaire de CB
renconlrera aussi a go degrés du centre I’arc allant du
centre au pole de ce cercle. Si donc on veut construire la
polaire d’un point A, on joindra OA, on prendra sur OA
prolongée OM = go°, on joindra M a Dextrémité L de
'axe ou d’un autre diamétre par un arc coupant lellipse
en B.On ménera CB corde supplémentaire de BL, on pren-
dra sur CB un point N i go degrés du centre, et le point N
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sera un point de la polaire de A. 1l sera facile d'en trou-
ver un second parlarelation connue

tang? 0 ¢ — tang OA.tang OL.

On démontrera aussi facilement que si un diamétre et
une corde se coupent a go degrés du centre, le conjugué et
la corde supplémentaire se coupent 4 la méme distance du
centre, ce qui servira a construire deux diamétres conju-
gués dont I'un passe par un point donné.



