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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SOLUTI‘ﬂN DE LA QUESTION 393 (CATALAN)

(voirt. XVI, p 312);

Par MM. Marwws LAQUIERE er Grorces FENEON,

Eléves du lyeée Saint-Louis.

Je transporte les axes parallélement a eux-mémes a
Pextrémité A de I'ordonnée y,. Les équations des deux

courbes seront
Y= mx -+ nx’+ px°,

y—=Mx + Nz

L’aire comprise entre 'axe des x, unc ordonnée quel-
conque, et la courbe, sera: pour la parabole cubique

P (P ™, T
(r) f—z(2+3+174),
et pour la parabole du deuxiéme ordre

(2) z:xa<“_‘+§1>.
2 3

Or, les deux courbes passant par les trois points A, C, F,
I'on a

Yi—¥2=38(m + nd +pd?) = §(M -+ N3)
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et

yi—yi=20(m+2nd8+4pd)=28 (M4 2NJ),

d'ou
M=m—2p&®, N=nr+3pd.

L’expression (2) devient alors

(3) x’(g—l)a’-i-ﬁ—;ﬂ;x)-

Faisant £ = 2, les expressions (1) et (3) des deux aires
deviennent égales a

2

m
45 (F+3m4pm)

Ainsi les aires des deux triangles curvilignes terminés
aux paraboles du deuxiéme et troisiéme ordre ct a 'axe
des x et a 'ordonnée y, sont équivalentes.

1l en résulte évidemment que les surfaces curvilignes
BCA, CDEC, sont équivalentes.

Or T'on sait que la surface d'un trapéze parabolique
compris entre deux ordonnées y, et y, a pour cxpression

i
3 S (yoty:+ 4 1),
1 élantVordonnée également distante de y, et y,.

Elle doune donc exactement aussi 'aire comprise entre
les mémes limites pour la parabole cubique.

Il en résulte, en outre, que la formule de Thomas Simp-
son est rigoureusement applicable 4 la parabole cubique
dont elle décompose I'aire en trapézes qu’clle évalue exac-
temcnt.
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NOTE SUR L’EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE;
' Par M. FORESTIER,

Licencié és Sciences mathématiques, Professeur a Sainte-Barbe.

Lorque I'on veut obtenir la racine cubique du plus
grand cube entier contenu dans un nombre donné, quel-
ques traités d’arithmétique font faire le cube de la racine
pour vérifier le dernier chiffre de cette racine ; ce procédé
est trés-long quand on veut obtenir un grand nombre de
chiffres a la racine.

162467496379409. ... 545
5
12 3.5'=15.. 154
32464 P Py
22404 8116.4 616
50034.96 16
4
4414625 3.54* = 87/8. . 1625
588871399 8125 5
535233816
R 882925.5 8125
53637563 : 25
3.545* = 8g1075. . 16356
98136 6
89205636.6 98136
{ 36
3.5456% = 89303808

D’autres traités forment les diverses parties du cube qui
se trouvent dans le reste; ce moyen, quoique plus expé-
ditif que le précédent, est encore assez pénible parce
qu’il faut former trois fois le carré de la racine obtenue
pour la détermination du chiffre suivant.
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C’est cette partie des calculs que nous nous proposons
de simplifier, et méme de faire disparaitre complétement
sans rien changer aux autres calculs.

Soit proposé d’extraire la racine cubique du plus grand
cube entier contenu dans 162467496379409....

(¥ oir les calculs ci-contre.)

Aprés avoir obtenu le second chiffre de la racine 4 par
une division, on peut vérifier ce chiffre de la maniére
suivante.

* On forme trois fois la racinc ce qui donne 15, on écrit
4 & la suite ce qui donne 154 et on multiplie par 4 le
produit 616 = 3ab —+ b* (en représentant par a le chiffre
5 déja obtenu et par b le chifire & vérifier).

On écrit ce produit au-dessous de 7500 et on fait la
somme, ce qui donne

8116 = 3a’+ 3ab + b

En multipliant ce nombre par 4, on obtient 32464
qui contient 3a®b -+ 3 ab® + b*, c’est-a-dire les diverses
partics du cube contenues dans le reste.

On voit dans notre exemple que 4 est le chiffre de la
racine.

Pour obtenir le troisiéme chiffre de la racine, il faut
former 3.54%. Ce produit s'obtient en écrivant 4* ou 16
au-dessous des nombres 616 et 8116, ce qui donne le ta-
bleau suivant :

616 = 3ab 4 b?
8116 = 3a? 4 3ab + b
16 = b2

8748 = 3a° 4 6ab + 34°
Or trois fois le carré de 54 donne

3(a+b)P=3a"+ 6ab + 3b°.
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On voit par la que cette partie des calculs se trouve ra-
menée & une addition de trois nombres déja formés.

En jetant les yeux sur le tableau, on voit comment on
peut disposer les calculs.
- Onpeutméme les abréger en se dispensantd’écrire deux
fois les nombres que I'on a & soustraire et effectuer les
soustractions en méme temps que 1'on fait les produits.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 396

¢voir t. XVI, p. 428);

Par M. P. CHALLIOT,

Eléve du lycée de Versailles (classe de M. Vannson ).

Par le sommet d’un triangle plan ABC, mener une
droite telle, que les perpendiculaires BB/, CC’ abaissées

respectivement des sommets B e C sur ceyte droite, for- -
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ment deux triangles rectangles ABB/, ACC’ équivalents.
Soit AX la droite demandée. Posons

CAX ==z, BAX =y,
nous avons
x4y = A.

Cherchons leur différence.
On demande que
AC'.CC' = AB’.BB'.
Remplagant ces lignes par leurs valeurs
b*cosx sinx = c*cos y siny,
sinaz ¢

—_— =1
sin2y- b?

sin2x — sinay  ¢2— b?
- - = )
sin2x — sin2y  ¢* - b?

et, d’aprés un théoréme connu

tang(z~—y) c*— b?
tangA o'+ b

Pour construire, écrivons cette égalité sous la forme

b2
tang(x—y}ﬁc—?.
tangA *c_*_i’

c

Tirez CD de fagon que 'angle ACD= ABC, les triangles
semblables ACD, ACB donnent

. Prenez AD’' = AD, au point B faites un angle droit sur
" AB, j joignez D'L, par le point D menez DK paralléle a
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D’L, joignez AK; on aura

tangBAK _BK_BD _ ° T %
tangA ~ BL ™~ BD' b
c+

Donc
BAK =z — .

Il ne reste plus qu’a mener la bissectrice AX de 'angle
BAK, ce sera la droite demandée.

Remarque 1. Si le triangle est isocéle, b=c, on a
x = y. La bissectrice de I’angle du sommet répond évi~
demment a la question.

Remarque I1. Silon demandait que les triangles, au
lieu d’étre équivalents, fussent dans un rapport donné
m C .

—, on arriverait a
n
ang(z—y) ¢ —b m

-

tangA ¢+ b n

¢e qui se construirait d’une maniére analogue.

SEGONDE SOLUTION DE LA QUESTION 394 (SALMON)

(voir t. XVI, p. 47);

Par M. Marivs LAQUIERE,
Eléve du lycée Saint-Louis (classe de M. Faurie).

La question revient a prouver que le rapport anhar-
monique de quatre cordes partant de l'extrémité d'un
méme diamétre est égal a celui des (uatre cordes supplé-
mentaires, puisqu’a tout systéme de diamétres conjugués
correspond un systéme de cordes supplémentaires paral-
leles.
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Ce théoréme est un cas particulier du théoréme sui-
vant:

Soient quatre points ¢, ¢, , ¢, , ¢; d’'une conique, et un
cinquiéme point quelconque m. Le rapport anharmonique
des quatre droites mc, me,, mcs, mc;, est indépendant
de la position du point m sur la circonférence de la co-
nique.

Ce théoréme est évident pour le cercle, je vais I'en dé-
duire pour une conique quelconque.

Je place la conique sur un céne dont le sommet soit S :
soit O un cercle tracé sur ce cone. Les génératrices Sc,
Se¢y,Sc., Sey,Sm,. .., déterminent sur le cercle cing
points ¢, ¢, s, ¢35, M.

Quel que soit le point m, le rapport anharmonique des
quatre plans meS, me,S, . . ., est égal a celui des quatre
droites me, mcy,..., ainsi qu'a celui des quatre droites MC,
MC,, . ... Le rapport des quatre cordes concourantes de
la conique est done égal & celui des quatre cordes concou-
rantes du cercle, et comme ce dernicr est mdependant de
la position du point M, le précédent est aussi 111depen-
dant de la position du point m sur la circonférence de la
conique.

SOLUTION DES QUESTIONS DE 1 ALGEBRE BERTRAND

(2¢ édition, chapitre XVII);

Par M. Emie MATHIEU,

Professeur.

I. Trouver la dérivée de

logarc sinx, logarccosx, logarctangz.



(13)

Pour les deux premiéres quantités, on a

1
s 3
=Z=y1— 2?arcsinz

pour la troisiéme, on a

1
(1 + x*)arctang x

II. Trouver la dérivée de arcsin 2.x V1 —x® et dire
pour quelle raison cette dérivée est double de celle de
arcsinx.

Ecrivons d’abord cette expression arc sin V4 xt— 4 x*,
sa dérivée est

1 22 — 4 2 2
S o —-
Vi—4x -4z \Jz2 — = Vi—a?
Cette dérivée est double de celle de arc sin x, parce

que arc sin 2.7 /1 — x* est double de ‘arc sin x. Posons
en eflet

r==siny oan y=—arcsinx (*),

€l nous aurons

arcsin 2 z\/1 — z’=arcsin (2sin y cos y )==2y.

Iy a—+zx .
1I. Trouver la dérivée de arc tang = o dire pour

quelle raison cette dérivée est la méme que celle de
arc tangx.

(- a+z
La dérivée de arc tang L2 st
1 — ax _
1 | —ax a+zia 1
a4 x R (l-:(ax;- on l+-1-";
l+<———>
1 —ax

elle est la méme que celle de arc tang x, parce que

(") Les Auglais ¢écrivent are sin x = sin”!x. Cette notation présente des
avantages dans le calcul fonctionnel. Tw.
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ne différe de arc tang x que d’une con-

a4z
arc tang

1—ax
stante. Posons en effet
a = tangea, x=—tangy,

et nous aurons
arctangz =y (*),

arc tang 1a+2: = arc tang[tang (e« -+ y )=y + a.

a+ b4 x— abx
1—ab—ar — bx

IV. Trouver la dérivée de arc tang

Dire pourquoi elle est la méme que la précédente. On a

a+b
a4+ b+ zx—abx l——(lb_‘—z

l—ab———a.r—-—ba:_:‘ a+b
—_——
1— ab

L’expression dont on cherche la dérivée est donc cclle

de la précédente, dans laquelle on a changé a en :z +abb'

Donc la dérivée doit étre encore ——.
14 x?

V. Trouver les bases dans lesquelles un nombre peut
&tre égal & sop logarithme, en employant 'un des procé-
dés suivants :

1°. On étudiera la fonction x — logx, et I'on cher-
chera la condition pour qu’elle puisse devenir nulle.

2°. On étudiera la fonction T z
0

e et 'on cherchera la

condition pour qu’elle puisse devenir égale a I'unité.
3°. On étudiera la fonction ax— x, ¢t 'on cherchera
la condition pour qu’elle puisse devenir égale & zéro.
£ : . at
4°. On étudiera la fonction —» et T'on cherchera la

condition pour qu’elle puisse devenir égale & I'unité.
g

*) are tangr = tang ' x. . Tw™.
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Etudions d’abord la fonction y = x — log x. La déri-
vée est

Supposons d’abord la base 2 > 1. Depuis x =0 jusque
x=loge, y' est négatif, et depuis x=1loge jusque
x =0, y est positif.

Ainsi y décroit lorsque x varie de o a loge, et croit
lorsque x varie deloge & o , et la marche de la fonction
sera indiquée par le tableau suivant :

r=o0, y=on,
z=loge, y = log ¢ — log (log e) minimum,
r=ow, y=om.

Pour que la fonction y puisse devenir nulle, il faut
donc que I'on ait

loge — log (loge) < o
e<loge,

ce qui devient successivement

ou

I
e<7;,

1a<'
P

M

a < €.
Si on suppose, en second lieu, labase a <1, log e est
négatif, il n’y a plus de minimum et y croit d’'une maniére

continue depuis — oo jusque + e, donc y passe unc
fois par o, donc la condition cherchée est bien

1

a <l é.



(16)
2¢°. Etudions la fonction

£

r= log z

Nous aurons

,__logz—loge

(log 2)?
et ¥’ s’annule pour x = e¢.
Supposons d’abord @ > 1.
Pour on aura
T = 0, Yy =0,
r=1—h, ¥ = une quantité¢ négative trés-grande,
r=I, y==%=wx,
z=1+41"h, ¥ =une quantité positive trés-grande,
r=ce, y = minimum,
log

r=®0, y=w.

. x . a , s I
Pour que la fonction —— puisse étre égale al'uniié, il fau-
log z

dra donc que I'on ait
1

e €
T 1 ou a c .
log e < <
Si a est <1, on aura
z=0, Yy =o0,
r=1—h, ¥ = une quantité positive tres-grande,
r=1Ii, Y :i Dy
r=1-4nh, ) == une quantité négative trés-grande,
€ . o - .
z=e = —— maximum ( quantité négative),
’ y loge (q ® )s
r—=—w0, y=-—o.

. x . y
La fonction Tog passera une fois par la valeur 1, et c’est

entrexr —oetx=—1I.
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3°. Etudions la fonction
y=a—ux.

Nous aurons
y' = a*la—1.

Supposons a > 1, y' sera négatif, lorsque x variera de
1 - ’ .

— o ax=log (i_)’ et sera positif, lorsque x variera
a

de cette valeur 2 £ = o . Donc lorsque x varie de — oo

a log (;;) » la fonction y est décroissante, et elle est dé-

. . 1) .
croissante depuis x = log (E) jusque x =00, et on a

r—=—®, y=-+wo,
z = log (;—a> ’ y == log ¢ — log (log ¢) minimum,
r=®, y=m.

Pour que y s’annule, il faudra que 'on ait

loge — log (log e¢) < o,
ou
1

a < €.
Si a est < 1,y’ est constamment négatif, et la fonction y
décroitra constammentde 4o a — oo, lorsque x variera

de — o a + o, donc y s’annulera une fois.
4°. Etudions la fonctién

Nousa urons
, __xa*la —a*
rETE
Supposons @ >> 1, on voit facilement que y est négatif

. R . ..
lorsque xx varie de — oo a —, et qu'il est positif lorsque x
la
. I .
varie de — a o .
[a —

Ann. de Mathémas.,1. XVI1. (Janvier 1858.) 2
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La fonction y décroit de 0 & — o, lorsque x vgrie
1

de — 0 a 03y décroit encore de + o i a'*la, lorsquex
1

. 1 » a N
varie de o a l—-, et y croit de @ “laa + o, lorsque x va-
a

. I .
riede —a 4o .

la

]
Si : I'unité, a' la étant ini
1 J" passe par unite, a etant un mlnlmum,
on aura
I
al®la <

ou
1

a<e".
Si a est <1, on voit facilement que y varie de — o
1
N [a[ l | ] ol d 1 . .l . .
a a'*la, lorsque x varie de o i ~: il est maximum pour
t

1 L la \ . 1
T = et décroit de @' la 4 — 0 , lorsque x varie de =
a a

a o. Enfin y décroit de o 4 o, lorsque a variede o & oo .
Et on voit que y passera une fois par unité.
VI. Examiner si I'équation
" = m*
peut admettre d’autre solution que x = m.
On met facilement cette équation sous la forme
logz _log m
x m
On répondra donc i la question en étudiant la fonc-
. logx . .
tion ——, et cherchant si cette fonction peut prendre
x

deux fois la méme valeur pour des valeurs différentes m
et x de la variable.



(19)
< og r loge — logx
: _ 6 1 198 6% (x

La dérivée de y = esty’= ——r——( (*).
Nous supposerons, par exemple, que les logarithmes
soient les logarithmes vulgaires; alors y' sera positif,
lorsque x varierade o a e, il sera nul pour x=e¢, etil sera

négatif lorsque x varieradee a .

Ainsi y décroit; lorsque x varie de o a e, il est maxi-
mum pour x = e, ¢t il décroit lorsque x varie de e 4 oo ,

et nous aurons °
xr=o0, y=—o,
r=1l, Yy =0, '
log ¢ .
xr—=ce, Yy = p maximum,

xr=P®, Y = 0.

log
Ainsi

~ prend deux fois la méme valeur, lorsque x
varie de e & o , et I'équation

"= m*
admettra deux solutions, lorsque m sera plus grand que 1;
si m est <1, il n’y aura que la solution x = m.

. La suite prochainement.

SOLUTION DE LA QUESTION 377

(voirt. XVI,p 407);

Par M. Ricmarp P. OXAMENDI.

Soient AA,, BB,, CCy, les trois perpendiculaires abais-

(;) log —

N

d’oui 'équation paradoxale
1% =o0. Twm.
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sés des sommets d’un triangle ABC respectivement sur
les c6tés opposés ; considérons le triangle A, B, C, ; soient
A, le point ou B, C, coupe AA,; B, le point oun A, C,
_coupe BB, ; C, le point ou A, B, coupe CC,; considérons
le triangle A, B, C, ; soient A; 'intersection de B, C, avec
AA,; B, l'intersection de A, C, avec BB,, et C; I'intersec-
tion de A, B, avec CC,, et ainsi de suite.

a=o0, f=o0, y=o,

étant les équations des cdés BC, AC, AB du riangle,
Péquation de A, B, sera

o cos A -+ Bcos B— m,ycosG=o,

ou
Mp_ == 2 m, _;+ 2 m, 4+ 2
) TS m——y IH ) TS y seey M= —y

Mp—y My m,

d’on
m =1,
- 2ampi 1 . PXLES P )
in— I T T T
2’"__ 1 21n+|+ It

I'équation de A By est donc

a2 cos A+ BcosB—29cos C=o0;

de méme pour les cotés B, C,, A,C,.
1°. La droite AA, bissecte I'angle B, A, C,,; de méme
les droites BB,, CC,.
2°. Toutes les droites A,B, passent par le méme
point; de méme les droites A, C,,B,C,, et ces trois points
sont une méme droite (¥).
. (E. Harrison, Bach. Arts, Trinity college Cambridge.)
L’équationde AA, est

(1) BcosB—~gcosC=o,

(*) Voir la figure t. XVI, p. 4o8.
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puisque le rapport des perpendiculaires abaissées d’'un
pointde AA, sur AB et AC est égal i celui des sinus des
angles BAA, et B, AC; or ces angles sont complémen-~
taires de B et C. On peut remplacer le rapport de sinus
par les rapports des cosinus des angles Bet C.

On peut écrire de suite les équations des deux autres
hauteurs , ’

(2) BB,, «cosA— ycosC=o,

(3) CC,, BcosB—acosA=o.

Leur somme est nulle, ce qui donne un théoréme
connu.

Formons a présent I'équation de A, B,; cette droite
passe par les points A, intersection de (AA,, BC) et B,
intersection de (AC, BB,), son équation sera de la forme

(4) ro -+ sf 4ty =o.
Soient a' By, a”B"y" les perpendiculaires abaissées

des points A, B, sur les droites « =0, y=o0, =0,
on aura les deux équations entre ces coordonnées,

ra’ 4sp' +4ty'=o,
ra(/+ 53”"*— t'yII: o.
Si 'on cherche les valeurs des rapports - -, et qu'on
et

substitue ces valeurs dans I'équation (4), on arrive &
cette équation

(5) a( 17"— p”7/)+p(a"yﬂ~ a’/7/)+7<al>p”— a”",):O.
Cette équation peut se mettre sous la forme d'un déter-

minant

(6) g g’ 3" | =o.
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Cherchons maintenant les valeurs de o/, £/, ¥/, a”, 3"
"
7

9 * k] 9
pour les substituer dans cette équation et obtenir 1'é-
quation de A,, B,.On a

’ — C=
Pour le point A, | Bloos B — 7' cos o
| « = o.

L "cosC — a”’ cos A=o0
Pour le point B, { 7” ’

= 0.

, .
Ba 2

$i I'on substitue les rapports -, dans 1'équa-
v T
tion (5), on aura '

(B Bl ) g () =,
mails

g,:'y,cosC, a,,;_:?,,cosC.
cus B cos A’
on a, en substituant

; ,c0sC
“(77 oosB>+p(

divisant par y’

cosBcosA )T T

, cos C + , , €05 G cos G\ —o
cos A L ) ’
7" cos C, nous aurons

a 8 cos C o
cosB ' cosA cosBcosA ' O’

chassant les dénominatears nous avons,pour |'équation
de A, B,,

>

«cos A+ fBcosB—qycosC=o0

Les formules étant syméiriques, nous pouvons écrire

sans calcul les équations des droites B, C, et A, C,; ces
équations sont :

acosA +qcosC—BcosB=o, (AC)

(B.C)

BcosB+ycosC—acosA=o0
Si nous voulons trouver I'équation A,, B,, nous sub-
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stituerons la valeur de «, , y, qui correspond aux

3

points A, et B, dans1’équation (5); or I'on a

B'cosB— y'cosC=0, (AA)

Pour le point A,
A B cosB + ' cosC — a’cos A=o. (B,C)

{ 9”7cosC—a"cosA=o0, (BB)
2 a”cosA -+9"cosC— B cosB=0, (A C)
pl al a” pll

Tirant de la les valeurs des rapports i A E

et substituant dans (5),on trouve pour I’équationde A, B,

Pour le point B,

acos A+ BcosB— 3ycosC=o0. (A.B,)

de méme les équations B, C; et A, C,,
BcosB+ycosC—3acosA=o0, (B,G)
acosA+qcosC—3BcosB=o0. (A;C)

Cherchons la loi des coefficients.

Soit my =3, c’est le coefficient qu'on vient de trou-
ver; cherchons I’équation de A, By, nous trouverons par
le méme procédé, en remplacant 3 par m,, I'équation
suivante :

m, + 2

“+ acos A 4+ B cos B— 7y cos C=o,

2
de méme pour les autres lignes ; ainsi

m; -+ 2 my + 2
’ m; —= —————
m, m,

m=1, m=

Or, l'opération se faisant toujours de la méme maniére,
on aura

my_, 4 2
My _y

g =



Orr aura la suite

m=u,
m=3,
m 5
3 — 3’
1r
my =-gz
‘5
. T . 3 .
Si on multiplie ces fractions par 37 onaura les fractions
suivantes : .
3 g 15 33
33 g 15

On peut remarquer que tous les numérateurs sont de
la forme
2X4-1,
ainsi ou pour
33 3241 241
MEBET W61 2 —1

ct en général pour l'indice 2 p, on aura

22P+I + I

My =~
P 2P —

’

et pO\ll'

myp+2 2P+ —
my, - 2P+ g )

my, =

Si on fait p = o« on aura

et

ainsi .
xcos A+ BcosB —ycos C=o. (Ao Be )
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Cette ligne passe par le point des rencontres de trois
hauteurs; car si on retranche son équation de celle de
AA,, il vient
o.cos A—q cos C =0, équation de BB,,

de méme pour les droites A Coo y Bo Coo
Les équations A,B, et A,C, sont les suivantes :
2cosA + BcosB—m,ycosC=o0, (A,B,)
acos A + qcos C— m,BcosB=o0, (A,C,)

et la soustraction donne

BcosB—ycosC=o0, (AA)
BcosB + qcosC— my_ «cosA =0, (B._;Cp).

On voit que le rapport anharmonique de ces quatre
droites A, B,, A, C,,B,_,C,_,, AA, est égal 4 —1; donc
elles forment un faisceau harmonique; ainsi le faisceau
A,B, A,C,, A, A, AB, est harmonique, mais l’angle
AA, B est droit, donc AA, est la bissectrice de I'angle
C, A, B,; cette propriété n’a lieu que pour ce seul
faisceau, ‘comme I'a trés-bien remarqué M. de Jon-

quiéres (t. XVI. p. 409).

ECOLE IMPERIALE POLYTECHNIQUE.
Concours d’admission en 1857.

(Voir t. XVIi, p. 112 )

COMPOSITIONS ECRITES (PARIS).

Mathématiques.

Trouver le nombre des racines réelles qu'admet I'équa-~
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tion
x = Asinx + B
pour chaque systéme de valeurs des coefficients A et B, et
cffectuer la séparation de toutes ces racines.
Application a I'équation
z=23,1{2sinz + 1,57

(woir t. XVI, p. 376).
Physique.

Exposer les lois d’équilibre des gaz mélangés et du mé-

lange des gaz et des liquides; décrire les expériences a
“I'aide desquelles ces lois ont été démontrées.

LExemple. Un mélange de 20 volumes d’oxygéne, 79 vo-
lumes d’azote et 1 volume d’acide carbonique est super-
posé a 3 litres d’cau déterminer quel volume de chaque
gaz (ramené a la pression normale) sera absorbé.

Coeflicients d’absorption :

Pour 'oxygéne 0,05

Pour ’azote 0,02

Pour 'acide carbonique 1,00.

1°. Lorsque le mélange gazeux occupe un espace illi-
mité sous la pression normale;

2°. Lorsqu'un ballon inextensible de 8 litres de capa-
cité contient les 3 litres d’eau et les 5 litres du mélange
gazeux dont la pression primitive est de 6 atmosphéres.

Chimie.

Enoncer les lois qui président aux combinaisons des gaz
entre eux, et les démontrer par des exemples choisis parmi
les principaux métalloides gazeux.

Géométrie descriptive.

Deux cylindres A et B sont donnés, on prend l'inter-



(27)
section de ces deux cylindres pour diriger la génératrice
d’un troisiéme cylindre C, et 'on veut trouver I'inter-
section de ce dernier cylindre par un plan P ainsi que la
tangente en un point de cette intersection.

Les données devront étre prises comme il suit :

Le plan P. 11 est perpendiculaire a la ligne de terre,
et il doit couper cette ligne vers le milieu de la largeur
du papier.

Cylindre A. 1l est droit et & base circulaire : le rayon
est 35 millimétres, P'axe cdc’'d' est situé dans le plan
horizontal; il est paralléle a la ligne de terre et & 35 mil-
limétres de cette ligne. On ne devra considérer que la
portion de ce cylindre placée au-dessus du plan horizontal.

Cylindre B. Il est oblique et a base circulaire : la base
B, est dans le plan horizontal, le centre de cette base est
placé a gauche et a 85 millimétres du plan P, l'axe ab,
a’b’ est paralléle au plan vertical, 4 35 millimétres de ce
" plan et incliné de 30 degrés vers la droite du plan hori-
zontal. Le rayon de la base est de 25 millimétres.

Cylindre C. La génératrice G doit s’appuyer sur I'in-
tersection des cylindres A et Bj; elle doit rester paralléle
au plan vertical et inclinée de 65 degrés vers la droite du
plan horizontal.

Pour résoudre la question, il faudra construire en vraie
grandeur &, par rabattement sur I'un des plans de projec-
tion, I'horizontal , la courbe d’intersection du plan et du
cylindre, et indiquer sur le plan rabattu la position de la
tangente.

Mécanique.

Une poulie reposant par ses tourillons sur les coussi-
nets de la chape , determiner la relation entre le puissance
et la résistance, agissant dans des directions non paral-
léles, en tenant compte du frottement.
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Cas ot la puissance et la résistance sont verticales et
ou l'on tient compte du poids de la poulie : déterminer la
perte du travail pour élever un poids de 200 kilogrammes
a une hauteur de 25 métres, en supposant le rayon de
la poulie augmenté de celui de la corde égal & 0™,120,
celui des tourillons égal a o™,010, le poids de la poulie
égal a 5 kilogrammes ; le rapport du frottement a la pres-
sion égal 4 0,5.

Calcul trigonométrique.

Résoudre un triangle sphérique avec les données sui-
vantes :

Coté a = 20.35.22,7,
Cété b =60.49.35,3,
Angle AC = 22.40.15,5.

On déterminera l'erreur de 'angle B en supposant que
les données soient en erreur d’un dixiéme de seconde.

Composition francaise,
Christophe Colomb.

Théme allemand.
Eloge dc Leibnitz.

Dessin d’imitation.
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ECOLE IMPERIALE SPEGIALE MILITAIRE DE SAINT-CYR (1857).
COMPOSITION ECRITE.
Mathématiques.

Connaissant dans un triangle ABC les trois cétés, cal-
culer les angles ainsi que la surface

a= 84967™,64,
b= 99457™,52,
c = 109843™,46.
Composition francaise.
Les défenseurs de la civilisation en Orient.
Theéme allemand.

Vertus des Romains.

ECOLE IMPERIALE FORESTIERE.

TEXTE DES COMPOSITIQNS.

Histoire naturelle.

Zoologie. — Muscles, structure et mode d’insertion.

Botanique.— Germination ; circonstances nécessaires,
leur mode d’action.

Geéologie. — Terrain houiller ; position , composition,
origine.
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Mathématiques.

I'e question (arithmétique). — Exposer le systéme des
nouvelles mesures.

e question (algébre). — Exposer la théorie des loga-
rithmes.

III® guestion (géométrie). — Notions sur 'arpentage;
de Déquerre d’arpenteur, sa vérification et son emploi.
Comment calcule-t-on la surface d’un terrain limité dans
une de ses parties par une ligne courbe.

Trigonométrie.

Former un résumé des formules calculables par lo-
garithmes, servant aux différents cas de la résolution des

triangles.
Cosmographie.

Des projections orthographiques et stéréographiques.
Systéme de développement en usage dans la construction
de la carte de France.

Physique.

Aiguille aimantée, déclinaison et inclinaison; bous -
sole.
Chimie.
Oxyde de carbone, caractéres; cas dans lequel il se
produit. ‘ .
Fermentation alcoolique.

Mécanique.

Notions sur le travail mécanique ; maniére de le me-
surer et de le calculer dans les machines.
Dessin linéaire , lavis.
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QUESTIONS.

.-

J43. Soient F et D le foyer et la directrice correspon-
dante d’une conique; A, , A, deux points fixes sur la co-
“nique et M un point variable aussi sur la conique; les
droites MA,, MA, rencontrent respectivement la direc-
trice aux points P et Q; la distance PQ est vue du foyer
F sous un angle constant, quelle que soit la position de
M sur la conique. (Faure.)

4. Quel est I'aspect du monde pour un spectateur
placé sur la lune supposée sans atmosphére; par quels
moyens ce spectateur peut-il reconnaitre que la lune
tourne autour de la terre et pas la terre autour de la
lune?

5. On suppose que dans les deux triangles ABC,
abc les angles A et a sont égaux; de plus, les cotés BC,
bc opposés a ces angles sont entre eux dans le rapport des
périmétres des triangles. Démontrer que ces triangles
sont semblables. (Examen d’admission a I'Ecole Navale.)

416. Démontrer que le produit de six nombres entiers
consécutifs ne peut pas étre un carré d’'un nombre com-
mensurable.

7. A quelles conditions doivent satisfaire les cotés
et les angles d’'un parallélogramme pour qu’il soit pos-
sible d’inscrire un carré dans ce parallélogramme.

418. Deux figures étant en perspective, si leurs plans
tournent autgur de leur commune intersection, il faut
pour que ces figures restent en perspective que Dceil
change de position; les perpendiculaires abaissées du
point de I'eeil sur ces plans restent dans un rapport con-

stant. (LaFrree.)
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419. La surface d’un triangle dont les cétés sont don-
nés en nombres entiers ne saurait étre rationnelle si les
cotés étant débarrassés du facteur commun 2, la somme
des quotients est impaire. ‘

(BerTon , employé au Ministére de la Marine. )

420. Dans le quadrilatéere ABCD on donne : 1° les ¢o-,
tés AB, AD etla diagonale AC; 2° les angles BAC, CAD;
on fait passer une circonférence par les trois points B,
C, D; soit O le centre. Calculer : 1° la grandeur du
rayon; 2° 'excentricité AO; 3° I'angle AOB.

Données :

. AC = 166255,
AB = 163100,
AD = 147750,

CAD = 114° 2" 127,

BAB = 27°5" 17",

(Kerrer , Astronomia Nova.)

421. Le nombre de solutions positives entiéres de I'é-
(uation
ar + by = n,

ou a, b, n sont des nombres positif entiers, est le plus

. . n n
grand nombre entier compris dans — ou dans Z
a

(Hermire.)
422. Construire et discuter la courbe donnée par I'é-
quation
yx* + bx +c=o.

423. On a mesuré les trois cotés a, b, ¢ d'un triangle
rectiligne ABC; «, 3, 7 sont les erreurs absolues respec-
tives qu’on peut commettre sur la mesure des trois cotés

a, b, c. Evaluer U'influence de ces erreurs sur les angles
A,B,C.
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424, Méme question pour le triangle sphérique.
(CarLLET.)

425. Le grand arc d'une ellipse étant dans une position
verticale, toute droite homogéne pesante, passant par le
foyer et s’appuyant par ses deux extrémités sur Uellipse,
est en équilibre. (Horprrscn.)

426. On donne dans le méme plan un triangle ABC
et une droite D; on prend sur cette droite des longueurs
MN telles, que chacune soit vue du point A sous un angle
droit ; les droites AM , AN coupent BC en deux points m,
n; le lieu de I'intersection des droites Mm, Nn ou Mn,
Nm est une conique. (Faure.)

SUR LES COURBES ET LES SURFACES DU SECOND ORDRE,
Extension da théoréme de M. Dandelin ;

Par M. v'aBsi SAUZE,

(Maison ecclésiastique de Vals).

{. Le théoréme de M. Dandelin est universellement
connu. Il consiste en ce que :

1°. Si dans un céne circulaire droit on inscrit une
sphére suivant un paralléele, tout plan tangent a la
sphére en un point F et rencontrant suivant une droite D
le plan du paralléle, déterminera dans le céne une sec-
tion conique dont F sera le foyer et D la directrice.

2°. Si dans un céne circulaire droit on inscrit deux
sphéres , tout plan tangent i ces sphéres aux points F, F’,
déterminera dans la surface conique une section dont I,
F’ seront les foyers.

Nous nous proposons de démontrer que ce théoréme
n’est point particulier au cdne, mais qu’il s’étend & plu-

Ann. de Mathémat., 1. XVIL. (Janvier 1858.) 3
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sieurs des autres surfaces de révolution du second degré.

Posons d’abord quelques préliminaires.

2. Soit un cone S et une sphére O inscrite suivant un
paralléle CG. Les génératrices du cone forment avec le

Fic. 1.

plan de CG un angle constant 8. En appelant MT la tan-
gente menée a la sphére par un point M pris sur le cone
ct MN la distance de cc méme point au plan CG, il est
aisé de voir que l'on a

MT 1

N = S

Coupons maintenant le systéme entier par un plan P
faisant un angle « avec le plan CG, et mené de telle sorte
que son intersection D avec CG passe dans l'intérieur du
cone. Ce plan P déterminera dans le cone une conique
EE/, dans la sphére un cercle AB tangent intérieurement
a la conique en deux points symétriques par rapport au
grand axe, enfin dans le plan CG la droite D qui passera
par les deux points de contact.

Maintenant si I'on appelle mt la tangente menée au
cercle AB par un point m pris sur la section EE’ et md
la perpendiculaire abaissée de m sur la droite D, il est
aisé de voir que I'on aura

mt 1 mt  sina
—_— — T e—
mdsine  sin B md  sinf
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Ce rapport 222 est, comme on peut le voir encore, le
sin 8
£ de la conique.
rapport — de q
On pourra donc énoncer ce théoréme :
8i dans Uintérieur d’une conique on inscrit un cercle
ayant son centre sur un axe principal (*), et si par les
deux points de contact on tire une droite, la tangente
menée au cercle par un point de la conique et la perpen-
diculaire abaissée de ce point sur la droite seront dans

1% c 5
un I'(lppOI'l constant et egal au rapporl ; de la comque.

3. Soit maintenant le cone S et Jes deux sphéres OO’
inscrites suivant les paralléeles CG, C'G'. En appelant
25 la distance CC’ comprise entre les points de contact
des spheéres avec une des génératrices du cone, MT, MT'’
les tangentes menées a ces sphéres par un point M du
cone, on a évidemment pour tout point pris entre les
deux paralléles

MT + MT’' = 2S.

Fic. 2.

{*) Foeal. Tu.
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Pour tout point pris en dehors du coté de 'un des cercles,
de C' G’ par exemple,
- MT — MT’ = 28,

et on peut définir le cone S le lieu des points dont les
tangentes aux deux sphéres O et O’ ont leur somme ou
leur différence égale a la constante 28.

Coupons maintenant le systéme entier par un plan P
qui détermine dans le cone la conique EE’ et dans les
sphéres les cercles AB, A’B’ tangents intérieurement a
la conique. En appelant mz, mt' les tangentes mencées aux
deux cercles par un point m pris sur la conique, on aura

mt4mt' = 28;
lorsque m sera pris entre les deux cercles

mt— mt' =28, ou mt' —mt=—28$§

dans le cas contraire. On obtiendra ainsi ce théoréme :

Deux cercles étant inscrits & une conigue et ayant
leurs centres sur son axe principal , pour un point quel-
congque pris surla courbe, la somme ou la différence 2 S
des tangentes aux deux cercles est constante.

On remarquera encore qu’en appelant o 'angle du plan
P avec'un des plans CG, C’' G/, B celui des génératrices
du cone avec les mémes plans et 27 la distance entre les
centres des deux cercles AB, A’B’, on a

2! sine ¢

4. Ces propriétés dont jouissent ainsi les cercles inscrits
dans les coniques sont analogues a celles des foyers. Nous
pourrions démontrer qu’elles se retrouvent encore dans
un grand nombre d’autres cercles. L’ensemble de ces
cercles constitue une série ou suite a laquelle les premiers
appartiennent, et qui comprend méme les foyers comme
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cercles dont le rayon est égal  zéro. Nous avons di né-
gliger certains détails assez intéressants, mais qui nous
auraient menés trop loin.

On remarquera que les cercles osculateurs aux sommets
du grand axe dans une conique peuvent étre considérés
comme cercles doublement tangents i la courbe, et comme
tels, jouissent des propriétés ci-dessus mentionnées.

Cette observation nous conduit & cette autre :

Une sphere étant inscrite dans un céne, st l’on coupe
le systéme par un plan mené suivant une tangente au
paralléle de contact, ce plan détermine dans la sphére
un cercle qui est osculateur au sommet de la courbe dé-

.

terminée dans le cone.

8. Ces préliminaires posés, nous allons voir comment
le théoréme de M. Dandelin s’étend aux surfaces du se-
cond degré et de révolution, autres que le cdne ou le cy-
lindre qui en est un cas particulier.

Ces surfaces sont au nombre de cinq, savoir : I'ellip-
soide allongé, le paraboloide, I'hyperboloide & deux
nappes, I'hyperboloide 4 une nappe et I'ellipsoide aplati.

Les trois premiéres sont engendrées par le mouvement
d’une conique autour de I'axe qui contient ses foyers. Les
derniéres proviennent de la révolution d’une ellipse ou
d’une hyperbole autour de leur axe secondaire.

Considérons une des trois premiéres, ellipsoide allongé,
hyperboloide & dcux nappes ou paraboloide. Supposons

Fiw. 3.
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qu’a cette surface on ait inscrit une sphére et qu'on ait
mené un plan CG suivant le paralléle de contact. Cette
surface pourra se définir le lieu des points tels, que la
tangente MT menée a la sphére par un de ces points soit
dans un rapport constant avec la distance MN du méme
point au plan du paralléle de contact,

MT ¢
MN ~ a’
¢ et a étant des éléments de la conique génératrice.

Cela posé, concevons un plan P tangent & la sphére
en un point I coupant la surface suivant une courbe EE
ct le plan CG du paralléle suivant une droite D. Soit «
I'angle formé par les plans P et CG. Pour un point m pris
sur la section, la ligne mI" est une des tangentes a la
sphére. En appelant mN la perpendiculaire abaissée de
m sur le plan CG, on a

mF ¢
mN ~ a
D’ailleurs on a aussi
mN = md sina,

md étant la distance de m a P'intersection D; donc

mF [

—_— == — S1Nn x.

md a
La courbe EE" est une conique, F en est le fover, D la
directrice, et le rapport de son excentricité a son grand

) LC.
axe est égal a - sinea,
© a

Au licu de toucher la sphere, le plan pourrait la
couper de fagon que e cerdle de section fat tangent en
deux points & la cowrbe déterminée dans la surface. Des



. :
(39)

lors on aurait un syst¢tme du genre de ceux que nous a

déja fournis le cone.

6. Soient encore I'une des surfaces mentionnées et deux
sphéres inscrites. La somme ou la différence 2S des tan-
gentes menées aux deux sphéres d’un point quelconque
de la surface est constante et telle , que

27 étant la distance entre les centres des deux sphéres. Si
I'on coupe cette surface par un plan tangent aux sphéres
en deux points I, F', les distances mF, mF' d’un point
de la section aux deux points de contact donneront en-
core
mFXmF = 28.

La courbe sera encore une conique, ', F’ en seront les

foyers.

Hyperboloide a unc nappe.

7. L’hyperboloide 4 une nappe sc définit quelquefois
comme la surface engendrée par le mouvement d’une
droite autour d’'un axe fixe. Le théoréme de M. Dandelin
s'y applique alors sans difficulté. Les raisonnements i
faire sont absolument les mémes que pour le cone; c’est
pourquoi nous ne nous y arréterons pas.

Lorsque, au contraire, on part d’abord de lldee que
cette surface est produite par la révolution d’une hy-
perbole, on revient cas précédent en démontrant
qu’elle admet aussi un :%éme de génératrices rectilignes.
Voici une méthode que I'on peut suivre.

Nous démontrons d’abord que, un cercle étant con-
struit sur I'axe transverse d’une hyperbole comme dia-
métre, la tangente au cercle menée d'un point quel-
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conque de la courbe est dans un rapport constant avec la
distance du méme point a I'axe transverse.
Soit le point O servant a la fois de sommet a un cone
et de centre & une sphére. Soit 7 le rayon de cette spheére,

Fic. §.

B l'angle des génératrices du cone avec un plan perpendi-
culaire & I'axe ; CG, C’ G’ deux cercles paralléles suivant
lesquels la sphére coupe le cone.

Menons un plan P qui coupe le cone suivant une hy-
perbole et la sphére suivant un cercle, de telle facon que
celui-ci ait pour diamétre I’axe transverse de celle-la. (La
figure représente comme les précédentes la section du
systéme entier par un plan mené suivant 'axe du cone
perpendiculairement au plan coupant P).

La distance MN d'un point M pris sur 'hyperbole a
I’axe transverse de cette courbe nous est donnée par I’ex-
pression yVmp .mp'. _

(mp, mp' sont deux segments déterminés par m sur
la paralléle pp’ menée dans nogfigure aux droites CG,
C’G’, m est la projection de l\?gur le plan de la figure.)
La tangente MT menée de M au cercle GG’ ou a la
sphére O est égale a

VMO +7) (MO —r) ou ypC pG
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(en employant les segments pC’, pG de notre figure).

Or
mp=pGcosP, mp' =pC cosf,

donc
VPGpCeosp _ o MT_ 1
\/nT];—m—p7 MN  cosf

Donc, un cercle ayant pour diamétre l’axe transverse
d'une hyperbole, la tangente menée au cercle d’un
point quelconque de la courbe et la distance du méme
point & l’axe transverse sont dans un rapport constant.

Ce rapport est, comme on pourra le voir aisément,

1€
égal a 3 >1.

Par suite, une sphére étant inscrite a I'hyperboloide a
une nappe suivant le cercle de gorge, la tangente a la
sphére menée d’un point quelconque de la surface et la

distance du méme point au plan du cercle de contact sont
dans un rapport constant plus grand que 1.

8. 1l nous est facile maintenant de faire voir que I'’hy-
perboloide peut étre engendré par le mouvement d’une
droite.

En effet, que par un point pris sur le cercle de gorge
on méne a la sphére inscrite suivant ce cercle une tan-
gente faisant avec le plan du cercle un angle ¢ tel, que

1 . [4

sind &
(c et & étant des éléments de I’hyperbole génératrice), en.
appelant MT une tangente a la sphére, MN une perpen-~

diculaire au plan, menées toutes deux d’un point M pris
sur la droite, on aura .

MT 1 c

MN ™ sind 8
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d’ou il suit que le point M et la droite tout entiére appar-
ticnnent a la surface.

Les deux énoncés qui suivent, relatifs a I’hyperbole,
se déduisent facilement de ce (ui vient d’étre dit sur I'hy-
perboloide.

1°. Un cercle étant inscrit dans une hyperbole de fa-
con que son centre soit situé en un point quelconquc de
Uaxe imaginaire, la tangente au cercle menée d'un
pownt de la courbe et la perpendiculaire a la corde de
contact sont dans un rapport constant.

2°. Deux cercles étant inscrits a une hyperboleet ayant
leurs centres situés sur ’axe non transverse, la somme
oula différence des tangentes menées a ces cercles parun
pownt quelconque de la courbe est ¢gale  une constante.

Lllipsoide aplati.

9. L'cllipsoide aplati différe particuliérement des sur-
laces précédentes. Une sphére tangente a celle-ci suivant
un paralléle la contient tout entiére. Un plan tangent a la
sphére ne peut donc couper la surface. Ainsi les propriétés
principales contenues dans le théoréme de M. Dandelin
ne se trouvent point dans ellipsoide aplati. Toutefois,
cette surface en posséde encore quelques-unes qui rap-
pellent les précédentes.

Soit une cllipse ayant avee un cercle deux points de con-
tact C, G symétriques I'un a I'autre par rapport au petit

Fig. 5.
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axe. L’ellipse est contenue tout entiére dans le cercle et la
corde CG leur est commune. Par un point M pris sur I’el-
lipse, menons dans le cercle un diamétre MO; puis éle-
vons dans le cercle la perpendiculaire ME au diamétre.
Cette droite correspond a une tangente qu’on ménerait
au cercle du point M si ce plan®était extérieur. Or en
appelant MN la distance de M a la corde CG, on démon-

trerait que I'on a

L’ellipse par rapport 4 ce cercle et Vellipsoide aplati
par rapport a une sphére tangente jouissemt donc de pro-
priétés analogues a celles des autres surfaces.

En coupant par un plan un ellipsoide aplati avec sa
sphére tangente et le plan du paralléle de contact, on re-
produit un systéme d’ellipse, de cercle et de droite de
méme nature que le systéme générateur.

Si le plan coupant contient une tangente au paralléle
de contact, le cercle provenant de la sphére est oscula-
teur a 'ellipse provenant de la surface.

QUESTIONS

COMMONIQUEES PAR M. VaNNsox

427. 1. Si, dans un triangle sphérique ABC, on joint
les milieux des c6tés AB, AC par un arc MN, et si du
point A on méne un arc AD de go degrés se terminant
a la rencontre de MN, cet arc sera tangent au cercle qui
passe par B, C, et par le point diaméwalement opposcé
aA.

" En conclure que Langle tormé par AD ¢t AB meswie
la moitié de la swface ABC (sans calcul).
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2°. Démontrer que la relation suivante existe entre les
six diédres d'un téiraédre quelconque : appelant S la
somme des carrés des cosinus des diédres, S, la somme
des produits des cosinus carrés de deux diédres opposés,
S; la somme des quatre produits des cosinus des diédres
formant chaque angle solide, S, la somme des produits
des cosinus des diédres en exceptant deux diédres oppo-
sés, on aura

S+ 2(8 +8,)=8 41.

Vérifier cette équation sur un tétraédre régulier (sans
trigonométrie,sphérique).

Cette question figure déja, il est vrai, dans les An-
nales (1. V, p. 375), mais on emploie la trigonométrie
sphérique, ce qui est inutile. D’ailleurs les calculs ne sont
pas terminés, et la relation n’est pas exprimée (*).

3°. Etant donné un point A et deux circonférences de
grand cercle qui se coupent en B, mener par A un arc qui
les coupe en X et Y de maniére qu’on ait

tangBX _ tanga
tang BY ~ tang 6’

rapport donné (géométriquement).

4°. Construire géométriquement un triangle sphé-
rique, connaissant un coté a et les bissectrices intérieure
et extérieure de 'angle opposé A.

5°. Etant donné un angle sphérique inscrit dans un
petit cercle, on demande si I'arc bissecteur de cet angle
coupera l'arc intercepté en deux parties égales.

6°. Si deux petits cercles se coupent en A et B, et que
par un des poinjg d’intersection, B par exemple, on in-
scrive une séeante commune DF de longueur donnée m,

(™) 11 me semble que le caleul est complétement terminé ct la relation
exprimee. Tw.



(45)
trouver par une construction graphique le cercle circon-
scrit au triangle ADF.

J’ai déji énoncé cette question dans les Annales, mais
elle n’a pas été traitée ni indiquée parmi les problémes
non résolus.

7°. Etant donné un angle formé par deux grands cer-
cles et un point O, mener par ce point un troisi¢éme cer-
cle qui forme avec les deux autres un triangle sphérique
de surface donnée (Géométrie).

8°. Si deux triangles sphériques OAB, OA’B’ ont un
angle au sommet commun O et méme surface, si 'on
joint les milieux des cotés AB, A’B’, opposés a angle
par un arc de grand cercle, il coupera I'arc qui joint BB
4 go degrés du milieu de BB'.

9°. Si, dans un triangle sphérique, on donne un
angle C compris entre deux cOtés variables, mais dont la
somme des tangentes est constante, le lieu de la rencon-
tre des trois hauteurs dans chaque triangle est une cir-
conférence de grand cercle; si c’est la somme des cotés
qu'on donne constante, le lieu sera une ellipse sphé-
rique.

428. Ondonne, sur deux droites situées dans un méme
plan, deux points A, B : décrire deux circonférences tan-
gentes entre elles, qui touchent respectivement les deux
droites aux points A, B, et dont les rayons soient dans le
a

rapport donné 7 (A résoudre par la géométrie élémen-

taire, sans calcul.)

a

Cas particulier ou 3

=1I.
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NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS DU PROGRAMME OFFICIEL.

VIIL
COMPLEMENT DE TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

T T T T
5?7

376 "5 To

_l'aleurs des sinus et cosinus des arcs geae
Le coté du décagone régulier inscrit dans la circon-
Jérence est égal a la plus grande partie du rayon divisé
en moyenne et extréme raison. Construction géomé-
trigue. (Extrait du Programme officiel.)
En lisant cet énoncé , on pourrait croire qu’il s’agit de

. ™
trouver, d’abord, la valeur du sinus de To et d’en con-

clure, ensuite, que le coté du décagone régulier inscrit
estégal ala plusgrande partiedu rayon divisé en moyenne
¢t extréme raison; mais la question a été autrement en-
tendue dans les Traités de Trigonométrie rédigés confor-

, ! . 4
mément au Programme, car la valeur du sinus de'—o- a

¢1é déduite de cclle du coté du décagone régulier inscrit.
Quant 4 la détermination de la valeur du c6té du déca-
gone, quelques auteurs sc bornent a dire, en Trigonomé-
trie : « Le c6té du décagonce régulier estégal, comme on
sait, etc. » Je ferai observer qu'on n'en sait rien, si
I'enseignement de la géométrie élémentaire a été, en tout.
conforme au Programme officiel (¥).

{*) Au sujet de Vinscription des polygones réguliers dans le cercle, lc
programme de la géométrie ¢lémentaire est d'une grande précision; il n'yv
2 pas deux maniéres de l'entendre. Voici ce qu’on y trouve : « Insevive
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D’autres auteurs, ct ceux-la me semblent s’¢tre mieux
conformés & Pesprit du Programme, expliquent en trigo-
nométrie comment on inscrit un décagone régulier dans
le cercle.

. . ™
Aureste, on peut trouver directement le sinus de-l; au
moyen du calcul suivant :

™ oo\ , .
Les deux arcs (3 ——> s < 2.—-> étant complémentaires,
10 10

on a _
sin <3l> = c-os (2—:)
j0 10
Mais
. © : . T . 7‘:\
sm<3.-——> = 3.sin (—) — 4.sin® <-—— )
10 \ 10/ 10/
oty
(25) =1 =2 (5)
cos{2.— |=1—2.51n* { — )-
10 10
Donc

3.sin (f—> — 4 .sin? Kl) =1 —2sin® (1>5
10 10 10
d’ott
4 sin® <—ﬂ—> — 2.sin? Kji) — 3sin <—£> +1=o.
10 10 10

/

D’aprés cela on voit que sin (—6> est racine de ’équa-
I
tion
fx’—2x*—3xr+1=o0.

Cette équation est évidemment vérifiée par x =1. En
divisant le premier membre par x —1, on trouve I'é-
quation

fr4+2xr—1=0,

dans un cercle de rayon donné un carré , un hexagone régulier. » Il n’y
est nullement question du décagone régulier.
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qui donne

_.-;__-\/'5"
4

. ..o —14 5 . ™ .
La racine positive —T£ est le sin de v La racine
. . —1—V5 , . . de 3«
négative -—-———4—1— » changée de signe, est le sinus -~

. T . .
ou le cosinus de g comme il est facile de s’en assurer.

G.

THEOREMES HOMOGRAPHIQUES ;
Par M. DE LAFITTE.

I. Si deux figures sont homographiques, il existe dans
chacune d’elles une infinité de cercles dont les homo-
logues sont des cercles. — Deux cercles homologues ont
leurs rayons dans un rapport constant. — Ces cercles,
dans chaque figure, ont leurs centres en ligne droite. —
Cette droite est perpendiculaire a la droite de la méme
figure dont 1'homologuc est a l'infini, et elle passe par
les centres S et s des faisceaux superposables a leurs ho-
mologues.— Enfin si sur le segment rectiligne S s comme
diamétre on décrit un cercle, ce cercle coupe 4 angle
droit tous les cercles de la figure dont les homologues
sont des cercles.

II. On suppose qu'une figure varie de forme et de po-
sition en restant homographique 4 une figure fixe.

1°. Si les homologues de sept droites de la figure fixe
tournent chacune autour d’'un point fixe, ’homologue
de toute autre droite tournera autour d’un point fixe, et
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’homologue d’un point quelconque décrira une conique.
Toutes ces coniques passent par un méme point, lequel
est un point double commun & toutes les figures variables.

2°, Si les homologues de sept points déterminés de la
figure fixe décrivent chacun une ligne droite, I’homo-
logue de tout autre point décrira une ligne droite, et I'ho-
mologue d'une droite quelconque enveloppera une co-
nique; toutes ces coniques touchent une méme droite qui
est une droite double commune & toutes les figures va-
riables.

Comme cas particulier simple, on peut dire :

III. On suppose qu’une figure varie de forme et de po-
sition en demeurant semblable a elle-méme.

1°. Si trois droites tournent chacunc autour d’un point
fixe, toute autre droite tourne autour d’un point fixe, et
un point quelconque décrit un cercle. Tous ces cercles
passent par un méme point, qui est un point double com-
mun a toutes les figures.

2°. Si trois points décrivent chacun une ligne droite,
tout autre point décrit une ligne droite et une droite
quelconque enveloppe une parabole.

Ces théorémes donnent la solution des questions sui~
vantes :

IV. Etant donnés deux octogones, circonscrire ou in-
scrire au premier un octogone homographique au se-
cond.

V. Etant donnés deux quadrilatéres, circonscrire ou
inscrire au premier un quadrilatére semblable au second.

Note. Ces problémes n’ont chacun qu’une solution, si
les points et les droites se correspondent deux & deux.
Sans cela le dernier en a évidemment 24 et le précédent

40320.

Ann. de Mathémat., t. XVIL. (Février 1858.) 4
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THEOREMES SUR LES POLYGONES A DEMONTRER;
Par M. FAURE,

Capitaine d’artillerie.

I. SiT'on décompose un polygone en triangles en joi-
gnant ses sommets a un point quelconque de son plan et
que P'on appelle S la surface d'un de ces triangles, S, , S,,
S; les surfaces des trois triangles qu’on obtient en joi-
gnant les sommels du triangle S & un point fixe, on aura

S‘R
———= == constante.
A5ss,

Le signe Z se rapporte a tous les triangles qui ont

pour sommet le point du plan et le point fixe restant le
méme.

II. Si I'on décompose un polygone en triangles en joi-
gnant ses sommets a un point quelconque de son plan, et
que par un point fixe on méne des paralléles aux cotés
de chacun de ces triangles, on formera dans chacun d’eux

trois parallélogrammes. Appelons ;l) la somme des in-

verses des trois parallélogrammes relatifs & I'un des
triangles, on aura

1
Z — == constante.
P

II1. Un polygone est donné ainsi qu'un point fixe ' dans
son plan; on méne par ce point une droite arbitraire; ap-
pelons g Paire du parallélogramme qui aurait pour som-
mets opposés le point fixe et le point d’intersection de
la transversale avec I'un des c6tés du polygone et pour
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cdtés les droites qui joignent le point fixe aux extrémités

du cbté du polygone que I’on considere ; on aura

I
2 - = constante.
q9

NOTE
Relative 2 quelques propriétés des figures homographiques dans I'espace;
Par M. E. DE JONQUIERES (*).

Trtorime 1. Quelle que soit la position de deux
figures homographiques dans Uespace, tous les plans de
Uune qui passent par une méme droite rencontrent res-
pectivement les plans homologues de Uautre figure, sui-
vant des droites qui engendrent un hyperboloide & une
nappe.

Car, d’aprés la définition de ces figures, les plans ho-
mologues forment deux faisceaux homographiques. Donc
ces plans se coupent suivant les génératrices d’'un hyper-
boloide & une nappe (Géométrie supérieure, n° 411).

(*) Ces propriétés se démontrent par les formules métamorphiques

X=0, y=P 75
P P P

ol les p sont des fonctions linéaires en xz, 7, 2. Tu.
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Tatoreme 1. Quelle que soit la position de deux
figures homographiques dans Uespace, st Uon joint un
a un respectivement, par des droites, des points de la
premiérc situés en ligne droite aux points homologues
de la seconde, toutes ces droites envelopperont un hy-
perboloide & une nappe.

En effet, les points de la premiére figure étant en ligne
droite, leurs homologues sont sur une seconde droite, et,
d’aprés la définition des figures homographiques, ces
droites sont divisées homographiquement par leurs points
homologues. Donc les droites qui joignent ces points un
a un enveloppent un hyperboloide & une nappe (Géomé-
trie supérieure, n° 410) (¥).

Remarque. Les deux théorémes qui précédent ont été
démontrés il y a longtemps par M. Chasles dans son Mé-
moire sur la dualité et Uhomographie , n°* 429 et 430.
Ils vont servir a la démonstration de ceux qui suivent.

Trtovime III. Deux figures homographiques étant
placées d’une maniére quelconque dans Ucspace, il existe
quatre points (réels ou imaginaires) qui, étant considé-
rés comme appartenant & la premiére figure, sont eux-
mémes leurs homologues dans la seconde.

En effet, prenons dans les deux figures-deux triangles
homologues quelconques OLP, O’L'P’; et considérons
deux faisceaux homographiques de plans autour des deux
droites homologues OL, O'L’. Ces plans se couperont sur
un hyperboloide & une nappe H, passant par les deux
droites OL, O'L’ (théoréme I); or cette surface pas-
sera par tout point A ou coincident deux points homolo-
gues des deux figurcs; car les plans OLA, O'L'A seront
évidemment deux plans homologues des deux faisceaux.

(*) Voir Nouvelles Annales, t. XII, p. 338.
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Considérons de méme deux autres séries de faisceaux
de plans homologues 'une autour des droites OP, O'P '
et 'autre autour des deux droites LP, L' P’. Les plans cor-
respondants des premiers faisceaux se couperont sur un
hyperboloide H' et ceux des seconds faisceaux sur un
hyperboloide H’; et ces deux surfaces passeront, comme
H, par tout point A ou coincident deux points homo-
logues des deux figures.

Les trois hyperboloides H, H', H” ont une génératrice
rectiligne commune, savoir, I'intersection des deux plans
homologues OLP, O’'L'P’. Donc, d’aprés un théoréme
cité par M. Chasles dans sa Note sur les courbes gauches
du troisiéme ordre (Comptes rendus, 1857), ils se cou-
pent en quatre points seulement, abstraction faite de
cette génératrice, et je dis que chacun de ces quatre points
jouit de la propriété d’étre le point de coincidence de deux
points homologues des deux figures.

En effet, soit w 'un de ces quatre points. Les plans
OLw, O'L'w des deux figures respectivement, sont homo-
logues, puisqu’ils se coupent sur I'hyperboloide H, et
pareillement les plans OPw, O'P'w, qui se coupent sur
H'. Donc les droites Ow, O’'w, intersections de ces plans,
sont deux droites homologues. On verraitde méme que les
droites Lw, L' w, intersections respectives des plans LPw,
LOw et L'P'w, L'O’» sont homologues. Donc enfin le
point @, considéré comme point de rencontre des droites
Ow, Lw, est 'homologue du point w, considéré comme
point d’intersection des droites O'w, L'w.  ¢. 0. . p.

Remarque. Ces points remarquables, étant en nombre
pair, peuvent étre tous imaginaires, contrairement i ce
qui a lieu pour les figures homographiques tracées sur
un plan, out il y en a toujours un de réel au moins.

Tutorime IV. Dans deux figures homographiques a
trois dimensions, il existe quatre plans (réels ou imagi-
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naires) qui, étant considérés comme appartenant & la
premiére figure, sont eux-mémes leurs homologues dans
la seconde.

En effet, prenons deux angles triédres homologues
quelconques OLPQ, O'L'P’Q’ dont O et O’ soient les
sommets correspondants, et considérons d’abord les deux
arétes homologues OL, O’L!. Les droites qui joignent
deux A deux leurs points correspondants sont situées sur
un hyperboloide H (théoréme II) qui touche tout plan Q
suivant lequel coincident deux plans homologues des deux
figures ; car ce plan rencontre les droites OL, O'L en
deux points correspondants. Donc il contient une géné-
ratrice de I’hyperboloide H, et, par conséquent, il touche
cette surface en un point de cette génératrice.

Considérons de méme deux autres séries de divisions
homographiques tracées, les unes sur OP et O'P’ et les
autres sur 0Q, O'Q'. Les droites qui joignent les points
homologues des deux premiéres divisions sont situées sur
un hyperboloide 4 une nappe H', et celles qui joignent les
points homologues des deux autres divisions sont situées
sur un hyperboloide H”.

Les trois surfaces H, H', H” ont une génératrice recti-
ligne commune, savoir, la droite de jonction des points
homologues O et O'. Donc, d’aprés le théoréme corrélatif
de celui de M. Chasles, cité au théoréeme III, ces trois
surfaces n’ont en commun que quatre plans tangents, abs-
traction faite de ceux, en nombre infini, qu’ils ont sui-
vant la génératrice commune OQ'. Je dis que chacun de ces
quatre plans jouit de la propriété d’étre un plan de coin-
cidence de deux plans homologues des deux figures.

En effet, soit  I'un de ces quatre plans, et soient a,
a’, b,b', ¢, c' les points ou il coupe respectivement les
arétes OL, O'L/, OP, O'P’, OQ, O'Q’ des deux angles
triedres. De ce que ce plan est tangent & chacun des trois
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byperboloides H, H', H", il s'ensuit que les droites ab et
a'b’, ac eta’c’, be et b'c’ sont homologues deux a deux.
Donc le plan £, considéré comme passant par les trois
droites ab, ac et bc, est 'homologue du plan £, considéré
comme passant par les troisautres droites ; cequi démontre
la proposition énoncée.

Remarque. Ces plans remarquables, qu’on peut nom-
mer plans doubles des figures homographiques, étant en
nombre pair, peuvent étre imaginaires; c’est ce qui ar-
rive quand les quatre points doubles du théoréme III le
sont eux-mémes, et vice versd; car il estbien évident que
ces plans ne sont autre chose que les quatre faces du té-
traédre dont les quatre points sont les sommets.

Tatoreme V. Dans deux figures homographiques &
trois dimensions, il existe six droites (réelles ou imagi-
naires) qui, considérées comme appartenant & la pre-
miére figure, sont clles-mémes leurs homologues dans la
seconde.

Ce théoréme est une conséquence des deux qui précé-
dent; ces droites doubles sont les arétes du tétraédre dé-

terminé par les points doubles ou par les plans doubles
indistinctement.

SOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS
Proposées par M. Strebor
(voir t. IX, p.182);

Par re P. PEPIN, S. J.

1°. Soient deux paraboles ayant méme foyer et s’entre-
coupant orthogonalement, qui touchent respectivement
deux ellipses homofocales données, dont un des foyers
coincide avec celui des paraboles. Les pointsd’intersection
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de toutes les paires de paraboles qui satisfonta cette condi-
tion seront situées sur une circonférence de cercle, ayant
pour centre le foyer commun des paraboles.
De plus le rayon de ce cercle sera la demi-somme des
grands axes des deux ellipses données.
Soient

’
o o

P=x+ecos9’ p= 1+¢ cos 8

les équations en coordonnées polaires p, 8, desdeux ellipses
données, le pole étant situé au foyer commun des ellipses
et des paraboles.

Soient « et & les angles que font avec I'axe polaire les
axes des deux paraboles, et 6 I'angle polaire, les équations
de ces deux paraboles seront

’

_ P = P .
P_1+cos(9—oc) e 1+ cos (6 —a)

Les points d’intersection des deux paraboles correspon-
dent aux angles polaives qui satisfont a I'équation

/

Vi Id

() 14+cos(8—a) 1-4cos(8—o)

D’ailleurs on doit avoir
o =7+ a;

en effet, appelons et ' les angles que font avec I'axe
polaire les tangentes menées respectivement aux deux
paraboles, par leur point d'intersection. L’angle formé
par la tangente avec I'axe de la parabole est la moitié de
I'angle formé par le rayon vecteur du point de contact avec
le méme axe; on a donc

p,:-;-('rr-—e-{—d), P’:%(ﬂ—eﬁ-“')-
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Or, pour que les deux tangentes soient perpendiculaires
I'une a I'autre, on doit avoir

T ’
p= s
on a donc
1 L. I
—(x— 6 Ne=—d4—(r—8
2(7: o )=+ (n + a),

d’ou
o =r 4 a.

Dés lors I'équation (a) donnera

COS(G—a):%ﬁ,‘,

le rayon vecteur des points d'intersection des deux para-
boles sera donc

(6) P=£(P+P/)3

pour démontrer le théoréme énoncé, il suffira donc de
démontrer que la somme des deux paramétres variables
P, p'» est égale a la somme des grands axes des deux
ellipses.
La tangente trigonométrique de I'angle formé avec le
v p ? 1 —_—
rayon vecteur par la tangente & lelhpsep__-—-————--l ey
est
dé  1+4-ecosh
P dp = Tesing

relativement a la parabole p = » cette tangentc

1cos (0 — )
est

1

de__x+cos(o-—a)_c°s§(9—"“>

P ™ " sin(6—a

sin 1(6——0:)
2
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Puisque la parabole doit étre tangente a I'ellipse, en dési-
gnant par 8’ I'angle polaire correspondant au point de
contact, on aura

__ w1 +cos (8 —a)]
- 1+ ecosb ’

(c)

l 7
x—i—ecose'__cos;(a «)

esin 6

\ sin é (0! —a)

En appelant 6” angle polaire qui répond au point de
contact de la seconde ellipse et dela seconde parabole, on
aura semblablement

o' [1—cos (8" —a)]
- 1 + ¢ cos 9"

!

’

(d)

: l n
sin= (8" — a
I -+ ¢ cosd” 2( )

¢ sin 6”

I
— (6" —
cos 2( «)

Les deux équations (c) donnent

esin@.cos -1-(9’ —a)
14-ecosf = : 2 y
inlio—
smz( «)

! LA, inl (¢ —
m.2c052(9 a)51n2(9 a)—asin(ol_.a)'

esinb’

p= -
csinO’.cos;(B'— «)

Les équations (d) donnent de méme
’ n o ¥y
¢’ cost sm-?-(f) — a)

14 € cos8" = — ’
1 "
cos-2-(9 — a)
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et
,____ @ .sin(6" -—a)’
p ¢’ sin 0"
on a donc

w.sin (0 —a) o@.sin (0" —«)
esin 6’ e’ sin §”

() pP+P=
Or la derniére des équations (c) donne
I
=—sin - (0 —
° snnz( o)
M ’ 1 ’ ’ M I ’
—e|sin® .cos;(e —a)—cosb’ sin ;(9 —a)
=sin = (8 — @) — ¢ sin = (6’ + a)-
2 2
On en déduit
. 1 P, . 1
sin=6'.cos—« (1 —e) — cos —0'sin—a (14 €)=o,
2 2 2 2
d’ou

(1 —¢")sine
(1= €’)cosa —2¢€

I 14¢€ I
tang;O':l S tang —a, tang 6’ =

On aura donc

sin (8’ — . 2 (e — e?cos
—————(. - %) = cos & — sin«.cos.8' = _(_c__.__“_).
sin ¢ o

De méme la secoude des équations (d) donne

sin (8" —a) 2(¢ 4 e€’cosa),
sing” T 1— ¢ ’

en substituant dans I'équation (e) on obtiendra

2w + 20’ + cw e o
= e 4 2€08 & [ ————— )}
1—e  1—e? [—e 1—e)’
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or les deux ellipses étant homofocales, on a

ew e o'
T—e 1=
On a donc
, 2w 24’
PHP=TT07 0

’

2 .
or ——— el ———; sont les grands axes des deux ellipses;
e =

la somme des paramétres variables des deux paraboles est
donc égale i la somme des grands axes des deux ellipses,
et, en vertu de 'équation (b), le rayon vecteur de leur
point d’insertion est égal & la moitié de la somme de ces
grands axes. C. Q. F. D.

2", Trouver en coordonnées elliptigues U'équation d’'une
parabole quelconque, tangente & une ellipse donnée, et
dont le foyer coincide avec Uun des foyers de Uellipse.

Soient

) ©
b= ———-L)———~ et p=7
14 c0os (0 — «) 1+ ecosl

les équations de la parabole et de lellipse rapporiées a
leur foyer commun. On aura eutre les indéterminées p,
a, et les constantes @ et e, la relation trouvée dans le pro-
bléme précédent

25 (1 —ecosx)
(1) p=2ml sy

i—é&
D’ailleurs I'équation de la parabole développée donne
(2) p+p.cosb.coso + psind sine==p.

Soit ¢ la distance du centre de Tellipse au foyer; et
prenons pour coordonnées clliptiques du point (o, 6,) les
demi-axes trausverses 2, 1, de 'ellipse et de I'hyperbole,
bomofocales & ['ellipse donnée, qui se coupent en ce
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point. Les formules de transformation seront
1y . 1
pcosf = —+ psm9=;\/() — ) (e —p)>

d’ou
p=1>X4p.

L’équation (2) deviendra donc

(3)(r+) + (.L*f+c> cosa + 2 =) (¢ — ) = p,

¢
d’ou

/ 2 ()

-L—T;).’;L’—i-——(c——#—) ()\+y)+()\+y.)’.cos’oz
(4) +z)‘y<1-—pcgsa>+2(1+y)(0005a—p)

=+ p* = ¢ — 2 pccos x = o.

Telle est 'équation demandée. Elle détermine pour une
valeur donnée del'angle «, quatre paraboles symétriques
par rapport aux deux axes ; car chaque couple de valeurs
de A et de p détermine qualre points symétriques par
rapport aux deux axes. Ces quatre paraboles satisfont aux
conditions données ; leurs axes priucipaux font avec I'axe

- ™ 3x
des x positifs les angles o, o + =5 o -, 00 - —-
2

3°. Soient

- =
2 2

0 = ———‘id—?_.__;..—..————, @ = —:_..—d—?—__—_—

, V1—sin'6.sin’g oV 1—cos?.sin’g?

il faut prouver que

(<]

o z log (4 sin 6 tang6) >o.

Démeonstration. ®' étant positif, I'inégalité proposée
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revient a la suivante :
2 .
e—-- @’ .log <—4—9) — = 8'log(sin?8) > o.
T

Or, en désignant par Q la série

1.3 .. (2n —1)?

Q=—-2l + (cos?0)" o

><[1-1-34 + +(—2n———__21—):—2—n]’

on a la relation (Verhu]st, Traité des fonctions ellip-
tigues, page 125)

2 (4 Y
® ne‘ob(cose)_Q'

L’égalité qu'il s’agit de démontrer devient donc

Q——%e’.log(sin’e) >o.

Or
2
r l——;—cos’e—f- - 42005‘9_‘_
e = -
2 1’,32_.'(2” )7 \
22.42. . (Zn)’ (COS 9)"+
— log (1 — cos?8) = cos?§ + (cos? 9)? . (co;’9)’
cos?0)"
+
On a donc
2 -]
— = 0@'.log(sin*6) = 1pYn
5 ©'-log(sin’6) 2: (cos*8)
I 1 12 I 1231
r o on—1 ;+,,—,:—2'2—,—4*, ce
>

12.3% ., (2n — 3)
274 .. (2rn— 2}

® 3., —1I)
>2,'l—;=.‘/;r.gf'u—;)(°°s’°)"<'+ +3+ *%);
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et, par conséquent,

(2

Q— —e log (sin?8) > 2 22 4, )1) (cos’ )

X[(""’;""%“""""l) (x+ A +(—2—ﬂ—;‘——)—2—n)]

Or, quel que soit le nombre entier 2, la différence

11 1
(1+;+§+...+) [l+ 3+4 5+---+(2ﬂ-—l)2ﬂ]

est toujours positive; la série qui forme le second mem-
bre de 'inégalité précédente est donc positive, et1’'on a

Q —= -0 log(sin?6) > o.

C. Q. F. D.

TROISIEME SOLUTION DE LA QUESTION 396

(voir page 9) ;

Par M. LEGRANDAIS,
Eléve du lycée Louis-le-Grand ( classe de M. Vieille).

Par le sommet A d'un triangle plan ABC mener une
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droite telle, que les perpendiculaires BB’, CC’ abaissées
respectivement des sommets B et C sur cette droite for-
ment deux triangles rectangles ABB’, ACC’ équivalents.

Soit le triangle ABC dont la médiane est AM. Je dé-
cris du point M comme centre, avec un rayon égal a AM,
un arc de cercle qui coupe BC en D. Je dis que la droite
AD satisfait a la question,

En effet, ce qu’il faut démontrer, c’est que

BB AC
CC' ™ AB”’
or les triangles semblables BB’D, CC’'D donnent
BB’ _B'D
¢ — oc’
Mais si je méne MH perpendiculaire 4 AD, le point M
éant le milieu de BC, le point H est le milieu de B’C’,
et 'on a
HB' = HC(C';

mais le triangle AMD étant isocéle, on a aussi

AH = HD.
Donc

AB' = D(C’
et

AC =B'D;
donc

BB _ AC

CC — AB

C. Q. F. D.

Comme l'arc de cercle décrit du point M comme cen-
ire, avec MA pour rayon, coupe BC en deux points D et
D/, le probléme admet deux solutions.
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Lorsque le triangle ABC est isoctle, ces deux solu-
tions subsistent; seulement les triangles deviennent
égaux.

Lorsque le triangle est rectangle, les deux triangles
construits par la méthode précédente s’annulent, car
les droites AD et AD’ se confondent avec les cotés du
triangle.

On voit, du reste, facilement dans ce cas que le pro-
bléme n’admet pas de solution, 4 moins que le triangle
rectangle ne soit isocéle, et alors il en admet une infinité.

Lorsque le triangle est isocéle, sans éire rectangle,
outre les deux solutions qu'on trouve pour un triangle
quelconque, et qui subsistent encore dans ce cas, il y a
une troisiéme solution donnée par la droite menée paral-
lelement & la base.

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE;
Par M. VANNSON.

Nous nous sommes proposé , dans cet article et quel-
ques-uns qui suivront, d’établir les formules fondamen-
tales de I'analyse sphérique. Les personnes qui voudront
étudier d'une maniére plus compléte cette branche d’a-
nalyse devront lire un trés-bon ouvrage de M. Borgnet
intitulé : Essais d’analyse sphérique (*). Toutefois notre
marche différe de celle de M. Borgnet en ce qu'au lieu
d’employer la méthode des projections nous nous ser-
vons du calcul, en prenant pour point de départ les
formules les plus usuelles de trigonométrie sphérique.

(¥) Voir Nouvelles Annales,t. V1, p. 474; t. VII, p. 147 et 174, Tw.
Ann, de Mathémat., t. XVIL. (Février 1858.) 5
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Nous insisterons sur un cas qui se présente fréquem-
ment dans la discussion des courbes, cas dans lequel les
formules générales données par M. Borgnet ne peuvent
s’appliquer.
Soient deux axes obliques se coupant au point O sous
un angle 6; prenons a partir du point O deux distances

Fic. 1.
B

o P

OA, OB, égales 2 un quadrant. Pour déterminer la po-
sition d’'un point quelconque M sur la sphére, il nous
suffira de le joindre aux points A et B par deux arcs de
grands cercles qui couperont les axes en deux points P et
Q, et de nous donner les segments OP et OQ que nous
appellerons les coordonnées obliques du point M; les
points P et Q sont les projections du point M, et les
points A et B se nomment centres de projections. Dési-
gnons les segments OP, OQ par x et y; par « 'angle que
fait I'arc OM avec 'axe des x, et proposons-nous de cal-
culer en fonction de x, y et@les principaux ligneset angles
de cette figure. La résolution du triangle AQO, dans le-
quel on connait deux cotés et I'angle compris, donne

tangA —sin 0 tangy ;
on a de méme
tangB = sin 6 tangz,
d’ou
tangA _ tangy
(1) tangB — iangz
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Si dans le triangle OMA on prend la valeur de tang OM,
on trouve

tangOM = t:?ng:;
-on a par analogie
tangOM = s_int_a(uel_g%a—) ’
d’ou
tangA sina

tangB ~ sin (0 — )
et, par suite,
tangy  sina
(2) tangz ~ sin (0 — «)

Si dans cette formule « est constant, y et x variables,,
clle donne 'équation d'un grand cercle passant par I'o-
rigine et faisant un angle connu avec ’axe des x; si l'on
convient de représenter pour plus de simplicité les deux
tangentes par Y et X, on aura pour équation du cercle

oM
Y = aX.

‘On peut écrire ainsi la formule (1)

Y cotMAB <tang MBA)

X cotMBA ~ \tang MAB

Si l'on regarde le deuxiéme membre comme constant,
on a ainsi I’équation d’un grand cercle mené par I'origine.
De la résulte ce théoréme :

Le lieu des sommets des triangles sphériques ayant
une base commune (AB) et dans lesquels les tangantes
des angles a la base sont dans un rapport donné est une
circonférence de grand cercle passant par le pole de la
base.

5.
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Les triangles supplémentaires donnent un théoréme
inverse :

8i des triangles ont un angle commun et que les tan-
gentes des cotés qui le comprennent soient en rapport
constant, le troisieine cdté passera par un point fixe
situé a 9o degrés du sommet de I’angle commun.

Ce dernier théoréme sert & trouver graphiquement une
tangente qui soit guatriéme proportionnelle & trois tan-
gentes d’arcs donnés.

Le triangle BOP donne

0
tang BPA = [ang »
cosx
de méme
_ tangf
tang BQA = cosy }
ainsi

cosy _ tang P
cosx  tangQ

Si le deuxiéme membre est constant, cette équation
donnera le lieu du point M. Il serait facile d’y recon-
naitre une ellipse sphérique ayant son centre au point O.

Pour fixer la position d’un point sur la sphére, on le
rapporte le plus ordinairement 4 deux axes rectangu-
laires. Ainsi en géographie on prend pour axes 'équa-
teur et le premier méridien, et le point se détermine par
sa latitude et sa longitude ; mais on peut aussi, au lieu de
I'arc de latitude, prendre pour ordonnée la projection
de cet arc sur le premier méridien. Ce second mode de
détermination a I’avantage de donner des formules symé-
triques par rapport a x et & y, et plus faciles 4 comparer
avec leurs analogues sur le plan. Pour distinguer I'un de
Pautre ces deux systémes de coordonnées, nous appelle-
rons les premiéres coordonnées géographiques, et les se-
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condes coordonnées géométriques ; 1a formule pour passer
d’un systéme a I'autre se trouve aisément par la résolution
d'un triangle rectangle; et si I'on appelle y la latitude et
Y sa projection sur le premier méridien ou axe des Y, on
trouve
tangy = tangY cosx,

x étant la longitude du point.
Il y a un cas particulier ot les coordonnées géomé-
triques ne détermineraient pas le point. C’est quand

™ . T .
x = alors Y égale aussi -, et les deux arcs perpendi-
2

culaires aux axes qui donnent en général la position du
point par leur rencontre se confondent dans ce cas par-
ticulier. Il faut donc se donner la latitude du point pour
fixer sa position.

ProsLime. Connaissant les coordonnées d’un point
rapporté a des axes obliques, trouver sa distance a U'o-
rigine.

On a déja trouvé (p. 67)
tang A

tangOM = —
sina

’

or
tang A = sin tangy.

D’ailleurs I'équation trouvée plus haut

tangy  sina
tangz ~ sin(0 — &)
donne
ta ind
tang « = ngy sin ’
tangx - tang y cosf
d’ou
. tang y sin §
sine = 8

Vtang?y 4 tang'z + 2 tangy tangz cos§
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Substituant ces valeurs dans I'expression de tang OM,
ona

tang’ OM = tang’y —+ tang’ z -+ 2tangy tangx cos9
ou, plus simplement,

Y? 4+ X?*+2XY cosf =1r?,

X, Y, r représentant des tangentes; si r est constant, Y et
X variables, on aura I’équation d’un petit cercle ayant
son pdle a Iorigine et rapporté a des axes obliques; si

6 = go°,
on aura
Y4+ X*=r?,

comme sur un plan.

Prosiime. Trouver l'équation d’un grand cercle qui
coupe les axes a des distances connues de l’origine («
et B3).

Soient A et B les traces du cercle donné, prenons un-
point M sur ce cercle; soient P et P’ les centres de pro-
Jections, N la projection de M sur I'axe des y, N’ sur I'axe

des x. Le triangle AOB coupé par I'arc transversal pro-
jetant NMP donnera (*)

sin(B—y) 1 sinMB _

sin y cosx sinMA ~ ’
de méme
sin{«e—2x) 1 sinMA
T sinz  cos6 sinMB
™) OA=~, ON' = x,
OB = 3, ON =1y,

B—y=BN, o—azx=AN.

L'cquation exprime le théoréme de Ptolémée sur la transversale. Twm:
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Si nous multiplions ces équations membre 2 membre,
nous trouvons, en simplifiant,

tangy = tangxr .
tang €  tanga

b

ou

o~ 4

X
-+ —=1,
a

les lettres X, Y, a, b représentant des tangentes. La for-
mule est démontrée pour des axes quelconques. On peut
aussi I'écrire sous cette forme

ry—Az+0b,

A représentant, si les axes sont rectangulaires, la cotan-
gente en signe contraire de I'angle formé par 1'axe des x
avec un arc qui projetterait 'origine sur la circonférence
donnée. L’équation de cet arc projetant serait donc

I
J’=—K""$

si I'on cherche lintersection de deux arcs, puis la dis-
tance de l'origine au point de rencontre , on trouvera, en
appelant D la tangente de cette distance,
D=0 .
\/ 14 A’

D’oui 'on voit que I'équation d’'une circonférence de grand
cercle éloignée de I'origine d’un arc D sera

ry=Az=D i+ A.

Si A varie, D restant le méme, ce sera I'équation d’une
tangente quelconque 4 un cercle dont le centre est a I'o-
rigine, D représentant la tangente de la distance polaire
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ct A la cotangente en signe contraire de 1’angle formé
par I'axe des x et I'arc qui va du pdle au point de con-
tact. Si 'on considére alternativement les deux signes,
on aura les équations de deux tangentes menées aux
extrémités du méme diamétre; enfin sil'on cherche leur
point de rencontre, on trouve x = o , ce qui fait voir
que le point de rencontre est a go degrés de I'origine.

Pour achever de connaitre ce point, il faut donc avoir
la tangente de sa latitude: on trouve aisément qu’elle
est égale A A.

Remarque. Connaissant les coordonnées du péle d'un
grand cercle, on peut en déduire la valeur de a et b.
x'y y' désignant les tangentes des coordonnées du pole, on
a évidemment

1 T
a=——y b=——
x y
ce qui permet de représenter une circonférence de grand
cercle par I'équation

Yy xal—1=o.
(BowreneET.)

L’équation d’une circonférence de grand cercle passant
par un point donné sera évidemment

y—ry =A(x—x).

Cette équation ne s'applique pas au cas ou le point donné
serait & go degrés de 'origine, alors

=y =w,
et il faut se servir de la latitude du point M que j’appel-

lerai /. Pour cela, considérons le triangle POP’ formé
par les deux centres de projection et origine. Il est coupé
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par I’arc donné au point M (MP est égal 4 /), et on a par

FiG. 2.
P
M
3
0
le théoréme des transversales
sin? sina cos8
sin (§ — /) cosa’sing
ou
tang 6 sin/
tanga  sin (0 —{)

L’équation demandée sera donc

y=Azxz+ b,

A représentant - ou simplement tang / si les axes

sin /
in (6 —1)
sont rectangulaires. Si donc plusieurs circonférences ont
un point commun situé a go degrés de I'origine, le cocffi-
cient de x sera le méme dans leurs équations et ce coeffi-
cient sera la tangente de la latitude du point commun,
les axes étant rectangulaires. Ce systéme de circonférences
sera donc |'analogue d’un systéme de droites paralléles sur
un plan.

L’équation d’une circonférence de grand cercle passant
par deux points sera en général
y=y _r =y
z—z 2 —a

Si le deuxiéme point est & go degrés, I'équation sera

y—y =A(x—2'),
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A désignant la tangente de la latitude du deuxiéme point
si les axes sont rectangulaires, et, dans le cas général,
sin/
sin (6 — 1)
Nous allons faire I'application des formules précédentes
a quelques problémes et théorémes.

Définition. Etant donnés deux points A et B sur une
spheére, si I'on prend sur I'arc qui les joint un troisi¢me
point O déterminé par I'équation

X—2 m
7—X n

X, x', x" étant les tangentes des abscisses des trois points,
ce troisi¢éme point, quand le rayon de la sphére devient
infini, partage évidemment la ligne AB dans le rapport
de m a n. Cela posé, nous dirons, pour abréger quel-
ques énoncés, que ce point O partage 'arc AB suivant le
rapport sphérique de m a n. On tire de 'équation

mx” 4+ nx’
—— e
m-4-n

On voit aisément que la méme relation existe pour les or-
données, en sorte que
my” <+ ny’

man

Y=

Tatorkme. S l’on divise les trois cétés ¢, b, a d'un
triangle sphérique, le premier suivant le rapport sphé-
rigue de m & n, le deuxiéme suivant le rapport de p & m,
le troisiéme suivant le rapport de n & p ; si l’on joint en-
suite chaque point de division au sommet opposé, les
trots arcs ainsi obtenus concourent au méme point.

Le calcul se fait identiquement comme sur un plan. 11
suffit d’écrire les équations des trois arcs ramenées a la
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forme
Ar+By+C=o.

En ajoutant leurs premiers membres, on trouve identi-
quement zéro , ce qui prouve que les trois circonférences
ont un point commun.

On trouve, pour les coordonnées du point de ren-
contre,

X =

mzx' 4+ nx” + px” Y— my’ -+ ny” + py"
m-—+-nr-p ’ - m-+n—+p

Les mémes formules s’appliquent sur un plan; si, par
exemple, on méne dans un triangle les trois bissectrices,
on voit que les trois nombres m, n, p seront alors les
trois cotés a, b, c; on aura donc pour les coordonnées
du centre du cercle inscrit a un triangle rectiligne

___ax’-l- b.‘L"/ 4+ cxlll’ ¥ = ay’+by” —|—-C}’”"
- e+ b4c T T a+4+b+c

§'il s’agissait du centre d’'un des trois cercles exinscrits,
il suffirait de changer le signe du c6té qu’on n’aurait pas
prolongé.

Si dans la formule relative a la division d’un arc sui-
vant le rapport sphérique de m a n, on suppose m =n,
on trouve

X

_‘x/+xll yl _{_y//
—_—— _——
2 2

et dans le probléme suivant si nous faisons

”l:ll:P,

en trouve
.t, ,” + 1”’ ! " n
X= ——t%_—,- Y — 'yi‘%i-

Nous appellerons par analogie le point ainsi obtenu
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centre sphérique des moyennes distances pour deux ou
trois points. En général, nous appellerons centre sphé-
rique des moyennes distances d'un systéme de n points,
le point déterminé par les deux équations

x=2(=)  y_z()
n n

Tntorime. Etant donné un systéme de points surla
sphére, si l’on joint le centre sphérique des deux pre-
miers au troisiéme, qu'on divise l’arc obtenu dans le
rapport sphérique de 1 & 2, qu’on joigne le point trouvé
au quatriéme des points, puis qu’on divise I’arc de jonc-
tion dans le rapport sphérique de 1 a 3, et ainsi de suite,
on trouvera aisément pour fixer la position du dernier
point les équations

~
™M

3#) g i)

n n

X=

Ce point est donc le centre sphériquc du systéme de
points; ce centre reste donc le méme dans quelque ordre
gu'on prenne les points.

Si T'on détermine d’abord le centre sphérique des
moyennes distances de m points, puis le centre des 7 —m
qui restent, qu’on joigne ces deux points par un arc de
grand cercle, enfin qu’on partage cet arc suivant le rap-
port sphérique de m a (n — m) , le point de division sera
encore le centre sphérique des moyennes distances des n
points donnés.

Tutorkme. Etant donné un systéme de n + 1 points,
si l’on joint I'un quelconque d’eux au centre sphérique
des moyennes distances de tous les autres , on obtiendra
ainsin 1 arcs de grands cercles qui passeront par un
point commaurn.

Cela résulte comme conséquence du théoréme précé-
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dent. On peut aussi le démontrer directement par un cal-
cul trés-simple. Soit X, la tangente de ’abscisse du centre
de tout le systéme et X, pour celui de n points, on aura

i(@)—2 X' (n4+1)—uzx,
X, = = ’
n n

de méme
Y(r4+1)—y
Y, = — U7
n

L’équation du cercle passant par le centre de n points et
par le (n + 1)%" sera donc

y—y Y —x

x—x X, — z’
cercle qui passe évidlemment par le point dont les coor-
donndes sont Y’ et X', C. Q. F. D.

La suite prochainement.

QUESTION D’EXAMEN.

SUR LE NOMBRE DE POINTS QUl DETERMINENT
UNE COURBE DU SECOND DEGRE.

En exprimant que les deux axes @, b d'une ellipse de_
viennent égaux entre eux, on a une circonférence qui se
détermine par trois points. De sorte que I'égalité

a—b=o0

équivaut a deux conditions déterminantes. Il en est autre-

. ment dans I'hyperbole, I'égalité des axes n’équivaut plus

qu’a une seule condition. C’est ce qu’on a proposé d’ex-
pliquer.

Cela tient a ce que, dans le cas de Iellipse, le premier
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anembre de I'équation

a—b=o

est la somme de deux carrés précédés du méme signe, et,
en conséquence, I'équation se partage et donne lieu a
deux relations entre les coefficients de 1’équation géné-
rale du second degré. Il n’en est plus de méme pour I'hy-
perbole.

En effet, la réduction de I'équation générale du second
degré

Ay*+Bzy+Cx*+Dy+Ezx+F=o,

par la transformation des coordonnées, montre que les
axes de I’ellipse représentée par cette équation sont entre
eux comme les fonctions

(A+C)+V(A=Cy+¥,
(A+C) — V(A—Cy+ B,
et que le rapport de deux axes de I'hyperbole est égal au
rapport de ces deux fonctions changé de signe.
Il s’ensuit que I’égalité des deux axes de V'ellipse est
exprimée par ’équation
(A—C)+ B*=o,
qui donne les deux conditions
A—C=o0, B=—o,
tandis que I'égalité des axes de I'hyperbole exige seule-
ment qu’on ait
A+ C=o.
G.
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 195

(vofr t. X1, p. 198);

Par M. L. DEWULF.

On donne trois cercles C,, Cy, C;; on trace trois nou-
veaux cercles, P; ayant méme sécante commune que C,
et C,, et coupant C, orthogonalement ; de méme P, et P,.
Demontrer que ces trois nouveaux cercles ont méme corde
(réelle ou idéale) commune ou méme axe radical.

Tragons le cercle orthotomique O aux trois cercles
donnés, ce cercle est aussi orthotomique aux trois nou-
veaux cercles. Leurs axes radicaux passent donc par son
centre.

Le centre de P, se trouve & l'intersection de la droite
C,C, avec la corde 7,7, commune 4 C, et 4 O.




()

On trouve de méme les centres de Py et de Py. Il faut
démontrer que ces trois points sont en ligne droite.

Projetons la figure de maniére que la droite P, P, passe
a l'infini.

7s7s deviendra paralléle a G, C, et G, O sera perpendi-
culaire a C,C,.

¥17s deviendra paralléle 4 C,C, et C,O sera perpendi-
culaire a C,C,.

O deviendra l'intersection de deux hauteurs du nou-
veau triangle; donc la projection de C,O sera aussi
perpendiculaire 4 C,C, et Py passera aussi & linfini.
Donc, etc.

Remarques.

1°. Cy, Gy, Cy, 715 71, 7» forment deux triangles po-
laires réciproques. Les droites qui joignent les sommets
opposés se coupent en un méme point, pole de la ligne
P, P, par rapport au cercle orthotomique O.

2°. Les points Gy, C,, Cs, 71, 71, 7s sont sur une méme
conique, ce qui donne ce théoréme : Les sommets de deux
triangles polaires réciproques sont sur une méme co-
nique.

3°. Les cotés des deux triangles forment un hexagone
circonscriptible & une conique.

On peut arriver a une solution aussi simple par 'ana-
lyse. Les trois axes radicaux de P, P, Py passent en O.

~ Soit ¢ = o0 l’équation homogéne du cercle orthoto-

mique O; soient Xoy, 2o, &y ¥4 24y T3¥22s les coordon-
nées des trois sommets du triangle C,C,C,, et posons

Ty Yo 2o
Ty % | = A

Ty Y21 2,

Les équations des lignes C,C,, C,C,s, C,Cy, 7,71,



7178y V175 seront

de de dy
d——’o.l"i—dya) +([—o = 0,
de dy de
(Ex+2;y+g;z—(3,
de de dy _
[—t;-‘;.l‘-l“—l;)"*"[‘l}:z—*ov
cl

dA +(1A +dAz o
;l—.z'ox dy,,f dz,
dA dA '+dAz o
" T T T

dA + da + da i—o

—_— — S— —_— .

dz, dy,f dz,
Appelons x'y'z'y x"y"z", x"y" 2" les coordonnées des
points P,, Py, Py, et faisons

.2:’ f, zl
D = .z‘// ]// 2”
.22"’ J,JII zw

La condition pour que les trois points P,, P,, Py soicnt
en ligne droite

dD dD dD dD _ d*D
& ay T a = ady = °
ou
D=o,

équation qui se vérifie, mais par des calculs un peu
longs.

Ann. de Mathémat., t. XVIl. (Mars 1858.) 6
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 319

(voir t. XVI, p. 385);

Par M. L. DEWULF.

Soient
(1) F(z,y,z)=o0
I'équation de la surface,
(2) zcosa—+ y cosB +zcosy —d=o0

I'équation du plan P,

dF dF d
(. — / —_ — ! —_— — r —_
@B) =) S+ (r—r)m+ =2 gy=o
’équation du plan tangent a la surface en un point x'y"z’.
Si ce point est dans le plan (2), 'équation de ce plan (2)
pourra se mettre sous la forme

(4) (x—x') cosa 4+ (y — y')cosB + (2 — 2') cosy = o.

La projection de l'intersection des plans (3) et (4) sur
le plan des xy aura pour équation
{ dF dF
—_2)( — ——
\ (x— ) <dx' cosy — - cosa)
(5\ (

/ D

. [dF di
+(r—2') Wcosy—-—;;cosp =o.

Cetle équation représente la projection de la tangente a la
courbe I au point 2’y’z’, ou aussi la tangente a la projec-
tion de la courbe I sur le plan xy en un point x'y’. La
tangente & la courbe 1’ au point x'y’ est

: , dF L dF
(6) ('”"x)(ﬁ'*‘(f—f)@—‘l
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Si les équations (5) et (6) sont identiques, la projection
de T est tangente & I’ aux points ou I coupe le plan de I’,

. s . dF ,
ct cette identité a lieu si —7 = o pour les coordonnées de

ces points.

Dans le cas particulier des surfaces du second degré, si
P’ est un plan principal, les plans tangents a la surface
en un point quelconque de 'intersection de la surface et
de P’ sont perpendiculaires au plan P’, et par suite
dF

— = 0,
dz

SUR LA THEORIE DE DEUX CONIQUES;
Par M. G. SALMON.

Cesta M. Cayley ue je dois beaucoup de ce qui suit.
1. Soicent les équations des deux coniques

J, = ax® + by*+ cz* + 2dyz + 2¢zr + 2 fxy = o,

U=a'z+ by +c 2+ 2dys+ 2020+ 2f 2y = o.

(Pour les ¢quations homogénes dont nous ferons usage,

voir Nouvelles Annales, t. XV1, p. 294.)

2. Trouver les ¢cquations des cordes ’intcrsection des
deux coniques.

On sait que I'équation

U|+)\U2:0

représente une conique qui passe par les quatre points
d’intersection de U, de U;. Maintenant il s’agit de dé-
terminer A tel, que cette équation soit décomposable en
deux facteurs linéaires. Il est évident que la détermina-

6.



(84)
tion doit dépendre d'une équation du troisieme degré.
Car par quatre points A, B, C, D nous pouvons tirer
trois systémes de deux lignes droites AB, CD; AC, BD;
AD, BC. La condition que U, soit décomposable en de
tels facteurs est

A=abe+ 2def — ad? — be* —cf*=o (").

Nous trouverons la condition que Uy + U, soit ainsi
décomposable, en substituant pour @, a~2ia', pour b,
b+-4¥, elc., et la condition scra

A+20 410 + WA =0 (*)
ou (comme c’est ¢vident par le théoréme de Taylor)

d X ,dA ,dA ,dA ,d)
== e =

¢ ,dA
- - c R
a Tttt Z

+f o

oubien
O =2a (be—d*)+ b (ca — e )+ ¢ (ab — f*)
“+2d' (¢f —ad) +- 2¢ (fd — be) + of ' (de — of ),
N=a b +od dfl—a d*—ber— f
dy da’
(_/717+ 17[)—; -+ ...

&' =a

3. Les coeflicients A, O, O/, A’ sont des invariants
(t. XVI, p. 406); c'est-a-dire que le rapport mutuel de
ces quantités ne change pas quand on transforme les équa-
tions Uy, U, en prenant de nouveaux axes quelconques.
Car si I’équation

U +rU;=o
représente deux lignes droites, clle ne cessera pas de les
représenter quand on transforme les équations comme

(*) Voir Nouvelles Annales, t. 1, p. fg1. Tw.

(**) On trouve cette ¢quation dans Yadmirable opuscule de M. Lamé
sur les méthodes (1818); germe qui a été trés-fécondé. Le principe de
Harvey omne vivum ex ovo se vérifie partout. Tu.
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on voudra, parce que nulle transformation de coordon-
nées ne change A. 1l faut donc, quand on cherche les va-
leurs de A pour lesquelles U, 4+ AU, représente deux lignes
droites, que I'on trouve toujours les mémes valeurs de
X quels que soient les axes; d’ou il suit que I'équation

A 420 + N0 WA =o

a toujours les mémes racines, quelles que soient les formes
de U, et Uy, d’ou nous avons déduit les fonctions A, @,
O, A,

4. Pour faire voir l'usage que 'on peut tirer de cc
principe, nous chercherons la condition (due & M. Cayley
et d’ailleurs trés-difficile a trouver) pour qu'un triangle
soit inscrit & la conique U et circonscrit a U, (¥).

Si cela est possible et si nous appelons .z, y, z les équa-
tions des cotés d’'un tel triangle, il sera possible d’écrire
U,, U, sous les formes

U=2(zy+yz+zx)=—o0,
U, =0z 4+ m*y* 4= n*z* — 2lmxy — 2mnyz — 2nlzx = o.
(Poir t. XVI, p. 307 et 308.)

Daus ce cas, nous avons

A=2,
O=—({+m-+ny,
©'=4Imn (I 4+~ m—+-n),
Ne= — 41 m* n?,

et, par conséquent,
e't=4e04x.

Mais parce que ©, ©’, A’ sont des invariants , cette rela-
tion subsiste toujours quels que soient les axes (n° 3).

) Voir Nouvelles Annales, t. XV1, p. {21. Tu.
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Ainsi la condition cherchée est
a(b'd —d?)+b(ca —e)+c(a b —f7) ]2
t2d(ef —a'd') +2e(fd —b¢)
+of(de —c f)
=4(a' b +2d' e f —a'd*—b e —f)
X {a' (be —d*) 4 b (ca— ) +...]

8. Trouver la condition pour que les coniques Uy, U,
se touchent.

Nous avons dit que par quatre points A, B, €, D on
peut faire passer trois systémes de deux droites AB, CD;
AC, BD; AD, BC. Mais si les points A, B coincident,
deux de ces systémes aussi deviendront identiques, sa-
voir: AC, BD; AD, BC. Dans ce cas donc, il faut que
Péquation

A4 4+ VO 4+ A =o

ait deux racines égales. La condition est
0707 4 1811 00" = 3A7M 4 {107 + 4 A @

6. SiI'équation

représente deux droites, on aura
M=o,

et 'on voit que la condition pour que I'une ou I'autre de
ces droites touche U, est

0 = 410,
c'est aussi la condition pour que I'équation
A4+ 10+ 10 =0
ait deux racines égales.

7. 81 U, est un carreé parfait (lx + my + nz)*, on
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trouve que dans ce cas on aura

M=o, @ =o.

Le quadrilatére ABCD se change en un triangle dont deux

cOtés sont les tangentes aux points d’intersection de la

droite lx 4 my + nz = o et de la conique U; = o.
Déterminons A par ’équation

A420 =o0;
nous trouvons que I’équation de ces tangentes est
oU, —A(lx +~my—+nz)=o (*).
Mais si @ = o, cette équation est réduite a
(le +my +nz} =o,
&’ ot nons voyons que dans ce cas la droite lx+my +nz

tonche la conique U,. La condition donc pour que la
droite Iz + my + nz touche U, est @ = o, ou bien

l“dA-'- z(lA+n2(lA+? ndA—}—-?nldA 2l da
Cputn —_ — »mn — —+ 2nl — — =
da " b de " ad e +am df ¢

ou
(be—d*) 4+ m(ca— )+ n*(ab — f?) + 2 mn (ef— ad)
+2nl(fd — be) 4+ 21lm (de — cf) =0 (**).
Pour abréger, nous écrirons cette condition
Al* 4+ Bm* 4+ Cnr*+ 2Dmn 4+ 2E nl + 2Flm = o.
8. Si £, #, ¢ sont les coordonnées d'un point de la po-
laire réciproque de la conique U, (prise par rapport a
x*+y*+ 2°=0), nous trouverons I'équation de cette po-

(™) Carlona U, + iU, = o. Tw.

**) Voir Nou clles Annales, t. 11, p. 108:
A o dA __dA
A= =

Tw.
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laire réciproque en exprimant la condition que la droite
xt +yn—+ z{ touche U,. L'équation est donc
2, = AL+ Bn* + CU' + 2Dnt + 2Etf + 2FEn = o (*),
ou A, B, etc., ont la signification que nous venons d’ex-
pliquer.
9. On a les relations suivantes, savoir :
BC — D*=Aa, CA —E*= Ab, AB —F*=Ac,
EF — AD =Ad, FD—BC =A¢, DE—AB=Af("),
d’ott nous voyons que la polaire réciproque de la réci-

proque est AU, , comme cela doit étre.

10. Cherchons maintenant I'équation de la polaire ré-
ciproque de la conique U, + A U,.

Il faudra dans I'équation Z, (n° 8) substituer pour «,
a + Aa’, pour b, b+ Ab’, etc., et on trouvera

S 4+2d 4+ A%, =o,
ou
O = (b + b'c— 2dd")E* + (ca’ + ac' — 2¢ec)n’
+ (ab +ba —2ff' )¢ +2(ef + ' f—ad —a'djnE
2 (fd A df — b — b o) T
+ 2(de’ + d'e—cf — ¢ f)En.
On obtient X, en accentuant a, b, ¢, etc., dans Z,.
11. On sait que 'équation

3, 4 Ad + X3, —o,

qui contient le paramétre A, représente unc courbe qui

touche toujours
[ HESY 1

() Voir Nouvelles Annales, Polaires réciproques. Twu.
2N Voir Newvelles Annales, 101, p. Jgo. Ty,
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Mais parce que I'équation
U+20,=o0

représente un systéme de coniques passant par quatre
points, le systéme réciproque
Z,+)\¢+l’22=-0

représentera un systéme de coniques touchant quatre
droites. Il faut donc que

P =433,

représente ces quatre tangentes communes de Z, et Z,.
La forme de 'équation fait voir que la conique P passe
par les points ou les coniques Z, , Z; sont touchées par les
tangentes communes dont I'équation est

O =43, 3,

Nous voyons donc que les huit points ou deux coniques
sont touchées par leurs tangentes communes se trouvent
sur une conique dont nous pouvons former 1’équation.

12. On trouvera de méme que la polaire réciproque

de la conique
2, +A3,=o0
est
AU+, + 18U, =o

\

ou
£=(BC +B'C— 2DD') &* + (CA’ + AC' — 2 EE') )
~+ (AB'4- BA' — 2¥FF') &*
+ 2 (EF' + E'F — AD’ — AD)yz
~+ 2 (FD' + DF' — BE' — B'E) zx
+ 2 (DE/ + D'E — CF' — C'F) zy.
1’équation des tangentes communes de U, et U, est

£1= 424U, U,
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et £ est la conique qui passe par les huit points ou U, et
U, sont touchdées par ces tangentes communes.

13. Nous allons faire voir comme on pourrait parvenir
a ces coniques P, § par une autre voie. En effet, on re-
trouvera la conique § en cherchant le lieu d’un point
d’ou les tangentes a U,, U, forment un faisceau harmo-
nique, et la conique ¢ en cherchant 'enveloppe d’une
droite qui est coupée en section harmonique par les co-
niques U, U, (¥).

14. Prosrime. Trouver la condition pour que les
quatre points sur l’axe des x donnés par les équations

ax* 4-2br +~c=o0, adz+2x+c =o
forment un systéeme harmonique ?

Si x,, ax, sont les racines de la premiére équation et x,
x, de la seconde, nous aurons

. (20— x3) (2 — &) + (2 — &) (2, — 23) = 0.
Mais
2@ =2 (34 x) = —,
p )

’

¢
ryry = e (g + x,) =

N
A%

-

donc la condition cherchée est
ac’ + ca' — 2bb’ = o.
Si, rendant les équations homogénes, on pose
Si=ax*+ 2bxry +c¢y*=o,

Ss=a+2005y+cy'=o,

(*) I est évident que ® =0, ¥ =o sont des polaires réciproques;
¢ = o est la conique qui passe par les huit points de contact relatifs a Z,
et T, et f:: o la conique qui passe par les huit points de contact relatifs

Al o, Ui=a0 Ta.
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nous pouvons écrire cetle condition sous cette forme
d*$S, d*s, 2d’S. das, +d’S‘ d:s,
dat dyt  dedy dedy + dyt det

ou bien symboliquement

13. ProsLime. Trouverla condition pour que la droite
lx 4+~ my +~nz=o
soit coupée en section harmonique par les deux: coniques
U,, U,.
Afin de trouver les points ou Uj est coupée par la droite

donnée , nous éliminons z entre les équations

U =o0, lz+my—+ nz=o,

nous obtenons une équation S, homogéne en x et y. Nous
aurons ainsi

dS, _dU, [ dU,

dr  dz n ds
d8, dU, mdU,
d — dy n dz’

semblablement
dS, _du, [ dU,

dr  dr n di
dS, dU, mdU,

dy — dy »n dz

Par conséquent, nous avons

n d d d d S s
dz, dy, dz, d}'t L
d d d d d d d d\~
I — ——— — +mf— — — — —
dy, dy, dy, dz, dz, dr, dz, rlx,>

d d d (l>
o\ dn dn iy,

/
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l.a condition donc que nous cherchons est

! d d d d ‘d d d d\7)2
—_——— 4+ m| - = —— —
dy, 2, dy, dz, (l_lz, dr, dz, dr.)

ol A dd UiU.=o
L 2 __ ¢ <
dr, dy, dz,dy,

13(bc' 4+ b'c — 2dd’) + m*(ca’ + ac’ — 2¢¢’)
+ rt(ab + ba' — 2 /(")
+omn(cef' 4+ fe' —ad — a'd)
+ 2l {fd 4+ f'd — be' — b ¢)
+aolm(ded +d'e—cf'— f)=o,

¢'est-a-dire

ct parce que /, i, n sont liés par une relation du second
ordre, I'enveloppe de la droite est une conique dont I'é-
quation est trouvée en prenant la polaire réciproque de @
et qui est

oU,+0eU,— F=o.

16. Prosrime. Trouver I'équation des deux tangentes
d’un point quelconque af3y @ une conique U,.
L’équation de la droite qui joint ¢Sy a un point quel-
conque x'y y', 2’ est
v (B2 =gy )y (v —ed)+3(ay —f2') =0,

et si a’y’ 2’ est un point sur 'une ou l'autre des deux
tangentes, cette droite touchera U,;. On trouvera donc
I’équation cherchée en formant la condition que la droite
lx + my + nz = o touche Uy, et puis, substituant res-
pectivement pour 2, m, 1,

Bz—9y, yx—az, a2y — Bz,
on bien, en substituant en Z, (n° 8),

Bz—9yy, yr—uaz, ay-+8«,

pour £.7, ¢,
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17. Soit S, I'équation ainsi réduite, et nous aurons

dS, dz, dz, daS, dz, dz,
—_— =y — — 3 — e —— —y —
prabl el dy at  Tag’
ds, ds, ds, dS, ds, dz,
9 _ 0o %% 0o T2 0%
ek el & A dy ~ ag’

d d d d

_— — — — |58

Y ((/.r‘ dy,  drxy (l)ﬁ) Lo
fdod dd) /d d d d) 2
2,

o | —————— — — ———— —

~+

dn dg, dn, dc:, gdeI dg, dt, d§,

- + d d d d
Y\t dn, didm,

La condition donc pour que le faisceau des tangentes
du point «, {3, y soit harmonique est
«*(BC' + CB’ — 2DD') +...=o0,

fF=o.

18. On sait qu’il y a trois points dont les polaires re-
lativement & deux coniques sont les mémes, et que (si ces
trois polaires ont pour équations x , y, ¢) il est possible
de donner aux équations des deux coniques les formes

ou bien

ax® + by* + cz* = o,
axt+ by +ca*=o.
[ Foir mes Conics, p. 232 et 267 (*).]

Maintenant nous allons faire voir comment cette trans-
formation est cffectuée, et nous allons démontrer que,
étant données les équations U, , U, de deux coniques, les
trois droites dont les poles sont les mémes pour les deux
coniques, sont données par ’équation

df (qu,du, du,au,\  dF (dU,dU, dU, 4y,

dx —rﬁ dz dz
d¥ (dU,dU, dU,dU,

T \ds dy Ay dr ) = °

dy dz dz dy

(*) Ouvrage hors ligne, traduit par M. Poudra. Twu.
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équation que nous pouvons écrire sous la forme d’un dé-
terminant

dU, dU, dU,

dx dy dz
iiE dU, du,

dx dy dz | =0
a¥ af af

dr dy dz

D’abord on voit aisément que cela est vrai quand les
coniques Uy , U, ont les formes

U, = ax*> + by* +-cz*=o,
U=dx*+ b y'+c'22=o.
Dans ce cas, on a

A = bc, B = ca, C=ab,
A'=b ¢, B=dca, (C=al,
= aa’ (be' 4+ b’ c)a* + bb' (ca' + ac’) y?
—+ oo (ab' 4 ' b) 2,

et le déterminant que nous venons d’indiquer est (a un
facteur constant preés )
xyz =o.

Il faut donc démontrer que cette équation représente tou-
jours ces mémes droites quelle que soit la forme de U,

et U..

19. Maintenant il faut obscrver que £ est un covariant
(t. XVI, p. 406) des coniques U, , U,. Un covariant est
un dérivé d'une équation (ou de plusieurs équations) tel,
que sa rclation aux équations primitives subsiste encore
quand toutes les équations sont transformées par nne
transformation linéaire quelconque. Par exemple, la dé-
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rivée U, n’est pas un covariant de U,, parce que , quand
dzx P 1 P q I q
on transforme 'équation aux nouveaux axes, le nouveau

—d—' ne représente plus la méme courbe. Mais parce que
x

£ (la conique qui passe par les huit points de contact
des tangentes communes de U, et U,) est unique, il faut
(quels que soient les axes) que nous trouvions une équa-
tion qui représente toujours la méme courbe.

20. Ensuite nous allons démontrer que trois courbes
U, V, W éiant données, le déterminant

dU dU dU *)
dr dy dz
dV dV dVv
dx (—i; dz
dW dW dW
= A &

est un covariant des trois courbes.
I1 est bien connu que le produit des deux déterminants

b ¢ A B C
a b ¢ | X<X| A B C
al/ b// c’/ All B// C’/

est le déterminant
aA--bB +¢C aA’ +bB +4+c¢C  aA” + bB" + cC”
@A +VB+cC aA+VB +C oA + 6B 4cC
a”A -+ b//B + c//c ﬂ” Al —+ b” Bl + c!/ Cl a// A// + bll BI/ -+ (,‘” C'/

(*) Quand U, V, W sont des cercles, cette dérivée représente le cercle
qui coupe tous les trois cercles orthogonalement.
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Or si nous remplagons x, y, z par
r=az + by + cz,
y = P b'-)_'—l»—c’;,

z=a"x+ by + "z,
nous avons

= d a 4+ a” (
Gt dy dz’
d d d d
A YIRLINY Tl
Gttt @
N
(—l—z.._.( ;7; + C (—1; c dz( .

Nous voyons donc que si nous transformons linéaire-
ment U, V, W et puis formons la dérivée des équations
transformées , nous aurons

4U dU 4y | 4U du du
dx dy dz e d o i dz dy dz
v 4y AV | 4V 4V 4V
dr dy dz S , dr  dy dz
dW dW dW | 1_1_\1 (L\E fi__W
7; TI}_— dz f dx dy dz

et quand les deux dérivées ne différent que par un fac-
teur constant, toutes les deux représentent la méme
courbe.

Donc

af (dU, 4V, _dU,au,\  df (dU,dU, dU, 4T,
dz dx dr dz

w\s & Ew) T

df(du. dU, dv, dU,> Y

Az \de dy T dy de

représente toujours la méme courbe quels que soient les
axes. Il était douc suffisant de démoutrer qu’elle repré-

(*) Aprés les d il faut sous-entendre U, V, W. Tu.
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sente trois droites , en nous servant des plus simples équa-
tions.

21. On peut trouver facilement par cette méthode I'é~
quation des plans principaux d’une surface du second
degré.

Soient les termes quadratiques de I’équation

U, = ax® + by*+ cz* + 2dyz + 2¢zx + 2 fxy

que nous voulons réduire i la forme
_2 _2 2
U =Azrz+By+Cz.
Mais il faut observer que le carré de la distance d’un

point a l'origine est, pour les deux systémes de coor-

données,
2 2 2

U,=x7+y’+z’=;+;+;. )
Si les axes primitifs sont obliques, nous substituons,
pour x* + y* + 37,
x4 yr4 2t 42 yzcos(y, z) + 22rcos(z, z)
+ 2xzy cos(z, »).
Formons I'expression £ de ces systémes Uy, U, , savoir:
F=la(bre)— e —fat+(ble+a)— S — d*]
+le(a+b)—d*—e)z*+ 2 (ad—¢f ) yz
+ 2 (be — fd)zx +- 2 (¢f — de) xy (),
et puis le déterminant dérivé de U, , U;, £ représente
I'équation cubique des trois plans principaux x, y, z
(page 95).
22. Nous ajoutons aussi la méthode de M. Boole pour

trouver en grandeur les axes d’une surface du second de-
gré. Il ne faut que former les invariants A, ©,0', A’ du

.

') Voir page8g:lonaa' =b =c =o0,d =¢ =f'=0. Tu.
Ann. de Mathémat., 1. XVIL. {Mars 1858.) -
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systéeme U, , U,. Et parce que nous avons pour I'équation
transformée (page 84)
A=ABC, ©=AB+BC+CA, © =A+B4C, 8’ =1,
les quantités A, B, C ( qui sont les réciproques des carrés
des demi-axes) sont les racines de I’équation
NN —0N +0)—A=o0
ou bien
¥—(a+b+c)V+ (be —d*+ca— e+ ab— f?)2
— (abe + 2dcf — ad? — be? — ¢f?),

équation cubique qui est trés-connue dans cette théo-

rie (¥*).

SEGONDE SOLUTION
D’UNE QUESTION SUR UN PRODUIT CONTINUEL
(voir t. XVI, p. 393);

Pan M. P. A. G.

Le produit »n (2 +1) (7 + 2) (n =+ 3) de quatre nom-
bres entiers consécutifs étant augmenté de I'unité, devient
le carré de n (n + 3) + 1, somme formée du produit des
deux facteurs extrémes et de ’unité.

C’est ce que I'on rend immédiatement manifeste en
multipliant par n (n + 3) les deux membres de I'identité

(n+1)(rn+2)=r(r+3)+ 2,
et ajoutant t de part et d’autre.

Conséquence. Le produit de quatre nombres entiers
consécutifs ne peut étre un carré.

(*) Pour comprendre les n° 21 et 22, il faut se rappeler la théorie
des changements des coordonnées.  Twu.
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FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE

(voir page 65);

Par M. VANNSON.

Tutorime. Etant donnés un triangle sphérigue ABC
et un point O sur la surface d’une sphére, si de ce point
comme péle on décrit une circonférence de grand cercle,
qu’on joigne le point O, pris pour origine des coordon-
nées, au sommet A par un arc qu'on prolongera jusqu’c
sa rencontre en A’ avec la circonférence, si ensuite on
joint A' avec le centre sphérique des deux autres som-
mets et qu'on répéte la méme opération trois fois en
changeant de sommets, les trois circonférences ainsi
obtenues auront un point commun.

On peut généraliser le théoréme en P'appliquant & un
systéme de (n + 1) points, comme nous allons le faire
voir.

Soient x’, y' les tangentes des coordonnées du point A,
I'équation de I'arc OA sera

)
J .
Yy = ;I z5
toute circonférence passant par le point A’ aura pour coef-
J
ficient de x, ‘:7 Donc la circonférence qui joint le point
A’ au centre sphérique des n autres points scra repré-
sentée par I'équation

y—Y, :%(x_ X.);

mais on a trouvé dans le probléme précédent

Y (r+1)—y X (n+41)—2a'
0 AEm——

Y, =
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valeurs qui étant portées dans I'équation précédente don-
nent

n

Y(nt1) (: _ X(n +-r)),

On voit donc que cette circonférence et toutes les ana-
logues pour les autres points passent par un point com-
mun ayant pour tangente de ses coordonnées

Y (rn+1) X' (n+1)
y|m——m—, r—=—
n n
d’on

81
-

Ce point se trouve donc sur la circonférence qui passe
par le point O ctle centre sphérique C des moyennes dis-
tances du systéme. On voit aussi que ce point partage
I'arc OC suivant le rapport sphérique de z 41 a —1.

Le théoréme analogue sur un plan se démontre par un
calcul identique et peut s’énoncer ainsi :

Etant donné un systéme de (n + 1) points et un autre
point O, si Uon joint chaque point du systéme au point
O, et si ’on méne a chacune des droites ainsi obtenues
une paralléle par le centre des moyennes distances des
autres points, toutes les paralléles se couperont en un
méme point qui sera situé sur la droite menée du point O
au centre des moyennes distances de tout le systéme et
qui partagera cette droite dans le rapport den +1 a
— 1, cest-a-dire qu'il sera sur le prolongement au dela
du centre et que ses distances a Cet a O seront comme 1
estan—+1.

Dans le cas particulier d'un triangle, les paralléles
sont menées par les milieux des cotés, et le théoréme se
démontre trés-simplement par la géométrie. Le méme
théoréme s'applique aussi a un systéme de points dans
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Pespace et se démontre de la méme maniére que sur la
sphére.

Si les points du systéme se déplacent sans que leur
centre de moyennes distances change de position, le point
de rencontre des lignes paralléles sur un plan ou des arcs
de grands cercles sur la sphére ne changera pas. De la ré.
sulte une propriété des polygones réguliers inscrits dans
un cercle de centre fixe et de rayon variable. Elle aurait
lieu également pour un polyédre régulier inscrit dans une
sphére avec les mémes conditions.

Prosrime. Etant donné un triangle ABC, si d’un
point que nous supposerons sur le coté CB & une dis-
tance o du point C on méne un arc sécant qui rencontre
ABenC’'et AC en B, gu'on joigneB, B’ et C, C', on
demande le licu du point de rencontre de ces arcs.

Prenons C pour origine , CB et CA pour axes, et dési-
gnons CB par «’, CA par €’ et la variable CB' par 6.

Cela posé, I'équation de P'arc DB’ sera

” x
% -+ ; =1,
celle de ’arc AB sera
. y B
6’ + o !

Leur intersection aura pour équations

__ 68 (a—a) __aa' (8 — 8)
T — &8 T a8 —de

L’arc CC’ aura donc pour équation
y_ 668 (a—a),
x ad (6 — 6)’
pour 'arc AB, ¢est
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Eliminant € entre ces équations, on trouvera
e’ y + 6 (20— o' )x = aa’6’;

c’est donc un grand cercle qui passe au sommet C du
triangle et qui coupe CB en un point (E) pour lequel

On tire de cette relation
(z2— &)z =a(d —x),
et, remplacant ces lettres par des tangentes, on trouve
sin CD X< sinEB — sin BD..sin CE.

Ce qui prouve que les quatre points C, E, B, D sout har-

moniques, et, par suite, que le lieu demandé est le qua-

triéme arc d'un faisceau harmonique dont les trois autres

sont AC, AB, AD, I'arc cherché étant conjugué de AD.
Cas particuliers. Si nous supposons

o = tang go° =,
nous aurons

al
r = —
2
ou

tang CE — i tang CB.

Si nous supposons en méme temps

C=go°,
nous aurons aussi

tang CO = % tang 0C’,

O étant un point du licu et C' la rencontre de I'arc CO
avec AB.
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De la résulte d’abord un moyen graphique de résoudre
cette question : Etant donné un certain nombre d’arcs
«,a', 2", trouver pour chacun d’eux un arc x tel, qu'on
ait

1
tangz = -2- tang «.

On peut en déduire aussi cette conséquence : Etant donnés
un point C et une circonférence de grand cercle AB, si
du point on méne un arc CC’ coupant la circonférence
donnée en C', si I'on prend sur cet arc un point O tel,
qu’on ait

tangCO = —;— tang CC’,

le lieu du point O sera une circonférence de grand cercle
perpendiculaire a 'arc qui projette le point C sur la cir-
conférence donnée. Si, au lieu de mener I’arc OC’ sécant
a une circonférence, on le méne sécant a une courbe quel-
conque, le lien du point O obtenu de méme sera une
autre courbe de méme degré que la premiére et a laquelle
il sera facile de mener une tangente en un point donné,
ayant une fois tracé la tangente au point homologue de
la courbe donnée. Il suffira, d'aprés ce qui précede, de
projeter le point C sur cette tangente par un arc perpen-
diculaire CP, de prendre a partir de P sur P’arc tangent
une distance PM de go degrés, et de joindre le point P
au point C’ de la seconde courbe.

Si le point D par lequel on méne les arcs sécants au
triangle ACB était pris 4 go degrés du milieu de la base
CB, le licu des intersections-des diagonales du quadrila-

tére CBB’ C’ serait arc qui joint le sommet A au milieu
de la base.

Tatonkme. Etant donné un point O & go degrés du
sommet d'un angle A, si de ce point O on méne deux
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arcs sécants Omn, Om’n’, les tangentes des quatre seg-
ments a partir de A sur les c6tés sont en proportion.

Ce qui peut servir & résoudre graphiquement les deux
quesuons : 1° construire une tangente quatrleme propor-
tionnelle a trois autres ; 2° mener par un point O un arc
qui détermine sur les cotés deux segments dont les tan-
gentes soient dans un rapport donné.

ProsLime, Connaissant les coordonnées géographi-
ques de deux points, trouver les coordonnées du milieu
de l'arc qui les joint.

Fie. 1

i
L

Soient x’, x” les deux longitudes, y' et y” les lati-
tudes, Ile milieu de I'arc A’, A” ; appliquant le principe
des sinus proportionnels aux deux triangles PA’I, PA”1
dont les angles en P ont pour mesure X — x’ et " — X,
nous aurons

cos ¥’ sinA’T
sinl  sin (X — ')

cosy”  sinA"I
sinl 7 sin(z"— X)’

divisant membre a membre, on trouve

cos y”sin(z” — X) = ¢cos y'.sin (X — 2'),
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d’onl'on tire
sinz’ cos y’ + sinz” cos y”

tang X = .
g cosz’ cos y' -+ cosz” cos y”

Si nous supposons les deux points a égale distance de I'o-
rigine, nous aurons

cosz’ cos y' = cosx” cos y”,

ct en divisant le premier terme du numérateur par

cosx’ cosy’ et le deuxiéme par cosa” cos y”, nous aurons

tangz’ + tangz”

tangX = —>——— D2
h 2

ou plus simplement

ces trois lettres représentant des tangentes. Nous aurons
de méme
Y +Y”
= -
2

Y

ces trois lettres représentant, non plus les tangentes des
latitudes , mais des ordonnées prises sur I'axe des y. On
voit par la que le point que nous avions appelé centre des
moyennes distances de deux points n’est autre chose que
le milieu de I'arc qui les joint, mais sculement quand ces
deux points sont équidistants de 1'origine.

Corollaire I. Si un triangle est inscrit dans un cercle
ayant son pdle a Porigine et qu’on trace les trois mé-
dianes , on trouvera, pour déterminer leur point de ren-
contre , les équations
Xl+xll+xl// —J,/_*_f//_i_),u/,

Y

X = 3 ’ 3

expressions déja trouvées et qui déterminent le centre
sphérique des moyennes distances pour les trois sommets.
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Ainsi le centre sphérique des moyennes distances des trois
sommets d’un triangle n’est autre chose que la rencontre
des trois médianes , mais seulement quand les trois som-
mets sont équidistants de I'origine.

Corollaire I1. Si un quadrilatére est inscrit dans un
cercle, les arcs qui joignent les milieux des cotés opposés
et celui qui joint les milieux des diagonales concourent
au méme point, et si I'on prend le pole du cercle comme
origine, les coordonnées du point de rencontre seront
données par les formules

Prosuime. Etant données les coordonnées géogra-
phiques de deux points (x'y',x"y"), si l'on partage
U’arc qui les joint en deux segments dont les sinus sont
comme m est @ n, on trouvera pour la longitude du
point de division, en opérant comme dans le probléme
précédent

X =

nsinz’ cos y’ + m sinx” cos y”

" ncosa’ cos y' 4 mcosz” cos y”

Si les deux points sont équidistants de I'origine, il
vient
nx' 4+ mz"
X =&t mx
m—+n
de méme
nY +mY”
Y=
m-+n

’

ainsi 'arc est partagé suivant le rapport sphérique de
man.

Si on circonscrit un cercle 4 un triangle et qu'on
prenne le pole de ce cercle pour origine, on reconnai-
wra facilement, d’aprés ce qui préctde, que les coor-
données du point ou les bissectrices se rencontrent sont
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données par les formules
X z’ sina + z” sinb + z" sinc
- sina -+ sinb —+ sinc

__y/sina+ y"sinb 4 y"sinc

Y - - =
sina + sinb -+~ sinc

Corollaire. Les résultats précédents donnent le moyen
de construire un arc X sachant qu'on a

m tangz’ + n tang.x”
m-—n

tangX =

Nous supposons que m et n sont des sinus.
Soient pris, sur I'axe OX, OA'=x',0A" = x", de O

comme péle décrivons un cercle m' m”, prenons m"K égal

Fic.

2.
G
H /

a larc dont le sinus est m et KH égal a 1'arc dont le

sinus est n, joignez m' et H; & partir de L, milieu de
- T .. . .

M'H, prenez LG = --; joignez G 4 K par un arc qu'on

2
prolongera jusqu’en I; on aura évidemment

sinm”"l __m
sinm'l ™ n
Si donc on projette I sur OX par I'arc IP, on aura
m tangx’ + ntang z”
m—-n

tangOP =
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c . L . .
Si I'on avait m = n, Pexpression i construire serait

tangr’ + tangz”
2 ?

tang X =

il suffirait de projeter le point milieu de m’ m” sur OX.
On construirait d’'une maniére analogue un arc X donné
par 'équation

tangx’ + tang z” + tangz”

t X =
ang 3

La suite prochaincment.

NOTE SUR LA QUESTION RESOLUE PAGES 376, 430 ET 463
(Tome XVI);

Par M. VANNSON.

On donne I'équation
r=A sinx 4 B,

trouver le nombre des racines réelles.

La solution donnée page 376 ne précise pas le nombre
des racines. Celle donnée page 430 me semble présenter
une assertion inexacte. L’auteur dit (p. 431) : « Dans
I'intervalle de x' 4 x' + = la dérivée 1 — A cosx s’an-

. . , 3r . 3m . .

nule au plus unc fois, soit &' = = depuis - Jusqu'a
57r roso 2 , ’ o, ’
- la dérivée, A étant supposé positif s’annule deux
fois. De plus, quand on arrive & des valeurs de x qui
donnent des résultats de méme signe, il est bon de faire
voir que ces nombres substitués ne comprennent pas de
racines de la proposée quoiqu’ils puissent comprendre
des racines de la dérivée égalée a zéro,
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Pour tenir compte de ces remarques, je proposerai la
rédaction suivante qui s'écarte peu de la marche suivie
par M. Jozon.

Je supposerai

A>B, A>o0, B>o.
Si nous remplagons x par

™

T ™ T
-y —4Tme.., —~4bw..., ——+zm,
2 2 2 2

nous trouvons alternativement plus et moins. J’appelle z
le dernicr multiplicateur de m pour lequel cette alter-
nance de signes 4it lieu; quand % est impair, on a tou-
Jours moins; donc z est impair, sans quoi z + 1 donne-
rait le signe moins, et comme par hypothése z a donné

plus, nous n’aurions pas atteint la limite. Ainsi Z»—i-— 2T
mis a la place de x a donné moins; le nombre précédent
g -+ (2 —1) 7 a donc di donner plus, ce qui donne 'é-
galité (z — 1 étant pair)

A+B—zn + g >o

ou

A+ B I
+_.
T 2

2

Il faut donc prendre pour z le nombre impair immédiate-

ment au-dessous de A+B

I
+ Supposons comme dans
I'exemple

A=A'nm, B=Bn,

/ 5 :
A’, B’ étant entiers, on aura

z=A'"+ B,
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si celte somme est impaire, et, dans le cas contraire,
z2=A"+B —1.

Dans l'exemple donné, c'est A’ + B'— 1 qui donne le
nombre des racines positives. Remplagons maintenant x
par la série décroissante

™ b 4 T L ,
-y ——am, ——2m,..., ——bkm,..., ——2Z'm..,
2 2 2 2 2

on aura alternativement plus et moins; c’est toujours plus
quand / est pair, donc z’ est un nombre pair, sans quoi
le résuliat de la derniére substitution serait négatif, et

T™ . . .

e (2" + 1) ® donnant le signe +, la série ne serait pas
\ . . T

compléte. L’avant-dernier terme, savoir s (z'—1)ma

donc donné le signe moins, ce qui conduit a I'inégalité

B—A+z‘n—3?"<o,

d’on

11 faudra prendre pour z’le plus grand nombre pair sa-
tisfaisant a cette inégalité. Conservant les suppositions
déja admises, on aura

7 < A'— B +1 +-;;
si A’+ B’ est impair, A’ — B’ le sera aussi et on aura
2 =A"—B +41.
Le nombre total des racines trouvées est alors 2 A" 4 1.
Dans le cas ou A’ — B’ est pair, on a
= A — B,
et le nombre des racines obtenues est

2A" —1=1999
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st A/=1000 et B'=5o. Il reste & démontrer qu'entre
deux termes consécutifs de la série

hr+= et (h4 1)m42,
2 2

il ne tombe qu'une racine; en effet si 2 est pair, le co-
sinus d’'un arc compris entre ces deux termes est néga-
uif, donc il n'y a dans cet intervalle aucune racine de la
dérivée égalée a zéro ; mais si & est impair, il tombe entre

hz -+—1;r et (b 4+1) T+ ; deux racines de I'équation

?.l.‘=0.

Pour qu’il en résultat existence de trois racines entre
les nombres substitués, il faudrait que la premiére racine
de ¢’ x = o donnat & ¢x un signe contraire a celui que

donne h‘n:—i—g, c’est-a-dire le signe plus, et que la

deuxi¢me racine donnat moins.
Soit x’ 1a plus petite racine positive de I’équation

Acosz —1=o0
obtenue en égalant la dérivée a zéro. Les deux racines de

cetle méme équation entre hm —+- g et (h+1)7+ T sont
2

(A+1)m—2 et (h+1)w4 2

pour que la premiére mise au lieu de & dans I’équation
proposée donne plus, il faut avoir

—Asinz’ +B— (A4 1)r + 2 >o,
et pour que la deuxiéme donne moins, il faut avoir

Asing’ + B — (hA+1)n — 2" < o0;
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d’ou I'on peut tirer

x
A<
Mais
1
= cost’
on aurait donc
tang 2’ < 2/,

ce qui est impossible.
Si I'on objectait que le probléme revient a couper une
sinusoide par une droite et qu’il peut évidemment y avoir

. . . . T™ ~-T . .
trois intersections entre les abscisses 3 Setdos il suffirait

de remarquer qu’il faut avoir pour cela I'ordonnée de la
droite a l'origine plus grande que 1 en valeur absolue,
d’ou il résulte A < B, et c’est le cas contraire que nous
avons supposé. On verra de la méme maniére que si deux

T L3 , .
termes hm +—et (h+1) 7+ 5 donnent dans I'équation

des résultats de signe moins, ils ne comprennent entre
eux aucune racine de ’équation. ‘

Car s’ils comprenaient deux racines, il devrait y avoir
entre eux une racine de ¢’ x = o donnant & ¢x une va-
leur positive; nous supposerons . impair, afin qu'il y ait
des racines de ¢’ x =0 entre kn +§ et'(h=41)7m 4 g
La racine de ¢’ x = o qui peut donner un résultat positif
est (b4 )m+x’ et il faudrait avoir pour cela 1'iné-
galité

Asind' 4+ B—(h4+1)r—2'>o0,
d’ou
. x! 9
h 41 <A'smx’+B’—T—r <A’+B’—-;,
6 étant plus petit que 1. D’ou

A< A +B —1.
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En sorte que les nombres substitués a x appartiendraient
a la série de substitutions pour lesquelles on a trouvé des
résultats de lignes alternativement positifs et négatifs;
ce qui est contre I'hypothése.

SOLUTION DES QUESTIONS 401, 402 ET 405

(voir t. XVI, p. 401);

Pan M. A. CHANSON rr P. CHALLIOT (*),

Eleves an lycée de Versailles (classe de M. Vannson).

Quesn'on 401.

On projette un point d’unc ellipse sur les deux axes,dé-
montrer que I'enveloppe de la droite qui joint les deux
projections est la développée dune ellipse.

Méme question pour Phyperbole.

Soient &y, ¥, les coordonnées d'un point de Pellipse,
on aura

r’ vyf

(1) =+

IR T

I’équation de la droite joignant les pieds des perpendicu-
laires sera

z
(2) T 4Ll=
x, T

Appliquant le théoréme qui sert a trouver les courbes en-
veloppes , nous aurons

=)

(*) MM. Laquiéres, Carenou, Lamacq, Mendes, éléves du lyeée Saint
Louis, ont adressé des solutions analogues.

Aun. de Mathématigues, t. XVIL. (Mars 1858} 8
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on tire de la
w=k(ae), y=k0y).

Portant dans les équations (1) et (2), la premiére donne

2 [(a’f)%+(b’f)§]:,

a: h?
ou
(3) A2 = += =1
a b’
I.a seconde donne
2
3 2
x v
h=—+ =
a? b?

Remplagant A par cette valeur dans I'équation (3), il
viendra

d’ou
z

=(ab)’,

2z
3

2
(b2)" + (ay)
équation de la développée d’une ellipse dont nous allons
chercher les axes.

La développée d'une ellipse dont les axes sont A, B a
pour équation

e

2z
3

(Az)" + (By)’

|

=(C’)3

Pour que ces deux équations soient identiques , il faut que
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les coeflicients soient respectivement proportionnels

A_A—B_B

b ab

d’on 'on déduit
ab? B ab

et =
b* — a?

A= a

Quant i I'hyperbole, comme 1'équation de I’hyperbole
a? J,.'z_ b?z,z:__ 0762
ne différe de celle de Pellipse qu'en ce que b? est rem-

placé par — b2, il suflit, dans le résultat final, de remplacer
L par — b2 et L'on a

(ay ) — (br) = — (a/))%.

Question 402.

On projetie orthogonalement un point d’un ellipsoide
sur ses trois plans principaux, trouver 'enveloppe du
plan qui passc par les trois points.

Méme question pour les deux hyperboloides.

Soient &', 3”, 2z’ les coordonnées d’un point de Vellip-
soide on aura

; T I
: l) - + 5=+ ==1.
a c”
1équation du plan passant par les pieds des trois perpen-
diculaires sera
- 2
(2) — +2’_ 4 — = 2.

Applignant le théoréme qui sert a trouver les surfaces en-
veloppes, nous obtiendrons
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d’ou

1
3

zo=k(a'z)’, y =k(by)®, z.=hk(cz).

L=

Portant dans les équations (1) et (2), la premiére donne

. [(mf (by )f+(c*z)?] _,

a? b? c

ou bien

2 2 2
.l‘? 3 z-a'

(3) k2 .—'z+'—7—3+—1' =1,
a:l b.i C:{

ou
(bca:f (ac_y)%-o-(abz)ﬁzk‘.a'.
enfin

(bc.r)i + (acy ) + (abz)J = 9abc)

équation qui a beaucoup d’analogie avec celle de la déve-
loppée de Pellipse.

L’hyperboloide a4 une nappe ayant pour équation

11 3 z?
A AN
b ¢ ’
il suffit de remplacer dans I'équation ci-dessus c* par —c?,
ce qui donne
2 2

—-~(bm:)i — (acy)' + (abz)% = — (:mbc)%
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ou ]

(bex) + (acy)* — (abs )’ = (2abe)’.

Gl

Quant a 'hyperboloide & deux nappes, son équation
est

ou

il suffit, dans le résultat final, de remplacer a* et * par
— a* et — b*, ce qui donne

— (bex)

" 2

-+ (baz)j = (2abc)®

S
i

— (acy)
O

PSS
e

2
3

: :——(2nbc)‘.

S

Chex i 4 (acy)* — (absz)

Question 403.

Ecrire 'équation d'un faisceau de surfaces qui passent
par le point (x', y'; 2’) et par Iintersection des deux
surfaces

Sflz, y,2)=0, 9(z,r,z)=0.
L’équation générale des surfaces passant par 'intersec-
tion des deux surfaces proposées sera

"‘f(xv)ﬁz)"'?(‘r’f’z):()?

A étant une indéterminée arbitraire. Exprimons que le
point (x'y’ z') est sur la surface

A,y ) +e(x,y, d)=0,
d'on '
‘P(x’ay,, z')’
Sy 2

A IS
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par suite I’équation demandée est

Sz, 5, z): p(z, 7> Z)
f(xly .7/7 z,> q)(.l", )’,’ zl>

SOLUTION DE LA QUESTION 422

(voir p. 32);

Par M. P. DELESTREE,

Eléve du lycée Saint-Louis ( classe de M. Briot ),

MM. LAQUIERES, FENEON,

Eléves du lyeée Saint-Louis,

M. BERGIS,

Eléve de Vinstitution Mayer.

Er M. S. DE SILGUY,

Eléve des Carmes (classe de M. Gerono.)

Discuter et construire le lieu représenté par I'équation
yz'+ bxr+c=o.
Nous aurons quatre cas a considérer suivant que

b>o0, ¢>o,

b<lo, c¢<o,
b>o0, <o,
b<lo, c¢>o0;

mais il suflira de faire la discussion en détail pour le pre-
mier cas, parce que les autres ne différent du premier
qu'en ce que la position relative des branches de courbe
par rapport aux axes sc¢ trouve changée.

Résolvant par rapport a y,
bxr 4 ¢

2

y =

£
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Pour toutes les valeurs positives de x , y reste constam-
ment négative ; de plus pour x=o,
y=®,
puis y décroit ensuite 3 mesure que x augmente, et quand

onaxr=—ow,
y =o.

On obtient ainsi la branche CAB. Si nous donnons main-
tenant a x des valeurs négatives & partir de o, y est

Y

d’abord infiniment grand négatif,, puis il décroit en va-

. . c
leur absolue jusqu’a devenir nulle quand x =—7} au-
dela, elle prend des valeurs positives, croit d’abord, puis
décroit ensuite jusqu'a o quand x est infinie aprés avoir
passé par une valeur maximum. Nous obticndrons ce
maximum en cherchant les points ou la tangeute est hovi-
zontale. Prenant la dérivée,

, bx 4 a2c

x‘l

Un seul point a donc sa tangente horizontale . et ce point



a pour coordonnées

Y :Z_‘"

Il est a remarquer que I'abscisse OE est précisément le
double de OD. Pour obtenir les points d'inflexion de la
courbe, j’égale a zéro la dérivée seconde,

w_  2br+3c
A

D¢ la on déduit pour le point d'inflexion les coor-

données

_ 3

TET
2 b2

V= ——
9(,‘

Pour déterminer plus complétement la courbe , propo-
sons-nous de chercher les tangentes aux points remar-
juables.

Fn D

- . b .
e (‘,()(fﬂl(‘lcnt augulan‘e dC la tangenle est — ey s alu pOllll
c

. . .. 4 b
d’inflexion, ce cocllicient a pour valeur ——.
27¢

Ou peut encore remarquer que les valeurs

: c
£ = — — ct xr =

20 b

substitudes dans 1'équation donnent pour y la méme
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quantité, ce qui prouve que la branche DG se rapproche
plus vite de I'axe des y que la branche ABC.
En résolvant par rapport a y, on voit que I'hyper-

bole xy =—'§ est diamétrale par rapport a la courbe

donnée.
La discussion pour les trois autres cas serait identique.
(*) L’byperbole diamétrale et la courbe proposée ont
toutes deux pour asymptotes les axes coordonnés. Cette

.. . b
Pl‘OPOSl[lOH est évidente pour xXy :—;, nous pouvons

la démontrer pour la courbe en appliquant la méthode
générale des asymptotes; j'obtiens ainsi pour le coeffi-
cient angulaire

.Y
Iim==c¢c=o0
T

ct pour Pordonnée a 'origine
d = 0;

donc les asymptotes pour la courbe proposée sont bien
cncore les axes.

Note du Rédacteur. 1°. Les Européens habitent 'hé-
misphére boréal et écrivent de gauche a droite. Dela V'u-
sage de prendrc les + x , direction de axe OX de gauche
a droite, et les — x, direction de OX’ de droite & gauche;
les +y, direction de OY vers le nord, et les — y, direc-
tion de QY vers le sud; les + 2 vers le zénith , direction
de l'axe OZ, et les — z, direction de OZ' vers le nadir.
Toutefois en mécanique on prend OZ vers le nadir, parce
que cest la direction de la pesanteur. De méme pour
étudier les mouvements des lignes trigonométriques, nous

7)) Ce qui suit est de I'eléve Delestrée,
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faisons volontiers parcourir la circonférence par un point
de gauche a droite : la direction opposée choque nos ha-
bitudes européennes. Les Orientaux , écrivant de droite a
gauche, ont d’autres habitudes. Léonard de Vinci écri-
vait I'italien de droite & gauche: caprice d’artiste.

On connait I'importante différence entre les directions
dextrorsum et sinistrorsum dans I'électricité dynamique
et dans les phénomeénes de polarisation.

2°. Soit

yrl+bz+c=o
I'équation d’une surface du troisiéme degré; donnouns a y
la valeur constante a. On obtient

¢ — ax?

)

z=

et prenons cette suite de valeurs de z,

4

=0, n=7>
c—az cbl — ac?
X =23, == R = fx ’
c—az ch? — abe’ + a* ¢?
£ =2z, == 3 = B s
c— az,
= 2Zhy ppr — b

11 est évident que 2, est une fonction de a, b, ¢ dont
la formation est une question trés-difficile de calcul in-
verse des différences , non encore résolue. M. Gerono a le
premier découvert cette belle et utile propriété de ces
fonctions (t. XVI, p. 436). Lorsque @, b, b* + 4ac sont
positifs et que l'on a

1}<1_,- ')
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alors &’ élant la plus petite racine de I'équation
ax* + bx —c=o,

la série 2z, 25, 2y, etc., décroit vers x' et la série @, , x4,
g, etc., croit vers x' et z =x'.
Le plan qui a pour équation

y:ﬂ

coupe la surface suivant une ligne dont la projection sur
le plan xz est la parabole

azr*+ bz —c=o.

L’intersection de cette parabole par la bissectrice & = z
donne les deux racines de I'équation

azx® + bx — ¢ = o.

Soit x’ la plus petite racine, les valeurs des z, seront al-
ternativement au-dessus ct au-dessous du plan z = x’.

Pour la vraje signification des racines infinies, il faut
lire la Note de M. Gerono (t.1II, p. 32; 1844); c’est ce
qu'on a dit de plus satisfaisant, de plus rationnel et de
plus complet sur cette matiére.

SOLUTION DE LA QUESTION 415

(voir, p. 81);
Par M. Ernest MALINVAUD,

Eléve de Vinstitution Bourdeau , a Limoges.

On suppose que dans les deux triangles ABC, abc, les
angles A et a sont égaux ; de plus les cotés BC, be oppo-
sés i ces angles sont entre eux dans le rapport des péri-



(124 )
meétres des triangles. Démontrer que ces triangles sont
semblables.
Appelons a, b, ¢ et a’, b, ¢’ les cotés des deux
triangles, 2p et 2p’ les périmétres. Les conditions de la
question nous fournissent les relations suivantes :

(1) a p_p—a_b—*-c'
(ll_])l—-}),—a,_b,—’—cl

La formule fondamentale de la trigonométrie rectiligne
donne

b c)? — a? bl Y2 __ 02
l+cosA=( +2ch @ +2cb’)c’ &, car A=A;

d’ou l'on tire
be _pp—a) a
. ' b/cl_p'(p/__P’) alq
Ainsi

—_

b+c)  be _a _ fbe
ey Vd a6

1l en résulte

(2) (b_c) :g_. et u:-a—.

() —c')} a” '—c a

En comparantles relations (1) et (2), on obtient

d’ou

C. Q. F. D.

MM. Emile Daruty (de l'ile Maurice), Laquiéres et
Fénéon (éléves du lycée Saint-Louis) ont donné des solu-
tions trigonométriques semblables; mais MM. Laquiéres
¢t Fénéon ont aussi donné une démonstration géomé-
wique fondée sur la considération des cercles ex-inscrits.
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QUESTION D’EXAMEN (ECOLE POLYTECHNIQUE).

On donne les deux axes AA', BB’ d’une ellipse ; con-
struire deux diamétres conjugués qui forment un angle
donné a.

Sur le grand axe A’ A je décris un segment A’'EA ca-
pable de P'angle « supposé obtus et moindre que I'angle

A’BA. De I'une des extrémités B du petit axe BB/, je
meéne la droite BD qui fasse avec A’A un angle BDA égal
a o, et du point D la droite DH faisant avec, DA un angle
HDA égal 4 A’ BA. Puis je conduis par le point H unc pa-
rallele M’ HM au grand axe A’A; les extrémités M/ et M
de la corde M' M seront des points d’intersection de I'arc
A’EA et de Dellipse qui serait construite sur les axes
donnés A’A, B'B.

En menant par le centre C de l'ellipse des diamétres
paralléles aux cordes supplémentaires A’ M, AM, ils sa-
tisferont aux conditions du probléme proposé. Il est clair
que le point M’ donne lieu a une seconde solution.

G.
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SOLUTION DE LA QUESTION 421 (HERMWITE)

(voir p. 31);

Par M. L. RASSICOD,

Eléve du lycée Saint-Louis.

Pour que I'équation
(1) ar+ by =n,
ou a, b, n sont des nombres entiers positifs, admette des
solutions entiéres et positives, il faut :

1°. Que a et b soient premiers entre eux (¥);

2°. Que n soit plus grand que @ et 5. Car pour que les
valeurs de xr et de y

tirées de 1'équation (1) soient positives, il faut que y soit
n n . R .
< et x < mais x ety devant étre entiers nc sau-

raient étre plus petits qu'une fraction; donc il faut que »
soit >a et > b.

Si ces conditions sont réalisées , I'équation donnée ad-
mettra toujours un systéme de valeurs (£ = A, y = B)
entiéres et positives qui la vérifieront. Toutes les solu-
tions seront d’ailleurs comprises dans ces formules

J,‘::a—-br], )’:B.‘}.nq (u).

Pour que ces valeurs soient positives , il faut que 'on ait

—B A
e SI<p

{*) BErTRAND, Analyse indétermince du premier degré.

(**) Bertrasn, Analyse indéterminée du premier degré.
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c’est-a dire, en vertu de I'identité aA + 6B = n,

n

—B —B
(2) — << +5
Si donc on désigne par p le nombre des entiers conte-

n
nus dans v les p + 1 valeurs
a

0, I, 2,..-5 P

que I'on donnera a ¢ satisferont a I'inégalité (2), et, par
conséquent, donneront pour I'équation (1) p + 1 solu-
tions [ dont fera partie la solution (A, B) donnée pour

= o] évidemment distinctes et de plus entiéres et posi-
tives. Toute autre valeur attribuée a ¢ ne satifaisant pas
a I'inégalité (2) ne pourra donner pour I'équation pro-
posée un systéme de solutions entiéres et positives.

Le nombre de ces solutions est donc en général marqué

B . n
par le plus grand nombre d’entiers contenu dans - plus
a

un. Je dis en général, car si n était <a et < b, il n’y
aurait pas de solution entiére et positive , c’est-a-dire que
le nombre de ces solutions serait précisément égal a p
qui scrait alors nul.

Note du Rédacteur. Ce résultat est aussi consigné
dans " Algébre de MM. Mayer et Choquet; dans le Quar-
terly Journal (mars, 1855, p. 370), M. Hermite donne
cette nouvelle démonstration :

Désignons par E <§> le plus grand nombre entier con-
tenu dans —.
p

On doit évidemment avoir

r=2E (:—i\) — ‘1,", »y=E (%) -
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ou x' et y’ sont des entiers positifs ; substituant ces va-
leurs , on obtient

ar’ + by =n—a—B=nr,

o
n
«:n-—aE(;)y
ﬁ:n-bE(g)'
On a
ala et B b
et

a+B<n, <o, nn, n>a, n'>0b

Ces inégalités doivent subsister pour qu'une solution
soit possible. Faisant donc

, E\ Y , /E y
z=<;,)—1q ]':\;l‘,>"’7’,

/

on obtient
azx’ + by" =n — o — B’ =nr",

! ! v”"
o =n"—aE |-},

a

n' —bLE (_n_)
\a

et les inégalités analogues a celles de ci-dessus.
Répétant les mémes opérations, on a, pour I'équation
de quantiéme 7,

= <g> — ‘Ti-e-n’ _'Vi — (g) . ).i+|,
i

5

azrit' 4 byt = pi+,



14

{ 129)
Les 2 diminuant, le nombre des transformations est li-
mité ct elles s’arrétent lorsqu’on a

ni=n*" ou o 4 B =o;

ce qui donne
ai=o0, p'=o0,

X nt nt
nt=ak (;) :bE(Z-)

Mais a et b étant premiers entre eux, on a donc
#' = wab,
w est un nombre entier; ainsi on obtient une transformée

azr' + by’ —wab,
d’on
2 =bE, yi=an, w=n+E;

le nombre des solutions de cette derniére équation est
w41,
Faisons
: n=mxab+v¢ ou o< ab;
faisant les transformations sous cette forme, on voit que
le nombre des solutions de 1’équation ~

ar +by =wab 4o
est égal a la somme des nombres de solutions des équa-
uons
ar + by =mab ct ax -+ by =v.
Si cette derniére équation est impossible, alors le nombre

des solutions est 73 si elle est possible, le nombre des
solutions est m 4 1.

En faisant les substitutions successives, on parvient

Ann, de Mathémat.,t. XVIIL. (Avril 1858.) 9
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aux séries ‘
o (D)< o(5) ()
+ (—1)' b,
y:E(%) < ) )+...+(—:)f-'n,(ﬁ:_'>
4+ (—1)bn;
E+n=nm.

M. Sylvester a trouvé le nombre des solutions positives
enti¢res de I'équation générale ax + by +cz... =n;
ce travail, a ce que je sache, n’est pas encore publié.

DISCUSSION DES LIGNES ET SURFACES DU SECOND ORDRE

(voir t. XV, p. 322 et 386; t. XVI, p. 207 et 294 ) ;
Par M. PAINVIN,
Professeur, Docteur ¢s Sciences mathématiques.

I

LIGNES DU SECOND ORDRE.

La discussion des courbes du second ordre, c’est-a-dire
la connaissance du genre et de I'espéce de la courbe re-
présentée par une équation du second degré, se déduit
trés-facilement de la considération des signes de I'inva-
riant et du déterminant.

Soit, en adoptant la notation ordinaire,,

(V) Ax*+2Bry +Cy*+2Dx+2Ey4+F=o

I'équation générale des courbes du second degré; on
pourra toujours supposer A >> o.
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Je rends homogeéne I'équation (1), ce qui donne

(2) ?(:’ J.’ Z)
= Ax*+Cy’+Fz* 4+ 2Ba2y + 2Dxz2 4 2Eyz = o,

et jégale a zéro les dérivées du premier membre de 1'é-
quation par rapport aux trois variables x, y, z; on ob-
tient ainsi

Az +By+Dz=o,

Bx+Cy +Ez=o0,

Dx+Ey +Fz=o.

Le déterminant des coefficients du systéme de ces trois
équations est ce qu'on appelle le discriminant de la fonc-
tion p; le role que joue cette quantité dans la question
actuelle justifie pleinement cette dénomination.

On aura donc, en désignant par A le discriminant,

|A B|D|
A=|B C|E
D E F

Je considére en outre le déterminant du second ordre

A B

g ¢l

(Invariant.) 0= l

qui peut s'écrire immédiatement d’aprés 'inspection du
discriminant, et qui n'est autre chose quc le dénomina-
teur commun des coordonnées du centre : on Ini donne le
nom d’invariant.

Or, par une analyse trés-simple que je supprime ici,
on-arrive aux conséquences suivantes :

*) &= A',,; V'aceent désigne une dérivée par rapport a la lettre F.
T™.
9:
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I¢" cas. — Invariant positif ; genre ellipse.

négatif. ... Ellipse réelle.
Discriminant { nul....... Point.
positif . .. Ellipse imaginaire.

11° cas. — Invariant négatif ; genre hyperbole.

L difféerent de zéro. Hyperbole.
Discriminant . .
nal. .. ....... Deux droites qui se coupent.
IIt® cas. — Invariant nul; genre parabole.

‘ différ. de zéro. Parabole.

Discriminant ? réelles, -sid<o,

nul ........ Deuxdr. parall. {se confondt,si d=o,
' imaginaires, sid”>o.

d représente un troisiéme déterminant auxiliaire
i A D
'D F

qui se déduit immédiatement du discriminant en prenant
les quatre lettres aux sommets du carré.

II.

SURFACES DU SECOND ORDRE.

Je fais reposer sur des considérations analogues la dis-
cussion des surfaces du second degré.
Soit
Az +A'y*+A"22 + 2Byz+ 2B zx 4+ 2B" zy
4+ 2Czx 420y +2C"z4+D=o0 '
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I'équation générale des surfaces du second ordre, qui,
rendue homogéne, devient
9(x, ¥,2)=Ax*+ A y’+A"8*+ D +aByz+ 2B'zx
<+ 2B"zy 4+ 2Cxt + 2C' yt + 2"zt —o.

En égalant a zéro les dérivées partielles du premier
membre de cette derniére équation par rapport aux va-
riables x, y, z, t, on obtiendra les quatre équations

Ar +B'y+B 3+ Ct =o,
B'z+ A'y+Be +Ct=o,
B'r+By +A"z+C't=o,
Cz +~Cy+4C"z24+ Dt =o.

A cst toujours supposé positif.
Le déterminant de ce systéme est le discriminant de
la fonction ¢. ‘
On aura donc, en désignant par A ce discriminant,

C

Cl
C//
D

Je considérerai en outre les deux déterminants du troi-
siéme ordre : '

A B B A B C
(1*rinvar.) d=|B” A’ B | &=|B" A C| (%)
B B A" ¢ ¢ D

et les deux déterminants du second ordre :
” .
d= A B = A _ [
B” A’ C D

() S=Ap, d=ay, d=206,

(2¢ invar. )

= Apps d' = Apopre

Tw.
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Ces quatre déterminants peuvent s'écrire a la seule in-
spection du discriminant, comme il est indiqué par les
lignes ponctaées. Je donnerai aux déterminants J et d les
noms de premier et second invariant ; le premier invariant
est le dénominateur commun des coordonnées du centre.

Ceci posé, la discussion générale des surfaces du se-
cond ordre pourra se résumer de la maniére suivante.

Jai supprimé toute démonstration, pensant que les
méthodes de discussion connues étaient bien suffisantes
pour établir facilement les propositions énoncées dans
cette note; J’ajouterai cependant que la décomposition en
carrés est la méthode qui m’a semblé conduire le plus ra-
pidement a ces résultats, si-on la dirige convenablement
en faisant intervenir quelques propriéiés simples des dé-
terminants.,

1'. — PREMIER INVARIANT / DIFFERENT DE ZERO.
1r* FAMILLE. — Surfaces & ceptre unique.

1" cas. — Les deux invariants 8 et d tous dewx positifs ;
genre ellipsoide.
S négatif, .. Ellipsoide réel.
Discriminant / nul. ... .. Point.
{ positif. .. Ellipsoide imaginaire.
11° case — Le premicr invariant § étant différent de zéro et n’e-
tant pas positif en méme temps que le second invariant d;
genre kyperboloide. '
s positif. . . Hyperboloide & une nappe.
Discriminant § négatif...  Hyperboloide & denx nappes.
l nal..... Cone.

d peut étre quelconque, positif. négatif ou nul.
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2°. — PREMIER INVARIANT ; NUL.

2* FAMILLE. — Surfaces dénuées de tres ou possédant
une-infinité de centres.

I¢7 cas. — Le premier invariant & nul et le discriminant A
différent de zéro ; genre paraboloide.

SecoND INVARIANT d différent de zéro :

Lo % négatif. .. Paraboloide elliptique.
Discriminant .. - .
positif. .. Paraboloide hyperbolique.
SECOND INVARIANT 4 nul :

Discriminant positif ou négatif . .  Cylindre parabolique.

1I¢cas. — Le premier invariant 8 et le discriminant A étant nuls ;
genre cylindrigque.

SEcOND iNvARIANT d différent de zéro.

d>o0, & >o0... Cylindre elliptique imaginaire.

d>o0, ¢ < o... Cylindre elliptique.

d<o, d¢'Zo.... Cylindre hyperbolique.

Y —o. .. { Deux plans imaginaires qui se coupent.
d <o, ) Deux plans qui se coupent.

SECOND iNvVARIANT d nul.

d' >>o0.... Deux plans paralléles imaginaires.
d'=o.... Deux plans qui se confondent.
d < o.... Deux plans paralléles.

Dégageant cette discussion des cas particuliers, on
pourra résumer ainsi les signes caractéristiques des diffé-
rents genres de surfaces.

Genvre ellipsoide. Les deux invariants J et  sont tous
deux positifs ; d ne doit pas étre nul.
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Genre hyperboloide. Le premier invariant d est diffé-
rent de zéro et n’est pas positif en méme temps que le
second invariant d, qui d’ailleurs peut étre quelconque.

Genre parabolo'ide. Le premier invariant ¢ est nul et
le discriminant A est différent de zéro.

Genre cylindrigue. Le premier invariant et le discri-
minant sont tous deux nuls.

Note du Rédacteur. Cest sans doute pour ne pas trop
s'éloigner des usages ordinaires que le savant auteur n’a
pas employé la notation si expressive, si mnémonique
des coefficients et des variables a indices :

a,z + anxl + a,x’
“+2a,% %, 4 2a,;2,%; + 2a8,x,2, = o ligne,

”uxf -+ anxi -+ “331‘?' “+ ll“"?»': +2a,2,%; + 24a,%, %,

4+ 28T T + 205 T, X5 A+ 245X, 7, + 2a,x) = 0 surface.

EXTRACTION ABREGEE D’UNE RACINE CUBIQUE;
Par M. Ancero GENOCCHI,

J'ai eu tout récemment l'occasion de m’occuper de
Vextraction abrégée des racines eubiques dans un cours
d’algébre et de géométrie que je suis chargé de faire a
Puniversité de Turin. M. Serret, dans son Traité d’ A4-
rithmétigue (publié en 1852) exige qu’on ait déja trouvé
n -+ 2 chiffres de la racine pour en déterminer n par une
simple division. On trouve la méme proposition dans une
traduction italienne de V' Arithmétique de M. Bertrand,
impriméc & Florence en 1856 avec des additions et des
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notes du traducteur. M. Amiot, dans un intéressant ar-
ticle ( Nouvelles Annales, 1851, p. 254 et 257) semble
méme exiger qu’on connaisse au moins 1 + 3 chiffres. Je
me suis rangé a I'opinion de MM. Midy et Finck, qui se
contentent de n + 1 chiffres seulement ( Nouvelles An-
nales, 1844, p. 239; 1846, p. 251); mais j'ai précisé
avec plus de soin le cas ou le quotient de la division n’est
plus la valeur approchée a moins d'une unité de la partie
restante de la racine. '

Je rapporte mon calcul qui est assez simple.

Soient N le nombre dont on cherche la racine cubique;
a lenombre formé par les n + 1 chiffres déja trouvés a la
racine, suivis de n zéros; ¢ le quotient et r lc reste de la
division de N — a® par 3a°.

En posant
. \a/l—‘l — A+,
on a
N—a® ? x
Ta T T a3 T
d’onr

r [ x* xd .
TEIY 3T (:“‘ﬁ)'

Comme » < 3a’, on voit que la différence entre x et ¢
sera toujours < 1 tant qu’on aura :

x? x*

P A

etque si cette inégalité n’a pas lieu, x sera < ¢. D’ailleurs
on a x < 10" puisque la partie entiére de x ne doit con-

- . . * l
tenir que 7 chiffres. Or si & n’excéde pas 10" —~, on
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peut aflirmer que 1'on aura

x? x
— 0 L,
a 3a?

car 3 x n’excédera pas

3
3.10"—-;<3.1o"—1,

et, a cause de

azio”, z< 10",

on aura
3z 2 _3.10"—1 1
a T a 10 1o’
“d’ont
x? x x
<
a 3a? < 10" <

Mais si ¢ ne surpasse pas 10" lorsque x excédera

1 cpop .
10" — la différence ¢ — x sera toujours < 1. 1l faut

donc qu’on ait -

q > 10"

N—ua . L
Or le reste ——— ne peut surpasser 3 (-—a—> + 3 ( 2 ) )
o™ 10

1 " 10"
2

. . N—oa
et, par conséquent, la fraction ‘————

3 ne peut pas sur-

10" o . .
passer 10" + i d'ou il s'ensuit que ¢ sera toujours

< 10" 4 1, excepté dans le cas de @ =‘10*". Dans ce cas
q=10"4+1, r=—o,

N=10".[(10" 4+ 1} — 1].

s e . . \ , 1
Voici le cas unique on g élant = 10"+ 1, x > 10"— .
’ ~ 2
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on aura

g—x>1, .

et, par suite, @ + ¢ ne sera plus une valeur approchée de
3IRT . . oz . ,
VN 4 moins d’une unité. Mais, dans ce cas, x étant com-

. 1 .
pris entre xo"—-; et 10", @ + ¢ —1 sera la racine ap-

prochée a moins d’une demi-unité par exces , et a+g—2
la racine approchée @ moins d’une unité par défaut. Ainsi
la racine approchée se déduit toujours du quotient ¢;
elle résulte donc toujours d'une simple division. .

Au reste le cas singulier de ¢ — x > 1 est assez recon-
naissable soit par la forme de N, soit parce qu’alors ¢
surpasse le plus petit nombre entier de n 41 chiffres,
tandis qu'on n’a besoin que de n chiffres.

Je crois donc qu’on peut prononcer sans exception que
n —+1 chiffres de la racine suffisent pour déterminer les
suivants par une simple division. :

Note du Rédacteur. M. Housel m’écrit que la mé-
thode abrégée donnée a la page 7 est déja exposée dans
les Calculs pratiques qu’il a publiés avec M. Babinet, et
il ne met pas en doute que M. Forestier n’y soit parvenu
de son coté.

QUESTIONS.

(coMMuNIQUEES PAR M. VANNSON. )

429. Si par le centre d’un polygone sphérique régulier
on fait passer une circonférence de grand cercle et qu'on
projette sur cette circonférence tous les arcs menés du
centre aux divers sommets, ld somme des tangentes car-
rées des projections est constante, quelle que soit la direc-
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tion du grand cercle. Elle est égale a la tangente carrée
de la distance polaire du cercle multipliée par la moitié
du noinbre des cdtés du polygone.
430. Si au lieu des carrés on prend une puissanee quel-
conque de degré pair et inférieur au nombre des cotés
du polygone, on trouve pour somme

(p+1)(p+2)...2p Ntang'r

S, = :
’ 1.2.3...p 22

’

N étant le nombre des cotés. Les théorémes analogues ont
lieu pour un polygone régulier dans un plan.

‘.___
FORMULES FONDAMENTALES DE L’'ANALYSE SPHERIQUE

(voir page 99);
Par M. VANNSON.

Nous avons démontré que I'équation d'une circonfé-
rence de grand cercle sur la sphére est

=1 ou y=—Azxz+5b

Y
b+

QI8

et que celle d’'un petit cercle ayant son pole a I'origine
est

z* + y* + 22y cos@ = R?,

les lettres x, y, a, etc., représentant des tangentes. Ces
équations étant les mémes que celles de la ligne droite et
du cercle sur le plan, il en résultequ'on a immédiatement
la solution de tout probléme dans lequel n’entre qu'un
scul petit cercle et un nombre quelconque de grands cer-
cles. Si le probleme analoguc a été résolu sur le plan
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par V'analyse, il suffit de prendre le résultat du calcul et
de P'appliquer a la sphére en considérant certaines let-
tres comme des tangentes d’arcs ; les applications qu’on
peut faire de cette méthode sont en trés-grand nombre,
nous nous bornerons a quelques exemples.
1°. Trouver Uintersection d’un petit cercle et d’un
grand cercle.
1l serait inutile de faire ici le calcul; on trouve, pour
condition de possibilité,
b?sin? @
R>_— 9%
I+ A* 4 2A cosb
Le grand cercle ayant pour équation
y=Ax+0b,
pour que les deux courbes soient tangentes, il faut quon
ait )
bsin g

R== )
Vi+ A*+ 2A cosb

et comme alors le rayon égale la distance du poéle du pe-
lit cercle a 'arc tangent, il en résulte que cette formule
fait connaitre par sa tangente la distance de l'origine &
une circonférence de grand cercle; si les axes sont rec-
tangles, la condition de contact sera

b==tR i+ A%;

en sorte que I'équation d’une circonférence de grand
cercle tangente a un petit peut s'écrire ainsi

y:AxiR\/l+A’.

Cette formule résout le probléme de mener une tan-
gente a un cgrele de maniére que les tangentes des seg-
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ments interceptés sur les cdtés d'un angle droit ayant
son sommet au péle soient dans un rapport donné (—A).
11 y a deux solutions : si I'on cherche la rencontre des
deux circonférences, . '

y=AzrExR i1+ A%

On voit qu’il ne peut y avoir pour x et y de valeurs finies
communes aux deux équations; il faut donc que r = « ,
c’est-a-dire que la rencontre a lieu a go degrés du pole.
Pour achever de trouver le point de rencontre, il faut
avoir sa latitude.

Soit Y la tangente de cette latitude, on aura

Y

" cosx

Les équations des deux arcs tangents peuvent done §’¢-
crire ainsi
= Asinz + R \/l + A'cosx,
Y =Asinzx — R {1+ A’cosz,
d’onl
T

cosr=—o0, «=-y Y=A.
2.

En effet, la distance CO étant un quadrant, I'angle
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COA = g, la latitude Ct =Vangle COt = g — AOL, et
on a évidemment :

tangMO __  tangb
tangLO ~  tanga

cot AOL —

Si I'on appelle x’ et y' les tangentes des coordonnées du
point de contact, on trouvera, au moyen des résultats
précédents, que la tangente peut encore se représenter
par I'équation '

Yy + 22" = R

On pourra se proposer de mener une tangente au cercle
par un point extérieur, trouver I’équation de la corde de
contact ou plus généralement la polaire d’un point x”y”,
ce sera

vy’ + xx” =r.

De la on conclura aisément les propriétés des polaires,
les mémes que sur un plan.

ProsrLime. Connaissant les coordonnées géographi-
ques de deux points, trouver leur distance A.

Soient xy, x’'y’ les longitudes et latitudes des deux
points donnés; A sera le troisi¢me coté d'un triangle dans
lequel on connait deux cotés et I'angle compris, ce qui
donne

€os A = sin y sin y' - ces y cos y’ cos (z — z').

Si T'on introduit les tangentes et qu’on développe
cos (xr—=x'), ona

tang y tang ¥’ 4 cos.x cosx’ 4~ sinz sinz’
CcosA = 8 8 + 9

. Vi tang?’y V14 tang’s’

si I’on remplace la latitude y par I'ordonnée géométrique,
il faudra A tang? y substituer Y? cos?x (Y étant la tangente
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. Y:
e l'ordonnée géométrique) ou
d onnee g que) ou

gente de I'abscisse ou longitude). On trouve ainsi
g 3

(X étant la 1an-

YY + XX +1
b
Vi+Xe+ Y i+ X2+ Y

COSA =

de 14 on tire
(Y=Y, )+ (X=X )+ (YX —Y'X)
7 fronmeed .
tang’ & = T+ XX F YY)

Si dans cette expression on regarde A comme constant et
X, Y comme variables, on aura I'équation d'une circonfé-
rence de cercle en fonction des coordonnées de son pole
et de sa distance polaire A.

8i A = go degrés, I'éguation devient

YY +XX'4+1=0;

c’est I'équation d'une circonférence de grand cercle (déja
trouvée plus haut). :

Quand deux points sont distants de go degrés, le co-

sinus de leur distance est nul, et on a entre leurs coor-
données la relation

'y +2 2 +1=o0.

Quand deux circonférences de grands cercles se cou-
pent a angle droit, leurs poles sont distants 'un de I'autre
de go degrés , la relation précédente a donc lieu entre les
coordonnées de leurs péles. Si les circonférences sont re-
présentées par les équations

Az+By=0C, ANx+By=20C,
1a relation précédente devient
AA’ + BB + CC' = o.
Enfin si les circonférences sont représentées par les deux

’
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équations
x
7

QlH

I y
+3% =1

la relation exprimant qu’elles se coupent a angle droit sera

1
+|_o.

66’

Si donc on demandait I'équation d’une cifconférence

passant par un point (x', y’) et perpendiculaire 4 une
autre représentée par

+_=',‘

z Yy
a 6

on aura pour calculer a’ et &' la relation

I

+ggti=o,

et, de plus,

plu
m’\e

-

Ce qui donne pour équation de la circonférence perpen-
diculaire a une autre

r (l+6y’)(

T i it )

Si les coordonnées du poéle de la circonférence donnée
sont z” et y”, comme il suffit de joindre le point donné a
ce pole, Iéquation du cercle perpendiculaire sera

y—y'=';—:*::_{7 (¢ —2').

Pour calculer la distance d'un point i une circonfé-
rence de grand cercle, il suffit de prendre le complément
de la distance entre son péle et le point donné. Si donc

Ann. de Mathémat., t. XVIL. (Avril ¥858.) 10
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la circonférence est représentée par
my 4+ nx + p =0,
et qu'on appelle A la distance cherchée, on aura

!/ . !/
sin A = my-tnx '+:P . .
Em P Y12 )

L’angle de deux circonférences de grands cercles peut
se mesurer par la distance de leurs péles. Si donc les
deux circonférences ont pour équations

Az+ By + G =o,
AMxz+By+C =o,
et que V représente leur angle, on aura
~AA’ + BB’ + CC
VA*+ B+ C* YAl B} + C}

cosV =

Théoréme des sécantes.

L’équation d’une circonférence peut se mettre sous une
autre forme plus commode dans tertains cas.
En effet, on peut déterminer la position d'un point A
par sa distance p 4 un point fixe P et par 'angle o que
Pe. 2.

. —_—
- y

fait PA avec un axe PC que nous supposerons mené par
le pole C du cercle. Nous aurons dans le triangle APC,
en posant PC = a et AC =r,

VOS5 7225 COSP COSe 4 Sillp $iN a TOS w.
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Si nous regardons p comme inconnue, nous reaoudlons
aisément I'équation en posant

1— & . T2

COSP:,+¢1’ Slﬂp:'l+!37

, e & » . . o e
¢ désignant tang —: notre équation devient ainsi

. [
{1) (cosr—+ cosa )’ — 2£sinx COSw + COS7 — COSx = O.

Le produit des racines est égal a

%) tang (2T
4 > . .

Ainsi quand d’un point P on méne une sécante a un
cercle, le produit des tangentes des demi-arcs compris
entre le point P et la circonférence est constant, il est
égal au carré de la tangente de la moitié de l'arc tangentiel
mené du point P, si ce point est extérieur au cercle, et,
dans le cas contraire, il est égal & la tangente carrée du
quart de la corde minima passant par ce point.

Si par le point P on méne un grand cercle perpendi-
culaire a PA , pour avoir son intersection avec le cercle C,
il suffira dans D’équation (1) de remplacer cosw par
—sinw; si P'on cherche ensuite la somme des carrés
des quatre racines dans les deux équations, on trouve

€087 =— COS & [r
= tang
COSr - cosa

§ sin*r
(cosr + cosa)?’

quantité indépendante de w. Ce qui démontre un théo-
réme connu sur deux sécantes lectangulanres On peut
vérifier 1a formule en faisant

rew, a =o.
Ce n’est la toutefois qu'un cas particulier d’un théoréme
qu

plus général auquel on parvieat en augmentant successi-
10.
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2n 47 Or
vement  de —, =, — — Jusqu’a
n

2(r—1)= et, en pre
H '€~
n ’ P
nant la demi-somme des carrés des racines dans toutes les
équations obtenues , on trouve

__nsin’r
(cosr + cos«)‘

Ce résuhat,. indépendant de v, démontre le théoréme sui-
vant :

Si Uon divise la surface d’une sphére en n fuseaux
égaux, nous supposons n pair, par autant de grands
cdercles menés d’un méme point P, si ensuite on les coupe
par un cercle grand ou petit de rayon constant et ayant
son péle & une distance fixe du point P, la somme des
carrés des tangentes des demi-arcs interceptés entre le
point P et chaque point d’intersection sera constante,
quelle que soit la position du cercle sécant.

Le théoréme analogue sur un plan s’énoncerfit ainsi :

8i l’on construit un polygone régulier d'un nombre
pair de cétés, qu'on joigne son centre P a tous les som-
mets A, B, etc., puis qu’on trace un cercle quelconque C
dans le plan du polygone, la somme des carrés des seg-
ments compris entre le centre P et les points d'intersec-
tion des rayons PA, PB avec le cercle C est constante
et égale au carré du rayon pris autant de fois quil y a
de cétés dans le polygone; sile cercle C ne coupe pas
tous les rayons PA, PB, etc., ou si méme il n’en coupe
aucun, le théoréme a également lieu en substituant aux
segments les bindmes imaginaires que donne la résolu-
tion des équations.

Dans le théoréme sur la sphére, si 'on suppose que le
cercle sécant soit un grand cercle, on aura

cosr—o
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et alors
S = sec? «.

Remargue. Le théoréeme a également lieu pour des
puissances quelconques d'un degré pair inférieur au nom-
bre des cbtés du polygone, c’est-a-dire que la somme des
puissances de degré 27n des tangentes des demi-arcs est
constante, quel que soit «.

Intersection de deux cercles, axes radicaux.
L’équation trouvée pour un cercle quelconque peut s’é-
crire ainsi
Vit 4y =o' (yy + ' +1),
I

cosr {14z} 4!
ou négatif ; I'équation d'un second cercle sera de méme

Vit 4y =m" (yy" + zx’ +1).

m' représentant » m' peut étre positif

Si on les retranche membre 4 membre, on trouve
y(my —m"y"Yt+ax(m ' —m"z") 4+ m' —m" = o.

C’est I'équation d’un grand cercle. Elle sera vérifiée
par les coordonnées des points d’intersection des deux
cercles donnés, si ’on suppose qu’ils se coupent, et, dans
le cas contraire, elle sera vérifiée par les racines imagi-
naires communes aux équations des deux cercles. Ce
grand cercle s’appelle I'axe radical des cercles donnés.

Si, étant donnés trois cercles, on prend les trois équa-
tions de leurs axes radicaux en les combinant deux a
deux et qu'on les ajoute membre & membre, on trouve
une identité; donc les trois axes radicaux concourent au
méme point.

Si 'on se reporte a la condition pour que deux grands
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se coupent a angle droit, on reconnaitra que I'axe radical
de deux cercles est perpendiculaire i I'arc qui joint leurs
pales. , o

Ainsi pour construire I’axe radical de deux cercles qui
ne se rencontrent pas, on les coupera par un cercle
auxiliaire coupant le premier aux points A et B, et le
deuxiéme en deux points C et D; on tracera les arcs AB
et CD ; soit O leur point de rencontre : il suffira d’abaisser
de O une perpendiculaire sur I'arc qui joint les poles des
cercles donnés pour avoir leur axe radical.

Définition. Si d’un point O on méne un arc de grand
cercle coupant un petit cercle C aux points M et N, le

. oM ON . .
produit tang - lang — se nomme puissance du point O

par rapport au cercle C. Cela posé, on peut dire quc
Vaxe radical de deux cercles est le lieu des points d’égale
puissance par rapport aux deux cercles. En effet, menons

un cercle qui coupe les deux cercles donnés le premier
aux points m, n, le deuxiéme aux points p, ¢. Tragons
les ares mn et pg. Supposons qu’ils se conpent au point O,
ce point O sera un point de Paxe radical des cercles don-
nés, et on aura

om On op g
tang - tang — = tang — tang —-
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Donc le point O, et, en général, tout point appartenant
a laxe radical des eorcles donnds est un point d'égale
puissance par rapport aux deux cercles. ¢. o®¥. ».

On peut encore.démontrer que si un ocepcle A coui)e
deux cercles B gt ( 4 angle droit , le cercle A aura son
pole sur I'axe radical des deux autres.

Si les poles des deux cercles sont sur I'axe des x, 1'4- -
quation de I’axe radical se réduit a

z(mz —m"z") 4 m —m' = o.

Si I'on vent que Vaxe radical serve comme axe des ¥, il
faut avoir

m' — m"

ou.

cosr,1i+x =r, V14 z3;

si Uon appelle ', 2" les abscisses des deux centres, cetle
relation devient A
cosr’  cosr”
T, = Ty
cosa’ ~ cosa

L’équation d’un des cercles peut alors s’écrire ainsi :

., cosr - -
' 41 = — ,\/1+z’+y .
cos '
Posons -
cos r
=h,
cos a

10US aurons )
zz' +1=h\i+ 2 + y°.

Si nous donnons a x' deux valeurs arhitraires en laissant
h constant, nous aurans les équations de deux cercles
ayant pour axe radical I'axe des y. Cette maniére de re-
présenter les équations de deux cercles peut servir dans
quelques prohlémes ou théeremes.

I'" Exemple. Si pour un point de l'axe radical de
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deux cercles on détermine sa polaire relativement a cha-
cun d’eux, ces deux polaires se coupent sur 'axe radical.
(Nous sepprimons la démonstration qui est trés-simple. )
"II° Exemple. Etant donnés deux.cercles, sil'on méne
une circonférence de grand cercle perpendiculaire a la
ligne des centres, et que pour chacun de ses points on
- trace la polaire relauvement a chaque cercle, le lieu des
intersections de ces polaires sera une circonférence de
grand cercle symétrique de la premiére par rapport  I'axe
radical.
La suite prochainement.

SOLUTION DE LA QUESTION 371

(volr t. XVI).

Déterminer sur le plan d’un triangle ABC (et dans
Uintérieur du triangle) un point O tel, gqu'en mulu-
pliant chaque distance de ce point & un sommet par le
sinus de U’angle formé par les deux distances aux deux
autres sommets, la somme des trois produits soit un
maximum. -Démontrer que le centre du cercle inscrit
remplit cette condition.

La fonction dont il faut déterminer le maximum est
AO0.sinBOC + BO.sin AOC +- CO.sin AOB.

Pour déterminer ce maximum, il suffira d’établir le
lemme suivant :



: (153 )

Sipar Uun des sommets d’un triangle AOB on méne
une droite OF qui divise en deux parties quelconques
U’angle AOB formé par les deux cétés OA , OB, et qu'on
multiplie respectivement chacun de ces cétés par le sinus
de l'angle que U'autre coté forme avec la ligne de divi-
sion OF, le maximum de la somme

AO.sin BOF +- BO.sin AOF

de ces deux produits sera le troisiéme coté AB du triangle.
Pour démontrer cette proposition, je méne une droitc
OG qui fasse avec OA I'angle AOG = BOF, il en résul-
tera BOG = AOF.
Les triangles AOG, BOG donnent

AO.sinAOG = AG.sinOGA
et
BO.sin BOG = BG.sinOGB = BG,sin OGA.

Ajoutant membre 4 membre ces deux égalités, il vient

AO.sin AOG - BO.sinBOG — AB.sin OGA,
d'ont
AQ.sin BOF +- BO.sinAOF — AB.sinOGA.

Cette derniére relation montre que la somme

AO.sinBOF + BO.sin AOF

est en général moindre que AB. Pour qu'elle devienne
égale a AB, il faut que ’angle OGA soit droit, et dans
ce cas les angles BOF, AOF sont les compléments des
angles OAB, OBA adjacents au troisitme cdté AB du
triangle.

1l est maintenant facile de trouver le maximum de la
fonction

AOQ .sin BOC + BO. sin AOC + CO.sin AOB.

En effet, désignons par OF, OF,, OD les prolongements
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des droites CO, BO, AQ, ou aura

sinBOC = sinBOF, sin AOC = sin AQF,
d’our )
A0 .sin BOC -+ RO.sin AQC = AQ.sin BOF + BO.sin AOF.
Mais on vien; de voir que AO sinBOF + BOsin AOF ne

peut jamais surpasser AB; donc on aura en général

(1) AO.5in BOC + RO .sin AQC < AB;
et de méme

(2) BO.sin AOC + CO.sin AOB < BG,
(3) CO.sin AOB + A0,sinBOC < AC.

Additionnant et divisant par 2, il vient

A0 .5in BOC + BO sin AOC +CO.sin AOB < AB+ BG+ AC

Ainsi, la somme des trois produits dont il s'agit est géné-
ralement plus petite que le demi-périmétre du triangle
ABC; pour qu’elle soit égale a ce demi-périmétre, il faut
que les premiers membres des inégalités (1), (2), (3) de-
viennent égaux aux seconds membres AB, BC AC.

Or, pour qu’on ait

AO.sin BOC + BO.sin AOC = AB,

il fant, comme on I'a vu précédemment , que 'angle AOL
soit le complément de OBA. De méme, 1'égalité

BO.sin AOC + CO.sin AOB = BC

exige que I'angle COD soit le complément de OBC. Mais
les angles AOF, COD sont égaux comme opposés au som-
met ; dom, leurs compléments. OBA , OBC seront aussi

¢gaux entre eux, c’est-a-dire que la ligne BO sera la bis-
sectrice de langle ABC.



(153)
On prouvera de méme que CO doit éure la bissecirice
de I'angle BCA si 'on suppose a la fois

BO .sin AOC 4 CO.sin AOB = BC
et

CO.sin AOB + AO.sinBOC =— AC.

D'ou 'on peut conclure que le maximum de la somme
~ A0.sinBOC + BO sin AOC + CO.sin AOB

s'obtient en faisant coincider le point O avec le cenure
du cercle inscrit dans le triangle ABC, et que la valeur de
ce maximum est le demi-périmétre du triangle. = G.

Note. Dans le t. VII, n° 10, du Bulletin de I’ Acadé-
mie de Saint-Pétersbourg, M. Peters (*) établit par le
calcul des probabilités que la station de la planchette est
déterminée avec la plus grande sécurité lorsqu’elle est
placée dans le centre du cercle inscrit dans le triangle
formé par les trois objets pris pour auxiliaires dans le
probléme dit de Pothenot ; cela donne lieu au probléme
que M. Gerono vient de résoudre d’une maniére trés-
simple. M. le professeur Richelot en a donné une solu-
tion euristique et fondée sur le calcul différentiel (Astr.

Nachr., n° 998, t. XLII, p. 217, 1855). Twm.

(%) Le célébre directeur de I'observatoire d’Altona.
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SOLUTION DE LA QUESTION 392 (PROUHET)
. (voirt. XVI,p. 811);

Pan MM. H. VIELLARD »r M. LAQUIERE,

Eléves du lycée Saint-Louis ( classe de M. Faurie),

Er M. L. DE COINCY,
Eléve du lycée Bonaparte.

Soit 2m le degré de 1'équation.
Le polynéme f(x) étant un produit de facteurs du se-
cond degré de la forme

(x —a)(x— 2s+a)'],

sa dérivée sera la somme de produits de facteurs du se-
cond degré de cette forme, produits multipliés respecti-
vement par la dérivée de celui de ces facteurs du second
degré qui n’entre pas dans le produit.
Cette dérivée étant pour tous les facteurs
2(z—s),
on aura

(a) Fi(z)=2(2—s)F(x),

I (x) étant la somme de tous les produits (m —1) a
(m — 1) des facteurs du second degré de la forme ci-des-
sus qui entrent dans le polynéme f(x).

1°. De (a) résulte d’abord que s est racine de

f'(=z)=o.
29, Les facteurs de la forme énoncée
[{x—a)(x — 25 4 )]

donnent le méme résultat par la substitution de A ou de
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25 — kA & la place de x, puisque ce résultat est

u=(k—a)(k— 25+ a),
ou bien )
v=(2s—k—a)(a—k)=u

Ainsi le polynéme F (x) donnera les mémes résultats par
ces deux substitutions. Si donc & est racive de f' (x) =o
et, par conséquent, de F (x) =0, 25 — k le sera aussi.

3°. La dérivée f' (x) est de degré (2m — 1), et 'on a

if’(r) =(z—s)F(z)=9¢(x),

F (x) étant un polynéme de méme forme que f(x), c’est-
a-dire qu’il est un produit de m — 1 facteurs de la forme

[(x—a') (2 — 25+ a’)].

Le polynome ¢ () est donc un polyndme de degré im-
pair ayant une racine égale a s et dont les autres racines
se partagent en couples de somme commune 2s. Cela
posé,

¢ (z)=Frx o4 (x—3s)F'(x). 4

Or, d’aprés la démonstration ci-dessus,

F(2)=2(z—s)F (),

F,(x) étant d’aprés la démonstration précédente de la
forme F (x), c’est-a-dire produit de facteurs du second
degré en nombre 2 (m — 2) et de la forme

. [(x—b6)(r— 25+ b))
Or
¢ (2)=F(x)+2(x—s)(x—s)F,(z).

En appliquant encore a ¢’ (x) la méme démonstration
que ci-dessus a F (x), on prouverait que si ¢’ (x) ala

racine /, il a aussi la racine 25 — /. ¢. Q. F. D.



Ainsi
(a) Slx), S, Sr{a),
sont de méme forme
(8) SE) S (&), f ()

ont la racine s.
Les autres racines des polyndmes (f3) et celles des po-
lyndmes (a) se partagent en groupes de somme 25 (*).

PROPOSITIONS DIVERSES SUR L’HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE.
Construction &’wne surface du quatribme ordre passast par huil poinis;

Par M. POUDRA.

1°. Par trois droites de I'espace, on peut faire passer
un hyperboloide & une nappe et on n’en peut faire passer
qu'un seul.

2°. Par deux droites et trois points de l'espace, on
peut faire passer un hyperboloide et on peut n’en faire
passer qu'un seul.

3°. Par une droite et six points de V’espace, on peut
faire passer un hyperboloide et on n’en peut faire passer
qu'un seul. ‘

4°. Par trois droites dont I'une s’appuie sur les deux
autres et par deux points de 'espace, on peut faire passer
un hyperboloide et on n'en peut faire passer qu’un seul.

5°. Par quatre droites dont deux s'appuient sur les
deux autres et par un point de 'espace, on peut faire

*) MM. Marquet, -candidgt a I"Ecole Normale supérieure, et Chanson
ont envové des solntions de la question 422,
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passer un hyperboloide et on n’en peut faire passer quun
seul.

6°. Deux hyperboloides se coupent généralement sui-
vant une courbe du quatriéme ordre.

7°. Deux hyperboloi‘des ayant unegénératrice commune
se coupem suivant une courbe du troisiéme ordre ayam
cette génératrice pour asymptote.

8°. Deux hyperboloides ayant deux génératrices com-
munes se coupent suivant deux autres droites qui sont
toutes deux réelles ou toutes les deux imaginaires. En
effet, tout plan sécant donne lieu & deux sections co-
niques qui ont généralement quatre points d’'intersec-
tion; & chacun de ces points correspond une génératrice
commune. :

9°. Quatre points @, b, ¢, d de I’espace donneat lieu
aux trois quadrilatéres gauches abcd, abdc, adbe. Un
cinquiéme point e détermine doac (5) trois hyperboloides
qui, deux a deux, ayant deux génératrices communes,
se couperont encore suivant deux autres droites.

10°. Cinq points a, b, ¢, d, ¢ détcrminent quianze hy-
perboloides qui deux i deux ont quatre droites com-
munes.

Considérons un quadrilatére abed formé par les deux
droites ab , cd et les deux droites ad , be qui s’appuient sur
les deux premiéres. Soit un cinquiéme point ¢ variable, A
chaque position de ce point e correspondra un seul hyper-
boloide, de sorte que pour diverses positions de ce point,
nous aurons divers hyperbofoides ; nous appellerons fais-
ceau d’hyperboloydes cette série de surfaces ayant pour
base commune le quadrilatére nded. Si I'on coupe ce fais-
ceaud’hyperboloides parun plan, on obtiendra un faisceau
de coniques passant par les quatre points communs ou ce
plan coupe les quatre génératrices communes @b, cd,
ad, be. Ce faisceau de coniques-a pour fonction anhar-
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monique le rapport anharmonique des tangentes a quatre
de ces courbes en un point quelconque de leur intersection.
Ce rapport anharmonique sera égal a celui des quatre
plans passant par ces quatre tangentes et par la généra-
trice commune qui passe par ce point. Il en résulte que
le rapport anharmonique des quatre tangentes sera le
méme que celui des quatre plans tangents en ce point.
Ce rapport sera le méme quel que soit le plan sécant;
nous l'appellerons ainsi la fonction anharmonique du
faiscean d’hyperboloides (*).

Soient trois hyperboloides passant par les deux droites
communes ab, cd et successivement par les trois points
€y, €5, ;. Le plan E passant par les trois points coupera
les trois hyperboloides suivant trois coniques passant par
les points d’intersection du plan avec les deux droites ab,
cd et deux autres génératrices (9).

Soient encore trois autres hyperboloides passant suc-
cessivement par les trois mémes points et par deux droites
communes a’b’, ¢’ d’. Le plan E les coupera aussi sni-
vant trois coniques.

Imaginons deux systémes de coniques homographiques
relativement aux trois premiéres coniques et aux trois
secondes coniques. Ces deux systémes se couperont, d’a-
prés un théoréme connu, suivant une courbe du qua-
triéme degré passant par onze points connus : 1° les trois
positions primitives e, €,, €5, et 2° les huit points ou le
plan E coupe les huit génératrices ab, dc, ad, bc, a' b/,
d' ¢’y a' d’, b ¢, et chaque point de cette courbe sera une
position du point ¢ par lequel passent deux génératrices
de deux hyperboloides homologues.

Tout autre plan sécant donnera lieu de méme a deux
faisceaux homographiques de coniques, I'un ayant pour

{*y Voirt. X1, p. 361. Ty.
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base les quatre points d'intersection de ce plan avec les
quatre génératrices ab, cd, ad, bc, et I'autre par les
quatre points résultant de l'intersection de ce méme plan
avec les quatre génératrices a' b’y ¢'d', a'd', b' ¢’. Mais
ensuite chaque position du point e dans le plan E donne
lieu & deux génératrices qui, coupées par le nouveau plan,
donneront deux points dont 'un appartiendra a une co-
nique d’un faisceau et I'autre i la conique homologue dans
P’autre. La courbe d’intersection de ces deux faisceaux
sera donc généralement une courbe du quatriéme ordre.

-A chaque conique correspond un hyperboloide. On a
donc aussi deux faisceaux homographiques d’hyperbo-
loides.

L’intersection des deux faisceaux homographiques d’hy-
perboloides sera une surface du quatriéme ordre, laquelle
semble intéressante 4 étudier,

1°. Par son intersection avec un plan quelconque, elle
peut donner lieu 4 une trés-grande variété de courbes
planes du quatriéme ordre.

2°. Cette surface passe par les huit droites ab, cd, ad,
be,a'b',c'dya’d',b'c.

3°. Si le plan sécant passe par une des huit arétes ci-
dessus, la section sera une courbe du troisiéme ordre et
Paréte ci-dessus en sera une asymptote.

4°. Si le plan sécant passe par deux génératrices telles
que ab , bc qui se rencontrent en &, ce plan sera d’abord
un plan tangent a la surface en ce point, ét la courbe
d’intersection sera une section conique. Il y aura donc
huit plans qui donneront des sections coniques.

- 59, Tout plan sécant paralléle a une des arétes don-
nera une courbe du quatriéme ordre ayant deux points a
Pinfini dans la direction de I'aréte.

6°. Si le plan sécant est paralléle & deux arétes, la
courbe aura donc quatre points a I'infini.

Ann. de Mathémat., t. XVII. (Mai 1858.) 11
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7°. Si les huit points d’intersection du plan E et des
huit génératrices étaient sur une méme conique ainsi que
les points e, , e,, ey, alors la surface du quatriéme ordre
se changerait en deux hyperboloides.

TABLEAU
Des divers cas que présente le probleme ou il sagit de déterminer immé-
diatement les axes d’une section conique connue sealement par certaines
conditions sans décrire la coarbe ;

Par M. POUDRA.

Désignation des données.

1°. a, b, ¢, d, edes points de la courbe; 2°. A, B, C,
D, E des tangentes a la courbe aux points respectifs a,
b, c, d, e;3° O le centre de la courbe; 4°. F, I, les
foyers; 5°. M, M, les longueurs de deux diamétres conju-
gués; 6°. a I'angle de ces deux diamétres conjugués; 7°. &,
h, les extrémités du grand axe et ¢, 7, celles du petit.

J'ai résolu tous les cas suivants :

Dounées. Données.

1°. a, b,c,d,e. 11°. a, b,C, d, D.
2°. a, b,c,d, E. 12°. A, B,C, d, D.
3°. a,b,c,D, E. 13°. F,a, b,c
4°. a,b,C,D,E. 14°. F,a, b, C.
5°. a,B,C, D, E. 15°. F,a,B,C.
6°. A, B,C,D,E. 16°. F, A, B, C.
7°. a, b, ¢, B, C. 17°. F,a,%,B.
8°. A, b, c,B,C. 18°. F, A, b,B.
9. a,b,c,d,D. 19°. O, M, M, .
10°. a, B, G,d, D. 20°. O,a, M, «



Données. Doanées.

21°. 0,A, M, «, 28°. 0, a, B, C.
22°. 0, a, b, q. 29°. 0, A, B, C.
23°. 0, a, B, a. 30°. 0,a,b,B.
24°. 0, A, B, a. 31°. 0, A, b, B.
25° 0, a, A, a. 32°. O, F, a.
26°. 0, a, b, c. 33°. O,F,A
2q°. 0,a, b, C.

Il me reste a résoudre :
34° h,a,b,ec 4o°. h, F, a.
35°. h,a,b,C. 41°. h, F, A.
36°. k,a,B,C. 42°. I, 0, a.
37°. k,A, B, C. 43°. h, 0, A.
.38°. 4,56, 8B,c. 44°. kyi, a.
39°. &, A, b, B. 45°. h, i, A.

Note. On est disposé a donner ces solutions aux lec-
teurs qui les demanderont.

FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE

(voir p. 140);

Par M. VANNSON.

Transformation des coordonnées.

1°. Prendre pour nouvelle origine un point donné sur
Paxe des x en laissant les axes rectangulaires.
Soient a I’abscisse de la nouvelle origine et

9(z,y)=o

I'équation de la courbe donnée; si nousy introduisons les
' II.
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coordonnées géographiques sans changer l'origine, 1’é-
quation devient
J
4 —_ ]
?< ’ cosx‘) ’

x, étant I'abscisse dont x était la tangente. Remplagons
maintenant x, par x, + a, I'équation deviendra

cg[tang(x, + a), _,__J___] —o.

cos (z, + a)

Pour revenir maintenant aux coordonnées géométriques
aprés le changement d’origine, il suffit. de multiplier y
par cos x; ; I’équation demandée sera donc

¥ cosz,
ta _— | = o.
?[ ng(z'_!—a)’cos(x,—i-a)] °

Si nous développons tang (x, + a) et cos (xy + a),
nous aurons, en Posan[

a=—tanga et X = tangz,

Péquation plus simple

X+« Y —o
| T—aX’ cosa(1—aX) |~

Nous allons appliquer cette méthode a la recherche du
centre dans les courbes du deuxiéme degré dont ’équa-
tion générale est

Ay’+Bxy+C.r’+Dy+Ex+F=o.

Remarquons d’abord que si I'on trouve sur la surface
de la sphére un point O tel, que deux arcs menés de ce
point et terminés de part et d’autre a la rencontre de la
courbe soient divisés au point O en deux parties égales,
tout autre arc mené par le point O sera divisé de la méme
maniére, donc le point O sera le centre de la courbe.
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En effet, prenons ces deux arcs pour axes et O pour

origine; en faisant y = o, on devra trouver deux racines
égales et de signe contraire,, d’ott

E =o;
on aura de méme
D=—o:

d’oti 'on voit aisément que tout autre arc mené du point
O et inscrit 4 la courbe aura son milieu au point O; O est
donc le centre. Soient a et & les coordonnées de ce point
O rapporté aux axes primitifs, « et 3 les tangentes des
arcs a et b; portons l'origine au point de I'axe des x qui
a pour abscisse a, I'équation transformée sera

2 B D —
A); y(a+X)+C(a+X)2+ (1 —aX)
! cos‘a cosa cosa

+E(e+X)(1 —2X) +F(1 —aX)*=o.

Concevons maintenant qu’on ait mené par le point
cherché un arc perpendiculaire & I'axe nouveau desy,
Péquation de cet.arc sera

y =6 cosx

(7 et B sont des tangentes); on aura alors une équation

du deuxiéme degré en X; donc les racines seront égales
) ) g

et de signe contraire , ce qui donne la condition

(1) Bb+ 2Ca+ E=a(D6+ Ex + 2F);
on trouve de méme
(2) ° Ba+2Ab+D=6(D6+ Ex~+ 2F).

Ces équations sont cellesqu’on trouve dans la recherche
des plans principaux des surfaces du second degré. Pour
nous rendre compte de cette similitude, cherchons I’équa-
tion de la surface particuliére pour laquelle la recherche
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des plans principaux conduirait identiquement aux équa-
tions (1) et (2). On trouve aisément

Ay’+ Czx*+Baxy +Dyz+ Exz + Fz'=o.

C’est un cone ayant son sommet a ’origine.

Si 'on cherche l'intersection de cette surface avec la
sphére en employant les coordonnées sphériques, on
trouve la courbe proposée.

Il reste a faire voir que la ligne de Fespace ayant pour
coefficients de direction o, 3, est perpendiculaire & un des
plans principaux. En effet, si nous joignons le centre de
notre conique sphérique au centre de la sphére par une
droite, cette droite aura pour équations

xr—=—uaz, ]’:62,

et comme elle est U'intersection de deux plans principaux
du cone, elle est bien perpendiculaire au troisi¢me, ce
qu’on voulait faire voir.

I1 suit de 1a que ’élimination de « dans les équa-
tions (1) et (2) conduira a une équation du troisiéme
degré ayant ses trois racines réelles. Notre courbe a donc
trois centres, et, d’aprés ce qu'on vient de voir, ils sont
placés aux trois sommets d’un triangle trirectangle. On
voit aussi que si 'on construit ce triangle, chacun de ses
cOtés partagera la courbe en parties symétriques et sera ,
par conséquent, un axe de cette courbe.

Remarque. Si, au lieu de transporter 'origine en un
point de I'axe des x, on la transportait a la distance & sur
Paxe des y, on aurait

cosy’
cos (7" +6)

Second cas. Pour changer d’axes sans déplacer I'ori-
gine, on peut employer la considération des projections
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centrales. On peut aussi, comme nous ahons le faire
voir, se servir d’'un procédé identique a celui qu'on em-
ploie sur un plan.

Définition. Nous appellerons rhombe sphérique un
quadrilatére ABCD dans lequel les c6tés opposés AB, CD
et les deux autres AC et BD se coupent & go degrés du
sommet A en P et P'.

TutorkME. Si par le sommet A d’un rhombe sphé-
rique (*) on méne un arc de grand cercle, la tangente
de la projection de la diagonale AD sur cet arc égale la
somme des tangentes des projections des deux cétés AB

et AC.

Fig. 1.

ey

Soient x', y' les tangentes des coordonnées de B et
x”, x" les tangentes des coordonnées de C. L’arc PBC
aura pour équation

]’—)’”:%(1‘—1‘”),

et arc P’ DB aura pour équation

"

j 1/
y—y’:x—”(m—x ).

(*) Le terme parallélogramme, que nous évitons a dessein, a déja été
employé pour désigner un quadrilatére dont les diagonales se coupent en
parties égales.
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On tire de 14 pour le point D
X =2 + 2".
c. Q. F. p.

Si Uon menait par le point A un autre arc AE et qu’on
construisit un nouveanu rhombe avec AD diagonale du
premier et AE comme c6tés, la tangente de la projection
de la nouvelle diagonale égalerait la somme des tangentes
des projections des arcs AB, AC, AE, et ainsi de suite
pour un nombre quelconque d’arcs.

Cela posé, soient OX et OY deux axes faisant entre enx
Vangle 6, soient a I'angle du nouvel axe des x avec I'an-~
cien et a’ 'angle du nouvel axe des y avec OX; si nous
tragons les arcs projetants d’'un point m dans les deux
systémes, om sera la diagonale commune a deux rhombes.
Si donc nous la projetons sur un arc perpendiculaire a
I'axe OY, nous aurons, par le théoréme précédent ,

tang proj. Am = z sin6,
et cette méme tangente égale

z'sin(0 —z)~+y'sin(8—a'),
d’ou
__Z'sin (6 —a)+ y'sin(0—a)
sinf

On trouve de méme
__a'sina + y'sina’
- sin 0
Les formules relatives aux divers cas particuliers se dé-

duisent de 1a comme sur un plan.

Simplification de Uéquation générale des courbes
sphériques.du second degré.

Nous avons indiqué plus haut le moyen de trouver les



(169 )
coordonnées du centre (C) ; pour y transporter 'origine,
on commencera par faire tourner I'axe des x jusqu’a ce

qu’il passe au centre en laissant les axes rectangulaires;
!

I'angle o aura pour tangente %, y' et x' désignant les
tangentes des coordonnées du centre; puis on transpor-
tera l'origine sur le nouvel axe des x au point C, la dis-
tance a des deux origines étant donnée par la formule
tanga = y»} + 2i.

Quand: on applique au cas du cercle, la premiére trans-
formation doit faire disparaitre la premiére puissance de
y et le rectangle des variables par raison de symétrie, la
seconde fait disparaitre x, et on trouve pour équation
transformée
B?(D* + E?)+ 2EDBF

DE (DE — 2BF)
Ce second membre représente évidemment le carré de

la tangente de la distance polaire du cercle donné. On peut
en déduire

r4at=

DE (DE — 2BF)
D'E' + B I + B’ E*

(Borener.)

cos’r =

Si I'on pose
tang’r = p’

I’équation prendra la forme
‘72 +  — PT.
Pour une courbe quelconque du deuxi¢me degré, aprés
avoir porté I'origine au centre, on pourra faire dispa-
raitre le rectangle des variables et calculer les nouveaux

coefficients par les mémes formules que dans les courbes
planes; I'équation de la courbe sera alors

Ay*+ Ca*=TF;
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si nous supposons A et C positifs, F devra Péwre, et si
'on pose ‘

%::a’, ;: b2,

on la mettra sous la forme

x? y? .
;—2 -+ -b-; =1.
Si A et C sont de signes contraires, on la mettra de
méme sous la forme

(Borener. )

Mais, dans ce second cas, on peut ramener 1'équation
a la premiére forme en transportant l'origine sur I'axe
des x 4 go degrés de l'origine actuelle, si on a — 1 dans
le deuxiéme membre, et en opérant de méme pour l'axe
des y s'il y a +1. Pour cela, appelant x’ et y’ les coor-
données anciennes, et X', Y’ les nouvelles, on posera,
comme on I'a vu plus haut,

.z:’::.X'—’-f
2

et
tang Y’ cos 2’

™
cos|\a + —
2

/

tang y' = »

ce qui conduira a I'équation

2 " ad
b, a;

tang’ Y X?

=1,

cn posant
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ct

@ v
ou, plus simplement,
Y: x
(1) -b—f +E =1

en représentant tang Y’ par Y. On voit donc qu’il n’y a
en réalité qu'une seule courbe sphérique représentée par

Fig. 2.

I'équation générale du deuxiéme degré : on la nomme
ellipse sphérique. Comme on peutajouter T & un arc sans
changer sa tangente, il s’ensuit que 'équation (1) repré-
sente deux courbes égales abc, a’ b’ ¢’y si 'origine est au
point O ou O’, on a 'équation (1); si elle est au point D
a égale distance de O et de O’ sur I'axe des X, on a 1’é-
quation . ‘
y? "z.z N

m—— =1,

b ar
et D, D/ seront dcux nouveaux centres; enfin, si I'on
porte Porigine sur Paxe des y au point L ou L’ a égale
distance de O et de O’, I'équation prendra la forme
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et les points L, L’ seront deux nouveaux centres. Nous
trouvons donc six centres; sile calcul n’a donné que trois
solutions, c’est parce que deux points diamétralement
opposés ont les mémes coordonnées. On reconnait aussi
que ces trois points sont placés aux sommets d'un triangle
‘trirectangle. (Borener. )

PROBLEME -

Trouver l¢ lien géométrique des centres des sections faites dans un céne du
second ordre par une suite de plans passant tous on par un méme point
ou par une méme droite;

Par MM. MARQUET er DALICAN,

Candidats a VEcole Normale supérieure.

PREMIERE PARTIE.

Voici la méthode générale qu’il faut suivre dans le pre-
mier cas :
Soient '
Sflzyy,2)=0
I'équation d’'une surface du deuxiéme degré;
M=o

I'équation générale du plan passant par le point donné;
cette déquation renferme deux paramétres arbitraires. En-
tre ces deux équalions, on éliminera une des irois varia-
bles, z par exemple, on aura ainsi une équation entre x
ety,

Sz y)=o0,

équation de la projection de la courbe d’intersection sur le
plan. Les coordonnées du centre de cette courbe seront
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déterminées par les équations

f;(x’ Ys)=o,
S, (z,7,)=0,

entre ces deux derniéres équations et 'équation
M—o,

on éliminera les deux paramétres arbitraires, et on aura
une seule équation en x, y et z qui sera celle du lieu
cherché. On voit donc de suite que le lieu cherché est une
surface. »

Appliquons cette méthode au cone.

Supposons, pour plus de simplicité, que le sommet du
cone soit & origine, et que son équation soit

(v - Pz*+ P y*—P'z*=o.

11 faut au moins qu’'un des trois coefficients soit né-
q

gatif.

Soient (x’, y’, ') les coordonnées du point donné; I'é-
quation générale du plan sécant est
(2) a(z—x')+b(y—y')—{(z—2)=o.

Portant la valeur de z dans I'équation (1), on obtient
I’équation

(P—a*P")a*+ (P’ — b6*P") y* —2ab P’ zy
+ 2P (azx’ + by' + 2 )ax + 2P" (a7 + by '+ 2 ) by ) =o,
— P (az’ + by + )
qui; jointe a I'équation (2), représente la courbe d’inter-
section. Les équations qui déterminent le centre sont
z=o,

(3) a’(z—x’)—ab(y—_y’)+az'+P_”

)

P
(4) b‘(_y——y’):—ab(.z'—.r’)+bz’+P—”y=0.
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Eliminant a et b entre les trois équations (2), (3),
(4) , on obtient

P4+ Py P2t —Pax'x—Py y+P'sz=o0.
Le lieu cherché est donc une surface du second degré

Les coordonnées du centre sont

xl yl zl
bkl =y = —
2 4 2 2

xT =

ce qui indique que ce point est le milieu de la droite qui
joint le point donné au sommet du cone.

Silon prend le centre ponr origine, on obtient

4 (sz + P/yg — Pl/ zg) o P.’l’,’” + Plylg — PI/ z/g,

I'on a un hyperboloide 4 une nappe ou a deux mappes
selon que le second membre est positif ou négatifs 'hy-
perboloide et le céne ont un élément rectiligne commun
et passant par le centre.

SECONDE PARTIE.

Dans le cas ou le plan sécant passe par une droite don-
née, la méthode générale est la suivante :

Soient
F(z,y,3)=0

’équation d’une surface du deuxiéme degré;
r=as +p,
y=bz+yq

les équations de la droite donnée; 1'équation générale des .
plans passant par cette droite est

z—az—p=>\{y —bz—gq).

Entre cette équation et celle dela surface, on éliminera
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une des variables, x par exemple, on aura une équation
Sf(r, z) =20

qui représentera, conjointement avec I'équation du plan,
la courbe d’intersection. Entre les équations

f; (.7’2)':0’
S (ysz)=o

du centre de la courbe et 'équation du plan, on élimi-
nera I'indéterminée 1, on aura un systéme de deux équa-
tions en x, y, z qui seront les équations du lieu; donc
le lieu sera une courbe.

Application au cone.
Soit donc
(1) Pz +Py* —P"z?=o0

I’équation du céne. Eliminant x entre cette question ct
celle du plan variable, il vient

(@t+p)+)3 (y—bz—q ) +2X(az +p) (r—bz—q)
(2) PP, =o.
TP TP
Les coordonnées du centre sont données par les équa-~
tions

Pl
(3) Wy —bs—g)+Maz+p)+Fgr=o,

(l’b(r4bZ~q)—k[a(f4bz—q),—~b(aZ+1’)]

(4)( —a(az+p)+%z=o;

d’ou l'on tire
/ 4

(8) ra(y —bz—q)+ a(az+p)+§ b_y-—%z:o.
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Eliminant successivement A ‘entre 1'équation du plan
variable et I'équation (5), on obtient

P!
6) (s—am—pla+gr—bi—g)r=o,
(7) aPz+ bP'y —P"z=o.

Ce sont les équations de I'intersection d’une surface du
second ordre par un plan; ainsi le lien cherché est une
conique plane.

Remarque. 11 resterait maintenant, pour compléter la
question, 4 examiner ce que devient le lieu dans les cas
particuliers ou la droite passerait par le sommet du cone,
serait une génératrice, etc., mais I'étude de ces cas par-
ticuliers n’offre rien de remarquable.

Note du Rédacteur. La théorie des polaires récipro-
ques (principe de dualité) donne ce théoréme :

Soient donnés : 1° un coéne du second degré; 2° un
point fixe; 3° un plan fixe. Par le point on méne un plan
quelconque qui coupe le cone suivant une conique, et le
plan fixe suivant une droite; le lien du pdle de cette
droite relativement a la conique est un hyperboloide dont
le centre est dans le plan fixe.

Les deux propriétés énoncées ci-dessus pour le cone
subsistent pour une surface quelconque du second degré;
c'est d’'une évidence intuitive pour la sphére; et par les
procédés métamorphiques on passe de la sphére aux autres
surfaces ; toutefois une démonstration générale directe est
a désirer.

Lorsque ladroite se transporte a I'infini, on a des sec-
tions paralléles. Cette propriéié est dans tous les traités
élémentaires.
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SOLUTION DE LA QUESTION 428 (VANNSON)

(voir p. 48);

Par M. Aser DE BOISCHEVALLIER,
Kleéve du lycée Saint-Louis ( classe de M. Faurie).

Soient O, O' deux cercles se touchant extérieurement
et satisfaisant aux trois conditions énoncées. Les triangles

isoceles MKO , BKO' étant équiangles, MO et BO' sont
paralléles ; de méme OA est parallélea O'N, et’'on a

MOA = NO'B = QSP

{angles de méme espéce dont les cdtés sont perpendicu-
laires). Dans le triangle isocéle O’ NB, I'angle & la base
est le complément de la moitié de I'angle QSP; il en ré-

sulte . o
BNP = —SB
2

Donc NB est paralléle i la bissectrice de 'angle QSP; pa-
reillement MA est paralléle a cette bissectrice.
Ann. de Mathémat., t. XVIL. (Mai 1858.) 12
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Si par le point K on méne KC paralléle ala blssecmce
de QSP, on a
MC MK OK _a

CN TBK O’ =%
C s’obtient en divisant MN en deux segments dont le rap-

a ) . | c
port est —, et le point K se trouve sur la paralléle menée

b
par le point C a la bissectrice de QSP.
En outre '
NKM = 2¢ — NKB = 29 — -———Qip;

donc en décrivant sur MN un segment capable de I'angle
SP . .

24 —9—2—-, on a un second lieu du point de contact des

deux cercles.

Counstruction. On joint les deux points donnés, sur la
droite tracée on décrit un segment de cercle capable du
supplément de la moitié de I'angle des deux droites; on
partage la droite qui limite les points donnés sur les deux
droites en deux segments additifs proportionnels aux nom-
bres donnés @, b. Par le point ainsi obtenu, on méne une
paralléle a la bissectrice, et son intersection avec la cir-
conférence détermine le point de contact des deux cercles.
En joignant les points donnés a cette intersection et pro-
longeant jusqu'a la rencontre des paralltles a la bissec-
trice menée par ces mémes points, on forme deux triangles
inscrits dans les cercles cherchés.
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SOLUTION DE LA QUESTION 413

. (veir p. 81);
Par MM. CORMET er G. LEGRANDAIS,

Eléves du lycée Louis-le-Grand.

-Soient F' et D le foyer et la directrice correspondante
d’une conique; A,, A,, deux points fixes sur la conique
et M un point variable aussi sur la conique; les droites
MA,, MA, rencontrent respectivement la directrice aux
points P et Q, la distance PQ est vue du foyer F sous
un angle constant, quelle que soit la position du point M
sur la conique. ' (Faure.)

Cette question se résout trés-facilement en s’appuyant
sur cette propriété si connue des courbes du second degré:

D

Soit une sécante quelconque MA,, I' un foyer, DD’ la
directrice correspondante, la ligne FP qui joint le foyer F
aun point P ou la sécante coupe la directrice est bissectrice
de I’angle A, FK extérieur au triangle MA, F.

De méme FQ est bissectrice de 'angle A, FK.

Mais :

: A FA,
PFQ:PFK—QFK:A'EK——'A’FK: 2

?

2 2 2
doncT'angle PFQ est constant et égal 4 la moitiéde A, FA,
c. Q. F. D,

2.
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Note. M. Aignant fait la remarque que lorsque la droite
A, A, passe par le foyer, I’angle constant est droit.

MM. Carenou, Laquiéres, Feneon, éléves du lycée
Saint-Louis, Bonnet, éléve de I'institution Mayer, Ai-
gnant, éléve du lycée de Douai (classe de M. David), et
Chanson, éléve du lycée de Versailles, ont résolu la méme
question.

M. A. James , maitre répétiteur au lycée de Versailles,
applique le méme raisonnement a I'ellipse sphérique.

SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 413

(volr p. 179);

Par M. BERGIS,

Eléve du lycée Charlemagne ( institution Massin).

Soit I’équation de la conique
. P
P =1 "ecosa’
et
—P
ecosa

P:

celle de la directrice correspondante au foyer pris pour
pole.
Soient 7/, &' les coordonnées du point A,; r”, a” celles
de A,; p’, o' celles du point variable M.
D’aprés une formule connue, I'équation de MA, sera
¢’ ¥ sin (o' — o')
7sin(w— o) —p'sin(0 — o)

P:
ou
p'r'sin(w’ —a')
P={Fcosa’ — p'cosw)sina + (p'sine’ — rsina )cosa

La coordonnée angulaire du point d'intersection P de
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cette droite avec la directrice sera donnée par la fermule

ep rsin(w —a') 4 (p'sine’ ——r’sma’)p

tang o =— (7 cosa’ — p'cos ') p

ou bien, en exprimant que les points A, A,, M sont sur
la conique, on a, réductions faites,
sine’ — sinw’
tang o, == ————
oS &' — cosw
ou

1
taﬂg Wy T — ——————

tang " (@ 4 w’)

De méme MA, coupera D en un point Q dont la coor-
donnée angulaire sera donnée par

1
tang o, = — ———————————.

tang i (" + ")
L’angle sous lequel la distance PQ est vue du foyer F est

la différence des angles w, et w,. La tangente de cet angle
sera donc donnée par

I 1

tang%(a” + ') tang %(a'—i—-m’)

1
1+

r,
tang ;(a’ +w') tangi(a’ + o)
ou

T r_
51112(0: ")

sini («' + o) sin ;(a:"+ w’)+cos (a + w') cos — (a”+a
ou enfin
1
tang-z-(a'—w”),

quantité constante,
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Le théoréme est donc démontré.

Note du Rédacteur. M. Richard Oxamendi considére
les polaires des points P et Q, elles passent par F et sont
respectivement perpendiculaires a PF et QF ; les droites
PF, la perpendiculaire a PF en F, les droites FA, FM
forment un faisceau harmonique : un angle étant droit
dans ce faisceau , I’autre est bissecté, etc.

SOLUTION DE LA QUESTION 307
(voir t. XIV, p. 262);

Par M. CHANSON,

Eléve du lycée de Versailles (classe de M. Vannson).

Un dé est un cube portant sur chaque face des trous
nommés points. Ses faces opposées sont 1 et6,2et5,3
et 4. Les points sont placés de maniére que le centre de
gravité de chaque face coincide avec son centre de figure;
le centre de gravité du dé n’est pas a son centre de figure.
Trouver la distance du centre de gravité a chaque face, en
supposant que chaque trou enléve une portion de volume

, 1
représentéc par > du volume total , et p > 21.

Soient A le cube donné et @ son coté. Le volume du dé est

) 21
a? ([___>.
P

Or le moment du dé par rapport 4 une face quelconque,
la face qui contient 6 points par exemple, est égal au
moment du cube par rapport 4 la méme face, moins la
somme des moments des trous.

Si j'appelle x; la distance du centre de gravité cherché
a la face (6), le moment du dé par rapport a cette face
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. 21
a’ (1———) -
P

le moment du cube par rapport a la méme face est

est

ad o —.
2

Quant a la somme des moments des trous, je peux
I'évaluer en évaluant séparément la somme des moments
des trous de chaque face et ajoutant ces sommes.

Or, puisque le centre de gravité de chaque face coincide
avec son centre de figure, jobliendrai la somme des
moments des trous d’une face quelconque, en multipliant
la somme de leurs volumes par la distance a la face (6)
du centre de figure de la face considérée. Ainsi donc la
somme des moments des trous par rapport a la face (6)
sera

5a> a

r 2

a3 f.a* ¢« 3.a% a 2 a
p 2 p 2 p

a
2
Jai donc V'égalité

— ol — 4 —3—o0—5&
a-‘(l) 21)%:”&(,9 21— 4—3—2 o)’

P 2p
d’ou ' ’
-rﬁ=—————2(1)l_l_21)[p—(l +2+34+4+56)—1]
ou
a \ ','

Je vois alors une loi se manifester et j'aurai de méme,
par analogie , en appelant

L
Ty Ty Xay Xy T
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les distances du centre de gravité aux faces 5, 4, 3, 2, 1,

s —

[(P )+5""2]’

2(p —21)
o= oo p—an) +4— 3],

a

d‘a:;(p—__z—l)[(l’—‘z')"f‘s—ﬂf

a
x;:W'[(P—ZI)+2—5],
= 2 2 6
xl—m[(P— 1)+ 1 —6]
On vérifie du reste immédiatement que la somme des dis-
tances a deux faces opposées c’est-a-dire

z, +x; ot x,+x, oOu .1‘3+.r;,

est égale au coté du cube a. _
Nous remarquerons aussi que la facela plus voisine du
centre de gravité est la face (1) et que la plus éloignée est
la face (6). Cectte derniére est donc celle qui aura le
plus de chances a se présenter au Joueur. :
Le rapport entre la distance maximum et la dlstance _
minimum est
_p—16
5 p—26

11 est facile de déterminer ce rapport trés-approxima-
tivement pour un dé donné.

Il n’y aura qu’a mesurer le volume du dé au moyen de
la balance hydmstanque , d’abord tel qu'on le donne,
ensuite en bouchant les trous avec un mastic imper-
méable et de maniére que la surface de chaque face reste
bien plane. La différence entre les deux donnera la somme
des volumes des trous; et divisant par 21, on aura fe vo-
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lume d'un trou dont le rapport au volume du cube total

.1 .
donnera la fraction 7 et par suite le nombre p.

Ayant fait cette opération sur un dé dont le coté était
de 15 millimétres , j'ai trouvé que p était égal a 1373.
Cela donne alors pour le rapport considéré :

z, 1356 _ 678
z,~ 1346 693

QUESTIONS.

431. ABCDEF est un hexagone inscrit dans une cir-
conférence. Sil'on pose
AB—=a, CD=0b, EF=c,
DE=d, FA=?¥, BC=/,

CF=A, BE=B, AD=QC,
on aura '

ABC=aa'A+ bb'B + cc’C +abc+ a' b'c'.

(Prouner. )
432. Déterminant . ’

1.2.3.4... n

2.3.4.5... n.x

3.4.5.6... 2.1 ____in"“‘(n—i—l)'
........... 2

‘n—1.2,1.2... — 2 ’
n.1.2.3..: n—1

+ si nestdela forme 4poufp+r1;
— si n est de la forme 4p + 2 ou 4p + 3. (Parnvin.)

433. Trouver le lieu des centres des eercles inscrits aux
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triangles ayant pour sommet I'un des foyers d’une co-
nique et pour base une corde passant par I'autre foyer;
le centre est sur la paralléle a Paxe focal menée par le
milieu de la corde. (Roucre. )

434. L’équation

n n.n—1
QI =, " —— ey AR X =0
I 2

a au moins autant de racines imaginaires qu'on trouve de
variations de signes dans la suite

2 2 2 2 2
C» €, €€y €, —CiCiuuvy € —C €,

n—1 n—2 n*

(Newon. )
Note. La démonstration d’Euler (Introduction au

calcul infinitésimal) n’est pas satisfaisante.
(Gewocenr. )

438. Sur les longueurs OA, OB, OC, données dans

I'espace, on prend respectivement les points a, &, c; les

rapport 5o Ce
pprsAa"Aa

du plan abc; 2° le lieu du centre de gravité du triangle
abe.

sont donnés. Trouver : 1° I'enveloppe

436. Quelle est V'enveloppe de la droite dont la somme
. des carrés des distances a deux points fixes est donnée?

437. O, est une circonférence décrite sur un rayon de
la circonférence O comme diamétre; on fait rouler O
autour de Oy. On demande : 1°le lieu décrit par un point
quelconque du plan de O; 2° I'enveloppe d’une droite
quelconque liée invariablement a la circonférence O.

‘ ' (MaNNBEIM. )

438. Démontrer que lc licu des pieds des perpendicu-
laires abaissées du centre d’unc circonférence O sur les
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tangentes a la développante D de cette circonférence est
une spirale d’Archiméde. (MANNEEIM. )

439. On donne le périmétre et I'axe d'une ellipse,
calculer P’autre axe soit par une série convergente, soit
par des approximations successives.

440. Démontrer 'identité

a+a+a;+...+4a,
a.(a[,+a.+a7+‘..+ a,)
_ a; a,
——ao(ao+at)+(ao+al)(ao+a|+a2)
a;

+ +
(@ + a4+ a))(a, + a + a, + a;)

-+ I
(ao+a, 4.4 ap_y) (@ + a; +...+ a,)
(WERNER. )

441. Le produit de plusieurs nombres consécutifs ne
peut étre une puissance parfaite lorsqu’un de ces nombres
est premier absolu. (Marn1EU. )

SOLUTIONS DES QUESTIONS 410 ET 441 (PROUHET)
( voir t. XV1, p. 403);
Psrx MM. Emire MATHIEU, 1e Caritaine FAURE,
GROLOUS et TARDY (G#nes).

SiTon désigne par D le déterminant :
cosrna, cos{rn—1)a, cOS(m—2)a... COS0%
cosma, cos{(z—1)a cos(r—2)a... €OSO

cosna, cos(m—1)a, COS(7—2)a;. .. COSOQy

cosno, cos(n—1)a, €OS(7—2,)% .. €OSOZ,
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et par D, le déterminant
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cos®ay C€OS"'a, COS" " ax,... COS°ax,
cos"a, cos"'a, coOs"?a,... cCOS’a,
cos®a, Cos"'a@, COS"?&;... C€OS"a,
cos®a, COS" '@, COS"la,... COS’x,
on aura ] 3
n(n—1)
D=2 *? D,.

En second lieu, si 'on désigne par, D, le déterminant

sin(n41)2 sinra... sina
sin(n+1)a, sinna... sing
sin(n+1)a, sinza,... sina
sin(n+1)a, sinna, .. sina,
on aura
n(n—r)
D,—2 ? sina,sing,...sina,D,.

Commencons par rappé]er la formule

271 COS" @ty == COS 2 @y + 12 COS (B — 2) g
m n{n—1I .
(m) +——(T—2——>-cos(n—-4)a,+....
Ensuite aux éléments de la premiére colonne du déter-
minant D, ajoutons les éléments des colonnes de rang
impair multipliés respectivement par les coefficients du
second membre de I'équation (m); puis agissons d’une
maniére analogue pour les autres colonnes : il est clair

que le déterminant D pourra s’écrire de la maniére sui-
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vante :
" cos® o, 2"2COS™' @, 2"3COS™Pay... COS
2m—!cos" @y 2"*cos"'a; 2" %cos"?a,... cCOS’a,
2"'costa, . 2"*cos™'a, 2" cos"?a,... cCOS'ax,

Par conséquent nous aurons

D == 2"+t |
ou
n(n—1)

D=2 2 D.
Pour démontrer la formule de la deuxiéme question,
nous rappellerons la formule suivante :
sin (7 -+ 1) 2= (7 4+ 1) cos" a, sin a,

_(r+1)n(n—1)

Ccos" 2z sind oty . . .
1.2.3 ’ 0 ’

qui se déduit immédiatement de celle de Moivre. Si
nous remplagons sin® «, sin*ea, etc., par 1— cos? «,
1 — cos® a + cos* «, etc., cette formule pourra s’écrire

(r4+1)n(n—1)

i+ 1.2.3
sin(r+-1)a,=sina, cos’ 2 +(n+l)n(n-—1)(n—-2)(n-—3)+
1.2.3.4.5

~+ A cos"?a,+ Bcos" ey ...
ou

sin (7 + 1) &, = siD &, (2" cos" 2, + A c0os"~?a, + Bcos™‘uy+...).

Remplagons dans le déterminant D, les sinus qui y
entrent en fonction de cos «, , et faisons sortir en dehors
du déterminant les facteurs sin «,, sin «, etc., communs
respectivement aux éléments de la premiére ligne, de la
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deuxiéme, etc., D, deviendra

sing,sit «,. .. sing,
n— — Cf— — —
2"cos" o, +Acos” o, +Beos ... 2" cos" o, +Aeos oy 4. .. cos%ex,
9 2"cos” o, +Acos" P, +Beos" ... 2" cos" o, +A'cos" o, +... cose,
2"cos” o, +-Acos" e, +Beos" ... 2" 'cos" ', +A'cos” T, +... cos%e,

Or, d’aprés un principe duquel nous nous sommes déja
servis, nous pourrons supprimer les derniers termes de
ces éléments, puis les avant-derniers, et ainsi de suite,
de maniére que chaque élément ne contienne plus que
son premier terme. ,

Faisons ensuite sortir les puissances de 2 en dehors du
déterminant, nous aurons enfin

n(n-+1)

D,=—2 ? singsing,...sine,D,.

SOLUTION DES QUESTIONS 408 ET 409.

(voir t. XVI, p. 402);

Question 408.
Faisant

a =o,

le déterminant ayant deux lignes égales s’annule; donc
D a pour facteur a, ; on démontre de méme qu'il a pour
facteur as, etc; d’ailleurs les exposants ne peuvent dé-
passer 'unité; donc-

D=a a,...ay;

on voit aussi que le coefficient est 1.
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Question 409.

Faisant ‘
: a,=o,

on revient au déterminant précédent; donc il existe un
terme asas a,... a,. Falsant ensuite

a=o,

on obtient le terme a, a; a, ... a,, et ainsi de suite.

NOTE SUR LA QUESTION 403

(voir p. 117);

Par M. P. CHALLIOT,

Eléve du lycée de Versailles (classe de M. Vannson).

Quelle est la forme générale de I'équation des surfaces
qui passent par le point (x', y’, z) et par I'intersection
des deux surfaces

S(x, 7, z)==o0, ¢(x,ry,z)=o0?

Soit F une fonction quelcohque de x, y, z, A une in-
déterminée arbitraire.

L’équation générale des surfaces passant par I'intersec-
tion des deux surfaces proposées pourra étre représentée
par

F(2y 7y2)+2E (s, 7, 2) (2,7, 2) =0,

Exprimons que le point (x/, y', z') est sur la surface

S(& y, Y+ AR (2, ¥, 2) 9 (', ', ¥)=0,
d’otx
Sy 2)
F (2,5, 2) (2, 55 %)

A== —
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Par suite I’équation demandée est

f(xvf’z)_= F(x, f)z) .‘P('l':f)z).
f(""',’ .7’,7") F(xl, y's7) ?(-”',f'.,z')

SOLUTION DE LA QUESTION 405
(voir t. XVI, p. 401);
Par M. C. SOUILLART,
Ancien éléve de ’Kcole Normale,

Er M. Emice MATHIEU,

Professeur.

Fitant donnée I'éguation
(2* +9°+ 22— 3ayz) (2 4y + 2 — 32'y' )
=X+ Y + Z — 3XYZ,
- trouver les valeurs de X, Y, Z en fonction de x,y, z,
xf’ ‘yl’ z’. -
Le polynéme x* + y® + z* — 3xyz peut étre mis sous
la forme d’'un déterminant.

On a
x'y 2
‘,,a+ys+z3—3x_yz=—- Yy z x
2 x y
de méme
.t’ yl z’

2y =3uy == |y F 2
7 a2y
On aura donc
(B+y3+5—3ayz) (2 + y + 27 —32" y'7)
x4 yy' + 28 xy +yd 2 xd 4y 4z
= |y +y+ 2t yy + 22+ xz' 3 + 3z’ +-zy'
2’ +xy +yd a2y gy |



(193)

Si 'on pose

X =xx' + yy' 4 z3/,
Y =xy' + y2 + zx/,
Z=uxz + yx' + 3y [*),

le déterminant-produit devient

X Y Z X Y Z

Z X Y|=—|Y Z X |=X+Y 4 Z:— 3XYZ.

Y Z X Z XY

Les valeurs précédentes de X, Y, Z, répondent donc a
la question.

La formule

(B +y+22—3ayz) (2" +y" 4+ 2" — 32"y 2)
= X'+ Y + Z* — 3XYZ,

dans laquelle

X = xx' 4 yy' + 22,
Y =2y 4+y2' + zx/,
Z =xz' +yx' + 3y,

est un cas particulier de la formule

Yy z w v... r st oy ol s
. ’ ' / ’ ’
z2 u ... st x Yy z uw... st
w v t x X |2 W v v x
r ¥y z ros ¢ 2 oy 7 r

.......................

(*) Ce résultat est énoncé dans ’Algébre de M. Bertrand , 2¢ édition.
Ann. de Mathématiques, t. XVI1. (Mai 1858.) 13
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dans laquelle on pose
X=at +ys 421’ ...+ sy + 1o,
Y =xa'+ yt' 425" +...+4-s2 + v,
L =ay'4+yx'+ 2zt ...+ s+,

Par exemple, si les déterminants sont du quatriéme
ordre, on a

—2 4yt =2+ u — fyraz— faniz
<+4z lyu—+ fyuz’ + 2222 — 2uty? )
y(—x"-}-y — iU —fy 2z —4x’u”z>
4y w4 4y w2 4 2222 — 247y
==X Y —Z 4 U — {Y'XZ — 4XUZ
+ 4XYU + 4YUZ? + 2X?Z — 21U Y3,
en posant
X =au' + yz + 2y’ + ux',
Y =ax' +yu’ + 22" + wy/,
Z=zxy 4+yz' +zu 4+ u7
U = 22’ + yy' + 22’ + wtd.

OBSERVATIONS SUR LA SOLUTION DE LA QUESTION 193

(voir page 79);

Par M. DEWULF.
L’équation
D=o

se vérifie par des calculs qui ne sont ni longs ni com-

pliqués (t. XVII, p. 8:)

En effet

de dA dey dA de daA
| =, L A | | da dg
“Tlag as | 7T |ag as| T |dp an

:1;_0 2.;0 ) d-to_ d_-z‘o ) dz, dx,
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Done

x'=—y.

De méme : -

= '_"f”, oL ae— ym. A .

Les deux premiéres colonnes de — D sont donc identi-

ques, et, par suite,
D=o.

SOLUTION DE LA QUESTION 425 (HOLDITSCH)

(voir page 33);

Par MM. Marivs LAQUIERE er Georces FENEON,

Eiéves du lycée Saint-Louis.

Le grand axe d’une ellipse étant dans une position ver-
ticale, toute droite homogéne pesante passant par le foyer
et s’appuyant par ses deux extrémités sur 'ellipse est en

équilibre.

Je cherche la condition nécessaire pour que la droite
MN homogeéne et pesante appuyée par ses deux extrémités
sur les droites MA, NA inclinées des angles « et 8 sur
I'horizon soit en équilibre.

La droite peut étre considérée comme soumise a trois
forces : 4 son poids P appliqué en son milieu G, et aux
deux résistances normales des deux plans. Pour I'égui-
libre, ces forces doivent concourir sur la verticale menée

13.
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par le milieu de la droite. Cette condition géométrique,
qui n’est réalisée que d’une seule maniére, caractérise la
position d’équilibre«(*).

La question est donc ramenée a chercher les conditions
auxquelles doit satisfaire la droite appuyée sur Pellipse
pour que les deux normales concourent sur la paralléle
au grand axe menée par le milieu de la droite.

Soient

a2y2+ b?xz —_ azbz

P’équation de I'ellipse, et
(i) y=m(e—#)
celle de la droite, # étant I'abscisse & I'origine que nous
déterminerons par la condition d’équilibre.

Les ordonnées des points d’intersection de cette droite
avec 'ellipse seront les racines de I’équation

2 ?k
(2) <a’+§n—>}"+2——fn y—b(a*—k)=o0;

2

(*) C'est du reste le résultat que donne le calcul.
Appelant i Pangle d’inclinaison de la droite MN sur I'horizon et appli-
quant les équations d’équilibre, on arrive i la condition

sin (8 — «)

tangi = —; - ’
& 2sin Bsine

qui est toujours remplie lorsque les normales aux deux plans en M et N
concourent sur la verticale du milien G de la droite. En effet, soient 21
1a longueur de la droite et m 1a distance du point G au point'de concours
R des normales; la droite GR étant verticale, on a, dans les triangles
MRG, NRG,

sing 1 sin o
cos(B—1i) n  cos(e—+i)
ou
sin B (cosx cosi — sino 8ini) = sin« (cos @ cosi — sin @ sini),
ou
' sin (2 — «),

tangi{ = — -
¢ 2sin3sine



. (197)

I’équation de la normale au point M (z/, /),

a'y /
-7_7,='b,—x1(""'—"r))

d’on
c b
x :—a;.l' ~+ (F?’y'
L’équation
bz @ ,
-‘;; <7,—7>.}’|+;;($’-—l")=0

donnera l'ordonnée y, du point d’intersection des deux
normales en M et N (x”, y”).
Résolvant,

) c? (.l‘” _x’) J,lyll'
T Ty =y

mais les coordonnées x', 7', x”, y" satisfaisant a I'équa-
tion (1), on a
mk 4y’ mk —+y”
.l" — ] N xll — .7 s
m m
d’ou, substituant,
YA/

LYy
.7’-—6,>< mk

L’équation (2) nous donne

y/ y//=__ b ((12 - k2) m?

’

a*m? + b?
ry+y __ bkm |}
2 T a@mr+ b’,’

et, d’aprés ce que nous avons dit pour qu’il y ait équi-
libre, il faut que

I+ "
yo= Lz_y ,
donc
c(at— i )m b*km

Y=

- k{a*m® + b?) T @ m 4 b
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ou
¢ (at— b)) = b B,
d’on
k==ec.

La droite doit donc passer par le foyer; du reste il est-
évident que c’est par le foyer inférieur.

Nos calculs supposent que m est fini et différent de
zéro. Si ce coefficient angulaire était nul, la droite serait
verticale, se confondrait avec I’axe, car k ne peut étre
infini; la droite passera encore par le foyer. Dans le cas
ou m serait infini, la droite alors horizontale est toujours
en équilibre, car la condition géométrique est toujours
satisfaite,, les'deux normales se coupent sur I'axe; de plus
les forces sont égales aux deux extrémités de la droite.

Ce cas est le seul dans leque] une droite ne passant pas
par le foyer puisse étre en équilibre, et toute droite pas-
sant par le foyer est en équilibre.

Note du Rédacteur. Soient a et b les distances de M
et N & la directrice; ¢, d les distances des mémes points
au foyer; la distance du centre de gravité de la corde MN

\ . . a—+b \ cey
i ladirectriceest 272, ou , d’aprés la propriété du foyer,

ou m est constant, et ’'on a

¢+ d < MN.

m(c+d)
2%

Mais, dans le cas d’équilibre, on sait que la distance du
centre de gravité doit étre un minimum, ce qui a lieu
lorsque ¢ + d = MN, c’est-a-dire lorsque la corde passe
par le foyer.
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NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS DU PROGRAMME OFFICIEL.

IX.

RECHERCHE. DES RACINES D UNE EQUATION TRANSCENDANTE.

Lorsqu’on a substitué des nombres équidistants et as-
sez woisins pour que les différences des résultats puissent
étre considérées comme égales entre elles a partir d’un
certain ordre, on continue l'opération comme s’il s’a-
gissait d’une équation algébrigue. (Extrait du Pro-
gramme officiel.)

On voit que, dans la recherche des racines d’'une équa-
tion transcendante, le procédé prescrit par le Programme
officiel se fonde sur cette proposition :

Lorsqu’on substitue & la variable d'une fonction trans-
cendante, continue, des nombres équidistants et sqﬂi—
samment rapprochés les uns des_autres, les différences
des résultats de ces substitutions, & partir d’'un certain
ordre et dans un certain intervalle, présentent des va-
riations assez petites pour qu’on puisse en faire abstrac-
tion et considérer les différences comme égales entre
elles. '

Est-ce une proposition qu'on doive admettre comme
un fait d’expérience, ou faut-il en donner I'explication ?
Le Programme n’en dit rien. Quant aux Algébres con-
formes au Programme, une seule, et 4 1'occasion de la
construction des Tables numériques, conticnt quelques
mots qui se rapportént a la proposition dont il §'agit;
nous les transcrivons ici.

« Il arrive en effet presque toujours que, dans une série
» de nombres résultant d’une loi réguliére et suffisam-
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ment rapprochés les uns des autres, les différences
tendent de plus en plus vers 1'égalité, a mesure que
leur ordre s’éléve. En négligeant des quantités fort pe-
tites, on pourra, a partir d’un certain ordre, leur
supposer, dans un certain intervalle, une valeur inva-
riable, et construire la Table comme 5’1l s’agissait des
valeurs d’un polynéme.
» Ne pouvant donner ici la raison de ce fait général ,
nous nous bornerons a le développer sur deux exem-
ples. »

Il serait a désirer que la Commission chargée de la ré-

daction du Programme officiel vouliit bien donner un peu
plus de développement & ce Programme, afin de ne laisser
subsister aucun doute sur le sens des énoncés qu’il ren-
ferme.

Dans un remarquable Rapport redlge par M. Le Ver-

rier, on lit:

« En laissant toute latitude 4 cette Commission, nous
exprimons cependant le voeu qu’elle se conforme aux
bases que nous avons posées précédemment.

» Elle devra restreindre I’étendue des cours mathéma-
tiques et en éliminer nombre de difficultés considéra-
bles, afin (e mieux approprier la matiére a la mémoire
et a I'intelligence moyenne des éléves. Elle devra, au-
tant qu’il est possible, introduire des exemples, et des
applications puisées dans la pratique.

» Il est en outre de toute nécessité que sur chacun des
cours elle fournisse un Programme trés-développé, en-
trant dans des détails minutieux, et qui enchaine tel-
lement les professeurs, qu’il leur soit impossible d’en
fausser I’esprit. Cette condition est de toute rigueur. »
Cette condition ne me semble pas avoir été rigourcu-

scment remplie. G.
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DEMONSTRATION D’UNE PROPOSITION
RELATIVE AUX EQUATIONS TRANSCENDANTES.

Dans les Traités d’Algébre on démontre ces deux pro-
positions : '

1°. Si deux nombres a, b, substitués a I'inconnue x
d’une équation algébrique entiére

Sf(z)=o,

a coefficients réels, donnent des résultats de signes con-
traires f (a), f(b), 'équation a au moins une racine
réelle comprise entre a et b.
2°. Lorsque deux nombres a, b comprennent entre eux
un nombre impair de racines réelles de I’équation algé-
brique
Sf(x)=o,

les résultats f(a), f(b) des substitutions de z et b a x
dans f'(x) ont des signes contraires, et si le nombre des
racines réelles de I’équation

Sflz)=o

comprises entre a et b est pair, f(a) et f(5) ont le méme
signe. .
La démonstration que 'on donne de la premiére de ces -

propositions s’applique a une équation transcendante
" dont le premier membre est une fonction continue pour
les valeurs de x comprises entre a et 5. Mais, il n’en est
pas de méme du raisonnement que I’on fait ordinairement
pour établir la seconde proposition, il ne convient qu’aux
équations algébriques. Et comme on sc sert souvent de
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cette seconde proposition dans la recherche des racines
d’une équation transcendante, il nous semble utile de
faire voir qu’elle est encore vraie pour des équations de
cette nature.

Dans tout ce qui va suivre, il sera supposé que les
fonetions transcendantes considérées sont continues, du
moins dans l'intervalle des valeurs substituées & la va-
riable. De plus, on admettra les définitions que nous al-
lons faire connaitre.

Lorsqu’une racine & d’une équation transcendante

flz)=o

étant substituée a x dans la dérivée f' (x) de f(x) ne ré-
duit pas i zéro cette dérivée, on dit que « est une racine
simple de I'équation '

Sf(z)=o,

ou bien encore que 1'équation n’admet qu'une seule ra-
cine égale a .

Mais, lorsque la substitution de o 4 x annule f'(x) et
un certain nombre (rn —1) de ses dérivées successives

S (x), f"(x) ey [t (x), Véquation
Sf(x)=0o

est considérée comme ayant n racines égales a a. Suivant
qu'on a

n=2, n=3,...,

la racine « est nommée racine double, racine triple, eic.

Ces définitions admises, désignons par «, 6, d, 7, etc.,
les valeurs des racines réelles d'une équation transcen-
dante ‘

f(‘t) =0,

comprises entre deux nombres donnés a, b. Et supposons
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d’abord que «, 6, d, y, etc., représentent des racines
simples. Nous allons faire voir que f(a), f (&) ont des
signes contraires ou<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>