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GÉOMÉTRIE ALGORITHMIQUE.

Sur les polygones inscrits et circonscrits à des coniques *,

D'APRÈS M. BRIOSCHI.

Ânn. de Tortolini, 1857.

1. Lemme. Soient «, y, iv trois fonctions linéaires à



deux variables :

U = a vw 4- p «v/ -f- «y w>»,

V = /2a2 -f- m2t>2 -f- /?2 tv2 — tf*w — fovw — cuv,

rU — V = w ( ^ a - f rtl-f-^ttf^H- b)-\- uv{ty 4- c)

—/*«* — m7t>2 — n*w\

a, (3, y,..., a, &, c,... sont des constantes données et t
une constante arbitraire égalant à zéro les trois dérivées
de tJJ — V prises par rapport à w? r, tv; on obtient

w {toi-^r a) — 2c/w:' + ( ^ + c)tt=:o,

— 2/22w + v{toL -ha) + (fp-f-ó)tt = o.

Pour que ces trois équations subsistent simultanément,
il faut que le déterminant soit nul 5 ce déterminant, qu'on
nomme le discriminant de la fonction tJJ — V est

«o t -h a 1 tx -f- a? t -\~ aK ~ o ,

où

ax = /J a2 4 - 7/22 f2 -H /1J 7a -h « P7 4- b ay -h f ap,

2, L'intersection de la droite u — o, avec la conique
/ U — V = o, donne

ni1»* -f- n2w7 — rw(*a 4- n) = o.

Lorsque cette équation est un carré parfait, la droite
// =r o est tangente à la conique, ce qui donne

1 nm — a

s celle valcui partie ulièic de t par li: noua a\ons



( 4*3 )
donc

a = 2 /W/Î — <x.tt.

Désignons de même par tt, t$ les valeurs particulières
de t qui rendent les droites y = r o , w = o tangentes
même aux deux coniques f 2 U — V = o, £8 U — V = o ,
nous avons les trois équations

En posant
U = o,

le triangle M, y, w est inscrit dans cette conique et cir-
conscrit aux trois coniques :

?3U — V = o .

3. Substituons ces valeurs de a, è, c dans les coeffi-
cients du discriminant, on obtient

Soit

(i) (/— r.) (r— r,) (r— ^) =

d'après les propriétés d'Albert Girard, on a les rela-



( 4*4 )
tiona

( 2 ) /?2 = tfl — # 0 A, ipq = tf2 — ö 0 B , ç î = a3 — ö 0 C ;

d'où l'on déduit

4 (*, — «eA) (*s — a0C) = («,— fl0B)2,

relation qui a été donnée aussi par MM. Cayley et Sat-
mon , mais par d'autres raisonnements.

4. On a, d'après les équations (2),

p1 t1 4- ipqt 4- q* =z (pt -\- qY z=. aüt* -{- ax t
1 -+-a2t+-as

— ao(t — tx)t — t,) (t — rd)(*);

car cette équation est satisfaite par les trois racines tir

£,, £,, et en développant, on a

pt-\- q = ^öo*3-*-

= Ao + A, t -h A2/
2 4- A31> -4- . . . =: F (0 ^

ce qui donne

2A0At = ^-2,

AJ -h 2 A,Aj = « , ,

k] - h 2 A, A2 -h 2A0 A3 = «o. . . ,

/^3 + ^ A 0 + A , t, - h A 2 ^ 4 - A 3 1 \ . . . ,

7> = À , 4 - A 2 ( f a — r , ) H - A s ( / Î — ^ra

q = A0— t> r3P,
ou

P = A2 + A3 (f, -+- r2) + A< (t] 4- fa2

La troisième des équations (2) donne

qizrzas — aotittt, = AJ - 2 A 0 M 3 P +

(A) II sullit de remplacer dans l'équation t' + Ar! + B/ + C = o, A,
fi, l' par les \aleurs eu /», 7, «0, etc. TMV



(4*5 )
donc

t

d'où

Si Ton pose ti = f2 = o, ou si Û =
alors les droites M = o, i> = o inscrites dans U = o sont
tangentes à V = o et à la conique ?8U — V = O} or
alors

Le troisième côté w = o est donc tangent à la conique
(a\— 4^i«3)U—4^o«3V = o, et si a\ = ^ala^^ le
triangle z/, P», W sera à la fois inscrit à la conique U = o
et circonscrit à la conique V = o, et lorsque les trois
conditions a=zimn, b-=inl, a : j= 4aias subsistent,
un triangle circonscrit à V ayant deux côtés inscrits dans
U et circonscrit à Y aura de même le troisième côté.

5. Soit seulement
t, = o ;

alors
P = Aa-»-À3 r,-H A4 f î -4-.. . ,

u = o est tangent à la conique V = o? et

^ ^ 3 = - 2 A „ ( A 2 ^ 4- A3; -h A4*2
4 -H- • .)

= — 2 Ao[Ao -+- A, t, — (Ao -f- Atr
2 -h k,t\ 4 - . . .)}

=r— o. A0[A0 4- Atr2 — F (f,)] (voir p. 4 ^ 4 ^

^o^^— 2Ao(Ao -h A|fa) = — 2A,F(f,);

élevant au carré



(4*6)
mais

A A — ' — **

d'où

F(/2)
2 — (Ao -+• A,*3)

2 = ~- (4öoa3f,-f- 4«iö3 — «2
2).

Substituant et réduisant, on obtient

\ 4 j öo ra *a — 4CTofl3^3 — ^aoaj2t3 •= l±aoaAtï H- 4 r t i ö 3 — «2 ?

si Ton avait aussi

on retombe sur la valeur de £8 trouvée ci-desus (3).

6. Soit le quadrilatère abcd inscrit dans la conique
U = o, et dont trois côtés a i , bc, cd sont circonscrits à
la conique V = o.

Dans le triangle abc, les côtés ab, bc sont tangents à
la conique V = o et inscrits dans la conique U = o. Donc,
d'après ce qui précède, le troisième côté ac sera tangent
à la conique a i l — V = o, ou

0 «3

Dans le triangle acd, le côté cd est tangent à la conique
U = o, le côté ac tangent a la conique #U — V = o, le
troisième côté ad sera tangent à la conique f8U — V = o,
si l'on a la relation (4), dans laquelle il faut remplacer tt

par la valeur de a, et Ton obtient

_

Ainsi le quatrième coté sera tangent à la conique



( 4*7 )
el si l'on a

le quadrilatère sera à la fois inscrit dans U = o et cir-
conscrit à V = o. Même observation que ci-dessus.

7. Soit le pentagone a l5 a2, oc3, a4, oc5 inscrit dans la
conique U = o , et supposons que les côtés « j ^ , a2a8,
«3a4> cLkah soient tangents à la conique V = o, le côté
#5^1 sera tangent à la conique /5U — V = o. Il s'agit de
trouver t5.

Dans le triangle a1a3a4 , le côté a8a4 est tangent à V,
on a donc entre t3 et tk la relation (4)

Dans le triangle aiak(xi^ le côté a^oc^ est tangent à la co-
nique V = o, on a donc encore

Soustrayant on a

La première des équations donne

d'où

_ 4
5~

On connaît f3 et t4, par conséquent /5, et de même pour
les polygones de tout nombre de côtés.

Observation. Ce magnifique travail est, à ce que je
sache, la „démonstration analytique la plus simple qu'on
ait donnée du célèbre théorème de M. Poncelet; généra-
lisation du théorème pour deux cercles, auquel le théo-
rème général peut être ramené, puisque, d'après un autre



( 4 * 8 )
lliéorème de M. Poncelet, deux coniques sont les perspec-
tives de deux cercles. La précédente analyse résout cette
question : un polygone de n côtés étant inscrit dans une
conique \ n — i des côtés étant respectivement des tan-
gentes à un faisceau de n — i coniques passant par les
mêmes quatre points, trouver la nieme conique du faisceau
qui soit touchée par le rieme côté du polygone-, or l'on peut
trouver les conditions pour que le faisceau de n coniques
se condense en une seule conique, l'on a donc le problème
Poncelet. Jacobi a rattaché cette recherche aux fonctions
elliptiques [Nouvelles Annales, t. IV, p. 377).


