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GEOMETRIE ALGORITHMIQUE.

Sur les polygones inscrits et circonscrils & des coniques ;

D’arris M. BRIOSCHI.

Ann. de Tortolini, 1857.

. Lemme. Soient u, v, w trois fonctions linéaires a
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deux variables :
U=oavww 4+ fwu -+ yuv,
V= lu* 4 m*'v* 4 n*w?* — aow — bwu — cuv,
tU—V=vw(ta +a)+ wu(th + b) + ue(ty +c)
— DPu? — m?*? — n*w?,
ay By 7.0 @, by c,... sont des constantes données et ¢
une constante arbitraire égalant a zéro les trois dérivées
de tU —V prises par rapport 4 u, v, w; on obtient
w(tB—+b)4o(ty+c)—2lu=0,
w(ta+a)—20m*+(ty+c)u=o,
—on'w+v(ta+a)+ (tf 4+ bju=o.
Pour que ces trois équations subsistent simultanément,

il faut que le déterminant soit nul; ce déterminant, qu'on
nomme le discriminant de la fonction 1U — V est

a,t +a ! +at+4+a,=o,

on

a, = afy,

a,=10a 4 mB 4+ n'y* -+ afy + bay 4 cauf,

ay=2aal’ +2bBm* + 2cyn’ + abe + Bea + yab,

ay=a*+ m*b* 4 n*c? + abe — f I mn’.

2. L’intersection de la droite u = o, avec la conique

tU—V =o, donne

m?o' + nPw? — ow (ta + a) = o.

Lorsque cctte équation est un carré parfait, la droite
u =0 est tangente a la conique, ce qui donne

2mn —a
{ = ————

-3

Désignons cette valew particuliéie de ¢ par ¢4, nous avons
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donc
a = 2mn — at,.

Désignons de méme par ¢,, ¢, les valeurs particuliéres
de t qui rendent les droites v = o, w = o langentes
méme aux deux coniques t,U— V=0, t;U—~V=o0,
nous avons les trois équations

) a=—2mn— at,
b=2nl— B,
c=2Ilm—19t,.

En posant
U=o,

\

le triangle u, v, w est inscrit dans cette conique et cir-
conscrit aux trois coniques :

t4,U—V=o,
t,U—V=o,
tU—V=o.

3. Substituons ces valeurs de a, b, ¢ daus les coefti-
cients du discriminant, on obtient

a, = afy,
a, =p*— afy (t, + t: 4+ t3),
a;==2pq + oafy (t.t: + Lty 4 4,2,),

a,=q* — afyt trty,
ou

p=ta++mB+nvy,
g=f4r—lat,—mBt:—nqt,,
r = Imn.

Soit

(1) (e—=t)(t—t)(t—t)=0+ A +Bt+C=o0;

d’aprés les propriétés d’Albert Girard, on a les rela-
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tions
(2) pP=a—aA, 2pg=a,—aB, ¢ =a,—aC;
d’ot 'on déduit
§ (@ — a,A) (@ — 4C) = (a— a,B),
relation qui a été donnée aussi par MM. Cayley et Sal-

mon , mais par d’autres raisonnements.
4. On a, d’aprés les équations (2),

P+ 2pqt + q’:(pt+q)’=aot3+a.t’+a,t+a,
=a,(t—t)t—t)(t—1)(*);

car cette équation est satisfaite par les trois racines ¢,
ts, ts, et en développant, on a

pt4q=\a,t’ 4+ a t’* 4 a,t + a,
=A +At+ A+ AP+ .. =F(2),
ce qui donne
Al = a,,
2A,A, = a,,
Al 4+2AA,=a,,
Al +2A A, +2A)Ay=a,...
L+ g =A, + Az, + At 4 At). ..,
Pt qg=A 4+ A+ A, + A ..,
P=A+A(L—t)+ A —tt+12)...,
q=A,— ¢t t,P,

)

ou
P=A;+A (64 6)+ At + 85+ 0t)+. ...

La troisiéme des équations (2) donne

P =a;—ayt ity = Al —2A,6,,P 43¢ P
a, b|’2= ao(Ao“‘q),

(*) Il suflit de remplacer dans I'equation * 4-At* +-Bt+C=o0, A,
B, C parles valeurs en p, g, a,, cte. T



donc

-_— 2
agt t;
d’ou
1
ty = —(t,t; P — 2 A,P).
a,

Si I'on pose t, =1, =0, ou si a=2amn, b= 2nl;
alors les droites u = o, v = o inscrites dans U = o sont
tangentes 4 V=o0 et a la conique t,U —V =03 or
alors

) 2 A,A. a, —4a.a
(3) fm — 2As @ —daa

ay 4 asa,

Le troisiéme c6té w = o est donc tangent a la conique
(a? —4aya;)U— 4aca,V=o0, et si a,=4a,as, le
triangle u, v, w sera a la fois inscrit 4 la conique U = o
et circonscrit a la conique V =o, et lorsque les trois
conditions a =2mn, b= 2nl, a ;= 4a,a, subsistent,
un triangle circonscrit a V ayant deux co6tés inscrits dans
U ct circonscrit 4 V aura de méme le troisiéme coté.

5. Soit seulement
tt=o0;
alors
P=A, 4+ A, +At]+...,

u =0 est tangent a la conique V =o, et
Aty = —2A,(Ar+ Aty +Ast; +...),
agtity = —2A, (At + Ayl + Aty 4. . .)
=—2A A+ AL — (A + AL+ AT ., )]
=-—2A,[ Ay + At — F ()] (woir p. §24),
agtit,— 2A,(A, -+ Ait,) = — 2A,F(8,);
élevant au carré
ajt t; — fasAt e (A + At)
= 4A{[F(6) ) — (A + An)y,



( 426 )
mais
a2
2AOA|=az, A:::.4-—;A7
d’ou
2

t, )
F(6) — (8 + A6} = 2= (faasts+ ara, — ).
3

Substituant et réduisant, on obtient
(4) ai 6t — faja,t, — 2a,a,t,t, = fa,a,t, + fa,a, — a?,

. . .
si l'on avait aussi
= o0,

ou retombe sur la valeur de ¢, trouvée ci-desus (3).

6. Soit le quadrilatére abed inscrit dans la conique
U =o, et dont trois cotés ab, be, cd sont circonscrits a
la conique V= o.

Dans le triangle abc, les cotés ab, be sont tangents a
la conique V =o et inscrits dans la conique U=o0. Done,
d’aprés ce qui précéde, le troisiéme coté ac sera tangent
i la conique aU —V =0, ou

a) — 4a, a;
4 aya,

(3) L a=

Dans le triangle acd, le coté cd est tangent a la conique
U=o, le coté ac tangent a la conique 2U— V=0, le
troisiéme coté ad sera tangent a la conique t,U — V = o,
si 'on a la relation (4), dans laquelle il faut remplacer 7,
par la valeur de «, et 'on obtient

164, (8a,a} + a} — fa,a;a,)
(a; —4aia)

3 — *

Ainsi le quatriéme coté sera tangent a la conique

16a,(8ayal +a, +4aa.a)U~ (a)—faa,})V=o,
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ctsi l'on a

8a.,a; + a) — 4(1,a,a3 =o,

le quadrilatére sera & la fois inscrit dans U= o et cir-
conscrit a V= o. Méme observation que ci-dessus.

7. Soit le pentagone a,, a5, a3, @, oty inscrit dans la
conique U=o, et supposons que les cdtés wyay, agay,
@y, o, o soient tangents a la conique V=o, le coté
aga, sera tangent a la conique t;U — V =o. Il s’agit de
trouver ;.

Dans le triangle oy a3 a4, le coté ayo, est tangent & V,
on a donc entre ¢, et ¢, la relation (4)

2
alt’ti — faat, — 2a,a,8t, = faya,t, + fa, a, — al.

Dans le triangle oy @, a5, le ¢oté «,a; est tangent ala co-
nique V= o, on a donc encore

altitl —fasaty—2a,a,tt, = fa,at, + fa,a, — a’.
Soustrayant on a
ayti (t+t,) =4 aca, + 2a,a,t,.
La premiere des équations donne
ayttity—=ual— faa, — faa,t,
d'ou
" fajar(a—1t,)
T Al

On connait ¢, et t,, par conséquent /5, ¢t de méme pour
les polygones de tout nombre de cotés.

Observation. Ce magnifique travail est, a ce que je
sache, la démonstration analytique la plus simple qu’on
ait donnée du célébre théoréme de M. Poncelet; généra-
lisation du théoréme pour deux cercles. auquel le théo-
réme général peut étre ramené, puisque, d’aprés un autre
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théoréme de M. Poncelet, deux coniques sont les perspec-
tives de deux cercles. La précédente analyse résout cette
question : un polygone de n cdtés étant inscrit dans une
conique; n—1 des cOtés élant respectivement des tan-
gentes 4 un faisceau de n—1 coniques passant par les
mémes quatre points, trouver la n** conique du faisceau
qui soit touchée par le n* c61é du polygone; or I'on peut
trouver les conditions pour que le faisceau de n coniques
se condense en une seule conique, ’on a donc le probléme
Poncelet. Jacobi a rattaché cette recherche aux fonctions

clliptiques ( Nouvelles Annales, t. IV, p. 377).



