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NOUVELLES ANNALES

DE N

MATHEMATIOUES.

SOLUTION I'UNE QUESTION PROPOSEE AUX EXAMENS
DADMESSION 3 LECOLE NAVALE (1856).

T v E b
o ——
!
< :y \\\ J! c
! ~_|
B o

On donne lua plus petite des deux bases AB, CD, d’'un
trapéze ABCD, et la longuenr des cétés non paralléles
BC, AD supposés égaux entre eux : déterminer le maxi-
mum de Uaire du trapéze.

Menons des points A, B les perpendiculaives AE, BI
sur CD, ct posons

ABi(t, BC=AD=¢, CD=«x, AE=DBF=—y.

. . . T —+a .
L’aire du trapéze sera exprimée par (—————) y.Dailleurs
2

les triangles rectangles ADE, BCIT étant égaux entre cux,
on aura
’ DE = FC,
e, par suite,
CD —AB x—a
= > = > .

DL



Ce qui donz:era

x —n U
ry= /:’—\ :—\/,ir—(r——m-.

De larésulie

(I +a > ¥ ; y’qu—i-— {1)’[4(’ — '\_J:_;— ayl.
2 ]

Il sagit dene de trouver lavaleur de & qui rend maximum
le produit (v 4 a)? [ 4e*— (x — «)* ] que Von pent éerive

3!][5) .

(1) (et aic+a c42c—aj(2e+ a—ux)

Cela posé, désignons par z, 8,7 trois nombres quel-

conie: e L mettons fe p:or:ml (r sous cette forme:

<J‘+ (1") [ —4—(1\) <1 -+ 7.4'~n\) <?.r-1.— a —
7 /

o
L i “ \ A

\ \

.e nombre ¢ £ ¢tant constant, il est elair gque le maxi-
[ 1 tant tant. il est el 1

mum cherché correspond an maximum de

(2) ("‘*f,ﬂ_‘) (2=e) (fit?f_:f‘) (”“'f”—;f‘).

[ /3

/

Or, les vaiears des nombres =, §, 7 ¢tant arbitraires, on
en pourra disposer de maniére (ue la somme des quatre
facteurs

T +4-a T <4 a Jy 4+ 2¢c—a "e 4+ a4 — x

soit constante, ¢est=i-dire indépendante de x: il suffit,
pour cela, & dltl'l)ll(‘l anx nombres o, S, v des valeurs
telles. que fe coeflicient de & dans la somme dont il s’agit



soit nul. Ce qui donne

2 11
(3) 4 z—-—-=o.
« & g
Cette premiére condition étant supposée remplie, il
faudra, pour que le produit (2) soit maximum, que ses

facteurs soient égaux entre eux. On aura donc

z+a z+2c—a
a ¢

2

(4)

(5) .t-;—a:2c+7a .1:;
la valeur positive de x déduite du systéme des équations
(3)5 (4), (5) représentera la plus grande des deux bases
du trapéze maximum (¥).

Des équations (4) et (5), on tire

11/ zx+4a
6 «a (z +o2c—a)’
I 1/ x4a .
7 «a <2c +a—z)’
I 1 . 7,
et, en remplacant 2, — par les expressions précédentes,
7

6
dans (3), il vient

z—4a x4 a

2 -+ —_ —
r—+ 2¢c—a 2¢ 4+ a—wx

o,

-d’ou
2{fct— (x—a)?]+2(z+a)(a—z)=o.

(*) Cette méthode élémentaire pour résoudre quelques questions rela-
tives au maximum el au minimum d'une fonction d’une seule variable
a été indiquée par M. Grillet, professeur au lycée de Brest( Nouselles An-
nales, t. IX, p. 50). G.



(8)

En développant et réduisant, on trouve Yéquation
(6) x*— axr—2¢*=o,

dont la racine positive

a at
—+\/~—+26’
2 4.

est la plus grande des deux bases du trapéze cherché. Les
quatre cotés du trapéze étant déterminés, il sera facile de
le construire et d’avoir I'expression de sa surface en fonc-
tion des données a, c.

L’équation (6)

2} —ax— 2¢* =0

donne
x(r—a)=2c
on
r—a
x =%
2
Or,
x =CD
et
r—a
—— = DE,
2
donc

CD < DE = DA.

Cette derniére égalité montre que le triangle CAD est -
rectangle en A. Il s’ensuit que CD est le diametre du
cercle circonscrit au trapéze.

Lorsque ¢ = a, la valeur de

a a?
MY
27V 3
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(9) _
se réduit a 20, les cotés CB, BA, AD sont egaux au _
rayon du cercle circonscrit au trapéze dont le diamétre
est CD. Et chacun des deux angles DAB, ABC est égal &
120 degrés. G.

SOLUTION DE LA QUESTION 345
( voir tome XV, page 383);

Par M. DE ROCHAS,

Eléve a I’école préparatoire de Sainte-Barbe ( classe de M. Gerono ),

Er M. GRELLEY,

Eléve a la méme école (classe de M. Vieille.)

.

S (x) = o est une équation a coefficients entiers; si f (o)
et f (1) sont des nombres impairs, I'équation n’a pas de
racines entiéres. (Gauss.)

Le polynéme f(x) étant un polyndéme algébrique cn-
tier, pourra se mettre sous la forme

Ajx™ 4 A 2™ - Ay ™ - Ay v+ A,

m étant un nombre cntier. Nous aurons alors

f(o) = A,

f(l):.Ao+A|+Az+‘--+Am—l+Am7

et

S (o) et f(1) étant, par hypothése, deux nombres im-

pairs.
Supposons que I'équation
S(z)=o
admelte une racine entiére a, elle sera paire ou impaire.
Dans le premier cas, chacun des m premiers termes de
f(a) étant pair, puisque les coeflicients sont cntiers,
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leur somme le sera aussi, et, par snite, cette somme aug-
mentée d’un nombre impair A,,, ne pourra pas devenir
nulle.

Dans le second cas, nous pourrons remarquer que les
puissances du nombre a seront toutes impaires et que,
par suite, chacun des m premiers termes de f (a) étant
de méme parité que son coefficient,, la somme de ces ter-
mes scra de méme parité que la somme des m premiers
coefficients. Mais cette somme est égale a f (1) — f (o) :
elle est donc paire; par conséquent, la somme des m pre-
miers termes de f'(a) sera paire comme dans le cas pré-
cédent et ne pourra pas étre annulée par I'addition d’un
nombre impair A,,.

Le nombre a, ne pouvant étre ni pair ni impair, ne
scra pas entier. C. Q- F. D.

SOLUTION DE LA MEME QUESTION 345
Par M. P. R.,

Eléve du lycée Bonaparte.

Soit
Sz)=A 2"+ Ax " . +Ap s+ A,=0

le polyndme proposé. k étant un nombre entier quel-
conque, de méme que A’, on suppose que

SO)=An=12k+1,

SJO) =B+ A +.. .+ Au FAn=2k +1.
Aucun nombre p entier mis a la place de x ne satisfait a
I'équation

S(z)=o.
En effet, effcctuons la substitution. Il vient

AnP"‘ -+ All)m-“ -+ Azp"_’ ...+ AM—IP+AM'
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Si p est pair, tous les termes le sont, a I'exception de A,
donc la somme algébrique de ces termes n’est pas nulle.
Si p est impair, la somme des termes

(1) Apm + APt 4o Apy p
est encore paire. Car .
Sy —fo)=2k—2 =2(k—4F).

Donc le nombre des coeflicients impairs de (1) est pair.
Donc leur somme algébrique est paire. La somme algé-
brique des termes de (1) a coefficients pairs est encorc
paire. Donc enfin le polynéme (1) est pair, et, par suite,
le polynome

Agpm 4 A p" T 4 o Ap p - An

n'est pas nul, puisque A,, est impair.

LETTRE SUR LA METHODE DE M. PARMENTIER
(voir t. X1V, p. 370).

Je trouve dans vos Nouvelles Annales (octobre 1855)
une formule nouvelle de M. Parmentier pour la quadra-
ture des courbes planes. L’autcur affirme que cette for-
mule est Loujours préférable a celle de M. Poncelet, mais
celte assertion ne me parait pas fondée.

Considérons en effet une courbe tournant sa concavité
vers I'axe des x. Je suppose la base du segment divisée
en parties égales, et les trapézes inscrits et circonscrits
de M. Poncelet construits sur les divisions de la base.
Soient A la somme des trapézes inscrits, A’ celle des -
trapézes circonscrits et 8 I'aire cxacte du segment. On a,
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A4 A
— ZS.

suivant les cas,

’
Je suppose é—-—gi plusgrand que S.

En comparant la formule de M. Parmentier a celle de

M. Poncelet, on trouve

A+24 A+A A —A
3 2 b

2
A’ étant évidemment plus grand que A, on a

A42A"_ A+ A
3 —

Donc, puisque, par hypothése, la formule de M. Pouce-
let donne une valeur trop grande, celle de M. Parmentier
sera moins approchée qu’elle.

“n considérant une courbe (ui tourne sa concavité
vers le haut, on verrait de la méme maniére que toutes
les fois que la formule de M. Poncelet est approchée par
défaut, elle est plus exacte que celle de M. Parmentier.

U~ ABonnt.

REPONSE A LA PRECEDENTE LETTRE.

Je vous renvoie la Note eritique que vous mn’avez com-
muniquée rclativement & ma formule de quadrature.
Votre abonné dit: « L’auteur affirme que cette formule
est toujours préférable a celle de M. Poncelet , mais cette
assertion ne me parait pas fondée. » D’abord je n’affirme
rien, je démontre que lorsque les éléments dans lesquels
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on partage la courbe sont assez petits, ma formule est
beaucoup plus approchée que celle de M. Poncclet, et
cette assertion n’est ni plus ni moins fondée qu’un théo-
réme quelconque d’algébre ou de géométrie. J'ai done
Lieu d’éwre fort é¢tonné de voir contester unc chose évi-
demment incontestable par tous ceux qui ont compris les
considérations analytiques qui m’ont conduit a modifier
la formule de M. Poncelet, et je pourrais laisser sans ré-
ponse le singulier raisonnement de votre abonné. Je veux
pourtant dire en quoi il péche, ne fit-ce que pour Pédi-
fication personnelle de son auteur.
Considérant le cas d'une courbe concave vers 'axe des
abscisses , votre abonné dit que Fon a, suivant les cas,
A+A

< k]
o “~

) A A . . .
etil prendle cas o ™ == > 8. A partir de 1a son rai-

sonnement cst irréprochable, ct il démontre que dauos

’ 7

A+ A , A4 2 N
ce cas ——— cst plus approché de Sque —g > clest-

a-dire que la formule de M. Poucclet donne nun résuliat
plus approché que la mienne. Il 'y a qu’un petit mal-
heur a ccla, cest que le cas examiné par l'auteur ne peut
jamais se présenter. Si votre abouné avait lu ma Note
avec un peu plus d’attention, il aurait vu que je démontre
(p- 379) que S — A’ est plus petit que S — A (en valeur
absolue), ou, en d’autres termes, que la somme des aires
des trapézes circonscrits est plus rapprochée de aire de
la courbe que la somme des aires des trapézes inscrits.
Or, dans le cas d'une courbe concave vers I’axe des ab-
scisses, A’ est plus grand que A, et comme S est plus
approché de la plus grande de ces deux quantités, il s’en-
suit que S est plus grand que leur moyenne arithmétique,
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etque 'on a

A/ -
ETN

Votre ahonné part donc d'une hypothése absurde en po-
sant .
A+ A
2

>S5.

Avant d’établir par des considérations de séries que
S — A est plus grand que S — A’ (en valeur absolue),
javais dit (p. 372) qu’il est facile de voir par de sim-
ples considérations géométriques que la somme des aircs
des trapézes circonscrits conduit a un résultat plus ap-
proché que celle des trapézes inscrits, mais je n’avais
pas cru devoir démontrer cette proposition élémentaire.
Comme votre abonné nc s’en est pas rendu compte, ce
qui I'a fait tomber dans son raisonnement paradoxal , je

répare ici cette omission.

Y
T m T
M -
!
H
0 P P Pz
Soit
Pp=pP.

1l s’agit de démontrer que la différence entre I'aire in-
scrite et la courbe est plus grande que celle entre 'aire
circonscrite et la courbe, ou que le segment curviligne
MmM/ est plus grand que ls somie des segments curvi-
lignes MTm + mT'M'.

Menons les cordes Mm et mM'. 11 est facile de voir
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que le triangle Mm M’ est égal a la somme des triangles
MTm + mT'M'. En effet, on a

!
triangle MmM’' = lﬂi—gx—m? =Pp X mn,
1 1
triangle MTm = I—[L%'—Z:—l\—n =Pp X Bz_T,

. reps ' 71
trianglemT’M':wmn—- 2 p M

et somme des triangles

MTm+m’f’M’:Pp =Pp X mn,

(MT + M'T')
2
méme expression que pour le triangle MmM'.

Or laire curviligne MmM' est évidemment plus
grande que le triangle MmM/, et la somme des aires cur-
vilignes MTm + mT'M’ plus petite que la somme des
triangles de méme nom. Donc, enfin, laire curviligne
MmM’ est plus grande que la somme des aires curvilignes

MmT+ mT' M (*).

(*) Je profite de cette occasion pour dire aux lecteurs des Nouvelles An-
nales qu’étant devant Sébastopol lors de 'impression du numéro d’octo-
bre 1855, je n’ai pu surveiller moi-méme la correction des épreuves, et
pour les prier de vouloir bien corriger eux-mémes plusieurs fautes essen~
tielles signalées dans les errata du numéro.

.

TutoporE PARMENTIER.
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SOLUTION DE LA QUESTION 340

( voir page 29 );

Par M. Ce. MOREAU,
Eléve du lycée Saint-Lotfis ( classe de M. Briot).

.

Soient donnés un angle tri¢dre de sommet S et un
point fixe O par lequel on méne un plan coupant les
faces de Pangle suivant le triangle ABCy trois paralléles
aux cotés du triangle et passant par le point O partagent
ce triangle en trois parallélogrammes et trois triangles;
vy, Vs, v étant les valeurs de trois pyramides ayant pour
bases ces paraliélogrammes c¢t S pour sommet commun,
la somme

1
[ v, 0y

est contante , de quelque maniére qu'on méne le plan cou-
pant par le point fixe O.

Je méne par le point O trois plans OM, OK, OL res-
pectivement paralléles aux trois faces de I'angle triédre,
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Je plan OM coupe SA en M, le plan OK coupe SC en K
et le plan OL coupe SB en L: ces trois plans coupent le
plan ABC suivant les trois droites DE, FG, IH menées

arallélement aux cotés du triangle ABC, savoir DE pa-
rallele 4 BC, FG paralléle 4 AC, IH paralléle a AB, et,
de plus, ils forment un parallélipipéde avec les trois faces
de Pangle triédre.

Considérons maintenant la pyramide ayant pour base
le parallélogramme OFFAH et pour sommet S; clle peut
étre regardée comme la somme de deux pyramides ayant
pour bases le méme triangle SAO et pour hauteurs les
distances des points I et Ha ce plan. On aura donc, en
appelant f et i ces deux distances,

1

SAFOH =

X SAO0 X< (% <+ f).
La pyramide SMPOQ aura de méme pour mesure
SMPOQ = % > SOM X< (p + q),

en appelant p et ¢ les distances des points P et Q au plan
SOM.

Orona

S=p, h=gq,

car les lignes FP et HQ sont paralléles a SA, e, par
suite, au plan SAO. O a done

SAFOH _ SAO _ SA
SMPOQ ~ SOM ~— SM°
on tire de Ia, en posant SAFOH = v,,
1. 5™
0, SMPOQ 7 SA

Ann. de Matkiémat., . XVI. ( Janvier 1837, 2
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Ou démontrera de méme que I'on «

1 1 1 N SL
SBIOD — » — SLDON ~ =SB
et
| 1 SK
v = SKNOO < 5C
Or

SMPOQ = SLPON = SKNOQ,

car chacune de ces trois pyramides est le tiers du méme
parallélipipéde SLNKMPOQQ; on a done, en appelant v

le volume de 'une de ces pyramides,

i 1 v SM SL SK
(SA Sg " sc!”

v

vy 2 3
Or
SL CG SK Bl
ST CB’ SC _ BC
done

SL SK_CG-+Bl _BE _AD _AM
SETSC T TBC TBC T AB T AS S

. . SM
comme 1! faut encore y ajouter le rapport gyoona

P

x+x—‘_1 1(’A.\I'MS I
v, v, e, 9w \AS TTAS

Done la scinme des inverses de ces trois pyramides est
constante et égale a Vinverse de I'une des pyramides

SMPOQ ou a trois fois Vinverse du parallélipipede OS.

Note. Prochainement une solution trigonoméirique de
M. Ricliard Oxamendy.
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SOLUTION DE LA QUESTION 546

(voir tome XV, page 387) ;

Par M. G. FFORESTIER,
Eléve de mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis
( classe de B3. Briot).

Soient @, b, ¢,..., f, n arcs du premier quadrant; je
supposerai que a est le plus grand de ces arcs et que f est
le plus petit. Nous avons

sina + sind -+ sinc +.. .4 sinf
cosa 4 cos b 4 cose + ...+ cosf El

et nous voulons démontrer que V'on a

tang f< g < tanga.

Or, dans le premier quadrant, le sinus du plus grand
arc est le plus grand sinus et son cosinus cst le plus petit.
Par conséquent, en remplagant au numérateur chaque si-
nus par sina et au dénominateur chaque cosinus par
cosa, nous augmentons la valeur de la fraction et nous
avons

nsna

>q

ncosa
ou
tang a > q.

De méme, en remplacant chaque sinus par sinus f et cha-
que cosinus par cos f, on diminue la valeur de lafraction,
etlon a

nsin f

ncos f

<g ou tangfyq,
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par suite,

tang f< g < tanga.

] ¢. Q. F. D.

C’est aussi un cas particulier de ce théoréme général :
a, a, ay,
6%, B,
suivant un ordre dec grandeur croissante, l'expression
a, + a,+...4+ a,
b+ by ...+ b,

étant n expressions fractionnaires écrites

. a, _a,
est comprise entre 7 et =
1 n

SOLUTION DE LA QUESTION 338

(voirt. XV, p. 290);

Par M. JOZON,

Eléve du lycée Louis-le-Grand .

D’apres I'énoncé de la question, je prolonge la base du
triangle isoctle ABC d’une longueur CD égale a BC. Je

{; C e

Joins le point D au point E, milicu de AB, et le point F
se trouvant le point d’intersection des médianes du trian-

gle ABD, on a
I "
CF.—EA(N

Je porte AG = CF et je méne DG qui rencontre AC
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en Hj soit] le point d’intersection des diagonales du qua-
drilatére GHFE, je méne DI qui rencontre AB en K. Je
dis que

AB=15GK = 10EK.
Le triangle DEG , coupé par la transversale FHA , donne

(1) GH <X DF <X EA = GA X FE X HD.

7

Mais les cotés de ce triangle sont aussi partagés en seg-
ments qni sont en involution, paf les lignes DK, EH,
GF partant des wrois sommets et se coupant en un méme
point. On a douc

(2) GH < DF 3 EK == GK < FE > HD.

Divisant membre 4 membre I'équation (1} par P'équa-
tion (2}, )ai

EA _ GA
EK — GK
ou
AB . AB
> EK  3GK’
ou enfin
2EK == 3GK.
Du reste on a aussi
EK+ GK=FA — GA = (- —~) AB = AB.
2 3 6

T 3 G
Je remplace daus cette égalité EK par 5 GK etyai

3 AB



dou

et
AB AB AB
FRk = —— = —-
6 15 10
C. Q. F. D.

Note. MM Léopold Sylvestre, du collége Rollin (classe.
de M. Suchet), Moreau, du lycée Louis-le-Grand, et le
P. Rochette ont résolu la question & peu présde la méme
maniére.

SOLUTION DE LA QUESTION 544
(voir t. X¥, p, 333),
Pax MM. A. PICART &r BOURDELLES,
Eléves dn lyede Saint-Louis (elasse de M. Kriot ).

Un pointtixe O est donné dans wn angle plan A, Par
O, on méne une transversale rencontrant les cotés de

PFangle en B et en G, 8 et S ¢rantles aives des triangles

‘ I 1
OBA, OCA, la somme ¢+ o cst constante, quelle que

soit la manic¢re domt on méne la transversale.
Soicut OB, OC/les perpendicnlaires abaissées du point
O sur les cotés AB, AC. Jaurai

—_——l

§TY T Ao T ACO0 T AB.AC.OB . OC

Co 2 2(AB.OF -+ AC.OC')

AB.OB' +- AC.0OC" = AB.ACsin A .



(23) -

Donc

1_“~ T 2AB.ACsinA ._ 2510 A .
§ S T AB.AC.OB.0C — OB’.O0C

€. Q. F. D.

constante.

On aurait puda reste arviver a priori a celte expression
2sin A
OB’.0¢

En cffet, si je méne la transversale OO' de maniére
qu'elle soit parallele a1un des cotds de I'angle, la somme

de la constante.

1 P |
—é»—l—g se réduit a 3 Or
—
S — AO < sin O’ AO sin OAC
- 2 sin A ’
Mais
AO sin O'A0 = OB/,
AO sin OAC' = 0C’;
done

1 2 sin A

ST oB.oC

11 serait facile de voir ue le théoreme subsiste encore
quand la wansversale rencontre un ¢61é et le prolonge-
ment de I'autre, ou bien encore quand le point O est a
Pextéricur de 'angle. Alors la somme se change en dif-
férence. L’énoncé général exige qu’on dise la somme
algébrigue.



SOLUT:ON DE LA QUESTION 354
voir & XV, p 44 .

Parn MM. BOYELDIEU rr A. SILVESTRE,

Eleves de ML Catalan.

On doune quatre drois A =0, B=0,C=0,D=09
ctun pointQ dans leur plan: on joiut ce plan au point d’in-
tersection de A = o et B = o, et 'on prend la conjuguée
havmonique de cetie droite par rapport au systéme (A, B);
on fait de méme par rapport au systeme (G, ). Ces deux
droites se coupent en un point (1). Ou opére de méme par
rapport aux systémes (A, C) et (B, D), puis (A, D) ct
(B, C). On obtient ainsi deax nousvcaux points d'inter-

seetion (o) et () en ligne droite avee o premier.
Fhivoistiaiion:.

i AL B, Gy By osont les valears que preunent les
premiers membres des équations de nos dioites quand
on y remplace les coordonndes variables par celles da
point O.

-— =

serala forme de I'équation des droiies joignant le point
O aux points d'interseetion des droites données.

On sait d’aillears que les denx droites P+ 21Q = o,
P—2Q = o sont conjuguées harmoniques par rapport
aux deux droites P=o et ) = o. R

Ceci étant, les ¢quations de nos conjuguées harmoni-
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ques poun‘ont se mettre sous la forme

A B
AR T
) cC D __
(A
A C
, AT
(2) B D _
BT
A D
, AT T
(3) —
BTG

d’ou 'on voit immédiatement que la droite

AL B C D
—_ — - — =0
T te T

passe par les trois points d’intersection dont il s’agit.

Note. Un abonné de Marseille fait observer que dans
un quadrilatére plan les droites qui joignent les milieux
des cOlés opposés et les droites qui joignent les milieux
des deux diagonales se coupent cn un méme point. La
perspective de cette figure donne le théoréme 353 dont le
théoréme 354 est le corrélatif. L'élégant mode de solution
de MM. Boyecldieu ct Silvestre s’applique avec un égal
succes au théoréme 353.



SOLUTION DE LA QUESTION 352

(voir tome XV, p. 243);

Par M. MOREAU,

tleve du lyeée Saint-Louis (classe de M. Briot”.
Soit
X = MNF,
M et N sont des fonctions algébriques entiéres de
wayant pas de facteurs communs ni multiples (¥). kh est
an nombre entier positif. Désiguons par P le plus grand

.. dX .
commun diviseur de X et de pr faisons
dz

X dX
) — — R—=—
Q p’ P_(IJ:’
alors N est e plus grand commun diviscur de Q et de
N Q
dx

En effer, on a

dX  dM d N
—_— J - AN N&- [
dr dr N+ iM dr
ou bien
dX . dM dN
= N[N A —— N}
dr ( dz + dx ']

Le plus grand commun diviseur de X et de sa dérivée
est N7 ear, dapres les conditions de énoncé, N et
dM d

: N\ s N
- N 4+ A ; M v'ont pas de facteurs communs.
«{.r «.r

Cdeerois gue eette condition et néeessaive ponr ia démonstration



Ainsi !

Maintenant on a

dM dN
Q=MN, R=""N-+ki_—M,
et
{N
R+ _ My N w_ de e ¥
dx dx dx dx
dM
== — k)—N
(1 ) dx N

Le plus grand commun diviseur de
Q = MN
et de

est donc N.

ROUVELLES FORMULES
pour la détermination indépendante des cocfficients dans la série des sécantes

et la série des tangentes et nombres bernoulliens ;

D’arrés M. O. SCHLOMILCH,

Professeur a Dresde.

(Archives mathématiques de Grunert, t. XVI, p. 411, 1851,
et Nouvelles Annales, t. VIIT, p. 367.)

1. DNotations. 1°. n! produit continuel 1.2.3... 5.

!
m.:
e N P coefficient binomial, my = 1.
nl{m—
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30, (D" Fux), = valeur que prend la dérivée d’ordre n

de I (x) lorsqu’on y faitx = o.

2. Lemmme.

1
o,2%k—1

(240 — (2 )i cos2 ,
+(2

k)i—z COSH & — (2h )4y COSOT ...

(n)sinh o =

D cospe = (— 1)" p" cospx,
4 ¥ N — \
(D™ cospx), = (— 1)

) (D sintr), :(_ L [~ (24 )i 22 + (24 )1 47"J

(2 — .
{ 2‘1A‘—l — (214.)‘*3 ()m +

3. Lemme,

e 1 (24 — th— sine — (24 — 1)o5sin3 .’

it = — 2k — ) o ’
2 k — i sinfa —. ..

d’on

s (D"t sin of—tar ),
(3)? = L (2h — oy 0™ e (24 = 1)y 350 l
P S / .

P (2h— 1)y 5ot —. .

Y. Lemme.

. at a?
sine = & — 3R
Sécante.
. Soit
T, T, x T,, 2™
SeCa = 1 A T
a 20!

ll‘Ol‘l

T = (D" seca), :
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or

sécx = (1 — sin’x)

L 1.3 . 1.3.5(2n—1) .~
=li1+-smmr+ —smaxr+...4+——87—————‘sin"x
2 2.4 2.4.6... 2n

[1.3.5. .on1

P E e LA

Dans la seconde partie entre parenthéses, remplacons
sina par sa valeur en x (lemme 4), on aura une série de
cette forme

a, T - @, 2 @ " =S (7)
et
(DS (z) ) =o0;
donc
T,,.:i(D’"sm’ )g—i-l S(D’"sm‘ ). ..
2 2.4
+ i’ g L (Dsinna) ]

Faisant donc dans Ja formule (2) (lemme 2) & successive-
ment égal 4 1.2.3... n, on obtient

s
l

1[20-27]

D=
o w[...

-

I
2.

l.

N
.;.\

| o csm N
e

o Sl o]

E)J-m

:-\:
o~
+

‘ —

[6 2“—6;-42"-{—6 ()-m1

.2n—1 1

+
p | w

.on . o m—t

— (28 )z f™..
(2nr), (2n)" 1

O‘ .

&)

3

X
=
3

I8
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Pour n = 3, on trouve

w

2
w
o M-

Ts = [2°)+— 4 26—4“]

I
2!

N =

I.

+ (15,2 — 6.4° + 6]

1
28

N
-h
o

= 16 — 180 + 225 = 61.

Tangente.
6. Soit

— T, > T,z Tou 2n—i
tdnn.r_..l—{———z—'—-{-—g!——{—...-i—;n—_l—!-.r s
d’ou
Tooy = (D' tang.x),.

Lorsque
1 ~ > 1
-1 xz —_——-T
o 7 2’
on a

]

tangxr = sinx (1 — sin’x) *

. 1. 1.3 .

sINZ -+ —sin*x 4 — sinx
2 2.4
1.3...22—3

+ e sin™
2..| e 2n — 2

+ 1.3.5... 2n— 1 in+s g .
_2.4.6... 2n S e ]

on démontre comme ci-dessus qu’on a

. 1 .
Tip— = [D"'sinz), + ;[ D*—isindr ],

1.3 . X 1.3.5...2n—3

D™ ' sin’ e — m—l ginxn—t1] .
+2‘4[ sin*z ], ... 246 ————-—2”_2[0 sinz*—'],
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Le reste s’annule; donc, d’aprés la formule (3),

I —-l)""'Tm L= I,. !
\ i ;l._ 31'1211—1_30.3:'»—1]
i) 3 ! n—1 2n—1 m—1
<'-r-':‘“—4 27[52.[ ——5(-3 +505 ...
+1.3...‘).Il-—3 1
2.4...2n—2 20

[ (22 — 1),,__..1”‘“——-(212—1),,__",3""'“.‘,]

(2 — 1), (20 — 1)

X

Faisant successivementn =1, 2,3,4,0n a

T=1, T,=2, T,=16, T,==292.
Sécante ct tangente , formule unique.

7. 11 sagit de trouver une seule formule qui donne a
la fois Ty, et Ty,_y50na
,

. T |
svcz—q—tangx: tang (—~+—-x\)

\4 2 /
T T,
::Tn—i—T‘x—i-——zx’—}——a, -+ .
2! 3!

d’ou

™
Lorsque x <C .

w1 . s
tang Z-g-;x = cosx(1 — sinx)
7

. cosx -+ sinx cosx —+ sin*z cosx’
T\ 4 sin"x cosx

+ {sin"*' x cosx =+ sin®+Fla cosxr + ... ).
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On prouve comme ci-dessus qu’on a seulement
T, = (D"cosx), + (D" sinx cosx), + (D"sin*zcosx},+...
—+ (D" sin™z cos.x),,

. 1 .
D™ (sinfx cos») = ——— D"+ sinf+ z "
' Cok+
done

1 . T o
Tw = < (Dm+tsinax}y + 5 (D™+tsin’x),

1
m—41

( D+t sinm+ ¢ )ﬂ .

Ayant égard aux formules (2) et (3), on a
("" I)n T?n

=14 - ._[3 ‘zn+|__3 37n+|]

. I 1
(_(‘)) —+ 5 . ;{52 I+ 5“3m+x+ 50'5!n+1]
(27 4 1),. 1 -
1 1 '
+ - — | — (224 1)y, .3 4
2n 4 1 2" o
\ H(2rn—+ 1), (2n-4 1)"+

‘ \ v
\___ X -1 r(ln——x

“'"—[70 ."]‘f‘z — 4& —"40 4’"

2 2!

(7) | S G,
+5 502" =647+ 6,67+ ..
+_l_ 1 (2R)pe 2 — (27 ), 4 +. .. )
\ 2t 2t (o), (2n)™

En faisant dans cette derniere formule 72 = 3,ona

T, = ~[qﬁ]+_ _[' 9f__4c'1+

L 1[ 15.2°
2 % 2. 6 64+()l

= 1b — 120 + 120 = 16, comme ci-dessus.
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Formules récurrentes.

8.

. . . omxw
(8) myTp— 0, Ty ++ my Ty — mgTpg +...==sin —,
2

(9) Tm-l-l =m,T, T, + m T, Tpy +mT, Ty, + oo

a démontrer.

Nombres bernoulliens (Jacques Bernoulli).

9. B, désignant un nombre bernoullien, on sait que
I'on a
L
o2 (:,_m —1 ’
By, = T, By = Tun.
2n

19

Les formules (4), (5), (6),(7), (8), (9) s'appliquent
donc aussi aux nombres bernoulliens (voir Lacroix, Cal-

cul différenticl, tome Il p. 84 et 106 ; 1819).

THEOREME D’EULER SUR L’AIRE DU SECTEUR PARABOLIQUE

(voir tome XV, page 13).

Y —e=6, ¢>0, ¢ >0, r'>r,
on a

L1
4rr'sin*~9
2

1):
' LS
P ——2005;6\/"

Ann, de Mathémat., v. XVI. (Janvier 1857.) 3
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S=;%(2r+p)\’4r/)—p’

¢gale aire du segment parabolique compris entre r et
"axe.

1 p - ———s
Si=24 [(2r +p) VG p =P (2 +p)Vhp — ']
égale aire du segment compris entre r et 7',
4r [\/; — cosée \/7]
: —>

, 1 —
r4r"— ocos—0\rr’
o 2

fr—p=

1 L1
r—+r'—2cos--0 \rr'+2r’ sm’—2-0
2
2r+ p=2ar : — 5
r4r' —2cos—0\/rr’
2

On a des expressions semblables pour 41’ — p et 2r'+p.
I pour 4 P P

7 — cos ~0\7
Vr— cos~6yr

est négatif. et
1
yr’ — cos— 8 \57
2

est positif. Donc

_____ 2 \r (\/;-— cosée \/7’)

\‘,47'——,1 = )

\/r-!-r’—— 2cos’;6 \/7;’

o v (Ve — cosée\/;>-

1 -_
\/f—}—r'—cosge\/rr’
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Substituant ces valeurs dans S, , on'a

65, A-+B
Vp G

2
/ 1, — L
A:r’(r+r’—2cos;9\/rr’-+-2rsm’;9>
, L2\ =
< (\/7 ——cos;Gs/r)\/r’,
’ ! o /eina L
B=r{r+r —200559\/" ~+a2r sm’;B

=< (\/; —eoslo \/7) Vr

e

(r+r -—2cos— \/rr) 3

\

r—-r ——2cos—9\/n )

’

X

1
[r——i—r r+r)cos—9«/rr —2rr cos’za)

\

_\2
ra +COS—0\/r-r> (r-}-r’-—zcosé@;//r’) ;

d’ou

S, =é<r+r‘+ coséh/rr’)\/p (r-f—r’—:zc{)sée\/rr’.

Observation. On parvient au méme résultat en suppo-
sant ¢ et ¢’ de signes opposés.

Soit s la longueur de la corde qui joint les extrémités
des rayons vecteursret 7'; ona

1
2 cos—2-9 V' === (r+r') — s,

le signe supérieur lorsqu'on a 0 <8< 180, ct le signe
3.
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inférienr pour 180 <7 6 < 360. Donc

N O e ey

VAL =T P

Vir V) =

r4r s 2_(7'+r'—-.€ »
- (e (2

car

V) N
doit étre positif.
["aisons

rr’a-s rr 4

e — e —— - e— e,

on aura

1

S, :B[rl-{—wi (-;} ][(Iq:c]\’/_),

S, :——l \//}[dmc%}
12 o

Telle est la belle expression de 'aire du secteur para-
bolique trouvée par Euler (Miscell. Berolin., t. VI,
p. »0). Mais Fuler n’en a tiré aucun parti, ct le théo-
réme éiait tellement oublié, que Lambert croyait Pavoir

don

déeouvert, ainsi qu'on le voit dans son ouvrage : Jnsignio-
res orbitee cometarum proprictates, Aug. Vindelie., 1761,
§ 83, ctdans ses Beitrage, partie IlI, p. 237, 1763, ct
depuison a en effet atiribué le théoréme a Lambert. Clest
M. Gauss qui a revendiqué les droits d’Euler (Motus
theoricw planet., p. 1193 180g). Il est pourtant vrai que
Pambert est le premier qui ait étendu le théoréme & I'el-
lipse et a I'hyperbole.

M. Gentil, chef dinstitution, « publié¢ en 1854, chez
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Mallet-Bachelier : Démonstration d'un théoréme de
Lambert par la géométric, in-8 de 8 pages. Cette dé-
monstration est fonddée sur des théorémes énoncés dans
un programme dec V'université de Dublin (Nouvelles An-
nales, 1847, .. VI, p. 450, n® 5-12).

SOLUTION DE LA QUESTION 555 )
ivoir. t. XV, p. 290) ,

Par M. L. ARMEZ,

Fléve du lycée Louis-le-Grand.

Soient A et B les centres des deux cercles donnés , KH'
¢t HK' les tangentes intéricures communes, KH la tan-

gente extéricure commune aux deux cercles A ¢t B; je
m¢éne les rayons AC, BD aux points de contact C et D des
tangentes intérieures.

Les triangles semblables OAC, OBD dounent
0OC AC

op ~ BD'
on a d’ailleurs

—_— —_—1 —2
OD = OB — BD.
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Multipliant ces denx égalités membre a membre, il vient

AC —2
OC.CD_m—) OB — AC.BD.

ou

0C.0D + AC.BD = 2. 0B

. AC
Mais on peut remplacer le rapport g par le rapport

A0 ., . JER
55 qui lui est égal, etl'on a

() 0C.0D + AC.BD = AO.OB.

Cela posé, je joins le centre A au point K ot se cou-
pent la tangente extéricure KH et la tangente intérieure
KH’; je méne également BH’ du centre B au point d’in-
tersection de K’ avec K’ H’ qui est une seconde tangente
extérieure commune; J'achéve le quadrilatére AKBH' et
je remarque qu’il est inscriptible.

En cffet, AK étant bissectrice de Pangle BKM , on 2
I'égalité d’angles

AKH’' = NKH
on a d'ailleurs BKH' = BKH

d’ou AKB =— BKN
On démontrerait de la méme maniére que I'angle AH'B
est droit.
Le quadrilatere AKBH’ ayant deux angles opposés
droits cst inscriptible, et I'on a
AO0.0OB = KO.0H/,
et comme OH = OH’,
AO.0B =KO.0H.

Substituant au produit AO.OB dans 1'égalité (). le
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produit KO.OH qui lui est égal, on a

0C.0OD + AC.BD =KO.OH.

Ce qu'il fallait démontrer.

Note. MM. Legrandais, éléve du lycée Saint-Louis,
A. Raimbeaux, leP.Rochette, S.J., et un anonyme ont
résolu la question de la méme maniére.

Observation. M. Legrandais donne encore une solu-
tion trigonométrique.

SOLUTION DE LA QUESTION 327 (PROUHET)

(voir t. XV, p. 230);

Par M. Ca. MOREAU,
Bléve du lycée Saint-Louis ( classe de M. Briot),

Er re P. ROCHETTE, S.7J.

Si les racines d’une équation du quatri¢me degré sont
de la forme p*, ¢%, p* =+ 2pq, ¢* + 2pg, les racines de la
derivée sont rationnelles.

Formons I'équation du (uatriéme degré ayant pour
racines p*, ¢*, p* + 2pq, ¢° + 2pq.

Le coeflicient du terme en x* est égal a la somme des
racines changée de signe, et, par suitc, &

—2(p+q)
Le coeflicient du terme en x® est
P+ p(p - 2pq)+p 7+ 2pq)
+ (P = 2pq) + ' (4 + 2pq)
+ (P +2p7) (9" + 2pg).
Ce coefficient peut s'écrire ainsi :

(P + 9V 4 2p7 (p"+ ¢ 4+ pq).
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Le coeflicient du terme en x sera
[ PP +2pg) +p a0’ (07 + 2pg) ]
A+ (P 2pg (4 2pg) + g (P 2p0) (74 2pq)
En le transformant, il se met sous la forme
—opg(p+q)(p+q +pq
Le terme constant est égal au produit des racines. L’é-
quation du quatriéme degré sera done
=0 (p g+ [pHg) +2pg PP+ g+ py)l
—~2pq(p+ gy (p'+ ¢+ pg)
+p (PP 2pg) (97 4 2pg) = o.
L’équation obtenue en égalant la dérivée a zéro est

(p+q)

S trpr+e +I”I]

.r’——g—(p-!—r/')’ x4 l—

_Palp gl P+ a +pg)
2

Je dis maintenant que les racines de cette équation sont
rationnelles et de la forme

(/’+7)

5 (P a +pq).

7y

11 est facile de le vérifier.
. 3 o1y
Eneffet,le cocflicient — S (p <+ q)* est égal ala somme
) 4
de ces trois racines prisc en signe contraire. Le terme

constant est égal a leur produit changé de signe.
De plus, le coeflicient de x peut se transformer ainsi:

(p+q)f
4 q-+1w7(1)’+f/ +pq)

- )? —+q° ‘e R
= nal -~ ‘P+’l+l"7‘+(/ ji (pg)+p7ip+9+ pq),
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. )
et sous cette forme Bn voit que c’est la somme des pro-
duits deux a deux des racines supposées.

SUR LES QUESTIONS 521 ET 522
(voir t. XV. p. 15%),
Par M. Lours CREMONA (pe Pavie).

Question 321.

Soient a,, b,, c, les coordonnées du sommet 7" de
I'hexagone; /. la longueur ducoté (r,r+1): 2., 3,, 7, les
cosinus des angles du méme coté avec les axes. On a, par

les données du probléme,

a,=a, +z/1, by=0b+ B L, co=c 4+yl.
a,=a,+ a l, + a,l,, e e e e .
a,=a,+ o 1, 4+ oy by + 2/,

a,=a, +oa, by +a,ly,

ay,=a, + 1,
Par conséquent, ’équation du plan passant par les mi-

lieux des cotés (1, 2), (2, 3), (3, 4) sera

1 1 1

20 2a,+ ol 2a+ 20,1+ oty 20+ 22, L+ 2a,l, 4+ a1,
2y 204 Bl 20+ 2800+ Baly 2D 4 2B L+ 28, L+ 8,7,
2z 2¢, 4.0 204 2y L+ 3.l 20+ 2y 42900 495 4

ou, en transformant ce détcrminant par des théorémes

trés-connus,
l 1 o 1 0
V(e —a) ali4+ ol ab—+ol ol +al,
% Glr—1b0) BlitBuh Bobt Bl Bl + Bal.
4 (z—rci) iy wls+ 9000 3+ 72 ls |

= o0,
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En obscrvant de quelle facon cett® équation renferme
les éléments qui composent les coordonnées des sommets
de I’hexagone, on voit que la méme équation représente

aussi le plan passant par les milieux des cotés (4, 5),
(5,6), (6, 1). Donc, etc.

Question 322.

Soient 27 le nombre des cotés du polygone; a,, b,, ¢,
les coordonnées du sommet 7“3 7, la longucur du coté
(r,r+1)5 o, B,y 7., les cosinus des angles de ce co1é
avec les axes. En supposant que r soit un des nombres
1,2,3,...,n,0na

a,=a +al, +oals +.. .+,

e =a, + ol e Ly oo 2 by,
donc

A+ tyyr=2a + a b, +arlh4 ...+ 2,05,

c'est-a-dire a, 4 a,,, est indépendant de r; analoguement
pour b, 4 b, cle, 4 ¢y
Je considére le point dont les coordonnées sont

1 1 I
‘r::(ar“f"”u—(»r)’ ]:;([/:‘*_ bn+r)7 z:'z‘(('r'{"‘cn-w‘);

ces coordonnées satisfont évidemment aux équations de la
droite (r, n + r), qui sont

xr—a, y—b, =

ap — yyr [)r - I)n-}-r Cr — Cpyr

et satisfont aussi aux équations de la droite qui joint les
milicux des cotés (r, r— 1), (1 —+ ry n 4+ r—+ 1), savoir

QX — (= 2y — b, — b,y
Uy =t Apy == Upyr = Upiry [)r -+ br—f—\ - /’n+r —_ bn+r+|
22— Cp— Cpyy

Co = Criy =~ Cpnypr — Cppra
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donc le point nommé est commun 4 toutes les droites qui
joignent les sommets opposés et a celles qui joignent les.
milieux des cotés opposés, et le méme point est le milien
de chacune de ces droites.

SOLUTION BE LA QUESTION 336
(voirit. XV, p. 290 );

Par 1k P. H. ROCHETTE, S. J.

Un triangle rectangle ABC est équivalent au rectangle
des deux segments Bo et Ca faits sur Phypoténuse par le
point de contact « du cercle inscrit.

Soient r le rayon du cercle inscrit et S la surface du
triangle. On a,  ct y étant les deux autres points de
contact,

r=Ay=2AR3,

S == AB.AC.
2
Remplacons AB et AC par lcur valeur en faisant atten-

tion que
By=B«, Ca=C§g,

il vient
S:-;—(Ba—i-r) (Ca +7)
:-;—Ba.Ca—}—-:;[(Ba—k- Ca)r + ).
Mais
! N—Lg.
S [(Ba+ Ca)r+ r_]*__2 S;
donc

Ba XX Ca = S.
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Note. MM. A. Raimbeaux, Dunod, éléve du lycée
Saint-Louis (classe de M. Faurie), Paque, professeur a
Liége, Jozon, éléve du lycée Louis-le-Grand', Constant
(Jules), Varlet, éléve du collége Rollin (classe de M. Su-
chet), et Aubert, professeur, ont résolu la question de la
méme mantére.

Observation. MM. Murent (de Clermont) et Moreau
(du lycée Saint-Louis) font usage de la formule générale

S=p(p—aip—>0 . p—c

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 344

(voir t. XV, p. 383);

Par MM. DESJACQUES.

Un point fixe O est donné dans un angle plan de som-
met Aj par O on méne une transversale rencontrant les
cdtés de Tangle en B et C5 S et S, étant les aires des

. : 1 1
triangles OBA, OCA, la somme g g est constante, de

. - 1
quelque maniére qtfon mene la transversale.
Soient ' G une autre transversale passant par le point

0:8', 5/ les aires des triangles OB’A, OC’A. Les trian-
gles BAC, B’AC’ donnent le rapport

BAC _ AB>CAC
B'AC’T AB' X< AC”
ct les triangles AOB, AOB’, AOC, AOC’ donnent

AOB _ AR AOC _ AC
AOB — AB” AOC T AC

Fn remplacant BAC, B'AC’ par S+ S,. S'+ S/, o
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AOB, AOB', AOC, AOC' par §, §', Sy, S, et en mul-
tipliant membre 2 membre les deux derniers rapports,
ona
SS, AB < AC BAC
§'S, T AR < AC B AC’

d'cu
S48, SS
S +S T8’
On tire de la
1
S

3
| =

1

- .

w

Iy
1

Si I'on suppose le point O pris hors de 'angle, on: a

o 1, . Sro
ausS!k §_ s— (‘g;ll a une (IURHULU constante.

b '
AT,

Note. MM Richard P. Oxamendy (de Caba) Aubert,
professeur, Poudra, un anonyme ct M. A, Raimbeaux
ont résolu la question de la méme maniére.

SOLUTIGN BE LA QUESTION 35
(voirt. XV, p. 201);

Par e P. 1. ROCHETTE, S. J., &7 v~ ANONYME.

Toutes les circonférences avant leurs centres sur une
méme droite et coupaiit & angle droit une circonférence
donnée ont méme axe radical, ct toutes ces circonfé-
rences prises deux a deux et la circonférence donnée ont
méme centre radical. * (MANNHEIM. )

Soient m le centre de la circonférence donnée, pp la
droite donnée; du point m abaissons-une perpendiculaire
mh sur pp: un point quelconque m, s pris sur cetle per-
pendiculaire, sera d'égale puissance par rapport a deux
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cercles Py, P, ayant leurs centres en py, p, sur la ligne
pp ct coupant & angle droit la circonférence M. (Nous
désignerons le rayon d’un cercle parla lettre R affectée
de la lettre du centre comme indice. )

Ona

—_—2 —12 — —_—

mp = m, /1 -+ /lpl —m, h 4+ mp. — mh?,

— 2
R;| =mp, — Ri,
d’ou

2 -1 —2
mp, — R/") =m, h— mh 4+ R};

on a de méme

2 —2 —_—1 —_—
mypy=m + /1p, =mh+ mp, — mh
—_—
I\;e: mp, — R,
d'on

mn, p, —-R/ = m, /l — mh*+ R},

et, par conséquent,

mp, — P\;':mi— R;,!

Mais la puissance d’'un point par rapport a un cercle
est égale a Uexces du carré de la distance de ce point au
centre sur le carré du rayon ; le point my pris quelconque
sur la droite m2 est donc bien d’égale puissance par rap-
porta deux cercles quelconques satisfaisant aux conditions
de la question; ct cette droite est ainsi I'axe radical
commun a tous ccs cercles qui forment une suite de cer-
cles radieaux du cercle M ct que nous appellerons suite P.

On sait qu'on appelle centre radical de trois cercles le
point unique d'ou I'on peut décrire un cercle qui soit
radical par rapport aux trois premicrs. Soit C le centre
radical de deux cercles de la suite P et du cercle M, ce
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point sera situé sur I'axe radical mA commun i tous les
cercles de la suite P, et, par conséquent, le cercle C ne
pourra pas dtre radical de I'un des cercles de cette suite
sans I'étre en méme temps de tous les autres; il sera donc
a la fois radical du cercle M ct de deux quelconques des
cercles de la suite P. Toutes les circonférences P prises
deux a deux et les circonférences données ont ainsi le
point C pour centre radical commun.

Note. Les cercles considérés dans cette question for-
ment un systéme radical dont pp est Uaxe primitif; sur
la droite mh se trouvent les centres d'une suite illimitée
de cercles coupant i angle droit tous les cercles de la suite
P (ou radicaux réciproques par rapport a tous ces cercles
P), et sur la partic de cette droite qui est corde commune
a tous les cercles P, les centres d'une suite de cercles ra-
dicaux simples par rapport a ceux de la suite P. On peut
consulter sur la théorie des suites radicales et ses appli-
cations le beau Mémoire que M. Gaultier de Tours a pu-
blié dans le XVI* cahier du Journal de UEcole Poly-
technique.

La premiére partie de cette question est la réciproque
du théoréme qui y est pris comme point de départ; quant
a la seconde, elle s’y trouve d’une maniére plus générale
sous la forme suivante (p. 154).

1l n’existe qu'un cercle de chaque suite qui soit, par
rapport 4 un cercle indépendant, radical de méme espéce
que par rapport aux centres de la suite opposée.
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-SOLUTION BE LA MEME QUESTION 339
Par M. AUBERT.

Professear.

Soient O le centre de la circonférence donnée que je
prends pour origine d’axes rectangulaires, r son rayon,
C, C', C,...les centres des circonférences (ui coupent a
angle droitla circonférence O, et R, R/, R, ... leursrayons.

«, 6 sont les coordonnées du point C,
o'y € » c,
“Il’ 8” » C v ,

L’équation de I'axe radical des circonférences C et C’
est

(py—€—8)(6 —6)

+ {20 —a—a'j{u —aj— R+ R'* = 0;

clle devient, par un calcul trés-facile, cu égard aux re-
latious

o 4= Gt ez Y, 2P R =R,

qui expriment que les circonférences C, C’ coupent i an-
gle droit Ja circonférence O,
(& =)y +{+ —a)r=0,
¢quation d’unce droite qui passe par le centre O de la cir-
conférence donnée.
De méme, Péquation de axe radical des cercles C, C7
sera

(C“'— o fae { e % = o,
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équation identique avec la précédente, car les points C,

C’, C”,... étant en ligne droite, on a
: € —6 6 —8

@ —0 a'—«

Donc il n’y a pour tous les cercles C, C’,C”,... pris deux
a deux qu’un seul axe radical.

Maintenant considérons ensemble les trois circonfé-
rences O, C, C’. L’axe radical de O et C est représenté
par I'équation

(2y—8)6+ (20 —a)a+ R — r’=o,
qui, toutes réductions faites , devient
) 6y +ax—r?=o.

Y, . L] . . . ’ : !
I'¢équation de T'axe radical des circonférences O et C
sera
(2) y+ oz —r*=o.

L.es coordonnées du centre radical des cercles O, C, C’

sont les valeurs de x ety qui conviennent aux équations

(1) et (2) , valeurs qui vérifient I'équation
(@'—-—6)_)’—}-(0&'-—«)1‘: o,

qui n’est autre que la différence des équations (1) et(2):

ce qu’on sait d’ailleurs.

Le centre radical des circonférences O, C, C’ serait
donné par les équations

6y+4+cwx—ri=o, € y+4+od'r—a’=o,

qui, en vertu de la relation .
8 —6 6 —86
d—a o — P

.
.

sont identiques avec le systéme des équations (1) et (2).
Ann. de Mathémar.. t. XVIL. ( Février 1857.) 4
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Donc il 'y a qu'un centre radical.

La méme question peut étre résolue par de simples
considérations géométriques de la maniére suivante:

Les rayons de la circonférence O mends aux points de
rencontre de celle-ci avece les circonférences C, C/,C” sent
pour ces derniéres des tangentes égales issucs du point O
(ui appartient ainsi & tous les axes radicaux ; d’ailleurs
tous ces axes devant étre perpendiculaires a la droite qui
joint les points C, C/,C",... se réduisent 4 un scul, puisque
du point O on ne peut mener u’une perpendiculaire a
cette droite. .

On sait que les axes radicaux de trois cercles se cou-
pent en un méme point qui st le centre radical de ces
cercles. Daprés ccla, le centre radical des trois cercles O.
C, C’ se tronvera au point e rencontre de 1'axe radical
commun avee I'axe radical des cercles O et Cy de méme,
le centre radical des cercles O, €, C” sera au peint de ren-
contre déja mentionné, ctainsi de suite, ¢’est-a-dire qu’il
n'y a qu'un centre radical.

SOLUTION DE LA QUESTION 348 (MANNHEIM)
cvoir 8 XV, p. 407

Par M. BOURDELLES,

Eléve du Lycée Saint-Louis ( classe de M. Briot ). .

?

Ftant donnés une conique dont les foyers sont F et I
¢t un point quelconque M dans I'intéricur de cette coni-
ques si I'on méne ME rencontrant la conique en A et B, et

MF’ rencontraut la conique en CetD, on aura

L
I 1 I

MATMBETMC T MD
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Lorsque le point M est intérieur, les sommes sont rem-
placces par des différences. .

Soit P le point d’intersection des droites AD et CB,
soit Q celui des droites AC et DB; joignons le point M
aux points P et Q.

Si l'on remarque qu’il résulte de la construction précé-
dente que PM est la polaire du point Q, que MQ est
celle du point P, et que les droites MA » MP, MC, MQ
forment un faisceau harmonique, comme ces droites MA
et MC passent chacune par un foyer de la section coni-
(ue, les droites MP et M(Q) sont rectangulaires ; elles sont
donc les bissextrices des angles formés au point M par les
droites AB et DC.

En vertu de la proposition énoncée par M. Mannheim
(Nouvelles Annales, tome XV, p. 383), si I'on consi-
dere Pangle P et les transversales DC et AB, on a

1 I 1 1
PMA T PMB  DMC T PMD’

ou bien, en exprimant les surfaces de ces triangles en
fonction de deux cotés ct de 'angle compris par ces cotés,
on aura

1 ', 1\ 1 1 + 1
MP sinPMA \MA ~ MB/ — MP sin PMC (Mc MD)’

ct comme les angles AMP, PMC sont égaux, en multipliant
les deux membres de 1'égalité précédente par les quantités

§-
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égales .
‘ MP sinPMA = MP sinPMC,
on obtient
1 I . 1 + 1
MA T MB T MC T MD
: C. Q. F. D.
Si le point M est extérieur, il est évident que la somme
serait remplacée par la différence, car alors on partirait
de la relation
1 1 . 1 1]
PMA  PMB~ PMC PMD

La propriété subsiste pour une conique quelconque.

.

DEMONSTRATION DU THEOREME 334 (MANNHEIN)
Par M. DE BUSSIERE,

Fléve i I’Ecole préparatoire de Sainte-Barbe.

Iitant donnés un triangle ABC et un point quelconque
O dans I'intéricur du triangle, on méne les transversales

AOa, BOb, COc: on a I'identité

1 I I I 1 1
205 T Boe TCox — xoc T Boz T O

Cette proposition n'est & proprement parler qu'un corol-
laire du théoréme de M. Mannheim (Nouvelles Anna-
les, t. XV, p. 383). En considérant les transversales

BOb ¢t COc,on a
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De méme
1 1 g
'E-O—C—FE(-)E—EB;-!- ’

BOA

1 I 1 I

COa T COA~— COb + COB’
additionnant et réduisant les termes semblables, il vient

1 +~_x_+ L S S T,
AOb  BOc  COa  AOc BOa CO/}<)'

OBSERVATIONS SUR LA NOTE DE M. ROUCHE

(voir t. XV, p. 354);

Psr M. P. SERRET.

M. Rouché veut bien me préter une affirmation qui ne
m’appartient pas, mais qui lui est utile pour démolir un
édifice que je n’ai jamais songé a construire et dont le
véritable architecte me parait étre M. Rouché lui-méme.
On peut lire en effet & la page 4o de mon Mémoire :
« Le théoréme précédent peut, ce nous semble, étre
cmployé aux mémes usages que le théoréme analogue
de Legendre. » Si c’est 1a une affirmation, elle parait
du moins assez timide. Je reconnais volontiers d’ailleurs
(ue jaurais mieux exprimé ma pensée en disant usages
analogues, ce qui se prétait moins bien a la construc-
tion de la phrase. Mais on écrit généralement pour la
majorité des lecteurs, et cette majorilé s’appuie rarc-
ment sur un mot qui ne se trouve pas mathématique-

(*) La méme démonstration nous a été adressée par M. Bourdelles,
€léve du lycée Saint-Louis. G.
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ment exact pour préter a un auteur, qui parait d’ail-
leurs raisonnable, I'affirmation que des approximations
du second ordre ou du quatriéme sont une seule et
méme chose. Clest de la méme maniére encore que je
donne & la page 143 un théoréme relatif a la construc-
tion de deux circonférences comprenant entre elles le
périméwe d’une ellipse donnée, théoréme analogue a
celui de Bernoulli, mais fournissant une approximation
moins rapide que cc dernier. Néanmoins j’aurais volon-
tiers supprimé dans mon ouvrage les deux pages qui con-
tiennent le développement du théoréme préeité, si le
triangle auxiliaire que j'y emploie n’avait présenté une
liaison géométrique remarquable avec le triangle sphéri-
que vrai, et si, en particulier, une certaine combinaison
des données des trois triangles rectilignes que Pon peut
employer n’elit reproduit le triangle méme de Legendre.

Enfin j’ajouterai que M. Rouché doit publier prochai-
nement un Traité nouveau de Trigonométrie qui sc re-
commande, a ce que J'ai appris, et par une rare valeur
intrinséque et par une démonstration nouvelle, commu-
niquée a l'auteur par M. Bonnet, du théoréme de Le-
gendre dont il vient d’¢ure questio.

20 septembre 1856.

NOTE SUR LA DIVISION DU CERCLE
Par la regle et le- compas ;
Par M. ALLEGRET.

L'illustre Gauss a indiqué dans ses Disquisitiones
Arithmeticee, VII° section, quels sont les sculs cas ou
I'on peut diviser géométriquement le cercle en parties.
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égales. On peut résumer la belle découverte de Gauss par
ce théoréme dont I'énoncé me parait fort simple:

Pour que la division de la circonférence en N parties
égales puisse étre effectuée géométriquement par la régle
ct le compas, il faut et il suffit que le nombre des entiers
inféricurs @ N et premiers avec lui soit une puissance
de 2

On peut rapprocher cet énoncé du suivant, dit 4 Gauss,
¢t traduitaussi par Wantzel (Journal de Mathematzques
tome I, p. 369):

La division dc la circonférence en N parties ne peut
dire effectuce avec la régle et le compas que si les fac-
teurs premicrs de N différents de 2 sont de la forme
2" =+~ 1, et 8'ils entrent seulement & la premicére puissance
dans cc nombre.,

SOLUTION DE LA QUESTION 555
(voirt. XV,p &464);

Par MM. A. ROUSSIN er R. GIBOL,

Fleves de SaintesBarbe, classe spéciale.

Etant donnés un quadrilatére ABCD et un point Odans
son plan, on joint ce point aux milicux des cotés et des
diagonales du quadrilatére. Par chaque point milicu, on
meéne une paralléle a la droite joignantle point O au mi-
lieu du co1é opposé. Prouver que les six paralléles con-
courent au méme point.

Rappelons d’abord que dans un quadrilatére les droites
joignant les milieux des c6tés opposés ct des diagonales se
coupent au méme point en deux parties ¢gales.

Soient E, F, G, H les milicux des c6tés AB, BC, CD,
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DE, etc. Joignons OE, OF, OG, OH ; par E et G menons
les paralléles EM et GM a OG et a OE; elles se coupent

en M, ¢t OEMG est un parallélogramme. Le probléme
revient a prouver que si I'on joint MF et MH, ces droites
sont respectivement paralléles a OH et OF.

Or dans OEMG les deux diagonales EG et OM se cou-
pent en leurs milieux au point I. Ce point est aussi le
milicu de HF. Nous en déduisons que OHMFE est un pa-
rallélogramme et que MH et MF sont paralléles 2 OE et
OH.

On démontrerait absolument de méme que les deux
autres paralléles menées par chaque point milieu des
deux diagonales a la droite joignant le point O a lautre,
concourent au méme point M.

Note du Rédacteur. Les deux faisceaux de six droites
chacun qui partent de O et de M sont homographiques,
car les points milicux sont des points correspondant har-
moniquement a des points situés a linfini. Projetant la
figure coniquemeut, ces six points a Pinfini sont en ligne
droite L et en involution. Les trois parallélogrammes
deviennent des quadrilatéres ou les cotés opposés se ren-
contrenten des poiuts situds sur la méme dreite L. Tirant
donc arbitrairement unc droite L dans le plan du quadri-
latére ABCD. les quatre ¢otés et les deux diagona]e;pro-
longées conpent la droite L en six points; prenant les.
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harmoniques de ces six points, on obtient sur les quatre
cotés et les deux diagonales six autres points. Ce qui
donne lieu a un théoréme général de géométrie segmen-
talre. Les parallélogrammes deviennent des quadrilatéres
ayant en commun la diagonale OM; dans chacun, les
cOtés opposés se coupent en un point situé sur la dr oue L.

QUESTIONS.

356. 1°. Discuter la courbe qui a pour équation
(1) y =sin[(2 7 4 1) arcsinz] + 1.

2°. Démontrer que si ¢ () est une fonction impaire (¥)
qui n’a pas plus de 27 — 1 racines comprises entre —+ 1
et — 1, la courbe représentée par I’équation

(2) r=g9l(x)

rencontre la courbe (1) aumoins en un point dont 'ab-
scisse est comprise entre +1 et — 1.
Déduire de ce qui précéde la démonstration du
théoréme de M. Tchebichef (question 347, 1. XV, p. 387).
. (ProuvmEr.)

337. Etant donnés deux coniques homofocales et un
point quelconque M entre les deux courbes; si 'on méne
MT, MT' tangentes a la courbe intérieure en T ct en P/
ct rencontrant la courbe cxtérieure en A et B, en Cet D,
on aura

1 1 1 I

Ma Ty~ nmct wp

(*) On dit qu’nnc fonetion % () est impaire lorsquon a

P (=)= (@
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Si la courbe intérieure devient la droite terminée par
les deux foyers , on retombe sur la question 348.
(Micraer Roserts.)

358. Etant données deux coniques ayant pour foyerse
communs les points I ¢t I/, on méne arbitrairement par
'un de ces foyers I'" une droite rencontrant chaque co-
nique en dvgx poiuts; par chacun de ces (quatre points on
méne une tangente a la conique sur laquelle est ce point;
1° ces quatre droites sont tangentes a une parabole ayant
pour foyer le sccond foyer I et pour directrice la droite
mende arbitrairement par I3 2° cetie parabole est tan-
gente a Paxe des coniques qui contient les foyers ima-
ginaires; 3° une langente commune a 'une des coniques
cta la parabole est vue du foyer sous un angle droit.

(Faure.)

359, Une surface de révolution ¢tant engendrée par
la révolution d’une conique auntour d’un axe principal,
tout plan mené par un foyer O de la conique coupe la
suwrface suivant une conique qui a le méme point O
pour foyer. .

360. A, B,C, D, E élant cing points situés sur cette
surface de révolution, on a la relation

OA.BC.DE 4+ OB.CD.EA + OC.DE.AB
~+ OD.EA.BC+4 OE.AB.CD = o.
(Momrus.)

361. On donne un angle triédre de sommet S et deux
points fixes A ¢t B} situés sur une droite passant par le
sommet S. Par le point B, on méne un plan quelconque
déterminant un téwraédre T de volume V. Soit P le pro-
duit des volumes des uatve tétraédres que 'on obtient en
joignant le paint A anx quatre sommets da tétraédre T.
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On a la relation
P — 4]
\? — constante.
(Faure.)
362. L’équation générale du cinquiéme degré
az® 4 5bx' 4 10cx + 10dx* +Sexr 4 f=o0
peut toujoursse résoudre algébriquement lorsqu’on a entre

les coefficients les relations

d'—ce e —df de—cf
b*—ac” c*— bd be—ad
v (Fauxe.)

NOTE

Sur la discussion des équations da deuxieme degré a deux variables
par le moyen des équations de leurs axes trouvées a priori;
Par M. GUILLAUMET,

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique.

La discussion de I’équation générale du second degré
a deux variables présente une complication de cas parti-
culiers assez nombreux , qui exigent pour étre traités des
méthodes différentes, et nécessitent souvent des calculs
longs & exécuter. L'idde de trouver a priori les axes de fa
courbe et leurs longueurs, s’il s’agit d’une courbe de 'un
des deux premiers genres, serait, selon nous, assez natu-
relle et permettrait d’achever promptement la discussion
sans qu'il pt naitre aucunc espéce de cas particu]iex‘s.

Cette méthode, employée dans toute sa généralité, ne
fournirait pas toujours une simplification dans les cal-
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culs; mais si 'on y joint les premiers résultats donnés
immédiatement par la résolution de I'équation générale
par rapport 4 y, elle améne 4 la connaissance définitive
de la courbe plus rapidement que ne le ferait la méthode
ordinaire.

L’application de cette méthode se base essentiellement
sur la connaissance des axes d’une courbe rapportée a
des coordonnées rectangulaires. Nous n’avons considéré
que ce seul cas, qui, du reste, se présente le plus ordi-
nairement. Nous avouerons méme que, dans le cas des
axces obliques, la simplification n’existerait plus, I'équa-
tion d’un axe se trouvant alors compliquée de lignes tri-
gonomdtriques.

Pour trouver les axes de la courbe représentée par I'é-
quation générale

(1) Ay*4+Bxy 4+~Cr»+Dy+4 Ex+F=o,
on cherche a déterminer les coeflicients a et & d'une droite
=axr -+ 0,

cn exprimant que si 'on fait une ransformation de coor-
données en prenant cette droite pour axe des abscisses,
ct pour axe des ordonnées une perpendiculaire quelcon-
que i cette méme droite, les termes du premier degré en
v disparaissent de I'équation de la courbe.

Rien ne distingnant les deux axes nouveaux P'un de
Pautre, on devra trouver deux solutions, et les deux va-
leurs du coeflicient angulaire @ devront étre inverses.

En effet, posons les formules de transformation

r=ux, + 2’ cosz — y'sina,
y =y 4+ 2'sine + »' cosx;

cl remarquons que Ia pr opnclc 1ndlquu devant avoir licu
quc]h' que soit la nouvelle origine pom vu que x ety soient
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liés parla relation

yi=axr, + b,

nous pouvons faire x, = o.
De plus, I'angle « a pour tangente trigonométrique a,
ce qui donne pour nos formules de transformation

xr = l — @’ ’
\/a’—l-— 1 \/ﬂ’ —+1
’ v
." — b + ar ) + }’ .
\/a’ “+1 a1

Reportant ces valeurs de x et y dans I'équation (1) et
supprimant les accents, on a a égaler a zéro le coeflicient
du terme du premier degré en y, c’est-a-dire I'expression

2Aa.r+ 2Ab N Bx Ba*x Bba 2Car
a’—+1 \/a’—i—-l a’—4-1 a® 4+ 1 \/a’—i—l a*—+1

) D Ea
ey
\/a’+| va*—1

Mais ce cocfficient devant étre nul quel que soit x, on en
déduira les deux équations

2Aa —i—B‘—Ba’-—zca__O
a* + 1 -

2Ab— Bba +D—Ea_0
N ’

~

ou

(2) a7——3—(é—;——c)——|=o,

(3) (»A—Ba)b=Ea—D,



(62)
d’ou l'on tire

A—CH+VyA—Cr+¥
= B .’

a,

A—C— J[A=C\F~+ B
= b
B

a,

| b= s
<
|

Les équations des axes de la courbe considérée seront

done
A—CH+VA=Cr+B
y = x
' B
E I CR
D—E[A—C—i— V(A —C) + B
+ —— .
A—C+ VA —=CP+ P —2A
A—C— (A =C)}+B
Yy = xZ
. B
L

3

D — A —CmVA—CrF F]

A—C— V(A—=C) + B'— 24

équations faciles a se rappeler, ¢t qui, de plus, seront
simples 4 construire numériquement, d’autant mieux que
dans le terme tout connu, le coeflicient déja calculé se
représente deux fois.

Nous ferons remarquer cn passant que, bien qu'on
trouve dans le cas de la parabole deux valeurs pour
a et qu'il semble par conséquent y avoir deux axes, la
méthode n'est cependant pas en défaut, car si I'on rem-
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place B* par 4AC, on a :
3
2A
=73
_ —2C.
a=—p—

Mais , reportant ces valeurs de & dans les valeurs de /s, on
a, pour celles de ces derniéres qui correspondent a

2C
a —— —

B

une valeur finie, et, pour celle qui correspond a

2A
a = —E‘ 9
une valeur infinie qui indique bien 'impossibilité et non
le parallélisme avee 'axe primitif des ordm.mécs , puisque
les nouveaux axes sont perpendiculaires entre eux.

Cela posé, voyons d'abord la manicre générale de
construire la courbe au moyen de ses axes. Aprés quoi
nous montrerons comment, si I'application de la méthode
présente de trop grandes diflicultés de calcul , on peut la
simplifier en prenant un ou deux points de la courbe,
points déterminés au moyen du diamétre dont I'équation
est

Bz + D
FET TR
et par la résolution de I'équation

(B* — 4 AC) 2> 4 2 (BD — 2AE) x 4+ D* — 4AF = o,
ou par la résolution des équations. qui résult.em de la
substitution dans 1’équation (1) des valeurs x = o ou

Y = 0.
1°. Si la courbe est une ellipse ou une hyperbole, on



( 64)

trouvera l'intersection des deux axes avec la courbe, ce
qui donnera les quatrc sommets si c’est une ellipse, ou
les deux sommets et la longueur de I'axe imaginaire si
c’est une hyperbole, et déterminera la courbe dans 'un
ou l'autre cas.

2°. Si la courbe est une parabole, I'intersection de
I'axe avec la courbe donne le sommet. On y joindra un
point obtenu par I'une des méthodes que nous venons
d’indiquer, et la courbe sera encore déterminée.

Nous n’engagerons pas ordinairement a apphquer cette
méthode générale, sauf dans le cas de la parabole ou I'é-

quation de 'axe devient trés-simple :
2.CE
D —_—
¢ +y
= - — S
- B — 20— 2A
Mais nous allons montrer comment on peut la simpli-
ficr dans les deux premicers cas.
Ellipse. On prendra les deux points de la courbe

situés sur le diamétre dont I'équation est

Bxr—+ D

== 2A

A ces points on connait la tangente qui cst paralléle a
4 Taxe primitf des ordonnées. Cela donnera en méme*

temps le centre, et il suffit de construire a, eta, pour avoir
les directions des axes.

On sait alors que OA est une moyenne proportionnelle
entre OP et OT et que OB est une moyenne proportion-
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nelle entre OP’ et OT’, ce qui doune les quatre som-

mets.
2°. Hyperbole. Nous distinguerons deux cas.
Bx+ D
2A
On prendra, comme tout a I’heurc, les deux points
Fintersection, le centre et la tangente en I'un des deux

1. Le diamétre y = — coupe la courbe.

points, tangente paralléle a I’axe des Y. On aura les som-
mets et les extrémités de I'axe imaginaire par les rela-
tions

OA = \/OP < OT

OB y—1 = /OP" > OT".
La direction de la tangente montrera lequel des deux
axes est I’axe réel.
Bx 4+ D
Y
On le construit; on construit I'un des deux axes; le
centre est son intersection ‘avec le diameétre. Le deuxiéme
axe en résulte donc. On construira ensuite les directions
des deux asymptotes et on trouvera un point quelcodque
de la courbe en faisant dans l'équation (1) x=o0 ou
y = 0. On trouvera la tangente en ce point en y menant
la droite dont la partie comprise entre les deux asymp-
totes aura ce méme point pour milieu. Et on achévera
comme dans le cas précédent.
Dans le cas de la parabole, la méthode générale sera
toujours simple et applicable.
Ann. de Mathémat , t. XVI, (Février 1857.) 5

II. Le diaméwe y =— est imaginaire.
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L.a méthode est en défaut dans un seul cas: c’est celui
ot B =o0. Mais on sait alors que les axes de la courbe
sont parall¢les aux axes primitifs. Si donc la courbe a un
centre, on le trouvera en égalant a zéro les deux dérivées
du premier membre de Véquation (1), et on appliquera,
aprés avoir construit les axes en ce point, la méthode sim-
plifiée. '

Si la courbe est une parabole, la méthode ne s'appli-
quera plus du tout. Mais alors, comme I'un des carrés dis-
parait, la résolution par rapport aux deux variables.don-
nera deux points sur une droite perpendiculaire a Paxe,
par conséquent P’axe lui-méme, et un point avec sa tan-
gente, ce qui déterminera la courbe.

Nous sommes loin d’avoir énuméré tous les cas qui
peuvent se présenter et méme d’avoir discuté a fond ceux
que nous avons signalés. Mais notre but était seulement
de faire voir que la recherche des axes de figure des cour-
bes du deuxi¢me degré, faite i priori au moyen de la
formule que nous avons indiquée, formule bien connue
du reste, peut étre utile pour la construction graphique
de cette courbe, et méme, a notre avis, apporter, dans
un grand nombre de cas, une simplification de calculs
assez sensible.

NOTE
Sur la théorie des racines égales et sur la question 532 (*)
{ yoir page 26);

Par M. Evcine. ROUCHE,
Ancien éléve de PEcole Polytechnique.

1. On doit a Lagrange le procédé indiqué dans tous les

Y Voir Nouvelles Annales, t. 1, p. 51,1844 ; Rocer.



(67)

Traités d'Algébre pour ramener la résolution d’une equa-
tion qui a des racines égales a celle de plusieurs autres équa-
tions de degrés moindres , dans lesquelles chaque racine
n'entre qu'une seule fois. M. Ostrogradski a énoncé dans
les Comptes rendus de I’Académie des Sciences (19 mai
1856) deux propositions remarquables qui conduisent a
deux solutions nouvelles et élégantes du méme probléme.

Nous nous proposons, dans cette Note, de démontrer
et d’'appliquer ces deux théorémes, et de rectifier I'é-
noncé de la question 332.

2. Tutorime I. Soient X, P, Q,, R, un polynéme
entier de la wariable x ; le plus grand commun diviseur
a ce polynome et & sa dérivée X'; et les quotients

X X'
P’ P
Concevons le premier membre de I’équation
X=o
décomposé en facteurs correspondants a ses racines, et
désignons par ¢y, ¢s, qs, ¢, les produits des facteurs de
chaque degré de multiplicité pris chacun une fois; nous
aurons successivement
X=70919570
. ’ (l (7 !
X=X <L+z—’—?+3—’—'+4ﬂ>,
7. qa qs q,
P=q9590
Q=1¢q9:9 9,

q ,,' f/
¢ =0 L+ttt )
7, 9y | 24 9.
R = a2 32 4 ——\
= (fll 7. q b )

4 29
R — Q= Q.( rz(/-x+3’—1‘—>
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Donc le plus grand diviseur commun aux polynémes
Qs et R, — Q) est précisément le produit q, des facteurs
simples du polynéme X,

De plus, silon désigne par Qs et R,y les quotients

Q‘ R'— Q’;
- hme———]
7 4
on «
Q: == 72193 94,
, a9 q
Q = 2 - + - + —_— ) 9
= Q <J/z 75 q )

R, — 7(13+27_s+31:),
i qs G

o /

, 9 o
R,—Q,=Q. (= +2—=)-
: e%=Q (’]s ’/«)

Donc le plus grand diviseur commun aux polynémes
Q. et Ry —Q, est le produit q, des facteurs doubles
de X,

Et l'on verrait de méme que s l'on désigne par Q, et
Ry les quotients

o n—q,
q. q. ‘

le plus gr'aml diviseur commun aux po[)'ndnms Q3 el
Ry — Q' estle produit qy des facteurs triples de X.
Ainsi de suite.
3. Application numérique.
X =2z — 72 — 22° + 1182* — 25gz* — 832°
+ 61227 ~— 1082 - 432,
X'=82" — fga* — 122° + 5goat — ro36zx°
—249a? + 12242 — 108, )
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P=2a"'— s 4+ 132"+ 32— 18,
Q =a'— 152" 4+ 100 + 24,
Q =4x —30r+ 10,
R, =8 + j.r’——G';J:—f—G,

R —Q =42 +70° — 370 — ¢,
(I,:.z'+[|, ‘
Q=a' — [ + x4+ 6,
Q,=3s*—8x +1,
R, =4 —gr—1,

R—Q,=a?—ax—2,

£ — =2 = (x4 1) (0 —2),

I

q.

x — 3;

I

done
X = (& 4)(x—2—2)(x—3).

4. En opérant ainsi, on détermine successivement
les divers produits ¢y, g2, g5, ¢, a l'aide de ceux qui pré-
cédent. La proposition suivante permet d’obtenir immé-
diatement le produit des facteurs d'un degré quelconque
de multiplicité. ‘

.

Tutoreme II. X, P, Q, R, ayant la méme signifi-
cation que ci~dessus, le plus grand diviseur commun aux
polynomes Qq et Ry — k Q' est précisément le produdt
(x des premiéres puissances des facteurs de X dont le
degré de multiplicité est k.

En effet, on a successivement

"

X=qi g 1 9
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, )

X=x¥ s %

21 q‘.,
P=qqy... g .. 27"

(‘) Q«=’]|7:’]:---(1h...q.-

' nﬁ
QI_Ql 1q‘7

et il suffit de comparer les relations (1) et (2) pour voir
que le plus grand diviseur commun 4 Q, et a Ry —AQ,
est g;.
5. Application numérigue. Mémes valeurs de X, X/,
P,Q,, R, quaun® 3.
Q =a"— 152+ 10z + 24,
R, — Q= " + g2'— 397 — 4§,

R —2Q, =172 — 7z — 14,

R, —3Q,=—4a'+ 72+ 232 — 24,
7=z +4,
Gp=x'—zx—2=(x41)(x —2),

g =z — 3.
6. L’énoncé de la question 332 (voir 1. XV, p. 243)

doit étre rectifié.

-
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Mettons, en effet, les polynomes M et N sous la forme

M=MDM...M ... N,
L ]

N=N,NI...N%
D'aprés le théorémeIl, le plus grand diviseur commun
aux polynoémes Q, et R, —kQ; est M; N,; il n’est donc
égal & N que dans le cas on N est le produit des puis-
sances premiéres des facteurs de X dont le degré de mul-
tiplicité est k, et M le produit de tous les autres facteurs
de X. Ainsi modifiée, la question 332 ne différe pas du
théoréme 11.

SOLUTION DE LA QUESTION 345

{ voir t. XV, p. 383);
Par M. Eucine ROUCHE.

S (x)=o0 est une équation algébrique a eoctlicients
entiers; si f (o) et f (1)'sont des nombres impairs , I'équa-
tion n’a aucune racine entiérc. (Gauss.)

Si f'(x) admettait une racine entiére 2, le quotient

{—(L); aurait tous ses coeflicients entiers, car le premier
terme du diviseur ayant pour coefficient I'unité, la divi-
sion ne peut introduire aucun dénominateur. Par suite,
la valcur numérique de f(r) pour toute valeur entiére
de x serait divisible par la valeur correspondante de
x — o, et en particulier les quotients

(), Sl

-0 I —o0
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seraient entiers. Mais 'un des deux entiers eonsécutifs
« — 1, « est pair; donc 'un des nombres [ (o), f(1) se-
rait pair, ce qui est contraire a ’hypothége.

NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS DU PROGRAMME OFFICIEL.

V.
Loi de I’homogénéité.

Ou a donné de cette loi*deux énoncés qui différent es-
sentiellement. Suivant quelques auteurs, la loi de I'ho-
mogénéité consistérait en ce que :

Sides lettres a, b, c,..., qui entrent dans une équa-
tion représentent des lignes et qu’aucune ligne particu-
liere n'ait été prise pour unité, I'équation doit élre
homogéne ou étre la somme de plusieurs équations ho-
mogernes. .

D’aprés eet énoncé, il se peut que 'équation obtenue,
en ne prenant aucune ligne particuliere pour unité, ne
soit pas homogéne. Or, ¢’est ce que d’autres auteurs n’ad-
metient pas. Dans leur énoncé, Iéquation est nécessaire-
ment homogeéne.

L’un des Traités de Géométrie analytique, ou l'on
trouve ce second énoncé, contient de plus les observa-
tions que voici :

« ... On fait consister maintenant le théoréme de 1'ho-
» mogéndité en ce (ue toute équation géomélrique est
» nécessairement homogene, ou, du moins, la somme de
» plusicurs équations homogeénes. Avec un pareil énoncé,
» la proposition devient évidemment insignifiante; car,
v quelle est équation, écrite au hasard par un algé-
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» briste, qui ne puisse étre concue décomposée en équa-
» tions homogénes, d’aprés la seule précaution d’y grou-
» per convenablement les termes? Il est certainement
» impossible que ceux qui entendent ainsi la loi de I'ho-
» mogénéité fassent aucun usage des précieux moyens de
» vérification continue qu’elle est surtout destinée a four-
» nir spontanément dans toutes les applications possibles
» de I'analyse mathématique. .

» Sans nous arréter davantage a cette vicieuse doc-
» trine, procédons directement a la véritable explica-
» tion. »

Et 'autear procéde effectivement a une explication.
Mais, ccux qui ont affirmé que I'équation peut étre la
somme de plusieurs équations homogénes de degrés diffé-
rents, ont aussi donné une explication qui, sans doute,
leur a semblé étre la véritable explication. C’est pourquoi
il serait utile que le Programme officiel fit savoir quelle
est de ces deux lois la vraie loi de 'homogénéité, ¢’est-a-
dive celle qu’il faut pouvoir expliquer pour ¢tre admis a
I'Ecole Polytechnique.

Puisque rien d’officiel ne s’y oppose encore, jedirai qu’il
est impossible d’admettre qu’une ¢quation obtenue, en ne
prerant aucune ligne particuliére pour unité, ne soit pas
homogeéne, si 'on adopte la définition suivante qui a
été donnée par M. Cauchy (Lecons surle calcul différen-
tiel, page 216) :

« On dit qu'une fonction de plusieurs variable cst
» HOMOGENE, lorsqu’en faisant croitre ou décrottre tou-
» tes les variables dans un rapport donné, on obtient
» pour résultat la valeur primitive de la fonction mul-
» tiplide par une puissance de ce rapport. L'exposant
» de ce rapport est le degré de la fonction homogéne.

» En conséquence, f'(x, y, z,...) sera unc fonction
» homogéne du degré a, si t désignant unc nouvelle va-
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» riable on a, quel que soit 7,
Slezytyyz,. . ) =ef(x,y,2,...). »
De plus, on dit qu'une équation
S(x,p,2,...)=0

est homogéne lorsque son premier membre f(x, v, z...)
est une fonction homogeéne.
Ces définitions admises, représentons par

S(a,byc,...)=0

une équation algébrique dans laquelle les lettres «, b,
¢, etc., expriment les valeurs numériques des lignes d'une
figure , mesurées avec une unité arbitraire.

On pourra, en séparant un mondme A des autres ter-
mes , éerire 'équation proposée de cette maniére :

A+dgla,b,c,...)=0 ("),

Pexpression ¢ (a, b, c,...) désignant une fonction al-
gébrique quelconque dont la valeur ne peut éire nulle
puisque le monéme A est différent de zéro.

Si I'on fait varier I'unité qui a donné pour mesures des
lignes de la figure les nombres 2, b, ¢, etc., et qu'on
prennc une nouvelle unité qui soit, par exemple, & fois
moindre que la premiére, il est clair que les longueurs
des lignes représentées d’abord par a, b, ¢, etc., auront
pour valeurs numériques ak, bk, ck, etc. De sorte qu’en

(*) Sile premier membre de f ( a, b, ¢,...) =0 est la somme de plusieurs

radicaux de la forme C'\—,- 8+ C..., en ¢levant I'équation a une puis-
sance ¢gale a 'indice p de Pun de ces radicaux, on trouvera, au moins,
un monéme parmi les termes de Péquation résultante, et 'on pourra
donner a cette équation la forme

A+cei{a,b.c,...V=o0o
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désignant par m le degré du monoéme A, la valeur de ce
monéme deviendra Ak™ et ¢ (a, b, c,...) prendra la va-
leur ¢ (ak, bk, ck,...).
Or, I’équation

(1) A+g(a,byc,...)=o0

exprime une relation qui, par hypothése, doit exister
quelle que soit I'unité qui serve a mesurer les lignes dela

figure, on a donc
(2) Akm 4 g (ak, bk, ck,...)=o.
Cela posé, si I'on multiplie par & Péquation (1), elle
I ) phep q
devient
(3) Akm 4 ko (a,b,c,...)=o.
‘Et, en comparant les équations (2) et (3) on voit que *
g(ak, bkycky...)=k"g(a, b, c,...).
Donc, en remplacant les variables a, &, ¢, etc., par

par ak, bk, ck, etc., lafonction

A4+g(a,b,c,...)
devient
Akm 4+ kmoia, b, c,...)
ou
[Adg(a, b,c,...0] 4.
Par conséquent, I'équation
A4-g(a, byc,...) =0

est homogeénc. G
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NOTE
Sur une question proposée aux examens dadmission
a IEcole Navale (1856).

Etant donnces les équations

(1) a*=b*+ ¢ — 2bc.cosA,
(2) b= a*+ ¢* — 2ac.cos B,
(3) = a*4-b*— 2ab.cosC,

dans lesquelles a, b, ¢ représentent des nombres posi-

s Al N ) ., >
tifs, et A, B, Cdes angles compris chacun entre o ct,
180 degrés, en déduire les relations

a b c
sinA__sinB _ sinC
ct
A~+ B+ C=180"(*).

En additionnant (1) et (2), on trouve

(4) ¢ = acosB + bcosA.

\

(*) Pour deduire des équations proposces (1), (2), (3), Pégalite
A+ B+ C=180°,

on a admis que la somme des trois angles A, B, C qui entrent dans ces
¢quations n'excéde pas 180 degrés ; ¢’est 1a une restriction qui n’est pas né-
cessaire. Pour que

A 4B 4-C = 180°,
il suftit que A, B, € soicnt des angles compris entre o et 180 degrés,

comme ceux que Fon considere ordinairement en géométrie élémentaire.
G.
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Et, en retranchant (2) de (1), il vient
(5) a*— b*=c(acosB — bcosA).
La multiplication des équations (4) et (5) donne ensuite
a*— b* = a*cos* B — 6% cos*A;
d'on
a*{1-— cos*B) = b (1 — cos’A )
et
a*sin? B = b*sin* A,
Les quantités a, b, sinB, sinA éiant positives, I'é-
quation
a?sin*B = 0 sin*A
revient a
asinB = b sinA.

On en ure
a b

—

sinA ~ sinB
On démontrerait de méme que

a c

sinA _ sinC
Pour établir I'égalité
A 4+ B+ C=180"
divisons par ¢ tous les termes de I'équation
(4 c=acosB+ bcosA,
il en résultera

a b
= —cosB -+ - cosA.
¢ C
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Or, les relations

a b e
sinA__ sinB _ sinC
donnent
a_sinA b _ sinB
¢ sinC’ ¢ sinC’
donc
l___‘sinAcusB—f—sinBcosA,
sinC
d’ou
(6) sinC = sin (A + B).

On trouverait de¢ méme

{(7) sinB =sin(A + C).
Par suite

sinC + sinB = sin (A + B) + sin (A + C)
. (C+B> (C—B)
28In _— coS ——
.2 .2
. ( ()+B> (C——B)_
= 2sin| A 4+ cos 9
2 2

équation qui se réduit a

(8) sin((—:+—B):sin <A+C+B»-
N2 /

2

ou

~

C+B , . ,
L’angle —,— €lant moindre que 180 degrés, on a

sin <(‘-:B> >o,

/

et, par conséquent,
L]

sin(A+C+B)>o.

\ 2
\ 2
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De cette derniére inégalité on peut conclure

C+B
A+——:—<180°,

C+B
2

est moindre

parce que, d’aprés I'hypothése, A +

C+

B C+B
2,A++7

que 360 degrés. Les angles inégaux

compris entre o et 180 degrés , ayant le méme sinus (8),
sont nécessairement supplémentaires, Done

A+ B + C = 180°.

-

SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 344 (MANNHEIM)
(voirt. XV, p. 383);

Par M. CREMONA,

Professeur d Puniversité de Padoue.

Soient &y, y1, 2y ¢t Loy Yo, 2s les coordonnées des
points A, O, celles des points B, C seront de la forme -

T == Z, -—{-)\/l, Y= + 24k,
Ty ==Xy pm, Y= ).+ pn,

Iy k, 1, n sont des quantités données, 2, v deux indéter-
minées; donc
1z

2ABO=| 1 &z, y5 | =1}

Xy — Xy Y2 — I ‘
[0 2 0

h k

et analogiquement

X
<

Ly — Ty Y — ) '
m n !

2A0C =

L Xy, | = K
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1] s’ensuit

. . 1
Ty =— Xy 2= ),

\e—pm Wk —pn

Zy— Ty Yi— 2 l ’

7

1 ¥ 1 -
» (1m0 + 70¢) =

/

Ty =— & Y2 — 1

L k

m n

mais les points B, C, O étant en ligne droite, on a

| vz,
! 12, 7, | =0,
! I X Vs

cest-i-dire

Ty — & Y2 — ) — bk %

Who—pm Nk —pn “Anmi|
par conséquent,

koh
1 < I 1A m n
o e ) = —_
2 \ ABO AQC Ty — x, Yo — Y|l —a . — v,
’ h 1A m n

quantit¢ indépendante de %, . Done, ete.
Théoreme analogue dans espacc.

Par un point O situé dans l'intéricur d’un triangle
triedre de sommet A, on ménc un plan qui coupe les
aréles du triédre dans les points B, C, D. Soient v, vy, v;
les valeurs des trois pyramides AOCD, AODB, AOBC;

je dis que la somme

[ 0y / 0,
/T

Oy 03 30 O 0y
est constante, de quelque maniére qu’on méne le plan

ségant.
Solent &y, ¥iy 2y, X2y ¥20 Zoneeen Xsy ¥y, 25 les coor-
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données des cinq points A, O, B, C, D; xy, yy, 24, Xs
¥, 22 sont des quantités données ainsi que les a, 3, y

on aura
Ly —& Y3 =) __Z—% —)
oy ’ ﬁ- 7
et L Yi=) & — %
2] ‘32 72 ¢
T, — &y Y:—X 2 — 2
= = =y,
a3 ﬁa s
donc
l 12y 2
Ty Ja— Y1 Za—2y |
6 1.2, 7 2 o A A l! .
V= s T UvA
: Lz py @ [;: V2 | prA,
@
1y 2 ? ! o
et par analogie
Ly=— X Y21=— Y1 22— 2,
60, = ) @ B. 7s =B,
7] ﬁl 7
Ly — Xy Yo2— Y %2 — 32
60, = \p o Be 7 = C,
%2 ﬁz 72

- A, B, C sont des quantités connues ; d’ou

1 ‘;,+02+03__;WA+ B4 pC

6% Vo1 9204 M VABC
Mais les points O, A, B, C étant dans un méme plax,
on a
1 Xy 72 22
LAl o,
| I Y Zy
| T &5 75 2

-~
Ann. de Maikémat., t. AVI. (Mars 1859.}
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remplacant x; par Aey +ax,, y; par AB, +y,, z; par
Ay, + z,, etc., on obtient

| o Bl Y1
pvA+ B+ pB=lw| « B, 9, | =D,
X3 ,Bs Vs
done .
(S ey _D
- S I D,
s Vi Vi Vi) =

(uantité indépendante de 2, p, v.
Cest ce qu'il fallait prouver.

SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 348

{voirt XV,p 407);

Par e P. H. ROCHETTE, S. J.

Fitant donnés une conique dont les foyers sont F et F’
ct un pointquelconque M daus le plan de cette conique; si
I'on méne MI rencontrant la conique en A et B et MF/
rencontraut la conique en C et I, on aura

1 1 1 1

S L ST
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