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DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DES THEOREMES BE M. STEINER

Enoncés sous lesn° 5, 6 et 7
(volr t. X1V, p. 141 et142);

Psar M. E. o JONQUIERES.

1. Pour démontrer ces théorémes, il faut commencer
par rappeler quelques propositions préliminaires qui sont
une conséquence trés-simple de la théorie des polaires et
du principe decorrespondance anharmoniquerécemment
exposé par M. Chasles dans les Comptes rendus de
I’Académie des Sciences.

2. Soient données sur un plan deux coniques Z, £’ et
une droite arbitraire L. p et p’ étant les poles de cette
droite dans les deux coniques, la droite pp’, qui les joint,
est unique et déterminée. J'appellerai cette droite la ré-
ciprogque de L.

Par un point quelconque O de L, soient menées des
droites OL/, OL”, etc.; leurs poles respectifs ¢, ¢', r,
r’, etc., seront distribués sur les deux polaires du point O,



(191
et ils se correspondront ankarmoniguement ; donc (Géo-
métrie supérieure, n°® 858) , les droites pp’, qq’, rr’, etc.,
enveloppent une conique § relative au point O.

A un second point quelconque O’ correspondra pa-
reillement une seconde conique Q' relative a ce point.

3. Donc la droite OO’ a pour réciproque une des
quatre tangentes communes aux deux coniques {2, £/, et
cette tangente est déterminée, ainsi que cela résulve d’ail-
leurs de la premiére construction des droites récipro-
ques (n°2), parce que les trois autres tangentes communes
E, F, G, dont une au moins est toujours réelle , sont des
droites fixes et indépendantes de la position variable de
la droite OO'. C’est ce que je vais faire voir dans le para-
graphe suivant,

4. En effet, soit E 'une de ces trois tangentes. Si on
la regarde comme envefoppant la conique £, il résulte
du numéro 2 qu’elle joint les deux poles o w d’'une cer-
taine droite OM, laquelle passe par le point O dont Q
est la conique relative, ces poles étant pris par rappors
aux deux coniques fixes Z, Z’. Donc, réciproquement,
les poles e, e’ de E se trouvent sur cette droite OM.

Par une raison semblable, si I'on regarde E comme
enveloppant la conique €', ses pdles e, €' doivent se
trouver sur une autre droite OM’, distincte de la droite
OM, et passant par le point O’ dont Q' est la conique re-
lative.

Cette double condition exige évidemment que les points
e, € coincident en un seul et méme point.

5. 1l résulte de la que chacune des trois tangentes E,
F, G a méme péle dans les deux coniques proposées Z,Z'.
Or, on sait que dans le plan de deux coniques données, il
n'existe que trois droites fixes qui jouissent de cette pro-
priété remarquable (voir la Géométrie supérieure et le
T'raité des propriétés projectives). On sait en outre que
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ce pdle commun est précisément le point d’intersection
des deux autres droites ; que ce point est, en méme temps,
le point de concours de deux cordes communes conju-
guées ou axes de symptose des deux coniques; que cha-
cune de ces droites contient deux centres d’homologie
conjugués , centres que I’'on obtient aisément en cherchant
les deux points (réels ou imaginaires) qui divisent har-
moniquement a la fois les deux segments interceptés
par les deux coniques sur celle des trois droites que I'on
considére (Géométrie supérieure, n° 210). Etc.

6. D’aprés ce qui précéde, les coniques relatives a
tous les points du plan touchent trois droites fixes de ce
plan ; ce sont précisément les trois droites remarquables
E, F, G dont je viens de parler.

Réciproquement, toute conique tangente a ces trois
droites est relative & un point du plan. Car deux autres
tangentes quelconques de cette conique ont pour réci-
progues deux droites dont le point de rencontre aura
pour conique relative une conique tangente a ces deux
droites (n° 2) et aux trois tangentes fixes E, I, G et qui
se confondra, par conséquent, avec la conique en ques-
tion.

7. Actuellement, prenons pour conique le segment recti-
ligne terminé em qui joint un point quelconque 1 deE au
point de concours e des deux droites F; G, segment qu'on
peut regarder comme représentant une ellipse infiniment
aplatie 4 laquelle les trois droites E, F, G sont évidem-
ment tangentes (*). Cette conique particuliére sera;
comme dans le cas général (n° 6), relative a un point m’,
et je vais prouver que ce point m' est situé sur E comme
le point m lui-méme.

En effet, pour que les droites pp’, gq’, ', ete. (n° 2),
; pour q [ PP 499 3

(*) Voir, a ce sujet, le nota qui termine cet article, n° 8.
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qui enveloppent et qui déterminent, dans ce cas, la co-
nique relative em , passent toutes par le point m, extré-
mité du segment terminé em , il faut (comme on sait, et
comme je le rappelle expressément dans le nota ci-aprés)
que les droites fixes pgr, p’ ¢’ r’, polaires du point m/,
sur lesquelles sont marquées les divisions homographi-
quesp, g, ryetc., p',q', r'y etc., passent par le point p,
et, de plus, il faut que ce point soit un point homologue
de deux divisions. Donc, en premier lieu, il existe une
droite m'I passant par le point m’, telle, que Ses deux
poles, par rapport aux coniques données X, &/, coincident
en un seul et méme point au point e. Or j’ai fait voir
(n°® 5) que la droite E est la seule droite du plan des
deux coniques qui jouisse de cette propriété. Donc m'I
n’est autre chose que E, ce qui démontre que le point m/
est sur E comme le point m lui-méme.

11 est d’ailleurs évident que les points m et m' se cor-
respondent anharmoniquement, et, de plus, qu’ils sont
en involution. Car le point m, considéré comme appar-
tenant a I'une ou a 'autre des deux divisions, a toujours
pour correspondant le méme point m'. Les points doubles
de I'involution jouissent de la propriété que les deux poles
relatifs 3 chacune des droites qui passent par 1'un d’eux
se trouvent sur une droile qui passe aussi par ce point.
Donc (Geométrie supérieure et Traité des propriétés
projectives) ces points doubles sont les centres d’homo -
logie des deux coniques, etc.

8. Je vais maintenant donner, dans le nota suivant,
les détails auxquels j’ai fait allusion plus haut (n° 7) et
qui auraient retardé la marche des raisonnements.

Nota. On sait que quand deux faisceaux homographi-
ques ont leurs sommets en deux points distincts, leurs
rayons homologues se coupent généralement sur une co-

nique. Dans le cas particulier ou deux de ces rayons coin-
Ann. de Mathémat., 1. XV. (Mai 1856.) 13
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cident en direction avec la droite qui joint les deux som-
mets des faisceaux, le point de concours des rayons ho-
mologues décrit une droite indéfinie. Mais il est sous-
entenlu que la droite de jonction des deux sommets fait
aussi partie de la conique qui est décrite dans ce cas par-
ticulier; chacun de ses points peut effectivement étre
regardé comme le point d’intersection des deux rayons
homologues qui se confondent avec elle. Et il faut bien
qu’il en soit ainsi; car la premiére droite indéfinie ne
saurait représenter a elle scule une section conique. Et
cette conique se réduit, dans ce cas, au systéme des deux
droites dont je viens de parler, systéme qu'on peut re-
garder comme une hyperbole infiniment dilatée et réduite
a ses asymptotes.

Pareillement), les droites qui joignent les points homo-
logues de deux divisions homographiques tracées sur
deux droites distinctes, enveloppent généralement une
section conique. Si le point de concours de ces deux
droites fixes est un point de coincidence de deux points
homologues , la droite mobile passe par un point fixe ou
enveloppe ce point. Mais ce point ne représente pas plus
a lui seul la conique du cas général , pas plus, dis-je,
qu'une conique n’était représentée par une seule droite
dans la premiére partie du nota. En effet, une droite
quelconque , menée par le poiut de concours des deux
droites fixes, peut étre regardée comme joignant les deux
points homologues qui coincident en ce point, et par
conséquent comme une tangente a la conique enveloppe.
Donc cette conique est représentée dans ce cas particu-
lier par le segment terminé a ce point de concours et au
second point fixe par lequel passent toutes les autres
droites mobiles; et on peut la regarder comme une el-
lipse infiniment aplatie et réduite a son grand axe.

9. Ceci posé, la démonstration des théorémes de



(193 )
M. Steiner se fait sads difficulté, comme on va le voir.

10. Tutorkme V. Quatre coniques élant inscrites dans
un triangle, ces coniques prises deux & deux ont encore
en commun, outre les cétés du triangle, une quatriéme
tangente T 5 il y a six de ces tangentes T et elles cou-
pent chaque cété du triangle en six points en involu-
tion.

On pourra toujours décrire, ou simplement supposer,
sur le plan de la figure, un systéme de deux coniques Z,
2’ dont les trois cotés du triangle soient précisément les
trois droites remarquables E, F, G dont je viens de par-
ler ; ceci est évident. Soient C, C', C”, C" les quatre co-
niques donnécs, etc, ¢/, ¢”, ¢"” leurs points réciprogues
par rapport aux deux courbes Z, Z’. Ces points forment
un quadrilatére dout les quatre c6tés et les deux diagona-
les sont les six droites réciproques des six tangentes me-
nées aux quatre coniques. Soient a, a’, b,b’,c, c'les
points ou ces six tangentes rencontrent I'un E des cdiés
du triangle, et o, &', 8. ', y,9' les six points d'intersec-
tion de E avec les c4tés et les diagonales du quadrilatére,
Ceux-ci sont en involution (Géom. sup. n° 339); donc
les six autres @, @', ctc., qui leur correspondent anhar-
moniquement , sont eux-mémes en involution.

Cc. Q. F. D.

Cette démonstration indique en méme temps de quelle
maniére on doit conjuguer les six points dans T'involu-
tion. Par exemple, si a répond 4 la tangente commune
aux deux coniques C, C/, a’répondra 4 la tangente com-
mune aux dcux autres ¢”, c”.

11. Tatorkme. Si quatre coniques ont en commun
un foyer et une tangente A, elles ont cncore en com-
mun prises deux & deux six tangentes T telles, qu’elles
coupent la tangenie A en stx points en involution.

Ce théoréme est un simple corollaire du précédent. Car

13.
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(Géom., sup.m°"136, ou Traité des propriétés projectives)
des coniques qui ont un foyer commun sont dans le
méme cas que des coniques qui ont deux tangentes com-
munes.

12. Tutorime VII. 8¢ quatre paraboles ont le méme
Soyer, prises deux & deux, elles ont une tangente com-
mune T'; si par un point p on abaisse des perpendicu-
laires sur ces six tangentes, on a un faisceau en involu-
tion.

Les paraboles ont une tangente commune a linfini,
et le foyer commun tient lieu de deux autres tangentes
communes (imaginaires). Donc, en vertu du théoréme V,
les six points on les six tangentes rencontrent la droite &
I’infini sont en involution. Les six perpendiculaires issues
du point p faisant avec ces six langentes des angles égaux,
rencontrent la droite 4 I'infini en six points homographi-
ques aux six premiers (Géom sup., n° 652), et qui, par
suite, seront comme cux en involution. Donc il en est de
méme des six perpendiculaires.

c. Q. F. D.

Je ferai remarquer, en terminant, que toutes les pro-
positions qui font I'objet de cette Note ont leurs corréla-
tives qu'on démontrerait directement par des raisonnc-
ments analogues. Ces nouvelles propositions qui sont
intéressantes, fournissent unc interprétation et une dé-
monstration géométriques trés-simples des divers théo-
rémes déduits de I'analyse par M. Magnus, de Berlin,
dans le tome VIII du Journal de Crelle, p. 51. Je me

propose de revenir ailleurs sur ce sujet.



