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NOUVELLEN ANNALES )

DE

MATHEMATIQUES.

On entend souvent parler des cométes et de la détermi-
nation provisoire de leurs orbites paraboliques au moyen
de trois observations. Je crois étre agréable & nos lec-
teurs en leur offrant pour étrennes un calcul de cométe
d’aprés la méthode d'Olbers perfectionnée par Gauss.
Nous sommes entrés dans une ére de calculs, soil: je
crois qu’il vaut mievux que la jeunesse s’occupe de cal-
culs concernant les affaires du ciel que de ceux qui se
rapportent aux affaires de la Bourse. Ce n’est pas la P'o-
pinion du monde; mais je pense avec Rollin qu’il faut
enseigner dans les colléges principalement ce qu’on n’ap-
prend pas dans le monde et quelquefois méme I'opposé de
ce quon y apprend.

——E—

OBSERVATIONS DE LA SECONBE COMETE DE L'ANNEE 1815,
Faites dans I'Observatoire de Gottingue ,
Avec quelques annotations relatives au calcul des orbites paraboliques ;
Par Cuarvres-Frépiric GAUSS.

Lu alaSociété royale desSciences, le 10 septembre 1813.

A partir du 7 avril, jai commencé a observer moi-
méme, & notre observatoire, la comeéte découverte le
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3 avril de cette année, par mon trés-cher collégue
M. Harding , dans la constellation du Taureau de Ponia-
towski. Voici les déterminations qu’il a été possible d’ob-
tenir au moyen d’un microscope circulaire adapté & un
télescope de 10 pieds :

1813. |7.M. DEGOTTING.| ASC. DR. APPAR. DECLIN. APPAR.
Avril 7 |I¥.12u.] 25 2710. 71.19”,3 5?3/;.136’,,7 bor.
9 13.35.40 270.10.33,5 f-11. 3,4
B 13.17.43 269. 1.19,9 2.33. 0,7
th 13. 7.36 266.44. 5,5 0.33. 0,8 aust.

21 13.23.00 256.39.19,3 12.57.56,0

Ensuite Harding a fait au quart de cercle mural les
observations suivantes :

1885. T. M. DECGOTTING.| ASC. DR. APPAR. DECLINs APPARs
. h m s LY A LA
Avril 21 15. 7.21 256.34.19,6 13. 2.26,5 aust,
24 14.22.50 248.23.21 21.45. 2
25 1h. b2 2444442 25.10.42

Le 24 etle25, la cométe était extrémement remarquable &
I'eeil nuj les nuits suivantes, un ciel couvert de nuages
ct le mouvement rapide de descente australe de la cométe
mirent fin aux observations.

Il me parait superflu de consigner ici les éléments pa-
raboliques que j'ai déduits toutde suite des trois premiéres
obscrvations, car)’ai confié le soin de calculer ces élé-
ments avec beaucoup plus d’exactitude a un calculateur
trés-exercé, au docteur Gerling. Clest a lui que nous de-
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vons les éléments corrigés suivants, adaptés autant que
possible a toutes nos observations et 4 celles que nous a
transmises Olbers.

Logarithme de la distance périhélie....  0,08{g212
Temps du passage au périhélie au méri-
dien de Gottingue, mai 1813. .. .. ... 19,44507

Long. du périhélie. . ............... 197°43' 7”49
Long. dunceud ascendant............ 42.40.15,2
Inclinaison de orbite. .. ............ 81. 2.11,8

Mouvement rétrograde.

Observations d'Olbers.

1813. T. M. DE BREM. | ASC. DR. APPAR. DECLIN. APPAR.

h m s o ! 14 o 1 n

Avril 14 13.31. 4 266.42.51,2 0.34. 2,8 aust.
15 12.14.29 265.48.47,9 1.46. 4,5
19 11.38.00 260.40.39,1 8.15.23,7
21 12.00.35 256.51.59,3 12.42.54,3
24 11.58.38 248.43.57,7 21.25. 9,8
25 11.41.30 245. 8.18,0 24.49 2,4
12. 5.38 245. 4. 3,0 24.54.16,4

Observation de Bouvard & U’Observatoire de Paris.

DECLIN. APPAR.

1813. T.M. DEPARIS. | ASC. DR. APPAR.

h m s

o 4 n o rn
Avril 13 16.22. 2 l 267.27.18 0.24.46 bor

Le tableau snivant contient les différences entre les
obscrvations ct celles qui résultent des éléments rappor-



tés ci-dessus :

DIFFERENCES.
OBSERVATEURS.

Ascension droite. Déclinaison.

Avril 8’:5 Gauss.
9 2 34,3 Gauss.
1 D, Gauss.
13 ) Bouvard.
14 28,6 Gauss.

Olbers.
Olbers.
Olbers.
Olbers.
Gauss.
Harding.
Olbers.
Harding.
Olbers.
Olbers.
Harding.

On a tenu compte de I'aberration et de la parallaxe.

On me permettra d’ajouter ici quelques abréviations
de calcul dont j’ai fait souvent usage dans la premiére
détermination de I'orbite parabolique selon la méthode
d’'Olbers, abréviations qui rendent cette méthode , déja
si expéditive, encore plus courte et mieux propre aux
applications numériques. Ces abréviations sont relatives
au calcul des rayons vecteurs et principalement au calcul
de la corde qui joint le premier au dernier lieu observé.
Olbers fait usage d’expressionsdecetteforme / f+ g p—+hp*
et détermine les coeflicients f, g, h par des opérations
asscz simples, mais qui exigent, pour obtenir une préci-
sion suffisantc, les grandes Tables de logarithmes avee sept
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ou du moins avec six figures décimales. J'ai remplacé ces
expressions par d’autres qui paraissent étre quelque peu
plus commodes pour le calcul, et présentent aussi cet avan-
tage de ce que les petites Tables de logarithmes aveccing dé-
cimales peuvent suffire a toutes les opérations. Le point
essentiel porte sur les considérations suivantes. Soient :

©, ®’, ©" les longitudes du Soleil dans la premiére,
deuxiéme et troisiéme observation;

R, R/, R”, distances du Soleil 4 la Terre;

a, a', ", longitudes géocentriques de la cométe;

€,6’, 67, latitides géocentriques de la cométe;

r, r’, r”, distances de la cométe au Soleil ;

e, p , 6", distances raccourcies de la cométe a la Terre;

1, 1,”, temps des observations ;

k, corde qui réunit le premierlien au troisieme lieu de
la courbe;

M=L.
e

Cela posé , on voit facilement que I'on a

(1) r=y(pcos « —R cos @)+ (psina — Rsin®)* + ¢* tang* €,

(2)r"= (Mpcosx”"—R"cos ©")*+ (Mpsina”—R"sin ©Q")7
"= _ + M p’tang?6”,

(Mpcos«” —pcosa— R”cos(D”+Rcos ©):
(3)k= —+ (Mpsina” — psin x — R”sin(®)”+ Rsin O)? |;
f P
=+ (Mp tang8” — ptang B)?

les équations (1) et (2) développées prennent cette forme,

(“_O) +B7a

M?p? , " "
— \/ — 2MpR"cos («"— O") + R,

c0s%”
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En pbsanl donce
cos8 cos(« — () = cos,
Rsiny = B,
cos8” cos (a"— ") = cosP”,
R”siny” = B”,
‘nous aurons

= £ _ e
r \/<cn g Rcosq;) + B
M 2
7= P ” ” 73
\/<cosé” R”cos ) +B".

Introduisons cinq quantités auxiliaires g, G, A, H, ¢
déterminées par ces équations,

R” cos©” — Rcos(©O = gcos G,
R"sin©“ —Rsin ©® =gsin G,
M cos«” — cosa = h costcosH,
Msin a” — sin« = a cos¢sinH,
M tang6” — tang6 = A sin&.

Laformule (3) se change en celle-ci :

P— (ph cosg cos H — gcos G)*+(p ke cosg sinH —gsinG)*
- ~+ p*h*sin?p
= yp*h*— 2p hg cost cos (G — H) + g*.

Ainsi, si nous posons

costcos(G — H) =cosp, gsing=A,

on aura

k=V(ph — gcosg)’+ A*.

Si, de plus, nous posons ¢/s — g coso = u,

k= \/;t’ ~+ AZ,
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Nous croyons qu'il sera agréable 4 un grand nombre
. de lecteurs si nous indiquons non-seulement la liaison
bien ordonnée de toutes les opérations relatives a ces
transformations , mais encore si nous y ajoutons les opé-
rations finales de maniére que 'on trouve ici réuni tout
ce qui est exigé pour le premier calcul des orbites para-
boliques. Nous éclaircirons en méme temps les régles par
des applications numériques prises dans les observations
sur notre cométe. Nous choisissons celles desg, 14 et
21 avril. La réduction de ces observations fournit les

données suivantes :

t = 7,55002, ® = 17°47" 41",
t'=14,54694, ©' = 24.38.45,
"= 21,59931, O"= 31.31.35,
a = 271°.16'.38", log R = 0,00091,
« = 266.27.22, logR' = 0400175,
«’=256.48. 8, log R"= 0,00260.

6 =+ 29°. 2'. 0",
8 =+ 22.52.18,
8=+ 9.53.12,

I. La premiére opération consiste dans la détermina-
tion de la valeur approché de M , au moyen de cette for-
mule,

_ " — ¢ tang® sin (@ — Q) — tang 6sin («' — ©O’)
T 7 —¢ tang®” sin («'— @) — tang’ sin(«"— ")

M

Dans notre exemple, on trouve
logM = g,75799.

II. 1l faut déterminer maintenant les quantités g, G,
i, H, ¢ par les formules suivantes, qui sont équivalentes
a cclles qui ont été données ci-dessus, mais qui sont plus
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commodes pour le calcul :

R”cos(®" — Q) —R=gcos (G— O),
R’sin (Q" — @)=gsin(G — O),
M — cos(«” — a)=h cos§ cos (H— "),
sin(a” — a)=/hcosgsin (H — ),
M tang6” — tang 6 == A sing.
On a
G =113° 43 57",
log g = 9,38029,
H = 109°. 5'.49",
¢ = 44.13. 9,
logh =9,81471.

11I. Ensuite nous poserons

cosg cos (G — H) = cos ¢,
c0s6 cos (e« — (9) = cos,
c038"cos (" — ") = cosP”,
gsing = A,
R siny =B,
R”sin{” = B".

Si, par hasard, les cosinus des angles " difféerent
y P ) g ' ¥
peu de l'unité, il faudra se servir de Tables & six ou

méme i sept figures décimales.

D’ailleurs, il n’est pas nécessaire d’évaluer ces angles
cn degrés, minutes et secondes; il suffit de passer tout de
suite des logarithines des cosinus aux logarithmes des si-

nus.
Dans notre exemple, on trouve

log A = g,22527,
log B = 9,98706,
log B"= ¢, 86038.
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1V. Enfin, on pose
hcos6=b,
h cos®’ "
M =",
gcosy — b R cosy=c,
g cosp — b"R"cosy”"=c".

Dans notre exemple, on a
logb = 9,75645,
log "= 0,05028,
¢ =+-0,31365,
"=+ 0,95443.
V. Tout ¢étant ainsi préparé, les rayons vecteurs r, r”
et la corde k dépendent de 'inconnue u par ces relations,

,_\/ ) m,

7
P — (u —fb—”C ) + Buc,
k= \/u" —+ A?.

On détermine cette inconnue u par des essais, de maniére
qu’elle satisfasse a I’équation

3 u J—
(r ok b B = (o — R) = (1),

ou m désigne un nombre de jours 9,6887401, et
log m = 0,9862673.

. s
Il faut donner le signe + a la quantité (r + 1" — k)7,
si le mouvement héliocentrique de la cométe dans I'in-

(*) Célébre théoréme d'Euler sur les propriétés dynamiques des cordes
de la parabole, généralisé par Lambert pour toutes les coniques. Nous
donnerons une démonstration du théoréme général. Tw.
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tervalle ¢” — ¢ surpasse I'angle 180 degrés; mais ce cas
ne peut jamais arriver dans les suppositions sur lesquel-
les est fondée la premiére détermination de l'orbite. Il
est presque inutile d’avertir que pour calculer r on intro-
duit un angle auxiliaire 6, tel que

bB tang 0
u~4c e
~d'ott
B .
" cosh’

et de méme pour 7” et k: et chacun voit facilement com-

bien il cst extrémement commode de pouvoir faire usage

dans ces calculs de notre Table pour trouver immédiate-

ment les logarithmes des sommes et des diflérences.
Dans notre exemple, on a

" —t

=o0,16139,

log
° m

ct, aprés un petit nombre d’essais, on trouve
uw=0,24388.
VI. La quantité u étant connue, nous aurons

1w+ gcose
S

logp = 9,80364, logp” = 9,56163.

P” — N[?,

Les opérations restantes sont assez connues ; mais, pour
que tout s'y trouve, il nous parait convenable de consi-
gner encore les formules restantes dont nous avons cou-
tume de nous servir.

Soient donc :
A, A7, les longitudes héliocentriques de la cométe dans

la premiére et la troisiéme observation;
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B, p", les latitudes héliocentriques ;

r, r”, les longitudes dans l'orbite ;

§2, longitude du noeud ascendant;

i, 'inclinaison de I'orbite & prendre entre o et go degrés
si, selon lemode ordinaire, nousdistinguonslemouvement
direct et rétrograde;

w, longitude du périhélie;

T, temps du passage au périhélie;

g, distance dans le périhélie.

VII. On trouve les positions héliocentriques par les for-
mules

pcos(z— () —R = rcosBcos (A — ©),
psin (@ — Q) = rcos B sin (X — @),
ptangB = rsinf,
o cos (2" — @) — R” = # cos B cos(¥ — @),
p” sin(a” — ") =r" cosB” sin (V" — "),
p” tang6” = r”sinB”.
L’accord des valeurs des rayons vecteurs r, r” déduites de
ces formules, avec les valeurs trouvées ci-dessus, peut
servir de contrdle. Le mouvement est direct on rétro-
grade, sclon que 1" est supérieur ou inférieur i A.
Dans notre exemple nous trouvons

) =225°4/.22", B =+ 14°.51".39", logr =o0,13896,
V'=223.6.55, p'=-+ 2.49.28, logr'=o0,11068;

ainsi le mouvement de la cométe est rétrograde.
VII. Pour trouver la longitude du nceud et I'inclinai-
son, on prend les formules

= trng B = tangisin (X — Q),

- tang B” — tangfl cos (V" —12)
- sin (M — 1)

=tangicos (A — §);

le signe supérieur est pour le mouvement direct ct I'infé~
rieur pour le mouvement rétrograde.
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Ensuite, les longitudes dans 'orbite se déduisent des
formules

tang (O — Q)
—_— = lang —_—
cos? ang (v — ),
tang (\"— Q) /
_b(?)_ST.QL’ - [ang ((;/—- Q),
v — Q. v"— Q doivent se prendre respectivement dans

le méme quadrant dans lequel se trouvent 2 — Q et

)\l/___ gg

Pour notre cométe, nous trouvons

Q= 4240 8,

i= 8i1. 1. 3,
02237.43. 7
= 225.31.32

1X. Les formules suivantes donnent la longitude du
peérihélie ct la distance dans le périhélie:
1 I
= F=cos+(v —
Ve gtk
cot+(¢v'—v) 1

1
\/; _sin,':(‘,//___v)vp,"‘"J:;sm—;—(v-—w);

pour notre cométe,

w=197°37' 51", logq =0,08469.

X. Enfin, on déduit des Tables de Barker les mouve-
ments moyens qui correspondent aux anomalies vraies
v—ow,¢? —vouw—v, n—yp’ »

Représentant ces mouvements moyens par Met M”,
on a

3 S
T=txMng* ="M ng*;

les signes supérieurs si dans le mouvement direct v > w,
v"> w ou dans le mouvement rétrograde v <" m, v/ < w,
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et les signes inférieurs dans le cas opposé. La quantité n
est constante et son logarithme égale 0,0498723. L’accord
des deux valeurs de T fournit un moyen de contrdle.
Dans notre exemple, nous trouvons

T = 49,518,
T = 49,517;

Ainsi on peut adopter pour le temps du passage par le
périhélie : mai 19,5175.

Si, au moyen de ces éléments, on calcule le lieu géo~
métrique pour 'observation intermédiaire (14 avril), on
trouve pourlongitude 266° 27’ 157, latitude 22° 5218 bor.
Celle-ci ne diflére que de 7 secondes, I'autre s’accorde
entiérement avec I'observation.

RESOLUTION DES EQUATIONS TRANSCENDANTES (Fin)

(voir tome X1V, page 39%).

3¢ Exemple :

xr — tangx = o,

équation que 'on rencontre dans la théorie des oscilla-
tions des corps élastiques et dans la théorie de la chaleur.
On peut écrire

Z COs x — Sin.x

=o,
cos x

et démontrer comme ci-dessus que les racines de 1’équa-~
tion
1

cos r -

n’appartiennent pas & 1'équation ; il suffit donc de consi-
Ann. de Mathémat.. t. XV. (Janvier 185G.) 2
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dérer seulement 1'équation
Z Cosx — Sinx = 0.

A chaque racine « correspond une racine —a; on n’a
donc besoin que de chercher les racines positives. La
plus petite de ces racines est zéro.

S (z)=—(xcosz + sinz), .
S (z) =— zsinw,
f(x) = zxcosx — sinx,

® étant une trés-petite quantité, on obtient

S (=x), Sf'(x), Sflx),
(0) cvis — — —

(90°).eevs — — +

il n'y a donc pas de racines entre o et 180°, et non plus,
¢videmment ; entre go et 180 degrés.

On a
(180° 4+ ). ... + + —
(290°). . ccv 4+ + +

Il y a donc une racine entre ces limites; en les resserrant,
on trouve

+ + —
(4>4)-.. 2,3, 4,187, 0,4006,
+ -+ -+
(4,5).-... 1,92, 4,398885, 0,028949.
(11 faut se rappeler que I'arc dont la longueur est 4,4
[rayon égale 1], contient 252° 6’ 5", etc.)

2,3 _,
8,37 7’

limite extréme égale 4,5.

2, k=o, n=1,
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0,028

4—3—9§=0,00... (car 2.7 + A = 0).

1™° approximation :

4,5—o0,01 =4v49’ f(4:49)<°’

ainsi la racine est entre 4,49 et 4,5.
4,5 est encore limite extréme :

4
Z—f%——%:o,0065 (4rn+k=4).

2° approximation :
4,5 — 0,066 =4,4934, f(4.,4934)<o,
ainsi la racine est entre 4,4934 et 4,4935;

f(4,4935) _ 0,000396339

7"(4,4935) - 4?38625 = 0,00009035 (8n -+ & = 8).

3¢ approximation:

4,4935 — 0,00009036 = 4,49340964,

exacte jusqu’a (;%)* pres; cette valeur correspond & un

arc de 257°27' 12”,9268. Euler trouve
257° 27" 12" = {,49340834;
Poisson trouve 4,49331, expression déja fautive a la qua-
triéme décimale, il faut lire probablement 4,49341 (*).
On trouve de la méme maniére les autres racines qui

sont en nombre infini.

4¢ Exemple :

(4 — 3z sinz — fxcosx =o.

(*) Mémoires de I'Académie des Sciences, t. VIII, p. 420.
Poisson donne pour valeur de la seconde racine 7,73747; inexact d¢s
la seconde décimale. La vraic valenr est 7,725.

2.
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Cette équation se présente dans la théorie des oscillations
d’une sphére élastique.
A chaque racine positive a correspond une racine né-
gative — a. Il suffit de chercher les racines positives.

f(z)=(4 — 32*)sinx — {x cosz,
S'(z)=—z(3xcosz+ 2sinx),
S (x)= (32 —2)sinx — Bxcosz;

la fonction f” (x) reste toujours négative dans linter-
vallede x = 0 a x = 45°.

Dans cet intervalle f(.x) peut éire prise pour fonction
déterminante; w étant un trés-petit arc, on obtient

(@) i ves — — —

(45°). ... — — —

il n’y a donc pas de racines entre o et 45 degrés.

f" (x) change de signe dans l'intervalle de 45 a go de-
grés; on ne peut donc prendre f” () pour fonction déter-
minante; on pourrait diviser cet intervalle en d’autres
intervalles plus petits et de maniére que f” (x) ne change
pas de signe, mais il est plus court de prendre les déri-
vées supérieures.

S"(z)= (32— 10 cosr + 1fzsinz,

SV (x) = (24 —3z*)sinz + 20z cosx,

S (x) reste constamment positive enire o et go degrés ;
on a les deux suites

(©) oo+ — — — —
(9o°). . ... + 4+ 4+ — —

1l y a une variation dans chaque suite, par conséquent
point de racines entre o et go degrés.
Dans l'intervalle de go a 180 degrés, f” (x) reste posi-



tive et I'on a

11 existe donc une racine entre go et 180 degrés, c’est-a-
dire entre x =1,5707951 et x = 3,1415927. Resserrant
ces limites, on trouve

+ + -
(2,5)..... 26,04, 12,029, 0,816,

+ + +
(2,6)..... 27,2, 14,707, 0,519.
-ﬂﬁ—:l,..., k=—1, n=1;
2.12,029

ainsi la condition n< 1 — k n’est pas remplic. Resser-
rant encore les limites ,

+ “+ —
(2,56)..... 26,81, 13,901,
+ + +
(2,567)..... 26,92, 13,88437, 0,09057.
26,92 '
5 1398_0’9’ k=o, n=—a2;

la condition est remplie; la limite extréme est 2.57, ko
quotient

0,09057

m-g;:(),uobi (2n+ k=4).

1™ approximation :
2,57 — 0,0066 = 2,5634,

valeur trop petite.
Dans I'opération suivante, on obtient la valeur exacte
jusqu’a la huitiéme décimale (47 + & = 8).
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f(2.5635) _ 0,000q0157

F7(2,5635) = 13,7095659: 0,00006576.

Ainsi la 2° approximation est
2,5635 — 0,00006577 = 2,56343423.

Poisson trouve 2,56334 (Mémoires de I’ Académie des
Sciences, t. VIII, p. 420).

Il n’y a pas de racines entre 180 et 270 degrés ; il en
cxiste une dans le quatriéme quadrant et f”(x) reste
toujours négative dans cet intervalle; on peut donc la
prendre pour fonction déterminante.

- - +
(6,0)..... 95,7, 100,34, 6,01,
(6,1)..... 67,95, 107,53, 4,38.
On déduit successivement :
1™ approximation. .. ... 6,05
2¢ approximation. . . ... 6,0586
3¢ approximation... .. 6,0586701

Poisson trouve 6,05973.

Le nombre des racines est infini ; la né™ est comprise
cntre (n —3)met nw.

Observation.. Dans la derniére édition de I'excellente
Algébre de M. Bertrand, on donne une théorie simple
des approximations pour les équations transcendantes,
convenable aux examens, trés-utile aux candidats. En
fait d’approximations, les méthodes générales ne dispen-
sent jamais d’imaginer des procédés particuliers pour des
cas particuliers. *
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SUR UNE ASSERTION DE GOLDBACH RELATIVE
AUX NOMBRES IMPAIRS;

Par M. STERN,
Professeur i Gottingue.

Dans la Correspondance mathématique et physique
de quelques célebres géométres, on lit (1. I, p. 595) un
théoréme sur les nombres que Goldbach avait trouvé par
induction, savoir que tous les nombres impairs sont de
la forme p + 2a*, o p désigne au nombre premier,
a un nombre entier ou zéro. Si ce théoréme était vrai, il
s’ensuivrait donc que tout nombre impair non premier est
de la forme p + 26%, p étant un nombre premier et b un
nombre entier plus grand que zéro, pendant que les
nombres premiers ne sont pas tous de cette forme. Euler,
auquel Goldbach avait communiqué ce théoréme, dit
P’avoir vérifié pour tous les nombres plus petits que 1000
et il ajoute qu’il a examiné beaucoup de nombres plus
grands sans trouver une exception, et que par cette rai-
son il croit ce théoréme généralement vrai sans pourtant
le vouloir garantir (ib., page 596). D’un autre endroit
(p- 606) on doit conclure qu'Euler a examiné au moins
tous les nombres jusqu’a 2500.

Il y a quelque temps, j'étais conduit a répéter le cal-
cul d’Euler sur tous les nombres plus petits que rooo et
je remarquai alors que les nombres premiers plus petits
que cette limite qui ne sont pas de la forme p + 2 5%,
sont tous de la forme 67 + 5 : ce sont les nombres 17,
137, 227,977, pendant qu'il existe beaucoup de nombres

™
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premiers qui sont ¢cn méme temps de la forme 67 + 5 et
de la forme p + 2%, comme, par exemple, le nombre
41. Cest pour cela que Jengageai plusieurs jeunes géo-
métres étudiant a Gottingue a continuer le calcul. Ils ont
d’abord examiné tous les nombres jusqu’a 6ooo, et cela
a conduit au résultat remarquable que le théoréme de
Goldbach est faux. En effet, on trouve dans 'intervalle
indiqué deux nombres impairs composés qui ne sont pas
de la forme p + 25%, le nombre 5777 =53.109 et le
nombre 5993 = 13.461. Mais nous avons pu remarquer
cn méme temps qu’encore daus cet intervalle tous les
nombres premiers ou composés qui ne sont pas de la
forme p + 26%, sont tous de la forme 6n+ 5.1l y en a
huit, savoir : 17, 137, 227, 977, 1187, 1493, 5777,
5993. Le calcul continué jusqu’a gooo n’a plus donné
aucune exception a la régle de Goldbach; c’est-a-dire que
tous les nombres impairs renfermés entre 60oo et gooo
sont tous de la forme p + 25% 1l est donc prouvé par le
calcul que tous les nombres impairs plus petits que gooo
(ui ne sont pas de la forme 672 + 5, sont de la forme
p + 2 b*, et 'on peut demander si le théoréme de Gold-
bach n’est pas au moins généralement vrai sous cette
restriction.

PROBLEME SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE;
Par M. POUDRA.

Deux courbes du troisiéme ordre passent par les quatre
points communs a, b, ¢, d, en outre la premic¢re passe
par les cinq points 1, 2,3, 4,5, et la deuxi¢me par les

i
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points 1/, 2/, 3/, 4, 5', ce qui détermine complétement
les deux courbes. On demande de trouver la section co-
nique qui passe par les cinq autres points inconnus d'in-
tersection des deux courbes.

Par les quatre points ¢, b, ¢, d, on trace les cinq co-
niques qui passent successivement par chacun des cinq
points 1,2, 3, 4, 5.

De méme par les quatre points @, b, ¢, d et les cinq
v, 2,3/, 4,5, on fait passer cinq autres coniques.

En un des points communs, tel que a, on méne les
tangentes a ces deux séries de cingq coniques. On a ainsi
deux faisceaux de cing tangentes.

On détermine dans le plan le point P, d’ou les cing
points 1, 2, 3, 4,5 sont vus sous un faisceau homogra-
phique a celui des cinq premiéres tangentes; et de méme
le point P/, d’oti les cing points 1/, 2/, 3/, 4/, 5 sont vus
sous un faisceau homographique a celui des secondes tan-
gentes. On sait que le point P appartiendra 4 la premiére
courbe du troisiéme ordre et le point P’ a la seconde.

Si I'on voulait déterminer une infinité de points de ces
deux courbes, on ferait passer par les quatre points a,
b, ¢, d une infinité de coniques. On déterminerait leur
langente a un point commun @. On auraitun faisceau de
tangentes, auquel correspondrait au point P un faisceau
de droites, homographique avec celui des tangentes ;
mais de méme au point P’ on aurait un_auure faisceau,
homographique avec ce méme faisceau de tangentes : donc
ces deux faisceaux ayant pour sommet les points P et P,
seront homographiques entre eux; par conséquent, les
rayons homologues se couperaient suivant une section
conique C passant par P et P’. Or, d’aprés la description
des courbes du troisi¢éme ordre donnée par M. Chasles,
chaque rayon de chaque faisceau ¢oupe la conique corres-
pondante en deux points de la courbe du troisi¢me ordre,
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donc on peut ainsi déterminer un nombre infini de points
des deux courbes du troisiéme ordre; parmi les points,
se trouvent les cing points communs d’intersection de ces
deux courbes correspondant 4 cinq coniques communes :
donc ces cinq points se trouveront sur la conique C ci-
dessus qui passe par les points P et P’ et qui contient tous
les points d’intersection des deux faisceaux dont ces deux
points sont les sommets.

Ce probléme peut servir a résoudre le suivant:

Etant donnés les cing points a,b, c,d, e communs
& deux courbes du troisitme ordre, déterminer les
quatre autres points d’intersection de ces deux courbes.

On construira : 1° la conique ci-dessus relative aux
quatre points a, b, ¢, d, puis celle qui est relative aux
quatre points a, b, c et e. Ces deux coniques se cou-

perontgénéralement en quatre points qui serontles points
cherchés.

QUESTIONS D’AGREGATION AUX LYCEES. OCTOBRE 1855.

Mathématiques.
Similitude des figures planes.
Physique.

1°. Galvanometre inultiplicateur. _
2°. Ammoniaque.

Histoire naturelle.

1°. Dela digestion des mammiféres.
2°. Fonctions des racines.
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 QUESTION.

314. Construire la courbe a équation polaire

PP = ! _

- ;/_I—— c? sin-’qa

et en donner ad libitum Vaire.

SOMMATION DES DEUX SUITES

n=—=mn n—=—n

E (@ +nr—1)*h—, Z [a+ n—1]*Rr—;

n=—1x n=1

Par e P. PEPIN, S. J.

Le P. Riccati, dans son Mémoire De sericbus summam
algebraicam wel exponentialem recipientibus, donne la
somme dc la série

k2% B 4. oo (n—1)% A (7).

Je me propose d’exprimer aussi par un nombre limité de
termes algébriques ou exponentiels la somme de la série
plus générale '

n=—/n

Z(a-}- n— 1)* k.
n=1 )

(*) Clestle P. Lecointe qui m’a fait connaitre cetle série et qui m'a en-
gage a entreprendre.l’étude dont je donne ici les principaux résultats.
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d’out I'on pourra déduire la somme des puissances sem-

blables des termes d’une progression arithmétique, ainsi
(uc la somme d’une série analogue

n=n

Nla+n—1]w,

n=1

cn désignantavec Vandermonde par[a—+n —1]= la fac-
torielle

(a+nrn—1)(a+n—2)... (a+n—a)
« et n sont entiers et positifs ;
a et & sont quelconques.

1. Considérons la suite

n=n

Xu = 2 (@4 n — 1)* kotn=t,

n=—i1

En différentiant, nous trouverons

n=—n

Xo 1= Z(a + n —i)“"" fatn—t — L Di. X

n=—1

Si donc nous indiquons par le symbole (kD;)*, que I'on
doit répéter p fois, unc opération qui consiste a prendre
la dérivée par rapport a k et a multiplier le résultat par £,
nous obtiendrons successivement

X = (kADi) . Xa—1=(ADp)°.Ky—r2 =...= (kD )*.X,.
Et comme

hatn . fa

X, = A7 4= Aot e, e fOm = -
v — 1

?
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on aura
n—n
‘-a-&—n_‘.q
Xo = a—+n—1)*kerr=t = (FD)*
«= ) (kD) =
n=—i1

Posons enfin
k=h+4z*, -

h désignant une constante et T une variable infinimen
petite;; nous aurons pour la série proposée
n=—n

Z(a+ n—1)* k!

n=1

Lo — (e ey
h4+t—1

= A= > valeur de [(% + 7) D¢]
pour T = o.
2. Supposons qu’en développant la fonction

(A+Vtr—(h+ 1)
h—1+4=<

suivant les puissances ascendantes de 7, on ait obtenu

(b4 r7)o+ — (k=)
(A—1)+7

A+ AT+ AT+ AT AT L L
Désignons par 2™.@,,. la valeur que prend I'expression

[(A+)Dr]*rm
1.2.3...m

quand , aprés avoir effectué les opérations indiquées, on
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pose 7 = 0. On a évidemment

mm, a T o

si mest plus grand que a; I’équation obtenue précédem-
ment deviendra donc
n=—n
2 (a4 nr— 1)k
(1) n=1
; A ho AR [2] T, , +.
= h
+ Au.h“[a]a.m

oy0

3. Calcul des coefficients A, , Ay, A,g,..., A,.
Supposons d’abord que /% ait une valeur différente de
'unité, nous aurons

/. e (47 ) he .
(f+) ( - ———T{clm+(!L\.r+...+n,fm‘,,,-:'"+.:. ;

(h—1)+* ~ h—

U
o) Rarpy (1—Ay T (= Ay

en posant, pour abréger,

I CE S s )
[m]"

Le coefficient de t* sera donc dans ce développement
m = 13
Z[a —+ ﬂ]m]l" —_ [a]m
m]"‘ (1 — h)/""'"

(2)

Sih=1,0na
=g —(+) [a+nr] —[a]
T I
[a+nr}—{a] fa+np+! — (o]t
(2] e [p+ 1]+

L T

~-
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le coefficient de v est donc dans ce cas

(3) A :[a-l-rz]f""‘ _[a]#+l.

' (e} fp+ 1]

4. Calcul de la fonction ,, , définie par I'équation
[mYy.h"w, = valeur de [(k + )Dc]*.s", pour r=o.

En effectuant une différentiation, on trouve

[m]rhm. Zm, o
= {m/:.[(/z +1)D P e m (A + 1) D —’.-r"‘;.,_—_o

=mh.[m— 1]’""./1”'—'.:3"7_!’“_. + m[m]"'lz”‘.mm’u_,_

On a donc, en divisant par [m ™A™,

(4) Ty = 1, o0 —1 T My oy

On reconnait aisément que
(A+)DcPr=h4r;
d’ot1'on conclut
Ty =1, @ >o0.

Cette condition jointe & 'équation (A) définit compléie-
ment la fonction ®,, « ¢t permet d’en calculer les valeurs
successives. Pour trouver son expression générale en
fonction des nombres « et m, nous emploierons la mé-
thode des fonctions génératrices de Laplace.

Multiplions par x* les deux membres de I'équation (A)
et faisons la somme des résultats obtenus, en donnant
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4 o les valeurs successives 1, 2, 3 ,..., 7, nous trouvons

o=n o =n
) o —1
2 (Em,ox®) = m2 X (om0a” ")
=1 =1
oK =n
( xm—.—l .
-+ Bm—1, & —1 5
o =1

ou bien, en posant
a=mn
2 (mm, d.z‘“) = Upn,
a=1
Upn=mx.Up+ 2.Up_,+x [m T, + Tty |

— ! [”I T + Um—l,n]

=mx. Uy + 2Up_, — 2 ©p,ppy + X0,
Si I'on convient de ne donner & m que des valeurs supé-
rieures a I'unité, on aura
W, = O.
On déduira donc de l'équation précédente,

U — 2. Upy ! B m,n+1
= _ .
11— mx 1 — mx

On aura ainsi successivement

.U, " @y, n-1
U, = — 20
1— 22 11— 2x
A et N )
’ (1—2z)(1—3x)
U, — 22U, — 2™ gy oy Fi ()
T lh—2z) (1= 3z)(1— 4=)’
U= 2 Uy — 2™ @ ()

(1—2z)(1—32)...(1—mx)’
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F(x), Fy(x),..., f () désignant des fonctions entiéres .
de la variable x. D’ailleurs la condition w,,, =1 nous
donne

on aura donc définitivement

z™ — 2"+ F ()

Um:(l—x)([— 27) (1 — 32)...(1— mz)

F (x) étant une fonction entiére de x. Cette équation
étant identique par rapport a x, le coeficient w,, . de
x= dans U,, doit étre égal au coefficient de x= dans le se-
cond membre. Or si nous supposons n > a, ce coeflicient
ne dépend que de la fraction '

xm
, (1t —z)(1 —2z) ... (1 —mz)
=0 el
1—zx 1—2x 1—px 1—mzx

On aura donc

Tmye = 6. 1%4¢:. 2"+ ¢;,.3%4 .. . 4-cp. 0%+ . . . HCn.m™.

Pour déterminer la constante ¢, , multiplions par 1 —px
les deux membres de ’équation précédente et faisons

v il Y}
P

nous trouvons

1

DD

Ann. de Mathémat., t. XV. (Janvier 1856.) 3

CP=
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d’ou .
(__,)m‘p.éoc-—n
lp—1)p~ ' [m—p]"P
— (—1)™—r .[m —ap!
= [y

cp,(,“-:

POC"-I 5

et, par suite,

o= S I
vt N (St
m®* 1t =1 (m —1)*—! +(m—1)(m—2) (m__2>m—-| —_

1.2

1.2.3...m— 1

5. Les formules (1), (2), (3) et (4) donnent la solu-
tion compléte du probléme proposé. Pour unc valeur
quelconque de &, différente de I'unité, on aura

n—=—n

2 (@a—4+n—1)*. k!
n=—1

o p=m

N b ml =y, a+nl* bt —[al]*
=2 ,2[ + n] [a]*

h—1 [p) .t (1= A" —r

1 m=0

. . a »
Si, dans le cas ou & = 1, on remplace @ par- et quon
r :

multiplie les deux membres par r«, on aura la somme des
puissances semblables des termes d’une progression
arithmétique dont le premier terme est a et dont la rai-
sonestr : ' :
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a*+(a+r*+(a+2r +. . . +[la+(n—1)r]"

Rty

m 1

m—.1 (m—1)(m—2)

1.2

o —1

(m—2)—" — . .,

(m—1)*" " 4

1.2.3...(m—1)

Cette formule a été donnée pour la premiére fois par
M. Puiseux dans le XI¢ volume du Journal de M. Liou-
ville.

Toutefois I'expression générale (4) de la fonction &, «
est fort mal appropriée au calcul. Le plus simple, dans
les applications, sera de former pour cette fonction un
triangle arithmétique, analogue & celui de Pascal pour
les coefficients binomiaux. En voici un pour les dix pre-
miéres puissances:

X 1 t 1 1 1 1 1 1 1
3 _——_1——6*:—5-'—9:-3-:&33035 9330
ol o |6 (350 1701|770 36res
s || s o [rosologsi| 42525
T—_—._——-——_——T:T 2b6;64—6 22827
T—_——————_—-T 28] 462] 19980
s T o e s
T_——————“*—_“*—; 45
I O A B

I+
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Pour former et continuer ce tableau :

« Inscrivez d’abord V'unité dans toutes les cases de la
premiére ligne horizontale et de la diagonale;

» Les autres termes de chaque tranche horizontale
s’obtiendront chacun en ajoutant au produit du terme
précédent multiplié par le nombre qui exprime le rang
de cette tranche, le terme situé immédiatement au-des-
sous de celui-1a. »

Le nombre ©,,,« sera celui qui dans ce tableau est si-
tué en méme temps dans la tranche horizontale dont le
rang est m et dans la colonne verticale dont le rang est a.

La premiére partie de la régle résulte des deux équa-
tions

By =1, @y ,=1.
La seconde partie n’est que I’énoncé de I'équation
mm,oc =m mm,a—x -+ am-—l, o—1"

Veut-on, par exemple, la somme des cinquiémes puis-
sances des termes d'une progression arithmétique, on
prendra les coefficients =, ; dans la cinquiéme colonne
verticale du triangle précédent et la formule (1) don-

nera
n=n

dla+(n—1)r}

n—I1

- L]l |
B e EEDR
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n=—n
6. Quant a la série Z [a +n—1]2h"', on en ob-

) n=i1
tient immédiatement la somme a I'aide des résultats ob-

tenus précédemment (n°* 2et 3).
Considérons la série

n=n
Za= ¥ [a+n—:]* (b1
» n—1
En différentiant les deux membres, on obtient la rela-

tion

n—n
Dr.zy = 2[a+ n— ']u—H (Il+r)a+n——x—(a+l):xu+l;

n—i
,
on a, par conséquent,

” (“lz )t — (b )

o
Za =D, y——— =D, x,.

Or nous avons vu (n° 3) que 'on peut toujours poser, en
supposant T trés-pelit,

Ty=A+ At +AT 4. Apgtm ..,

A,, étant défini par ’équation (1) ou par I'équation (3)
suivant que 2 a une valeur différente de 'unité ou qu'il
est égal 4 'unité.

On aura donc

Zo=[a]* Au+[a+ 11" Agp 17 4.

En faisant r = o et divisant les deux membres par h*~«,
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on obtient la somme cherchée

n=mn
Z[a—i—n — P =k 0T (2] Ax.
n=1}

Si h = 1, cette formule donne le résultat connu

7. On peut obtenir sous d’autres formes I'expression
de la fonction @, ». En effet, sil’on pose, pour abréger,

(1—z)(1—2x)...(1 — mx)

=F(z),

G, ost le coeflicient de x+ dans le développement de
x™. I (x) suivant les puissances entiéres et positives de x';
on aura donc autant de manieres de I'obtenir qu’il y a de
maniéres d’eflectuer le développement de x™.F (x).

Or si nous désignons généralement par p, la somme
des produits 7 a4 n des nombres 1, 2, 3,..., m, nous au-
rons

(1 —z)(1—a2x)(1— 3x) ... (1— mx)

=1 —pr+p—p B +pr —. . Epzn=1—X

¢n posant

P —p2 B+ py 2 — . pm X" = X.
On aura donc

F(z)= 1—l_X='+X + X4 X X
=14px(pi-p)et+(p

3

VP pa b pa) X A,
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et, par suite,
Tm,m+t — Py
Tmmis =P} — 2P Pr+Psy- ...

Bm,m — ¥,

2
Bm,m+2 = Py — P>

D’ailleurs
m=—am
m+1)
=3 i)
m=1
m=nm
m—l
=3 m )
m=2
m=m-—1
(m —1)
SR L =
m=13 m=2

En appliquant la formule générale ,

m=—m
2[”’]‘x :(————m + l)d+lv
a1
m=—_uo
on trouve
m=—m

pr= Z%m(m—— lz)(m—z)_*_m(m__l)%

m=—2

[m+1]‘ [m—}-l]“:(m—l-1)m(m—1)(3m—2),
2.4 3 24

N _zg[m]* =) (o (b =) g
m=3
_ [m -1} [m~41p [m—i1p [m+1]
48 LTI 4
:(nz+1)’.m’.(/)1—-1)(m——2).

48
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On aura par suite

m(m+ 1)(m—+2)(3m—+1)

Dm,m+3 —

24 ’
_m*(m—+4 1) (m—+2)(m+3)
Tm,m43 — 48 N

En comparant ces valeurs de @.my ®mmpty Dmymits
Tinympss-+y avec celles que fournit la formule (4), on ob-
tient les relations données par M. Puiseux dans le Mé-
moire déja cité.

On reconnait aussi que ©,, « = o si m est plus grand
que «. On a donc ce théoréme :

m désignant un nombre entier et positif quelconque,
sin est un nombre entier et positif plus petit que m —1,
on a la relation

m—1 (m—1)(m—2)

WP e TI=2) e =,
m l (m— )+ P (m 2) 1=o0

SUR LES SECTIONS CIRCULAIRES DU TORE
et des surfaces de révolution algéhriques dordre quelconque;

Par M. BRETON (pe Cuame),

Ingénicur des Ponts et Chaussées.

Jai cu la curiosité de rechercher par 'analyse toutes
les sections circulaires du tore. On sait que M. Yvon Vil-
larceau en a trouvé pour ces surfaces qui ne sont ni des
paralléles, ni des méridiens. ¥ ai reconnu que ces sections
sont les seules de ce genre que 'on puisse trouver pour le
tore, et que, parmi les surfaces algébriques de révolution
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a équation irréductible d’un degré supérieur au quatriéme,
aucune n’admet des sections circulaires obliques a I'axe,
ni méme des sections planes dont I'ordre soit inférieur a
la moitié du nombre qui marque le degré de I’équation
de la surface. Cette proposition peut étre démontrée assez
simplement comme il suit.

Lorsqu’une surface de révolution admet une section
circulaire qui n’est pas un paralléle, cette section, en
tournant autour de I'axe, engendre nécessairement la
surface elle-méme. Soit donc une circonférence tournant
autour d’'un axe situé d’'une maniére quelconque par rap-
port a elle. Je prends pour axe des coordonnées I'axe de
révolution et deux autres droites perpendiculaires entre
elles situées dans le plan de la circonférence décrite par
le centre du cercle mobile. Parmi toutes les positions de
ce cercle, je choisis celle ol 1a trace de son plan sur le plan.
des xy est paralléle a I'axe des y. Cela posé, j'appelle e,
{3 I'abscisse et I'ordonnée du centre, p le rayon, et ¢ l'in-
clinaison du plan du cercle sur celui des xy. Ce cercle
résultera évidemment de 'intersection de la sphére qui a
pour équation

(1) (2 —a)y+(r—B)y+zs=p
avec le plan qui a d’autre part pour équation
(2) z=(xz—a) tangg;

X étant le rayon d’un paralléle quelconque de la surface
décrite, on aura

3y - X2 = a4y

Si donc on élimine x et y entre ces trois équations, la re-
lation entre X et z que 'on obtiepdra sera I’équation de
la section méridienne de la surface.

A cet effet, je développe les deux carrés de 1'équa-
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tion (1), je remplace x* + y* par X*® et x par a +

2
tang ?
et il vient

y= i [xw -

N | 1,2
ek

et, par suite,

(4)<m+—-—z—->2 [ 4z 223 —al p’—p’]2~X’:o.
tang ¢ 4B tang ¢

Cette équation est du quatriéme degré, et lorsqu'on y
remplace X* par x* + y* pour avoir celle de la surface,
son degré ne change pas, de sorte que la surface dont il
s'agit est du quatriéme ordre, de méme que sa section mé-
ridienne. On voit par 1a que si une surface de révolution
d’un ordre n supérieur au quatriéme admettait une sec-
tion circulaire qui ne fat pas un paralléle, le premler
membre de son équation

F(z, y,2)=o0,
supposée mise sous forme rationnelle et entiére, serait
divisible par un facteur tel que

‘e _z_ 2+ I z 1y g 202 it ﬁ‘— . 2
~ tango 4 +r tang ¢ P
—(z*+ "),

ce qui est la seconde partie de la proposition énoncée ci-
dessus.

Plus généralement, si au lieu de 1’équation (1) nous
en considérons une de degré n,

¢(z,y)=o,

et que nous la combinions avec I’équation (2), nous au-
rons une courbe de degré n, laquelle tournant autour de
I'axe des z engendrera une surface, et en éliminant x et
y al'aide de équation (3), on aura I'équation de la sec-
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tion méridienne de cette surface. Or ¢ étant du degré n,

la substitution de YX®— x* au lieu de y donnera une
équation au plus du degré 2. aprés la disparition des ra-
dicaux. D’ailleurs le degré ne s’élévera pas en faisant en-
suite
z
2
tang ¢

r= a -+

donc la section méridienne sera tout auplusde I'ordre 2 n.
Et comme cette élimination n’introduit évidemment que
des puissances paires de x, il en sera de méme de I'ordre
de la surface. Donc, toute section faite dans une surface
algébrique de révolution a équation irréductible par un
plan oblique & l'axe est d’un ordre égal a la moitié
au moins du degré de l’équation.

Il ne nous reste plus qu’a examiner quelles sont les rela-
tions qui doivent exister entre les données «, 3, p et ¢
pour que la surface décrite soit un tore, et par la nous
connaitrons toutes les sections circulaires que le tore ad-
met. Développons I’équation (4), elle devient

(X’+z’)’—— 4“ (X:_}_zz)z_z(aa_*_‘a:)xz

tangq;
4(“2+‘32) 2 2 2
M ]

44+ p7)
tangcy

(8)
+ (@ — '+ ) fafr =,

ct son premier membre, si la surface est un tore, doit
étre divisible par un facteur de la forme

(X —RpP+(z—c)—r?,

car en égalant ce facteur a zéro, on a une circonférence
de cercle. Mais il doit étre divisible en méme temps par
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le facteur
(X4+R)P+(z2—cpp—1r2,

lequel égalé a zéro donne la position symétrique du mé-
ridien circulaire par rapport a ’axe des z. Or le produit
de ces deux facteurs est

(X?*+2* — 20z + R+ 2 — r2)?— fR?X?,
ou, en développant,

(X242 —fo (X + 2%) 2+ [2 (R + ¢ — r?) — fR?] X
+[2<R2+07 — r:) -+ 48’]2.2
—fe (R4 —r)z+4 (RP+ct—r2
Ce polynéme devant étre identique avec le premier mem-

bre de I'équation (5), on a entre les coeflicients les rela-
tions

a.

‘= tangr,o,
(R? ¢ — 7 — aR?=— (& + B + ),
. ) ) 2( a2+ B2
(b) (R2+cz_r1)+Zc.:_(a7_@2+P'z)+_(tgg%%
a
2 2 p2) — . 2 2 2
(R4 —r?) tangy (@ E )
\ (R2+cz_ rz)'z_.__(az__ §=+P2)7+4“2ﬁ2~

C’est en éliminant R, ¢, r entre ces cinq équa-
tious que nous découvrirons les conditions auxquelles
il faut satisfaire pour que la surface décrite soit un tore.
Jai laissé 4 dessein le trindme R? 4~ ¢? — r® en évi-
dence, parce que I'élimination est rendue par la plus
facile.

En combinant la premiérc de ces équations avec la
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troisiéme et la quatriéme, on trouve d’abord

R4 ¢— r? = 2f (a3— B7+ p?)
tang’¢ £
.

tang ¢

(R’+c’——r’+a’+ pz+91): 0;
puis, en chassant R* 4+ ¢* — r?,

af? I _
(7) tang ¢ (I+ tang’?> =o

Portant ensuite la valeur ci-dessus de R* + ¢* — r? dans
la cinquiéme équation, il vient

2 pz a?_p2+92 2 —
(8) B [tang‘qa - tang’y - ] =0

En employant la seconde des équations (6), on n’ob-
tiendrait aucune nouvelle condition, de sorte que les équa-
tions (7) et (8) renferment toutes les solutions du pro-
blé¢me.

On peut vérifier la relation (7) de trois maniéres :

1° en faisant

1 . .
= 03 2° en faisant 8 = 0; 3° en fai-
tang ¢ .

sant @ = o.

Dans le premier cas, si 8 n’estpas nul, la relation (8)
donne o = o. Le cercle décrivant est alors dans le plan
des yz et se confond avec une section méridienne.

Dans le second cas, celui ot I'on fait =0, il est fa-
cilede voir que la surfacedécrite est une sphére, quelle que
soit la valeur de ¢, et que conséquemment elle ne peut
étre un tore.

Reste donc le troisiéme cas, celui ou 'on fait « = o,

B et

l 1, .
fangq © Ctant pas nuls. La relation (8) donne alors
?

pr=p’sin’y,
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d’ou .
R*=1p!, ¢=o0, r’=Rsin'p.

Cette solution donne précisément le systéme de sec-
tions circulaires découvert par M. Yvon Villarceau, et
on voit en méme temps que le tore n’en admet pas d’au-
tres.

SOLUTION DE LA QUESTION 3508 ;
Par M. COMBESCURE,

Professeur au lycée de Bourges.

Inscrire dans un arc de section conique trois cordes
consécutives formant trois segments équivalents.
(CuasvEs.)
1°. Parabole. L’équation de la parabole rapporiée a
. son axe et a la tangente au sommet étant

Y= 2pr,

un segment correspondant aux points (X, y1), (s,ys)
aura pour expression

— -+
%xz}’z—(a“ 1‘.)(2,72 yl)—-%-ﬁ)’.

ou

I I
6(12.7'2_~75|)':>+;(1|y:““7tw2>7

ou, a cause de I’équation de la parabole,

! '),3 '—')’? . 2
TP —2-3—-*-.77)’:-—%)’.;
:(J'z—y:)ﬁ_l'.‘;"')'lfz'*')’?)__y ,‘fv__()’z‘—".yl)s‘
4p 3 = 12p
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Donc si 'on veut inscrire dans un arc de parabole  cor-
des successives donnant lieu & 7 segments égaux, il suffira
de diviser la partie y,.,y—y de I'axe des y, qui représente
la projection de Varc, en n parties égales, et de mener des
paralléles & I'axe par les points de division. La jonction
successive des points ou ces paralléles coupent la para-
bole donnera lieu aux segments demandés.

2°. Hyperbole. On peut se borner a 'hyperbole équi-
latére, sauf a transporter la solution a une hyperbole quel-
conque au moyen d’une projection cylindrique. Soit donc

xy = a?

Péquation d'une pareille hyperbole. Un segment a pour
mesure

(-Z'z — -234) . 2
W — *) — atlog 2

T 02+ ) 85
Xyy Y1y Xay ye désignant les coordonnées des extrémités
deI’arc. D’aprés 'équation de I'hyperbole, cette expres-
sion peut s’écrire

2 2
ar 122 ——log-”
T, T, o
ou
z .
a? s—z—-—'—~log-— s
{x &y '

Donc, si on considére'n segments successifs et que I’ on
pose

X, X EA Tt z
—rm e TS e—T, = —— = -
z, Z, N Zn m
LR
d’ou
Lpit
2" — m" — =—o,
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tous les segments dont il s’agit seront équivalents. On
voit que la division d’un arc en n parties répondant a n
segments équivalents, revient & l'insertion de n moyens
proportionnels entre les abscisses extrémes x, et x,,,.
On reconnait d’ailleurs tout de suite, sur la figure, que
le mode de division est unique. Dans le cas den =3,
en écrivant x pour z, on aura a résoudre I’équation

Z,

P =m? —‘-‘,
Z,

ou, en posant
)
m?x;
—_— a’,
&,

a chercher l'intersection de la parabole
xt = my
ct de I'hyperbole donnée
Ty = a*.
Quant a m, on prendra la quatriéme proportionnelle
a, =—,
Ty
puis la moyenne proportionnelle

m? = aa, .

Si « désigne I'abscisse du point d’intersection de la para-
hole auxiliaire avec I’hyperbole donnée, on aura par des
quatriémes proportionnelles,

ax, ax,
Ty == —— Ty == =
m m
3°. Ellipse. L’équation dela courbe étant

x! ),2
aTE=
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si I'on décrit un cercle sur le grand axe comme diameétre,
les ordonnées Y,, Y; qui répondent sur ce cercle aux
abscisses x; , X3 des points (xy, ¥1), (%a,y.) de Iellipse
déterminent avec I’axe du cercle correspondant et 'axc
des x une aire qui est laire elliptique homologue dans
le rapport de @ & b. En désignant par ¢,, ¢, les angles
que les rayons du cercle relatifs aux deux extrémités
de I'arc circulaire font avec I'axe des y, I'aire elliptique
dont il s’agit aura donc pour expression

b | a? . Y.+ Y,
~[f1'(?z—?u)—;sm(?:~—%)+—’——-

p (.’L‘;,-—-Z‘.),

2

c’est-a-dire

. [+ s
ab [(?z—-%)—;-sm(% —?.)] + \y——f-—y—>(-fz—-ff.)«

{2

Le segment elliptique a donc pour expression de sa me-
sure

ab [(?z - ?-)—;Sin (?z-tpl)]-

Donc, si 'on veut diviser un arc d’ellipse en 7 partics
telles, que les segments correspondants soient égaux, il
suffira de prendre, attendu que le mode de division cs
unique ,

Pr—— 1= Ps — "P’:'; = Pn4t = Pu,

c’est-a-dire qu'il faudra diviser en n parties égales l'arc
de cercle déterminé, comme il a été dit, par les ordonnécs
extrémes. Les perpendiculaires i 'axe des x menées par
les pointsde division détermineront surl'are elliptiqueles
points dont la jonction successive donnera la solution de
la question. Dans le cas de n = 3, la trisection de P'angle

Ann. de Mathémat., t. XV. (Février 1856.) 4
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peut se faire, comme on sait, de diverses maniéres par
I'intersection de coniques. Je ne m’arréterai pas la-des-
sus.

NOUVELLE MANIERE D'EVALUER L’AIRE D'UN TRIANGLE
SUR LE TERRAIN;
Par M. BAILLY,

Professeur a Flnstitution Barbet.

Menons du sommet A d’un triangle ABC deux obliques
AD, AE au cdté opposé BC, chacune faisant avec ce coté
un angle de 6o degrés. Le triangle équilatéral ADE ayant
méme hauteur que le triangle ABC, on a

. BC .
aire AB€C — — - aire ADE.
DE
Prenons pour unité de surface I'aire du triangle équila-
téral qui a pour ¢6té I'unité de longueur, alors

—
aire ADE = DE,

c'est-a-dire autant il y a d’unités dans DE’, autantaire
ADE renferme d’unités superficielles ; donc

aire ABC = BC.DE.

A T'aide d’'une équerre d’arpenteur, de forme hexago-
nale, il est facile de trouver sur le terrain les points D et
E; sur une telle équerre, on peut pratiquer des rainures
formant des angles de go et de 6o degrés; aprés avoir me-
suré et jalonné la base BC, on marchera avec I’équerre
en partant de B, une des rainures étant constamment di-
rigée vers C, et on s’arréte lorsqu’a travers la rainure de
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60 degrés on apercevra le sommet A ; on jalonne ainsi le
point D, et de méme le point E. Aprés avoir mesuré DE,
le produit BC.DE indique le nombre de fois que I'aire

ABD contient!'aire du triangle équilatéral pris pour unité

s [ , V3
de surface; cectte derniére est égale a £ ; donc

4
aire ABC = % BC.DE.

Ce produit donne le nombre de métres carrés, si le metre
est I'unité de longueur. Aprés avoir jalonné le point D,
on peut se servir de l'angle de go degrés de I'équerre
ct jalonner le point F, d’oti 'on apergoit A sous 'anglede
9o degrés; alors )

DF = > DE
2

et

V3

aire ABC = ;—BC. DF.

Par cette méthode , on n’a pas besoin de se transporter
au point A, et 'on peut trouver I'aire du triangle ABf
lorsque le point A est inaccessible.

Note du Rédacteur. Ce procédé est annoncé d’un.
maniére singuliére dans un recueil qui fait autorité dans
la science : « M. Bailly présente des considérations sur la
» mesure des surfaces et sur I'erreur dans laquelle, sui-
» vant lui, les géométres seraient tombés & cet égard. »
(Comptes rendus, v. XLI, 1855, p. 1063.)

On peut faire

ADE = 45°;
alors
AF = DF
et
aire ABC = 4 BC.DF.
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QUESTIONS.

315. Soit un systéme de n forces appliquées au point A
et représentées en grandeur et en direction par les lon-
gueurs AM,, AM,, AM,,..., AM,, etsoit AN la résul-
tante. E étant un point quelconque dans I'espace, formons
Pexpression

M,E + M,E + M;E +. .. + M,E — AE.
Cette expression est un minimum lorsque le point E
coincide avec N.
(H. BurnenNE, professeur a Cassel.)

316. Toute progression arithmétique ou la raison et
le premier terme sont premiers entre eux renferme un
nombre infini de termes premiers 4 un nombre donné
quelconque. (Jacos1.)

347, On donne sur un plan : 1° une conique S; 2° cing

point fixes a, b, ¢, d, P, dontl'un, a,est pris sur le péri-
meétre de la conique. On propose de mener par le point P
une transversale qui coupe la conique en deux points
(réels ou imaginaires) ¢, ¢ situés avec les quatre a, b,
¢, d sur une méme conique. Démontrer qu’il existe, en
général , deux solutions. (D JonQuikres. )

318. La courbe a double courbure du quatriéme ordre
provenant de I'intersection de deux cones de révolution
dont les axes sont paralléles est telle, que la somme des
distances de chacun de ses points aux sommets des deux
cones multipliés respectivement par des constantes est
constant: cette courbe, ainsi que les ovales de Descartes,
a un troisiéme foyer. (CHasves. )

319. Deux plans P, P’ coupant une surface S suivant
deux courbes I, I', la projection de la courbe I sur le
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plan P’ sera tangente 4 la courbe I' aux points ou la trace
de P sur P’ pourra couper I, siles coordonnées de ces
points satisfont a’équation

D,.F =o,
déduite de I’équation

F(z,y,z)=o0

de S, par rapport a trois axes rectangulaires, dont deux,
sur lesquels on compte x et y, doivent étre dirigés dans
le plan P’.

(La condition D,F = o, nécessaire et suffisante pour
le’contact dont il s’agit, est remplie pour les surfaces du
sccond ordre lorsque P’ est un plan principal.)
’ (D1ev.)

320. On convient avec un puisatier de lui payer 1oo fr.
pour creuser un puits de Go métres ;au bout de 30 métres,
il tombe malade. Combien lui revient-il pour le travail
exéeuté? (P. Ramus.)

SUR UN TUEOREME DE GEOMETRIE SPHERIQUE
. (voir t. X1V, p. .401);
Par M. DELAIRE,
Eléve de 'école préparatoire des Carmes (classe de M. Gerono).

Sur le diamétre d’un grand cercle d’une sphére comme
axe, on décrit une lemniscate, on fait une projection
stéréographique de cette courbe sur la sphére; cette pro-
jection renferme une partie de I'hémisphére. L’aire de la
partic restante de 'hémisphére est égale au carvé du dia-
meétre de la sphére. " (H.D’Arrest.)

Imaginons la sphére de rayon a dont le centre est a
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Porigine, et supposons que Fon ait tracé une lemniscate
dans le plan des xy en prenant pour ligne focale le dia-
métre dirigé suivant I'axe des x. Cette courbe sera re-
présentée par

(1) (22 + ) = a*(2* — y?),
(2) z=o0.

Pour obtenir la projection stéréographique de cette
courbe sur la sphére, il faut imaginer un coéne dont le
sommet serait le pole du grand cercle sur lequel on a
tracé lalemniscate et dont la directrice serait cette courbe
elle-méme.

La génératrice de ce cone dont le sommet est le point

z=—a, x =0, y = o0, aura des équations de la forme
(3) x = my,
(4) (2 +a)=ny.

Eliminant x, y, z entre les quatre équations précédentes,
nous obtenons la relation qui doit exister entre m ¢t n
pour que la génératrice s’appuie sur la directrice.

On a ainsi
0

(5) (m? 4 1) = (m* — 1) m* n*.

Si maintenant nous éliminons entre les équations (3},

(4), (5) les quantités m et n qui seules particularisent
la génératrice, la relation

- (6) (2 + )= (34 a) (2 —»),

a laquelle nous parvenons, sera I'équation du cone. D’ail-
leurs la sphére est représentée par

(7) e N e N A

L’ensemble de ces deux équations (6), (7) représente
doncla projection stéréographiquedelalemniscate donnée.
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Cherchons maintenant la projection de l'intersection
des deux surfaces sur le plan des zy. 1l faut alors élimi-
ner x entre les équations (6) et (7), ce qui conduit 4

2(z+a)(—2 +az—y)=o,
’est-a~dire , d'une part, le point
z2=-—a, =0, y=0
i ! le cercle
qui est le sommet, et, d’autre part, le cercle
2+ yP—az= o.
11 faut maintenant chercher Paire de la partie restante
. de ’hémisphére lorsqu’on enléve la portion qui est inté-
rieure a la courbe d’intersection des deux surfaces. Con-
sidérons seulement la portion de sphére située dans

I’angle des coordonnées positives. La projection sur le plan
zoy de 'aire cherchée est la surface du quart de grand

. . a
cercle moins le demi-cercle de rayon 5
Pour simplifier les calculs, nous ferons usage des
coordonnées polaires dans le plan des zoy en prenant
Porigine pour pole,
; a ,
Le cercle de rayon > est alors représenté par le sys-
téme
xr =0, r=acosb,
et on a de plus
re=z4 y' = a®'— 2,

d’aprés I'équation de la spheére.

Considérons dans la projection sur le plan zoy de 'aire
que nous cherchons un élément superficiel du second
ordre rdrdf, on r représente la distance a I’origine. Cet
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¢lément est la projection d’un élément de la surface sous
un angle égal a celui que forme le plan des zy avec le plan
tangent a la sphére au point déterminé par la position de
I’élément considéré. Donc, en divisant I’élément r drd6
par le cosinus de cet angle, nous aurons 'expression de

. ..x
I’élément méme de la surface. Or ce cosinus est ici -

7=

ou Y2 . il suffit donc de calculer
a

rdrdf

a ———1

. ‘/az J
Si 'on attribue d’abord 4 6 une valeur constante, on
aura alorsun élément d’un secteur, et faisant la somme de
pareils éléments depuis 7 = a cos 8 jusqu’a r =a, et in-

, \ T . .

tégrant de 6 =0 a4 0=, on aura laire totale. On a

successivement dans ce double calcul

T T
2 a d. 2,
,lf (lgf ——-———’. T = a’f sinfdo,
v acos § yai—r 0

T

el

= .
af sinf db = a*.
o

Ainsi dans le quart de 'hémisphére I'aire cherchée est
a*; douc dans I'hémisphére entier elle sera 4a® ou le
carré du diamétre de la sphére.

C. Q. F. D.
1.’analogie de ce probléme avec celui de la volite car-
rable de Viviani est évidente. Viviani tracait deux cercles
sur les rayons OA, OA’ comme diamétres, puis il consi-
dérait ces cercles comme bases de cylindres dont les géné-
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ratrices étaient paralléles a oz. Ces cylindres enlevaient
4 chaque hémisphére une portion de la surface sphérique;
la partie restante était, comme ici, égale a 4 a®. Les pro-
jections de l'intersection des cylindres et de la sphére
sur les plans de coordonnées étaient les mémes que les
projections de la courbe que nous avons obtenue ici,
mais elles se présentaient différemment. Ainsi sur le plan
des zx on trouve dans la question que nous avons traitée
la parabole

xt 4--ar—a’ = o,

et dans 'autre la méme parabole dontle sommet a tourné
de go degrés ,
224+ ar —a*=o.

Sur le plan des xy dansle probléme de Viviani on trouve
le cercle r = a cos 0 qui est la projection sur le plan zoy
de la courbe que nous avons obtenue ici; et enfin cette
méme ligne se projette sur le plan des xy suivant la
courbe qui est la projection de la fenétre de Viviani sur
le plan zoy. Cettg courbe est représentée par I'équation

2 —a'r+ a*y*=o.

Elle offre un nceud a P'origine et rappelle la lemniscate
par sa forme générale. L’aire de cette projection est égale

4

a gae, comme il est facile de s’en assurer d’aprés son

équation. . &

Connaissant la solution du probléme de Viviani, on
pouvait vérifier immédiatement le théoréme énoncé; car
la projection stéréographique de la lemniscate est repré-
sentée par -«

(1) 4yt 4= a,
(2) (_Zi +_y’)7=(r+(t)’ (.Z"—-y"),
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et la fenétre de Viviani, en supposant les génératrices des
cylindres paralléles a ox, est donnée par I'équation

(3) . y*4r—az=o

jointe a Péquation (1).

Or, en éliminant x entre les équations (1) et (2), on
trouve précisément P'équation (3). Donc la projection
stéréographique de la lemniscate n’est autre chose que la
fenétre de Viviani, puisque ces deux courbes se trouvent
représentées par les mémes équations. Mais nous avons
préféré donner une solution directe du probléme.

SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 296

(voir t. XIV, p. 50);
Par M. POUDRA.

Etant donnés sur un plan A sept points désignés par
a, b, c, d, e, f,g et sur un autre plan A’ sept autres
points @/, b’ ‘yd'ye', f'y g', correspondants respective-
ment aux premiers : on demande de trouver dans chacun
dc¢ ces plans A et A’ un point P et P’ tels, que le faisceau
formé par les sept rayons Pa, Pb,Pc, Pd, Pe,Pf, Pg
soit homographique avec le faisceau formé de méme par
les sept rayons P'u Py, P, P'd',Pe,Pf,Pg

Lons:déroﬁ"’ abordles six pomtsa byc,dye,f et les
points respec‘uvement correspondants a’, b’ cyd,ée,f,
etcherchons les lieux des points p et p’ qui dans les deux
plans A et A’ sont tels, queles six rayons pa,pb,pc, pd,
pe pf forment un faisceau homographique a celui des
rayons p'a’,p'b’, p'c', p'd’, p’e’, p'f', ces lieux sont
des courbes du troisiéme ordre passant chacune par les
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six points donnés, comme J'a démontré analytiquement
M. Abadie (t. XIV, p. 142).

_ Transformons la figure A’en une autre figure homo-
graphique située sur le plan A et telle, qu'aux quatre
points a’, &', ¢’, d’ de cette figure correspondent les qua-
tre points a, b, c, d de la premiére. Les deux autres
points ¢/, f’ deviendront, dans cette transformation , deux
points €, f7, situés sur le plan A. Si 'on joint alors par
des droites les deux points ¢ et €, et ceux fet f',, le point
p1 d'intersection de ces deux droites sera bien tel, queles
six droites pya, ps b, p,c, p;d, pye, p, fformeront un
faisceau homographique avec celui qui est formé par les
droitespya, p; b, pyc, pyd,p, €, p, f, puisqu’ils sont
superposés. A cepointp, de la figure A correspondra dans
la figure A’ un point p’ qui sera donc un des points de la
courbe cherchée. Or, comme on a deux couples de six
points, on peut faire la transformation ci-dessus de quinze
maniéres différentes. On aura donc ainsi quinze points
de chacune des courbes cherchées et qui en outre passent
respectivement par les six points donnés, ce qui fait en
tout vingt et un points. Mais en nous aidant de ce prin-
cipe que la courbe est du troisiéme ordre, il suffira d’en
déterminer trois par cette méthode, ce qui, avec les six
points donnés, formera neuf points avec lesquels on
pourra construire chacune de.ces courbes par une des
belles méthodes données par M. Chasles.

On construira de méme deux autres courbes du troi-
siéme ordre lien des sommets des faisceaux homographi-
ques passant par les six pomts a,b,c, (l eetg et par
les points correspondants a’, &’,¢’ (l’ '

Les points d’intersection des deux courbes du troisiéme
ordre situés dans le plan A et ceux respectifs dans le
plan A’ seront les points cherchés tels, que le faiscean
passant par les sept pointsa, b,c,d, e, f, g de la fi-
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gure A sera homographique a celui de la figure A’ pas-
sant par les sept points respectifs a’, b, ¢/, d', &', f', g'.

Les deux courbes du troisiéme ordre de chaque plan
ont déja cinq points communs a, b, c,d,eet a', b/,
c¢’,’d', ¢'; comme elles se coupent en neuf points , il n’en
reste que quatre pour la solution de la question. Or comme
d’aprés M. Chasles il ne doit y avoir que trois solutions,
il faut qu'il en existe encore une étrangére a la question.

THEOREME SEGMENTAIRE SUR LE TRIANGLE;
Par M. MANHEIM,

Officier d’artillerie.

1°. Soit ABC un triangle rectiligne ; par un point inté-
rieurD, menonslesdroitesDA,DB, DCetprolongeons cha-
cune jusqu’au cdté opposé ; soient a, a’ les deux segments
formés en D sur la droite venant de A; de méme b et &/,
¢ et ¢’. SiTangle ADB est droit et si 'on méne par D une
droite transversale MN perpendiculaire 4 CD, etsoient
a, o les deux segments de cette transversale formés au
point D, on aura

LN (Y (i V(Y
a ' a b b)) c+c’_a: «

2°. Toute sphére tangente a la surface enveloppe d'une
sphére langente & deux plans et & une sphére donnée,
touche cette surface suivant une circonférence ou la coupe
suivant deux circonférences. Lorsque les deux plans sont
paralléles , la surface enveloppe est un tore, et dans ce
cas, lorsque la sphére tangente devient un plan, on a le
théoréme de M. Villarceau.
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SUR LES QUESTIONS 301 ET 302

(voir t, X1V, p. 138);
Par M. BRIOSCHI.

Soient

reEu=<s—=v=¢(=—=w=0

les équations des cotés successifs d’un hexagonc; en sup-
posant que chaque point

a, soit déterminé par r=v¢ = o,

a, —_ r—u=o,
a; —_ U—=s=—o,
a; —_ §=v=o0,
a, — t=w=—o,

et en choisissant convenablement les constantes o, 3, 7,
d, I'équation

arst 4 Buvt 4 yrsw 4 duvw = o

représentera une ligne du troisi¢me ordre qui passe par
les neuf points a,, as, as,..., a,.

L’équation d’une conique C; menée par les points a, ,
Ay, Q34 Ay 4 A; SETA

C;= (ww)irs —(rs)iuv = o,
(rs): étantla valeur de rs correspondante au point a;, et
(uv); 1a valeur correspondante de uv. Mais si le point g,

est situé sur la ligne du troisiéme ordre, on aura iden-
tiquement

(rs)i(at; 4= ywi) +{u)i(Bti +dwij=0o,
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et, par conséquent ,
Ci=(ati4 qw)rs + (Bt; + dw;)uw = 0.

Le rapport anharmonique des polaires d’un point quel-
conque relativement aux coniques Cy, C¢, C;, Cs sera
donc

(wity — wety) (woty — wyty)

(wity — ot )(wy ts — wi ty) ’

'P:

w; est la valeur de w en y mettant les coordonnées du
point a; et ainsi des autres, évidemment égal au rapport
anharmonique du faisceau que I'on obtient en joignant
par des droites le point a, aux points as, a,, @7, as. En
effet, la droite (a, a;) est représentée par 1'équation

wit—t;v—o0.

On sait que le lieu géométrique du point a,, déterminé
par la propriété d’étre le centre d'un faisceau de droites
menées par quatre points dont le rapport anharmonique
est donné, est une conique sur laquelle sont situés les
quatre points. Soit

¢(a,asa,a,)=o0

I'équation de cette conique. Analoguement on aura une
seconde conique

Y(ajasa,a,) = o0,

sur laquelle sera situé le point a,.

Le. point a, sera, par conséquent, le quatriéme point
d’intersection de ces deux coniques dont les trois autres
sont dg , @y, ag.



(63)

. NOUVELLE SOLUTION SYNTHETIQUE Ny

. oF

DU PROBLEME DE LA ROTATION DES CORPS; ~ °
Par M. P. SAINT-GUILHEM,

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées.

1. Le probléme dont il s’agit, et qui a pour objet la
détermination du mouvement d’un corps de figure inva-
riable autour d’un point fixe, est considéré par les géo-
métres comme un des plus importants et des plus diffi-
ciles de la mécanique rationnelle. Toutes les solutions de
cette question, jusqu'a celle de M. Poinsot, avaient été
déduites de ’analyse par des calculs plus ou moins com-
pliqués , plus ou moins élégants. )

Dans un Mémoire lu a'Institut en 1834, I'illustre
auteur de la Théorie des couples a exposé une solution
synthétique, remarquable par les vues élevées et les con-
sidérations ingénieuses qu’elle renferme. Cette solution,
présentée sous une forme trés-simple et dépouillée de
Iappareil des calculs, est entrée sans objection dans le
domaine de la science ou elle a tenu jusqu’a présent une
haute place.

Aujourd’hui un de nos savants confréres a I’Acadé-
mie de Toulouse, M. Gascheau, conteste, avec toute
Pautorité que donnent de grandes lumiéres et un esprit
rigoureux, la solidité d'un des principes fondamentaux
sur lesquels elles reposentb; il n’attribue qu’a une com-
pensation d’erreurs 'exactitude des résultats auxquels elle
conduit.

Nous partageons , aprés un examen réfléchi , 'opinions
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de notre savant confrére ; 'assertion qu’il a émise, a la-
quelle nous avons d’abord refusé de croire, est, pour
nous, maintenant parfaitement justifiée : une applica-
tion trés-simple, placée a la fin de ce Mémoire, met en
-évidence I'erreur (*) du principe auquel nous faisons al-
lusion.

Nous nous proposons , dans le travail suivant, de pré-
senter une solution synthétique nouvelle du probléme de
la rotation des corps; elle nous parait ne rien laisser a
désirer, tant pour la simplicité que pour la rigueur.

Définition.

2. Lorsqu’un point matériel soumis a des forces et a
des liaisons quelconques est en mouvement, une force
unique qui produirait le méme effet que les forces et les
liaisons sur ce point devenu libre, sera la force totale
qui‘sollicite ce point. La résultante des forces qui solli-
citent un point matériel, sans égard a I'effet des liaisons,
sera la_force motrice.

Une force fictive qui serait appliquée a un point ma-
tériel dans le sens de la vitesse, et qui -aurait pour me-
sure le produit de sa masse par sa vitesse, sera la quan-
tité de mouvement du point matériel.

La résultante de plusieurs droites sera la résultante des
forces qui seraient représentées par ces droites.

Nous appellerons, avec Poisson , axe du moment d’une
force, une droite menée par le centre des moments per-
pendiculairement au plan du moment de la force.

(*) L’erreur est de supposer que la force centripéte d’un point maté-
riel qui fait partiec d’un corps doué d'un mouvement de rotation est
proportionnelle a la distance de ce point & I'axe instantané ; elle cst réel-
lement proportionnelle a la distance de ce point au centre de courbure
du petit are qu'il décrit dans un instant.
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Sa direction sera telle, qu'un spectateur qui aurait les
pieds sur le plan et le dos appuyé contre I'axe, verrait la
force dirigée autour de lui de sa gauche a sa droite.

Sa grandeur serale moment de la force.

L’axe du moment résultant de plusieurs forces sera
Iaxe du moment de la résistance de ces forces, le centre
des moments étant considéré comme fixe.

[’extrémité de 'axe du moment résultant de plusieurs
forces sera le pdle de ces forces.

Un mdieu relutif sera un espace indéfini, mobile,
dont chaque point reste invariablement lié a tous les au-
tres.

Trois axes ox, oy, oz seront dits trois axes tour-
nants (*) lorsqu’ils seront disposés de maniére qu'un
spectateur qui aurait les pieds au point o et le dos ap-
puyé contre 'axe o0z, verrait 'axe ox a la gauche de
I'axe oy. De cette maniére, I'axe du moment d’une force
située dans ’angle xoy, ouyoz, ou zox, et tendant a
tourner autour du point o de ox vers oy, ou de oy vers
0z, ou de oz vers ox , coincidera avec I'axe 0z, ou ox,
ou oy.

Lorsqu’un corps tourne autour d’un point fixe, nous
appellerous caractéristique du mouvement (**) 'axe du
moment de la vitesse d'un point situé a la fois a I'unité
de distance du point fixe et de ’axe instantané.

3. Cela posé, soient :

0 le point fixe autour duquel un corps solide
est assujetti a tourner;
ox, oy, oz trois axes rectangulaires tournants fixes dans
: lecorps;

(*) Je dis trois axes tonrnants, comme on dit trois lettres tournantes
en parlant des trois lettres x, s, z qui se succédent circulairement.

(**) L’introduction de ce terme ou d’'un terme analogue en mécanique
nous parait d’une trés-grande utilité.

~

Aun. de Mathémat., t. XV . (Février 1856.) v
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x,y,2z les cordonnées par rapport a ces axes d’un
peint du eorps dont la masse est m.
Soient d’ailleurs au bout du temps z,

Q la caraetéristique du mouvement de rotation ;

-p»q,r les projections de la droite Q sur les axes ox,
oy, 0z}

G Paxe du moment résultant des quantités de

mouvement des divers points du corps;-
L, M, N les projections de la droite G sur les axes.

Propositions préliminaires.

4. Nous admetirons comme démontré que 'axe duw
moment résultant de plusieurs forces est la résultante
des axes des moments de ces forces. A 'aide de ce théo-
réeme, nous démontrerons aisément les lemmes sui-
vants :

Lemue 1. L'axe du moment résultant des forces to-
tales est représenté a chaque instant en grandeur et en
direction par la vitesse absolue du péle des quantités de
mouvement.

En effet, la quantité de mouvement qui anime chaque
point du corps au bout du temps ¢+ dt , est la résultante
de celle qui I'anime au bout du temps ¢ etde celle qui lui
est communiquée dans I'instant dr.

Donc T'axe du moment résultant des quantités de
mouvement qui animent les divers points du cérps au
bout du temps ¢+ dt est la résultante de 'axe du mo-
ment résultant des quantités de mouvement qui animent
ces points au bout du temps # et de 'axe du moment ré-
sultant des quantités de mouvement qui leur sont com-
muniquées dans I'instant d.

Donc, si G/, G, g désignent ces trois axes, G’ sera la
diagonale du parallélogramme construit sur les deux
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droites G et g; donc g sera représenté en grandeur et en
direction par la drotte qui va de I'extrémité de Ga l ex-~
trémité de G'. .

Or cette droite, agrandie dans le rapport de 1 A de,
représente la vitesse de I'extrémité de I’axe G.

Donc cette droite, agrandie dans le rapport de 1 4 de,
représente en grandeur et en direction la vitesse du pole
des quantités de mouvement.

D’un autre c6té, si la quantité de mouvement commu-
niquée en chaque point dans Dinstant dt est agrandie
dans le rapport de 1 a dt, elle représentera la force to-
tale en ce point; donc g, agrandi dans le rapport de 1 &
dt, représente aussi I'axe du moment résultant des for-.
ces totales ; donc, etc.

8. Lemwme IL. SiPon applique & un point quelconque
du corps une droite égale, paralléle et contraire a la
caractéristique, ’axe du moment de cette droite repré-
sentera en grandeur et en direction la wvitesse du point
dont il sagit.

En effet,soient m le point dont il s’agit, v une droite qui
représente en grandeur et en direction sa vitesse, p sa
distance a I'axe instantané, €1’ une droite appliquée au
point m, égale, paralléle et contraire 4 la caractéristi-

que £ (*); VDVaxe du moment de cette droite, on aura
évidemment
V=0p.0 =vo.

D’ailleurs les droites V et v étant I'une et autre per-
pendiculaires au plan qui passe par le point m et par 'axe
instantané, sont paralléles; elles sont dirigées dans le
méme sens, car la droite ' doit étre dirigée de gauche
a droite autour de I'axe V, comme v l'est autour de la

(*) Le bras du moment Q est l'unité. Ce moment estle méme que la
vitesse a 'unité de distance de I'axe. Tw.

5.
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caractéristique; or cela ne peut avoir lieu qu’autant que
V et v sont dirigés dans le méme sens; donc, etc.

6. Prosrime 1. Déterminer les projections de l’axe
dumoment d'une Sorce P sur les trois axes coordonnés.

Soientm le point d’application dela force P; x, y, z ses
coordonnées, X, Y, Z les composantes de la force P pa-
ralleles aux x, y, z

On démontre aisément par la géométrie (en décom-
posant la force P en trois autres perpendiculaires aux
axes) que la force P peut toujours étre remplacée par ses
projections sur trois plans rectangulaires et par une
quatri¢me force égale, paralléle et contraire a la force P
appliquée a I'origine. :

De 14 il suit que’axe du moment de la force P, estimé
successivement suivant les axes des x, y, z, a pour ex-
pressxon

Zy —z2Y, Xz—2Z, Yz—Xy,

car il coincide successivement avec 'axe du moment ré-
sultant des projections des trois forces X, Y, Z sur cha-
cun des plans coordonnés yz, zx, xy; et cet axe a pour
expression les quantités ci-dessus, pourvu que I'on re-
garde les axes des moments qui coincident avec les axes
coordonnés comme positifs ou négatifs, suivant qu’ils
sont portés du coté positif ou négatif de ces derniers
axes.

7. Prosrime II. Déterminer I’axe du moment résul.
tant des quantités de mouvement.

Appliquons & chaque point m une droite {}' égale, pa-
ralléle et contraire 4 la caractéristique, I'axe du moment
de cette droite sera (lemme H) égal et paralléle a la vi-
tesse du point m; or la projection de la droite £/ sur les
axes ox, oy, oz élant — p, — ¢, — r, axe du moment
de la droite )’ aura pour projection les quantités gz—ry,



rx—pz, py — qx; par conséquent, 'axe du moment
de la quantité de mouvement du point m aura pour pro-
Jjections, la masse.de ce point étant m,

m[(py — qz) y — (rz — pz)z],
m{(gqz — ry) z — (pr— qz) z},
m[{rx —pz)x — (qz—ry)rl;

par suite, si nous posons, comme a 'ordinaire,

Im(y*+3)=A, tm(2*+2)=8B, im(z?+y)=C,
imyz=D, Zmzx =E, Imxy =F.

Le signe de sommation X s’étendant a tous les points du
corps, 'axe du moment résultant des quantités de mou-
vement aura pour projections

L=Ap—Fq—Er,
{1) M=Bg—Dr— Fp,
N=Cr — Ep — Dgq.

Ces projections déterminent & chaque instant la gran-
deur et la direction de 'axe du moment résultant des
quantités de mouvement.

8. Prosrime . Déterminer la vitesse du point du
corps qui coincide avec le pdle des quantités de mouve-
ment.

Soit m le pole des quantités de mouvement; appliquons
a ce point une droite ' égale, paralléle et contraire &
la droite Q , caractéristique du mouvement, I'axe du mo-
ment de la droite £/ sera, lemme Il égal et paralléle &
la vitesse du pointm; of les projections de la droite {1’
sur les axes ox, oy, 0z étant respectivement — p, — ¢,
— 1, et les coordonnées du point 7 sur les mémes axes
étant L, M, N, les projections de la vitesse du point =
seront respectivement, d’aprés les formules du pro-
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bléme I,
Ng—Mr, Lr—Np, Mp—Lg;

ces projections font connaitre & chaque.instant la vitesse
dont il s’agit (*).

9. Proerime IV. Déternuner la vitesse du pole des
quantités de mouvement dans l'intérieur du corps, c’est-
a-dire par rapport aux axes ox, oy, oz.

L, M, N étant les coordonnées du pole des quantités
de mouvement par rapport aux axes ox, 0y, 0z, les pro-
jections de la vitesse de ce point sur ces axes sont respec-
tivement

dL dM AN
W T4’ ar

ces projections font connaitre a chaque instaut la vitesse
dont il s’agit.

Equutz’ons dlt mouvemendt.

10. Si 'on applique a chaque point du corps une force
égale et contraire a la force totale qui le sollicite, il est
évident que les forces auxquelles le corps sera soumis se
feront équilibre , conformément au principe de d’Alem-

(*) Nous avions démontré dans un précédent Mémoire, en partageant
Verreur de M. Poinsot, que la vitesse dont il s’agit représente en grandeur
et en direction 'axe du moment résultant des forces centripétes. Ce théo-
réme n’a plus lieu; mais on peut le remplacer évidemment par le sui-
vant: La vitesse du point du corps qui coincide avec le péle des quantités
de mouvement représente en grandeur et en direction axe du moment résul-
tant des forces centripétes, Uaxe instantané é#ant tout a coup rendu fixe. Ainsi
modifié, ce théoréme donne encore une interprétation de 'un des termes
de chacune des équations d’Euler.

Si I'on regarde la force totale comme la reésultante de la force centri-
péte que nous venons de considérer et d’'une autre force, il est visible
que cette autre force ne sera pas généralement dans le plan qui passe
par la force totale et par la force centripéte réclle.



bert 5 donc I i }(,nqment résultant des forces motri-
ces coincide ‘¢n grandeur et en direction avec I'axe du
moment nesul:tan des forces totales, ou, d’aprés le
lemme I, avec la vitesse absolue du pole des quantités

de mouvement.

Or la vitesse abselue d’un point situé dans un milieu
relatif est évidemment la résultante de la vitesse de ce
point dans le milieu relatif, ct de la vitesse du méme
point considéré comme un point du milieu relatif; donc
I’axe du moment résultant des forces motrices coincidera
en grandeur et en direction avec la résultante de la vitesse
du pole des quantités de mouvement dans l'intérieur du
corps et de la vitesse du méme point considéré comme
un point du corps.

Traduisons cette relation en nombres :

Si I'on désigne par P, Q, R les projections de 'axe du
moment résultant des forces motrices sur les axes ox,
oy, 0z, on aura, d’aprés les formules des préliminaires,

dL
P =
(lt +N{] M- ?
dM
(2) Q—:7t+Lr—Np,
dN
R—E- +MP—Lq.

Ces équations coincident avec les équations d’Euler lors.
que 'on prend pour ages coordonnés les axes principaux
du corps. :

Elles determment, avec les équations (1), les vitesses
angulaires du corps & une époque quelconque autour des
trois axes 0x, 0y, 0z; il reste i trouver la position des
axes mobiles ox, oy, oz par rapport a trois axes rectan-
gulaires ox’, oy’, 0z’ fixes dans I'espace. A cet effet, re-
marquons que le corps tournant autour de I’axe instan-
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(72 =0 o,

tané avec une vitesse angulaire égale 2.0 pendant l'in-

stant dt occupe 2 la fin de cet instant, par rapport a I'un

quelconque des axes ox’, 9y’, 0z’ la méme position que

si le corps était resté fixe et que l'axe considéré eiit

tourné autour de I'axe instantané pendant I'instant d¢

avec une vitesse angulaire égale et contraire a celle qu’a-
vait le corps autour de I’axe instantané.

Donc, si 'on prend sur I'un des axes ox’, oy, 0z’ un
point m, et qu'on applique en ce point une droite ,
égale et paralléele a la droite {1, I'axe du moment de
cette droite sera égal et paralléle a la vitesse du point
m,; donc, si 'on appelle &, , y,, z; les coordonnées du
point m, par rapport aux axes ox, 0y, 0z, On aura, en
observant que la droite £, a pour projection sur les

axes p, ¢, T,

dur,
“JZ‘ ==Y — g2y,
ly,\

(3) ‘-(—(‘[Lt»---pz1 re,,
dz, .
7R At A

Au moyen de ces relations , on aura la position de 'un
quelconque des axes ox,, 0y;, 0z, par rapport aux axes
ox, oy, o0z, et, par conséquent, la position de chacun
de ceux-ci par rapport aux axes fixes dans l'espace (¥).

Note.

M. Poinsot suppose , dans sa Théorie nouvelle de la
Rotation, que lorsqu’un corps tourne autour d'un point
fixe, la force centripéte est toujours proportionnelle & la
distance dec ce point a I'axe instantané, et, par consé-
quent, que cette distance est toujours égale au rayon de
courbure de I'arc décrit par ce point en un instant. Le

(") Voir Sterm, Nouvelles Annales, 1. X, p. f1iq. T,
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probléme suivant met en évidence l'inexactitude de cette
hypothése. . ‘ ’
Prosrime. Un cercle dont le centre est fixe et dont
le plan est wertical, tourne a la fois autour de son dia-
métre vertical et autour de son centre dans son plan.

Les wvitesses angulaires de ces deux rotations sont tou-

jours égales entre elles; on demande de déterminer :

1° la trajectoire de I’un des points de la circonférence

du cercle mobile; 2° la longueur de la perpendiculaire

abaissée d’une position quelconque du point générateur

sur l’axe instantané correspondant; 3° le rayon de

courbure de la trajectoire correspondant au méme point.
Soient : :

m le point générateur de la trajectoire, point
que nous. supposerons, pour plus de sim-
plicité, distant du point fixe d’une quan-
tité égale a I'unité;

om le rayon vecteur mené du point fixe au
pomnt m;

ox, oy, 0z trois axes rectangulaires tels, que I'axe oz
coincide avec om lorsque ce rayon est di-
rigé verticalement de bas en haut; que
I'axe ox coincide avec la position qu’au-
rait eue le rayon om aprés avoir décrit un
angle de go degrés si le plan du cercle
était resté immobile; que Faxe oy coincide
avec la position qu’bccrj e réellement le
rayon om a la méme époque’;

X, y,32 les coordonnées du point m a une époque
quelconque ;
¢ P’angle que le rayon vecteur om fait avec

I'axe 0z, angle toujours égal & celui que
la projection de om sur le plan des xy
fait avec I'axc des x.
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~ Au moyen de ces notations, on trouve immédiatement
les relations suivantes : -

x = sing cosg,
(1) y = sin’y,
z = CO0S9.

De 13 on déduit d’abord

(2) {4y +22=1,
- [+ y'—y=0.

Ces équations montrent que la trajectoire est 'intersec-
tion de la sphére décrite par la circonférence du cercle
mobile avec un cylindre droit vertical tangent au ‘plan de
ce cercle dans sa position initiale et ayant pour base un
cercle dont la diamétre est le rayon du cercle mobile.

Cherchons, en second lieu, la longueur de la perpen-
diculaire abaissée du point  sur I’axe instantané corres-
pondant.

Pour avoir la position de 'axe instantané a une épo-
que quelconque, il suffit de construire la diagonale du
parallélogramme dont les cdtés contigus sont les carac-
téristiques des deux mouvemerits de rotation a cette épo-
que. Ces caractéristiques sont , d’aprés U'énoncé, égales
entre elles; 'unc coincide toujours avec 'axe oz, 'autre
est toujours dans un plan perpendiculaire au cercle mo-
bile; donc Paxe instantané fait un angle de 45 degrés
avec I'axe des z gt reste toujours dans un plan vertical
perpendiculaire au plan du cercle mobile.

D’aprés cela, si I'on désigne par k la perpendiculaire
dont il s’agit, on trouvera sans peine

v

. . 1
h* = sin’¢ + : cos’ g,
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d’ou

— (/1 tsin’e
(3) L_V/ -

Cherchons enfin le rayon de courbure de la trajectoire
au point m ; si nous désignonsce rayon par p, et par s
Parc de la LrajectOIre compris entre le point m et I'axe
des z, on aura

ds?
P V@ey + (@ry+ (@) — (@)

»

(4)

Or on déduit des équations (1):

dz . dy in 2
—=cos2 9, — =sin2g¢

dy dy '

(2 Is? )
(}—::——sinqa, i 1+ sin’g,
dy dy’ ‘

ll . d‘)
ﬁ:—zsmzq, é: 2€052 ¢,
d* z ds d*s ih o cos

— = sin ¢ cosy.

do? de?

Au movyen de cés valeurs, la formule (4) devient

5) _ (J__t sin? q:—)*
{ P=V 5+ 35into

Pour que le rayon de courbure de la trajectoire _au
point m soit égal , comme le suppose M. Poinsot, a la

perpendiculaire abaissée de ce point sur 'axe instantané
correspondant, il faut que 'on ait, quel que soit ¢,

(1+sin’¢)? 1

5+ 3sinp 2
Or cette équation n’est satisfaite que par les valeurs

p=9go° (1 £ an);
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n élant un nombre entier quelconque, ces valeurs cor-
respondent au point unique ou la trajectoire vient cou-
per le plan des xy.

Ainsi la solution du probléme de la rotation des corps
par M. Poinsot est inacceptable.

Note du Rédacteur. 11 faut se rappeler que tout cou-
ple est représenté en grandeur et en direction par son
axe, de sorte que l’axe représente une force; de la I'ex-
pression del’auteur résultante des axes. Il n’emploie pas
lemot couple et le remplace parle mot moment;il semble
que cette substitution n’est pas favorable 4 la clarté, mais
ne nuit pas a la justesse des raisonnements. L’erreur si-
gnalée provient de ce que les vitesses dépendent d’infini-
ment petits du premier ordre, tels sont les contacts des
langentes; tandis que les forces accélératrices, et, par
conséquent, les forces centripétes dépendent d’infini-
ment petits du sccond ordre, tels sont les contacts des
cercles de courbures.

SUR UNE QUESTION D’ALGEBRE RELATIVI‘] A DEUX
EQUATIONS CUBIQUES ;
Par M. Micaaer ROBERTS.

Etant données deux équations du troisiéme degré, sa-
voir.
(1) ' —px* +qr—r=o (racines «, o, «" ),
(1) & —p'a*+ gz —r'=o0 (racines B, B', "),
je vais discuter I'équation dont les racines sont les valeurs
que prend la fonction
a|6 + a/ g, + ‘z// ﬁ//'
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Désignons cette fonction par z et posons
M=pq +p*q—399,
N=o2(pr+p°r)—q(pgr'+ P 9 r)+pp 94 + 291,
A=27r+ §g°—18pgr+ fpir— p g,
AN— 27,.'3_‘_ 4‘]’3— “;PI q/ o 4P13 r— pnz ’1'2

(A, A’ sont les fonctions qu’on appelle aujourd’hui dis-
criminants des équations données, et la condition A=o
exprime que I'équation (I) a deux racines égales) : 1’¢-
quation dont il s’agit s’écrit sous la forme suivante :

’ 2
(110) (z“——pp’z’+Mz—%N>—iAa’::o.

Si I'équation (I) a deux racines égales, I'équation (III)
a ses racines égales deux a deux, ce qui se vérifie aisé-
ment a priori; et si les équations données deviennent
identiques, A égale A, et équation (III) se décompose
dans les suivantes :

z”——p’z"—i—Mz-%(N—{—A):o,
zﬁ——pzz’—i—Mz——é(N——A):o.

Les racines de la premiére sont
a4 2a a”, A4 2aa”, P+ 200,

ce qu'on peut faire voir en éliminant x entre I'équa--
tion (I) et la suivante :

ad— xz -4 2r— 0.

Les racines de la seconde sont évidlemment ¢ deux fois
et p* — agq.
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Nous tirons awssi par différentiation

dA dA

2 o =4 (29N —18Mpp' + fpp~),
et en représentant par A” le diseriminant de I'équa-
tion
(Iv) z’——PP’z’—i—Mz——éN:o,

nous avons
da”  da dA
dN @ ar’

ce qui exprime une relation entre les racines des dérivées
des équations (I), (II), (IV).

En posant

2 — S =—u,

3

I'équation (III) se transforme en

- u , )
\e'— 3 (P’ —39)(p"—39")
( 1 dA dA s

216 dr dr’
d’on nous tirons

. 1 dA dA\: ) N 2y
274" = <6-4 dTT) —4(p=3q) (1" —=34");

mais on a

dA\?
<{F> — 1084 =16 (p* — 3¢):

en sorte que

W1 (dA’)2 , [(dA\? A
A = lﬁ\tA (17"/ -+ A ((TI—>—108AA "'
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Posons maintenant

1e f 1a f la p’
D|= ]a/‘p/ , Dg:‘ lalpll R DJ:\I‘ZIP” [,
la”p” 1a” p/ —
]agl 1a p// lapl/ »
D, = !‘&Iﬁ ’ D, = la'@ ’ D; = la’ﬁ' ‘)\‘ oy
ra” B’ 1a” 1o’ B

le produit P de ces six déterminants s’exprime d’une
maniére assez élégante. En effet, nous trouvons

da’\? dA\?
=Al55 ) —4" (5=
16P (dr') <a’r ) ’
ou bien encore

P=a(p"—3q)—a'(p’—39q).

Si I'équation (IIl) n’a que deux racines égales, on a

A pPP—3q\?
=
Note du Rédaeteur. Les six racines de I'équation (III)
sont
aff + o' B+ " B,
aff 4+ o B+ " B,
of' +a' B + " B,
af’ 4+ o' B’ + " B,
Hr B+ B
o § o B

et Péquation (IlI) s'obtient par la théorie des fonctions

symétriques. Cette équation peut toujours se ramener au
troisiéme degré, car on a

z"—pp’z‘+Mz—%Ni’:%\/ﬁ= 0.



Si

on peut supposer

a=p=o0;

Péquation (III) est alors relative 4 deux équations du

= second degré , et en supposant p, ¢, r des fonctions d’une
variable ¥, on est amené i des propriétés géométriques
des courbes du second et du troisiéme degré.

, EXERCICES
sur la résolution numérique des équations algébriques ;
D’arrks GAUSS.

Met. nova. integr. comm. Gotting. vol. 1I, 1814-15, pages 52.

1
{. *—~x+==o0.

6
x, = 0,2113248654 051871,
z,=0,7886751345 948129.

3
e, d— —x? 4 §x_-._l_-:0
2 5 20

x, = 0,1127016653 792583,
x, = 0,5,

z; = 0,8872983346 207417 .

3. 2t — 2.1‘-‘-{-9.1"——3 z + L: [}
7 70

z, = 0,0694318442 029754,
x, = 0,3300094782 075677,
x; = 0,6699905217 924323,
z, = 0,9305681557 970246
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%, xs_511+213_..5_1+5 ! :0.
2 9 42
z, = 0,0469100770 306680,
z, = 0,2307653449 471585,

x, = 0,05, *

z;, = 0,7692346550 528415,

z; = 0,9530899229 693320.
x‘—3zb+g§x‘——2x3 +-5— Z— —x +=—=o0.

22 B T 22 924

x, = 0,0334652428 984240,
z, = 0,1693953067 668678,
z; = 0,380690406q 584015,
2, = 0,6193095930 415985,
z, = 0,8306046932 331322,
z; = 0,9662347571 015760.

G 7 ., 63 - 155 175 2 £3_x

'"x—;l+1_3 59l+143 286
L
+429‘t 3432

z, = 0,0254460438 286202,
Z, = 0,1292344072 003028,
z; = 0,2970774243 113015,
z,=o0,5,

x, = 0,7029225756 886985,
z; = 0,8707655927 996972,
z, = 0,9745539561 713798 .

(Voir Nouvelles Annales, t. XII, p. 319.)

Remarque. Nous donnerons I’analyse du Mémoire.

Ann. de Mathémat, t. XV. (Mars 1856.) 6
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SUR LE CALCUL DE =;
» Par M. J.-Ce. DUPAIN,

Professeur.

Permettez-moi quelques observations au sujet d'une
Note insérée dans les Nouvelles Annales, tome XIV,
p- 462.

1°. Legendre traitant le méme sujet (Géométrie,
livre IV, prop. XIII) emploie des formules qui différent
de celles de M. Schlomilch,

A'= A .B,
,_ 2A.B
TA+ A
A et B sont les surfaces de deux polygones réguliers 'un
inscrit, 'autre circonscrit, A’ et B’ sont les surfaces des
polygones d’'un nombre double de cotés.
En adoptant cette notation, M. Schlomilch écrirait

2 A’.B

'— JA R [ .
A'=V\/A.B, B_A,+B

Ces formules peuvent se déduire de celles de Legendre.
En effet

A——ﬁ-a

B— 2A?B
T AB+ A'B’

2A?B

J— .
B_A"—}-A’B’
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je supprime le facteur commun A’ et jai
, 2A’B
b= +B
(e -
2°. Appelons P,, p, les périmétres de deux polygones

réguliers de n cotés, 'un circonscrit, 'autre inscrit a
un cercle. On a les formules

2P, pn —_—
:n:ma p‘m:\/pn |
que Pon peut écrire
1 [ 4 1 L [
P, 2 kPn ). PV paPa,

On est conduit aux mémes calculs que M. Schlomilch, et
ces calculs ne paraissent pas différer essentiellement de
ceux de Schwab.

3°. SiTon forme une série de termes commencant par
a, b et telle, que chaque terme soit'moyen arithmétique
entre les deux précédents, le terme général de la série
est

a—+ 2b a b

3 (V'35

)

ce que I'on démontre aisément en admettant que deux
termes consécutifs aient cette forme et en calculant le
terme suivant.
a+2b
——
4°. La méthode de Schwab est généralement adoptée
pour le calcul élémentaire mais sérieux du nombre n.
Quand il s’agit d’indiquer rapidement a des éléves la
possibilité de ce calcul, ne pourrait-on employer la mar-
che suivante ?
(On est prié de tracer la figure.)

Ce terme général a évidemment pour limite
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Dans un cercle dont le diamétre est 2 et dontla sur-
face sera m, je trace deux rayons perpendiculaires OA,
OC. Je divise en cinq parties égales la moitié¢ OE de OA
et aux pgints de division jéléve des ordonnées ou demi-
cordes perpendiculaires sur OA, savoir ED, ff', gg’,hb/, .
Il'. Ces ordonnées sont moyennes proportionnelles entre
les segments qu’elles interceptent sur le diamétre:

Jf'=Vo0,6 <X 1,4= \/0’84 = 0,92,
gg' = vo,7< 1,3 = \o,91 = 0,95,

hh' = 0,8 <X 1,2 = yo,96 = 0,98,

' =yo0,9 < 0,1 = yo0,99 — 1,00.

ED est la moitié du cdté du triangle équilatéral inscrit

V3 _,86.

2

L’aire COED a pour valeur approchée

. \

o1 (éDE I g A 1 oc) = 0,478.
Le triangle ODE a pour mesure

—I-OEXDE=§/-§=0,216.
2 8

Le secteur COD étant la différence entre COED et COE,

ona
aire COD = 0,498 — 0,216 = 0,262
Ce secteur est d'ailleurs la douziéme partie du cercle;
donc '
m =12 X 0,262 = 3,144.
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Cette valeur est approchée a moins d'un centiéme ,
mais on ne pourrait I'affirmer & priori.

Si I'on voulait étre siir que l’erreur commise est plus
petite que ¢, il faudrait que le nombre de divisions de OE
fut plus grand que

2 — 3

T8
et 'on serait conduit a des calculs plus longs que ceux
de Schwab.

5°. Un auteur connu par de nombreuses publications
vient d’insérer dans sa Géométrie une Note d'un profes-
seur du lycée Bonaparte.

Ce professeur calcule le nombre 7 au moyen des péri-
métres des polygones inscrits seulement et avec les Tables
de Lalande (Sic wisum Superis). On trouve ainsi :

Pour 64 cdtés. ... 3,1394
Pouri28 cités.... 3,119

L’approximation diminue quand le nombre des coiés
augmente. M. le Professeur se garde bien d’avouer ce
fait , dans la crainte fondée d’effaroucher les éléves ; mais
a-t-il raison de le déguiser en disant que le périmétre
du polygone de 128 cOtés est aussi 3,1394" Na-t-il
pas a redouter la censure de ce juge sévére qui accuse les
anciens auteurs (tels que M. Blanchet ) de ne pas appli-
quer franchement la méthode des limites, par ce seul fait
qu’ils emploient les polygones civconscrits.

Note du Rédacteur. M. Saigey vient de publier une
méthode de calculer 7, qui, conséquence de la méthode de
Thomas Simpson, donne la méme approximation. Nous
reviendrons surcette méthode,d’une élégance et d’unesim-
plicité remarquables. On la trouve dans un ouvrage inti-
wlé: Géométrie élémentaire, par M. Saigey ; 1856, in-12
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de 252 pages (*). Géométrie curieuse. On y trouve des
proportions sans rapport et le célébre axiome XI d’Eu-
clide, qui a résisté pendant des milliers d’années aux ef-
forts de tous les géométres , y est démontré avec une rapi-
dité électrique, a 'aide d’'un mouvement d’éventail. Cest
trés-gracieux.

NOTE SUR QUELOUES IDENTITES; -
Par M. E. PROUHET.

Je me propose de démontrer quelques identités cu-
rieuses énoncées sans démonstration par M. Oscar Weber,
professeur a Dresde (Archives de Grunert, 1. XXXII,
p- 853; 1854).

Afin d’éviter une trop grande complication, je pren-
drai un exemple particulier, mais on verra sans peine que
le méme raisonnement convient i tous les cas.

Soient a, b, c,d, e, f six quantités inégales ct que
nous supposerons racines de 1’équation

x4 Pzt 4 Pyat 4+ P2’ 4+ Pix’ 4 Pox + Pg= o.

Considérons le tableau formé des diverses puissances
de ces quantités

a® at a a’ a* a a’
b¢ b* b b3 b b b
Cﬁ cé (.4 C“; c? c Co
d* I di o ? d d’
e" e et e’ e? e e
A R A AL

.

{*) Chez Mallet-Bachelier, quai des Augustins, 53. Prix: 3f 50°.
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Ce tableau renferme quarante-deux termes, de sorte
que si I'on enléve mne des colonnes verticales, 11 restera
trente-six quantités avec lesquelles on pourra former un
déterminant. Je nomme D le déterminant que 1'on ob-
tient aprés avoir supprimé la premiére colonne a gauche,
D, celui qu’on obtient en supprimant la seconde, et ainsi
de suite.

D’aprés un théoréme de Vandermonde (4. S., 1772,

2° partie, p. 522), on a

D=(a—b)(a—c)...(a—f)(b—c)...(b—f)...le—S).

D’aprés un second théoréme du méme géomeétre (1bid,
p-254), on a
bt b b b b
. ¢ ¢ ¢t ¢ ¢
D=VNax| & & & a4 &
s ] 3 2 0
(4 e e e [4

VAR AR AR A 4
Les déterminants compris sous le signe E ont tantot

le signe —+, tantdt le signe —. Cette particularité n’ayant
aucune importance pour l'objet que j’ai en vue, je me
contenterai de remarquer que le terme exprimé a le si- .
gne -+,

D’aprés le premier théoréme de Vandermonde, on
peut encore écrire

D= a(b—c)(b—d)...(b—Ff)...(e—f),

on aura ensuite

a® a*’ ' dr dd
Dg—z[ll“ b“JX ¢ e e oo P

VAN
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et, par conséquent, Tovr ’
D, = Zas b*(a —b){c—d)(c—€)(c—f)...(e—f);

on aura aussi

a* a* at dd
03:2 bbb x| e e e
) ¢ & frrr

ou bien
Dy=Yabc(a—b)(a—e)(b—c) [d—e)(d—Ff) c—f),

et ainsi de suite.

Ces préliminaires admis, soit a résoudre le systéme des
équations suivantes :

P,a‘+P.,a‘—-+—P3a3+P,a’+Psa+Ps:—;a",
Pbs+Pbt+ P b*+ P, b2+ P, b+ Py = — b9,

P, fo+ Py fi+ P, f3+ P, fi4 P f+ Py =—f°,

o I'on considére P, , Py, etc., comme des inconnues. Le
dénominateur commun de ces inconnues sera D : le nu-
mérateur de la valeur de P, sera le déterminant D, dans
lequel on aurait changé de signe tous les termes de la

premiére colonne. On aura donc
D,

P.:-—'l-)-,s

ou, en substituant les valeurs de D et de D, trouvées plus
haut et réduisant,

ab'

(]) a+ b+ L‘+...+f= 2 (a_b)(a__c)(a__d)(a——c)(a—f).
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Le numérateur de P, sera le déterminant D, dans lequel
on aurait transporté la premiére colonne a la seconde
place en changeant les signes de tous ses termes, ce qui
n’altére pas la valeur de ce déterminant.
On aura donc

D,
P;':.l")")
ou, en réduisant ,
ab -+ ac+...+4c¢f
(2) _2 a® bt .
- (a —e)ja—d)...(a—f)(b—c)... b—f)

On aura de méme

albc + abd +. ..+ def

(3) g_ a' bt ¢t '
= 2 a @ = =) (e =77

abed + abee + . . .+ cdef

(4) g_ ad b v d?
*2(“—0)(a —AC=e)b—=f)(d=F)

qbede + . . .+ bedef

(5) g__ : a*brc*d? ¢* .
~-—z("—f)(b—-f)(6""f)(d-‘-f)(“"—f)

Les formules (1), (3),..., (5) sont cq}lés de M. Weber.
On peut les renfermer dans le théard: néstiigant :
S w

a, b, e,..., fr8, .., 1
sont m quantités inégales et racines de l'équation
S(z)=o,

la somme des produits de ces racines prises n & n sera



(90)
¢gale a
(— l)"(":') zv(abc. By @ =1 (a—c). (f—8g)
- S(a) f1(8). - S (8)

Un peu d’attention suffira pour voir que cet énoncé
comprend toutes les formules particuliéres que nous ve-
nons de démontrer.

Note du Rédacteur. Ces identités sont d’utiles exer-
cices de calcul 4 donner aux éléves ; développons-en quel-
ques-unes :

b— a? b2
artE=Er T ti—o
b . a? b
TR I a— ) T e —)
.c8 o
+(c—a)(c——b),
b a
a+ +c+d=(a——b)(a-—c)(a—d)
bl
t A=t —4d
P
Tle—alc—blc—d)
o*
t I ad=b)(d—e)
etc.;
) a* b?
ab 4+ ac + be :(a-—c_—)(?————fﬁ
a*c?
T T e=0) .
b2 ¢?

(b —a)y(c— n)7
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ab+ ac+4-ad+bc4- bd 4 cd = =9 _a;;ﬁ(g_ =4
+ a’c?
(a — b)(@a —d)(c— b)(c—d)
+ ad
@—Ha—a[@d=HEd—0
etc.;
a*b*¢c?
abe 4 abd + acd + bcdz(a Y p—
+ a*b* d
@—a(b—c)(d—<)
+ a’cd?
(@=a)(c—b)(c—d)
+ bt d?
G—a)(c—a)(d—a)
etc.

NOTE SUR L’AIRE DU TRIANGLE SPHERIQUE,
Formule de Lhuilier ;

Par M. PROUHET.

1. Si on représente par 28 la surface d’un uiangle

sphérique , on pourra mettre les deux formules de De-
lambre

A+ B a—+ b . A+B a—b
cos cos sin cos
2 2 2 2
= ’ —_—
. c G c
sin — cos — cos — oS —
2 2 2
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sous la forme suivante :
¥

. (C ) a—+ b
sin ;—S cos

J 2
1 = ki
(1) —C p
sin — cos —
2 2
C a—b
cos{——S cos
2 P
(2) 2 = :
C c
cos — cos —
2 2

_ "9, On déduit de I’équation (1)

. C .. (C ¢ a+b
sin— —sm\{—-—3 €O0S — — COS -~~~ ——
2 2 2 2

a+ b

. C . (C >_ c
sin— ~-sin { —— S COS — - COS
2 2 2

ce qui, en changeant les sommes ou-différences en pro-
duits, devient

S
tang ;

(3)

= tangp tang 2 —°
C“—S— DP35 Py
[ﬂn5~

2

Par une transformation analogue , on déduit de I'équa-
tion (2) la suivante :

) — da ) — b
= tang i tang[ .
2

(4) tangg t.'mgc_

Multipliant les équations (3) et (4) membre a membre
et extrayant la racine carrée du résultat, on obtient

. S / 2 p—a p—>b p—c
{5) tang — = V tang = tang — o tang ¢ tang -

formule de Simon Lhuilier.
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3. On peut encore écrire les équations (1) et (2) sous
cette forme, °

cosa+b
. C C . . C
(6) sm—cosS——-cos—smS=—2— sin —»
’ 2 2 C 2
cos —
2
a—b
- cos
. . C . C
(7) cosgsms+sm—smS=————2— cos —.
2 2 2
cos —

En résolvant ces deux équations par rapport a cosS et
a sinS, on aura, aprés quelques transformations faciles,

cosb sc
(8) cOSS:1-+-cosa—}- <+ co <.

a b ¢
4 cos — cos — cos — .
2 2 2

Vsin p sin (p — a)sin (p — b)sin (p —¢),

a b c .
2 COS — COS ~ COS —
2 2 2

(9) sin S =

4. Silon désigne par 20 lasurface du triangle supplé-
mentaire et par 28/, 28", 28" les aires des triangles
formés d’un’ c6té du triangle proposé et des prolonge-
ments des deux autres , on aura

S' ” "
tang — tang — tang —
(-3 g2 g 2 i 2
(r0) tang ~ = ———



DEMONSTRATION DE QUELQUES THEOREMES DE M. STEINER

(volr t. XIV, p. 141);

Par M. E. DE JONQUIERES,

Lieutenant de vaisseau.

Tutoreme 1. En nscrivant dans un quadrilatére
deux coniques, les huit points de contact sont sur une
méme conigue.

Soient ABCD le quadrilatére ; EF les points de con-
cours de ses cOtés opposés; G le point de croisement des
diagonales AC, DB; H le point de rencontre de DB et de
EF; 1,2, 3, 4 les quatre points de contact de la pre-
miére conique; 5, 6, 7, 8 ceux de la seconde sur les cotés
AD, AB, BC, CD respectivement. On sait que les cor-
des de contact 12, 56, 87, 43 concourent en H, et que
les cordes de contact 13, 24, 57, 68 concourent en G
( Géométrie supérieure, n°® 692).

Cela posé, par les cinq points 1, 2, 3,.4,5 faisons
passer une conique, elle coupera la droite H5 en un point
qui sera le conjugué harmonique du point 5 par rapport
aux deux points H et au point 7, ou cette droite est cou-
pée par les diagonales FIF et AC respectivement (Géom.
sup.,n°® 698); or le point G, qui est sur cette droite HS,
est précisément ce conjugué harmonique (Géom. sup.,
n° 693); donc la conique (12345) passera par le point 6.

De méme, cette conique coupera la droite G5 en un
point qui sera le conjugué harmonique du point 5 par
rapport au point G et au point g ou la droite G5 coupe
EI' (n° 698): or le point 7, qui est sur cette droite, est
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précisément ce conjugué harmonique (n° 693); donc la
conique passe par ce point 7.
En considérant enfin la corde 6G8, on prouverait de
la méme maniére que la conique passe par le point 8.
Ainsi le théoréme est démontré.

Tatorkme II. Une conique étant inscrite dans un
r]uadrilatére, si, par les quatre points de contact, on fait
passer une seconde conique, elle coupera les cétés en
quatre nouveaux points qui sont les points de contact
d’une conique inscrite.

Ce théoréme est le réciproque du précédent. La dé-
monstration s’appuie exactement sur les mémes propo-
sitions de la Géométrie supérieure; il suffit de renver-
ser le raisonnement qu’on vient de faire pour le premier
théoréme.

Tatorime III. Les huit points de contact des deux
coniques inscrites dans un quadrilatére donnent soixante-
dix groupes de quatre points.

Douze de ces points sont avec deux des quatre som-
mets opposés sur une méme conique.

Ces douze coniques se partagent en six couples de
conigques tels, que dans chaque couple les coniques ont
un double contact.

On a soixante-dix groupes de quatre points, parce que
c’est le nombre des combinaisons différentes de huit
points pris quatre a quatre.

Les trois diagonales AC , BD , EF du quadrilatére sont
des ellipses infiniment aplaties inscrites dans ce quadri-
latére; leurs extrémités représentent chacune deux points
de contact de ces ellipses avec les cotés du quadrilatére.
Donc, par le théoréme I, les deux extrémités d’une
méme diagonale se trouvent sur la méme conique que
quatre points de contact d’une autre coniqueinscrite.
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Cela donne d’abord les six coniques :

(1234 AC), (1234BD), (1234EF),
(5678AC), (5678BD), (5678FF).

~ Combinons actuellement ces extrémités des diagonales
#Yec quatre points de contact appartenant a deux coni-
“ques distinctes, et choisis de maniére que I'on n’ait que
deux points sur chaque coté du quadrilatére en comptant
ces extrémités elles-mémes ; on obtiendra les six coniques
suivantes :

(1298AC), (1476BD), (1638EF),’
(3456 AC), (3258BD), (2457 EF).

Je dis ces six coniques, car il est évident que les rai-
sonnements employés pour démontrer le théoréme I s’ap-
pliquent encore ici, puisque les cordes (12) et (78), par
exemple, concourent au point H, péle de AC; que, dans
le second groupe, les cordes (14), (67) concourent au
pole de BD, et que, dans le troisiéme, les cordes (13),
(68) concourent au péle de EF.

Et il est d’aillcurs bien évident que ce sont la les seu-
les combinaisons possibles. En tout douze coniques.

Associons-les de la maniére suivante :

(1234 AC) (5678 AG) (1234 BD )
{1278 AC) (5634 AC) (1674 BD)
(5678 BD) (1234 EF) (5678 EF )
(5238 BD) { 1638 EF) (6274 EF )

Les deux coniques de chacun de ces six groupes ont un
double contact aux sommets du quadrilatére par lesquels
elles passent. Par exemple, les deux coniques (1234AC)
(1278 AC) se touchent en A et en C. Ceci résulte de ce
que, dans ces deux coniques , la corde AC a le méme pole
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H, et que, par conséquent, elles ont I'une et I'autre pour
tangentes en A et C les droites AH , CH.

Et ainsi des autres. Le théoréme est donc démontré.

Tatorime IV. L’énoncé de ce théoréme est évidemment
faux ; il faut lire :

Dans un quadrilatére inscrit & un cercle, le produit
des distances de chaque point de la circonférence a deux
c6tés opposés est égal au produit des distances du méme
point aux deux autres cGtés opposés.

11 est démontré dans la Géométrie supérieure, p. 463.

Tatorkme V. Etant donné sur un plan un systéme de
paraboles ayant méme foyer ¥ et deux points fixes A
et B, si par ces deux points on meéne quatre tangentes
a lune d’elles, le produit des rayons vecteurs qui abou-
tissent aux points de contact est coustant , quelle que soit
la parabole.

En cffet, le théoréme n® 664 de 1a Géométrie supéricure
(p- 498 — autrement) s’applique aux sections coniques
avec une démonstration identique et il prend I'énoncé
suivant:

Quand un quadrilatére est circonscrit @ une conique,
si une tangente roule sur la courbe, le produit de ses dis-
tances & deux sommets opposés est au produil de ses
distances aux deux autres sommets opposés dans une
raison k qui reste constante.

La raison X est égale au produit des distances de U'un
quelconque des deux foyers aux deux premiers sommets
divisé par le produit des distances du méme foyer aux
deux autres sommets.

Si I'un des foyers est a I'infini, A = 1; donc :

Quand un quadrilatére est circonscrit & une parabole,
le produit des distances du foyer de la courbe a deux
sommels opposés est égal au produit des distances de
ce foyer aux deux autres sommets.

Ann. de Mathémat., t. XV. (Mars 1855.) 7
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Si I'on suppose que les deux premiers sommets soient
deux points de la courbe, les deux autres sommets se
confondront avec les deux points de concours des tan-
gentes en ces deux points. Il en résulte que :

Quand un angle est circonscrit & une parabole, le
produit des distances des points de contact des deux
c6tés au foyer de la courbe est égal au carré de la dis-
tance de son sommet a ce foyer.

De ce dernier théoréme, dit a Lambert, on conclut,
dans la question qui nous occupe , que le produit

Fa.Fb.Fc.Fd— FA2FB? = constante.

Or ce produit est indépendant de la parabole que 'on
considére. Donc le théoréme est démontré.

On démontre, par d’autres considérations, que si les
points A et B sont deux sommets opposés d'un quadrila-
tére circonscrit a une conique dont les foyers sont ¢ et ¢/,
on a toujours la relation

FA.FB=F¢.F¢,

F étant comme ci-dessus le foyer d'une parabole inscrite
dans ce méme quadrilatére. On a donc

Fa.Fb.Fc.Fd—=F¢.F¢ = constante,

quelles que soient la conique et la parabole auxquelles
est circonscrit le quadrilatére qui donne lieu aux points
de contact a, b, ¢, d, pourvu que cette conique ait les
points ¢ et ¢’ pour foyers et que la parabole ait son foyer
en F.

C’est le théoréme VIII de M. Steiner.
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 280 (CHASLES);
Par M. E. oe JONQUIERES,

Lieutenant de vaisseau.

11 s’agit de prouver que si, par trois points en ligne
droite dela branche infinie d’'une courbe du troisiéme or-
dre, composée d’une telle branche et d’un ovale, on méne,
respectivement , deux tangentes a 'ovale, les trois cordes
de contact passent par un méme point.

Je ferai voir, par la démonstration méme, que ce théo-
réme est susceptible d’un énoncé plus général.

Soient A, B, Cles trois points en ligne droite pris sur
la branche infinie; les trois cordes de contact sont pgq,
KL, FG.

Maclaurin démontre trés-simplement, dans son 7raité
des courbes du troisieme ordre (prop. XV, fin du corol-
laire), que si par chacun des trois points A, B, C on
méne quatre tangentes a la courbe, toute droite qui joint
deux quelconques des douze points de contact passe par
'un des dix autres, de telle sorte qu’en chacun des douze
points de contact il y a toujours quatre cordes semblables
qui viennent s’y croiser.

Par le point A passent les tangentes AF, AG al'ovale;
A f, Ag alabranche infinie.

Par le point B passent les tangentes BK,BL 4 Povale;
Bk, B/ a la branche infinie.

Par le point C passent les tangentes CP, CQ al'ovale; .
Cp, Cgq alabranche infinie. :

F,G, K,L, P, Q sont les points de contact sur l'o-

vale,
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15 5 k51, py g sont les points de contact sur la bran-
che infinie.

Fajouterai que ce point de croisement est toujours le
point de contact d’une tangente issue de celui des trois
points A, B, C qui est étranger aux deux points de con-
tact que réunit la corde en question. Ainsi, par exemple,
les quatre cordes QG, PF, fp, gg qui joignent, deux a
deux, les points de contact des tangentes issues des points
A, C, viennent se couper au point de contact k de la
tangente B k issue du troisiéme point B.

De méme, le point de contact f de la tangente A fest
le point de croisement des quatre cordes QL, PK, ¢, pk
qui joignent les points de contact relatifs aux points B, C.

De méme encore, le point de contact p de la tangente
Cp issue du point C, est le pointde croisement des qua-
tre cordes LG, FK, Ig, fk dont les extrémités sont les
points de contact relatifs aux deux autres points A, B.

D’aprés cela, les triangles QLG, PKF dont les cotés
homologues se coupent en f, k, p sur la droite pf sont
homologiques. Donc (Géométrie supérieure, n° 365)
leurs sonimets homologues sont deux a deux sur trois
droites concourantes en un méme point O. Or ces trois
droites PQ, LK, FG sont précisément les cordes de con-
tact dont il s’agit dans I'énoncé de la question. Donc le
théoréme est démontré.

Considérons actuellement les deux triangles Qlg , PXf’;
ces triangles sont pareillement homologigues en vertu
du corollaire déja cité. Car les cotés gl et kf se coupent
enp; les cotés Q/, Pk se coupent en F; les cotés Qg, P f
se coupenten K ; et les trois points p, k, F sont en ligne
droite. Donc les droites PQ, k, fg qui joignent deux a
deux les sommets homologues des deux triangles se croi-
sent en un méme point O'. Or, ces trois droites sont trois
cordes de contact relatives aux trois points A, B, C dont
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deux sont prises sur la branche infinie et une sur l'o-
vale.

La comparaison des triangles g Lg, pKf et pareille-
ment, celle des triangles /G, Fkp donneraient lieu 4 une
conclusion analogue, relativement aux deux autres per-
mutations que 'on peut faire en prenant une corde de
contact sur I'ovale et deux sur la branche infinie.

On a donc ce nouveau théoréme.

Une courbe du troisiéme ordre étant composce d'un
ovale et d’une branche infinie, si l’on prend trois
points en ligne droite sur cette branche; que parl ‘un
de ces trois points on méme deux tangentes a l'o-
vale, et que par chacun des deux autres on méne
denx tangentes a la branche -infinie, les trois cordes
de contact ainsi déterminées passeront par ui méme
point.

Remarque. Si les trois points A, B, C étaient pris
sur les deux branches, savoir deux sur Iovale et un sur la
branche intfinie, tels que Q, G, &, le théoréme n’existerait
plus ; car par chacun des points Q, G de I'ovale on ne peut
mener a la courbe aucune autre tangente que celle qui
touche I'ovale en ce point méme (et qui en représente
deux superposées) ; il n’existe donc, dans ce cas, qu'une
seule corde de contact, savoir celle qui est relative au
point k, soit sur la branche infinie, soit sur 'ovale.

Quant a la proposition de Maclaurin, sur laquelle
s’appuie la démonstration, elle résulte de considérations
trés-simples et purement géométriques, comme on le
verra dans ma traduction du Traité de ce grand géo-
métre sur les courbes du troisiéme ordre, traduction
que je n'ai d’ailleurs entreprise que pour faciliter aux
jeunes gens la lecture de cet ouvrage rqmarquable, qui
est aujourd’hui extrémement rare en rance et pcul-élr&"p )
peu connu. P

o~



NOTE SUR LA THEORIE DES ROULETTES ;
Par E. CATALAN.

1. Prosrieme. Etant données deux lignes AB, CD si-
tuces dans un méme plan, trouver une ligne EF telle,
que st elle roule sur CD, un point M, invariablement lié
a cette ligne EI, décrive AB.

On sait que la droite menée du point décrivant M au
point de contact [ entre la ligne roulante EF et la ligne
fixe CD est normale, en M, ala roulette AB.

Cela posé, on peut admettre que CD soit déterminée,
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au moyen de AB, par les longueurs des normales telles
que MI. En d’autres termes,

(1) . y=/(z)

étant I'équation de AB, autre ligne donnée CD pourra
étre représentée par une équation de la forme

(2) u=g(x).

Enfin on peut supposer que la ligne EF, si elle existe,
soit rapportée aux coordounées polaires u et w, M étant
le pole, et 'axe étant une droite arbitraire MP, mobile
avec le pole. Il s’agit de trouver la relation entre e et u.

A cet effet, menons la normale M’ G 4 la roulette AB,
au point M’ infiniment voisin de M; et, du centre de
courbure O, décrivons 1'arc IH. Nous aurons, dans le
triangle rectangle HGI,

__IH___(p+u)e__ w\ ds
(3)  angG =g ="y = <‘+;> Z’

en désignant par g le rayon de courbure, par ds I'élé-
ment MM/, et par ¢ 'angle MOM’ ou V'angle de contin-
gence de la roulette AB.

D’un autre cdté, on sait que

dw
tang G = )

donc
> ; l+l\ .
=\|- - as.
(4) do =|— P) s

Si, au moyen des équations (1) et (2), on exprime p et
ds en fonction de u etde du, la formule (4) donnera I'é-
quation de la ligne cherchée EF. Par conséquent:

Toute courbe plane est une roulette.
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1. Si 1

.

u é::é-p,

c'est-a-dire si la ligne fixe CD est le lieu des centres de
courbure des centres de la roulette AB, I'équation (4)
donne

dw =0 ou = constante.

Cette derniére équation représente une ligne droite.

Donc, la courbe quelconque AB peut étre engendrée par

un point M appartenant & une droite qui roule sur la

développée de cette méme courbe ; ce qui est évident.
1II. St u = eonslante,

s ds
w = — -_— ;
“ P
ou, a cause de
2
o (14 y7)?
ds::d.z\/|+y", p:—y-‘;_)_,
s y"dx
0= +fx +],,’
ou encore
s
® =5 — + arc tang constante.
(8) ~ -+ arc tangy’ -+ constant

Mais le rayon vecteur u étant constant, la courbe rou-
lante EF est une circonférence dont le centre est le point
décrivant M. L’élément de cette circonférence, ou 1'élé-
ment de la ligne fixe CD, a pour expression

(6) de —=udw.

Si donc nous supposons, ce qui est permis , que y'= o
donne s = o0 et ¢ =0, nous aurons, a cause des rela-

tions (5) et (6),

6= s+ uarctang y’.
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De la ce théoréme trés-probablement connu :

Si Uon considére une courbe AB et une paralléle CD
a cette courbe, la différence entre les deux arcs corres-
pondants CI, AM (c’est-a-dire terminés & deux norma-
les communes AC, MI) est égale & arc de cercle CK,
décrit de lorigine A comme centre, et terminé & une
paralléle AK & la normale commune MI. .

IV. Soit C'I'D' une autre paralléle 4 AMB, menée a

la distance u. On aura
C'I' =AM — arc tang y’,
et, par conséquent, '

AM=- (CI+CT).

1

2
Ainsi l’arc AM est égal & la demi-somme des ares

correspondants CI, C'T'; ce qui est encore évident.

V. Supposons que la ligne (ixe CD soit droite. Alors,
en prenant cette ligne pour axe des abscisses, on aura
(7) w=y iy
puis, par I'équation (4), .

dw_f :
l—|-_}'

(8) ® :f—)”— + arc tang y’ -+ constante.

Ces deux derniéres formules feront connaitre, dans
chaque cas particulier, la courbe EF qui, roulant sur unc
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droite donnée, fait décrire, & un point qu’elle entraine,
une ligne donnée AB.
VI. Si, par exemple, AB est une droite ayant pour
équation .

Yy = z tanga,

les équations (7) et (8) deviendront

x tan
v = 2208

o ) cota. lz+ a + constante,

d’ou en supposant w = o pour x = 1,

(9) w— tangaem tang «
b cosa

Cette équation représente une spirale logarithmique.
Donc, quand une spirale logarithmique roule sur une
droite, son péle décrit une drotte.

VII. La ligne CD étant toujours une droite, si 'on
prend , pour la roulette AB, une cycloide ordinaire, une
chainette, etc., on trouve que la courbe roulante est
unc circonférence, une parabole, etc.

VIII. Considérons le cas particulier ou, la ligne fixe

étant toujours une droite CD, la roulette AB scrait une
circonférence de rayon . Désignons par 3 'ordonnée OL
de son centre et par ¢ 'angle IOL. Nous aurons

U =

- ?——— ry p=r, ds=rdg;
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puis
do = ———Bd? .
B — rcosg

L’intégrale de cctte équation est, en supposant & = o
pour ¢ = o, C

0= \%r—; arc tang [\/%;: tal‘]géqj].

Mais, a cause de cosp = B s
u—+r

¢ _ u + r— p
ang = w—-r-+ 3’
donc I'équation de la courbe EF est

— 28 arctangy /(BT (tr—F)
TR \/(ﬁ_— P+ 8)

Celle-ci donne, par un calcul facile,

ﬁ’——-r’

r

1+ - g = cos w__\{@—’_:’
B

Cette derniére équation a la forme de celle qui appartient
aux transformées des sections coniques (*). Mais,comme
le multiplicateur de v est une fraction proprement dite, la
ligne EI" représentée par I’équation (10) n’est pas une de
ces transformées.

1X. Les derniers calculs supposent 'ordonnée {3 plus
grande que le rayon r.

(10) "=

(¥) Traité élémentaire de Géométrie descriptive, seconde partie, p. 58.
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Si B =1, la formule (10) doit étre remplacée par

(11) . "= 27

(C—m)’—!’

C désignant la constante arbitraire.
Si on la suppose nulle , 'équation (11) devient

2r
(12) s uzw’—l,

= o donne u =— 2; ainsi quand le point de contact
entre la courbe roulante et la droite CD se confond avec
le point de contact I entre la droite et la circonférence AB,
le point décrivant esten M, a ’extrémité du diamétre IM,
et I'axe des amplitudes est dirigé suivant le prolongement
MP de ce diamétre.

La courbe roulante FIF a deux asymptotes, paralléles
aux rayons vecteurs infinis déterminés par
== y
et situées a une distance de ces rayons égale a r. Quand

cette courbe roulera sur CD, le point M décrira l'are
RMS, dont la longueur est égale auw diamétre IM. Ete.
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METHODE DE QUADRATURE DE COTES;
. D'arris GAUSS (*).

i. Lemme. Soit

Y — 2" Ale) T,
- ?
M(x)
le signe sommatoire se rapporte a I'indice p.
n est un nombre positif entier donné et p prend suc-
cessivement les n + 1 valeurs 0, 1,2,... 73 les A sont
des constantes données,

nt(nt—1)(nt —2)...(nt —n),

nt— u

T =

t une variable; de sorte que
Tpy=mnt(nt — 1) (nt—2)...(nt—p +1)
(pt—p—1)...(nt— n).
Désignons par M, la valeur numérique que prend T
en yfalsant nt = ., on aura .
M =p(p—1)(p—2)...1.—1.—2...p—n,
Ty=(nt —1)(nt—2)... (nt—n),
M=—1.—2.—3... —n.
Le premier terme de Y est
A(nt —1)(nt—2)...(nt — n)
(— l)(~2)(—3)- - (=)

On met A aulieude A,

(*) Methodus nova integralium valores per approximationem invenicnd:,
autore Carolo Friderico Gauss, Societati regiz Scientiarum exhibita D.
16 septembris 1814, p. 39-76.
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Le deuxiéme terme est

Ant(nt—2). ..(nt—n)
l.—1...1—n ’

le dernier terme est

Apnt(nt—1a)...(nt—n—+r1)
n(n—1)...1

T'aisant successivement ¢ égal & I'un des nombres de
la suite

les n + 1 valeurs numériques correspondantes de Y sont
A, A, A, A,,... A,

Si Y, est une autre fonction de ¢, ayant ces mémes va-
leurs pour les mémes valeurs de ¢, Y — Y sera divisible
par les (n + 1) facteurs

1 2
t, I — —» L — —geeey t—1,

n n
et, par conséquent , par le produit de ces facteurs. Il faut
donc que Y, soit d’'un degré plus élevé que t; ainsi de
toutes les fonctions de ¢ qui donnent ces valeurs A,
A,,..., A, pour les valcurs correspondantes de ¢, la

moins élevée est la fonction Y.
Corollaire. Si une fonction de ¢ étant développée sui-
vant les puissances de ¢ est interrompue avant le terme
qui renferme "+, cette fonction est identique avec la

fonction Y.
A
2. Soit a intégrer f ydx par la méthode des rec-
g

tangles; ou ) est une séric ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de x.
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Faisons
h—g=a,

donnons successivement a x les n + 1 valeurs

A 24 3a nA
3 —_ — —— e o —_—
8 g+n, b+”a g+ n’ ’ +n7

5

et supposons que les vale_urs correspondanles dey sont

A, A, Asy... A,
Posons

xr =g+ A¢,

ou Z est une nouvelle variable et y devient fonction de ¢.

Alors
fyd.t:: Af_)'(lt.

Remplacons y par Y et 'on aura

fydx::Adet.

Développant T, sulvant les puissances décroissantes
det,ona

Ty =at"+ B g+ 30 4. .,

1 « B v )
dt — ——— - —_ R
I Ty dt s + =+ + -+ M, Ry,

I n n—1 n— 2

M,, est un nombre, donc R, est aussi un nombre. On

aura
Ty dt
dt—=A f Lt
f 7 2 My)
AR+A R|+A2R“ -~+AnRu)~
Car

g=o0, h=1, A=1a.

Cetlte intégrale est exacte.
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Exemple :

n=35, p=2,
=5¢(5¢— 1)(5¢—3)(5¢—4)(5¢—5)
=5'r—13.5'.¢'459.5.# —107.5% +60.5 ¢,

M=2.1.—1.—2.—3=— 12,
a= 3125,
B =— 6125,
1= 17375,
d =— 26795,
e = 3oo;
__]23!:3125_1625_‘_7375_2675_‘_3_02:_2_5,
6 4 3 2 12
25
R,= .
144

3. On peut abréger ce calcul. Posons
2t —1=u,
alors

T __(an-n)(nu-t-n—2)(nu~-n—4) ... (nu—n+4) (nu— n+-2) (nu—n)_
(W= 2"(nu—1—n——2y)

Posons

(P — n*) [ w—(n—2))[n* w?— (n —4)*][P? > — (n—6)1)... U
nut— (n—2p) — e

Lorsque n est pair, le numérateur se termine par
(n*u* — 4) nu, et lorsque n est impair par

(e — g) (P u? — 1),

nue—n-+ 2p
T," = ————-———,_2“ U(,u),
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U,y est de degré n — 1 en u; et
(») g ; et

1 1 1
f Tedt= | . ;T# du
) —1
R lluU,ulu_i_ T (2p— n)Upde
- - on+i . on+i

Posons

Upy=oanu"" + Bu" 4 qu=> 4. ...

Sin est pair la seconde intégrale s’évanouit, et si n
est impair la premiére s’évanouit.
Ainsi pour 2 pair,

! 1/ B

Tudt= 5 { R R ST +...>;
b 2”?\n+1 n—1 n—3 n-—5
pour n impair,

1 294 — r P
pmnfs B 4 ,
jo Ty de = PR (n+n—2+rz-—-4+n——6+'”)

U, ne change pas en remplagant n — 2 ppar 24 —n,
¢’est-a-dire en remplacant . par n — p, donc

U(/,_) = U(n —m)-

1 1
f Tin— p) dt‘:if Tude,
[ 0

le signe supérieur pour n pair et le signe inférieur pour
n impair; et comme

Ainsi

Mrl —p = i I“Iu,
on a donc toujours
Rn —p = R/""
Ainsi, dans les coefficients R, R,, R,,..., R,,

R=R,, Ri=R,,, R =R, ...
Ann. de Mathémat., t. XV. (Mars 1856.) 8



o . Table des valeurs de R, d’apreés Cotes.
S:m:...m den.

1
1 R= —"m.

2 ﬂ"’-"w, ’-"m.
3. R=R,=g ?H?nm.
4 ’“,& “MJ Wlpﬁl.nlm w“.ml.
. ‘7 go 1T T T 15
~ _p _ 19 g 25 25 )
S 5 R=R=2% R=R=3, R=R=p
- . Q Mﬂ' - I — 0” @ W%
=R=g R~=R=gz R=R=gp» R=7p
a7 _ Immuq 1] _ lmomo.
7 R=R= 17280’ R =R= 17280’ B, =R,= 640’ R, =R,= 17280
— R — 98 —p . 2944 2p—_ 46i _p o D8 __ 44
8 R=R = 5350’ w.lw.l_?um. R,=R= 14175’ w.l?lr\.im. Ro=— &
o _ 285 o _ 15741 R o 1209 o _ 2889
. 9 nlw.lmwooo. w_lw....w.@mocv w.l.?lm.\.ﬂv R, =R =550’ R= Flimoo.
—n _ 16067 _ o 26575 _p___ 16175 _n _ 5675 o 4825 1780%
0 R=R=ge h=R= g Rh=R=—To b=R =g B=R=- 55 ®= 10
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4. Eva{uatz’on de Uerreur.

Soit

1 I .
dt = — == valeur exacte.
o m-—- 1

Partageons l'intervalle de o & 1 en n +1 parties égales

donc
1
f e de == [R, 2" R+ 3R, .. R,
[

valeur approchée.
Désignons par ki, la différence des deux valeurs, on a

— L [R + 2" Ry 3"R, +. ..+ 7" R,],

Fomy =
(m) m -4 1
k=1— R, —R, —

Développant y suivant les puissances croissantes de ¢,

—R,, car m=—oe.
y=K+Kt+K,e2+K,* +...,

alors
A<m)___KA+K b+ Ky by + Kok 4.0 4+ K,

Car pour ¢° la différence est k, pour ¢! la différence

estk, , etc.
Tant que le developpement de y ne depasse pasn,la
)

valeur approchée se confond avec la vraie valeur; ainsi
8.
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kiys K1)y Kisyye+vy k(uy sont nuls et la correction ne com-
mence qu’a k4. En effet, tant que m est moindre quer,

y est identique avec Y et l'intégration est exacte telle
.qu’elle a été donnée ci-dessus. Donc

l‘,,,: n+|"n+|+Kn+zl',,+z +....
Exemple.

3
n=—it, sz'—é’ "3=“'%7 ky :"‘37
n=2, k,=o, h:_?%:) 5‘52—41—8’

I 1
72-—3, 14 —-—;7—0-, 5 T — [0_—8,
I I
n=14, k,=o, kg 2638’ k, 7@3,
I I
n=135, k= 32500 ™7 5000’
#=6, #=o, h=—3gg8’  h= s’
_ 167 _ 167
7=17 A= gsfe” T T 2352980
. - 37 - 37
n = 8, 19——-0., lm——-‘— 17301504, lll--3l457-§{
Pourn=1,"
k =o,
1 1 I I 1
“1 2—;'_—1-—-1—11{1—3—;:—6-
Pour n = 2,
=k =o,
‘_I_I_(R 2R = ! 1 /(2 8
Fyy PR =g-gl3tg) =0
1 X Rra3) =t 1 (2, 16\__ 1
h=g—p(Ri+2Ri+3)=¢ 66(3 6)" %
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On a en général pour n pair

ko= o0,
et

n+3
2

bnyy =

k(?n-}—?)-

En effet, soit 7, la différence entre la valeur vraie et

la valeur approchée de

on a

Pour m impair I'intégrale et la série s’évanouissent; car

R, = R,,.

Pour met n pairs

1 2

by e
m 2’"(m+l) nm

7

'] Nom I m I m
- (;n) R+ (;n — l> R, +(;n — 2) Ry+...

+ 2" R, +R,
3 R—2 gt

Pour /m pair et n impair

1 2 )
[ESEE———T) . e __2‘mR 4 "R
[I" “+ 1 n" n + Wyt / 1 +(”, [') R" -+

...+3'"R£3+B

Reel
2
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1
Déve ns i - i1 P
éveloppons y suivant les puissances S
1 1\? 1\3
y=L4+L(t—~=-)4+I,(t—=)+L {t—=) +...;
. 2 2 2
la correction sera
bh=Ll4+Liki+Lli4+Lels+....
Car pour toute valeur de m qui ne surpasse pas 7, L
s’évanouit.
Ainsi la correction sera pour n pair
LIH—I 1"+T -+ Ln—H n-4-4 + Ln+6 In+e +... ’
pour n impair

Ln+l ln+1 -+ Ln+3 [n.y; -+ Ln+i [n+s ..y

On a
\" 1 tm(m—1)
t— =] =t — =" - L,
2 2 4 1.2
dene

1 m{m—1)
rmym—1),
4 1.2

car pour t™ la correction est k,,, etc.
Et de méme :

m—2 ey

lp = bkp — ! mkp_,
2

by i, =),
2 4 1.2
(ou il faut rejeter les / d’indice impair).
1l faut dans les deux séries (p. 115) ne commencer qu’a
n 41,

l'.n-H = 1n+l )
1
kpaer == bgr + 3 {r+ 2) bty

» ! 1 (n4+3)(n+42
hnas = n+n+;(n+3)l“+,+z (___l__(z_____)

s
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car
k.—k,.._|——‘—0,

l,, =h, l=o.
Donc si n est palr,
kpp = 0,

kn-o-: = ln+x,

n+3 n-+3

Fngs = 2 — hngr s
si n est impair,

ks = buyy >

hpya= rt2 by = ”%2 Kni's

ce qui démontre les relations indiquées ci-dessus.

Il est toujours avantageux dans la méthode de Cotes, de
prendre n pair, parce qu'alors k,,; = o et la correction
est de I'ordre 7 + 1.

Autre intégration par approximation.

h
f ydx, g—h=4, At=ax—g,
1

I3 1
f ydr=A f ydt
g °

y devient fonction de z.
Soit
(t—a)(t— a))(t—a;)...(t — a,)
(a —a)(@a— a)(a—a,)...(a —a,)
)

Y—A

+A, (t—a (¢ — as)(t—ay)...(t — a,)

a)(a,—a)(a, —a)...(a, — a)
(t—a)(t—u)(t —ay)...(t — a,)
A S (@ @) (@ @) — an)
A’ (:-— Y(t—a)(t — a,)...(t — an_)
(a

)

n al)(an - a?) (an - an-—l)
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Supposons que pour ces valeurs de

t correspondent les valeursde y,

a — N A,
a, — Ay,
“, — A,
“y — A,.

y est identique avec Y tant que le degré de y ne dépasse
pas n,ou lorsque des termes de degré supérieur a n peu-
vent étre négligés (p. 110).
Seit
T=(t—a)(t—a)(t—a,)...(t—a,)
=0 ol o, BT - @ T A o
Désignant par M, M,, M,,..., les valeurs des numéra-

teurs dans Y en y faisant ¢ successivement égal a a, a,,
ds, @,,on aura

Yo AT AT AT
TM(t—a) M (t—a) M (t—a)
AT

M t—a)

1T
M,M,, M,,..., M, sont les valeurs de  pour t = a,
9 ) ) p7 P

Ay, Qgyonny Q.

T .
e = a [ T 4 [T | Y 4L et
t—a
o. ao o a’ a a"!
a, o a l o, a""?
o2, P

Zp—y
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f‘Tdt 1 a a? aﬁ'k L
o ; , L +a
0

t-a n-+1v 2 n—1 n—2

a oa aa?
i 4+ +.. .4 aa"!
n n—1 n—2

a, aa

+ .. 4+ «,a*?

n —1 n-—2
ay

- + o 2y,
n—2

. .
="+ aid" g @ @ ALy

1
+ ;[an-—l -+ 1an—,—‘2+a' ar=t 4. ..+ a"_z]

+ (At aat g @ A G ]

W =

+ %[a"“-‘ 4 aa o a4 apy]
—+...

[a*+ aa+ a'}

n-—1

—+ = [a + «]

1

n
I

;1 + 1

Soit

Tlog (— ) =T (4 Lo 4 2ok L g )
() =t (o ber e b

=
=T +T",
ot T’ représente la somme des termes oti-1’exposant de ¢
est positif et T” la somme des termes ol cet exposant cst
négatif.
En faisant t = a dans T’, on obtient la série ci-des-
sus pour " ’
'Y dt. .

, t—a
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Désignant par R, R, ,R,, Ry,..., R, les valéurs que prend
T ! )

@

en y remplagant successivement  par a, a;, as,as,...,
a,, on aura

‘ .
f Ydr=AR + AR, +~ AR, +... 4+ AR,
0

h . 1 *
f yde = Af Yde,
/4 ()

vraic ou approchée.

Faisons
u=2t—1, b=2a—1,
b=2a—1, b=12a—1...,
alors
T=, Us(u—b b Ba).o (1= by)
_;u—-q-n’ ¢ -—(u— )(l¢'— |)(u'—‘ 2)---(“ =~ Ony,
dT _ 1 dU,
dt ~ arde’
ainsi on aura M, M, ,M,, etc., si I’on remplace successive-
1 dU
ment u par b, by, by,..., b, dans;;, ="
lo I =1l I+ u
8 T BT

2 2 2
=2u“'+—3-u'“-"—|— gu“5+:7-u—7+.

Faisons

U (u*‘+%a“‘°+%u—5+%u“’ +)= U+ v,

o U’ est la partie & exposants positifs , on.aura

'rr+rl~/);___ (U/+Ull);

1
>
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done
V=T, U =2T".
Ainsi on trouve 'les valeurs de R,R,,R,,R;, etc., en fai-
sant successivement u = b, b,, b,, by, etc., dans

v

@)

3. Applications numériques.

n=15, a=o,
1 _ 2 3 _4

ﬂ‘_gz ag_s, ad._..g, (14_'5'7 as, =1,

— 6 ‘s __'Z 5_2 2——4 2 — 4
T = ¢ 3t+5t 5t3+625' 525"
, 67 17 913 10
—_— 5 o 4 A 2 _——
T=: P35+ % 7500 7500

5 § 67 3 7 p ..__.9‘3 1o
oy _t 30 t3" 7% 7500 7500

dT . 68 27 . 548 24
km> 6!—4!‘—0——-5‘!3—-———! —=

Remplacant ¢ par les valeurs de a, on trouve les valeurs
de R; mais la seconde méthode est un peu plus courte.

w259, 9
U=l = g 55 Y 6257

f s VO 277
U=u 5u+1875 y

16 . 297

U ___u‘_ T 1875

dU\ e 81t!+5_n£5’

(Ju— 5 625

ou on remplace u par les valeurs de b, savoir

3 1

—1, —xr —

5 ~ 577
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On aura aussi les valeurs de R et les mémes que par la

méthode de Cotes, puisque les a forment une progression
arithmétique, et I'on a

‘.

=R, =2 =R =2, R=mr =2

R..Rs-zss, R._B‘..g(-,, R,_R3_144(p.n4).
- Degré de précision.

Posons

Ra" + R, a:"-a_—B,a’: +...+ Rpa, =

—
m 1 n

1
k., est la différence entre l'intégrale exacte f t"dt et
Voo
'intégrale approchée. Nous aurons, en développant en
séries '
R R, R, R

t—a+t——a‘ t— a, t— a,

’ ; 5

=1 — k)t~ + (% —_ A‘,\) 4 (é— — k,) =

/I
-+ (\Z —'-: "3> tTh—. .
= ! Tt 4 ! e lt“ ®
== +2 3 +4 —+ ... ,

O == At 4 k4 kit A ket

Comme nous savons que A, k, , ku,..., k, sont nuls, on a
done

@ = ‘A'“_x o (ae2) + AAIH-'.‘ ¢—(#+3) -+ ‘.Il+3 —{n+i) 4.

muliipliant par T, on obtient

T { R R. . R. +- + - R, \)
V \l—(z+1-—a, t—ar T t—a,
=T + T —16 (p. 121).

Le premier membre cst une fonction entiére de ¢ de Vor-
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dre n; donc le deuxiéme memble doit &tre aussi entler.
Or T’ est une fonction entiére, donc
T =Te.

Ainsi I'on trouve O en développant la fraction '_l';‘_ ) et

par la on détermine les coefﬁcients Kogs s koys s €te., etsi
I'on développe y en puissance de ¢, savoir
b

)"‘—‘K+K1!+Kzt’+-K3t3+...,
on aura

f )'dt: kn+| Kn-H -+ l'n+2 Kn+7 +....

Seconde maniére d’exprimer la correction.
Soit
1
y=L+L, (t——;> + L, (t———) -+ L, (t——) + e,
la correction sera
l(n:H) Ln+| -+ ln+2 Ln+1 -+ 1n+3 Ln+3 .0y

ou Z, est la correction de l'intégrale

etPona
1 m.m — 1
by = hkn — —mkp |+Z'-'—"—*_km-
L m.m—1.m—2
T8 1a3 et

. 1 1
O devient, en remplacant ¢ par — u + —,
® 2 2

2k(wt+utHu — a4 )

Gh{ur 20 4+ 3u— — fu+. . )
+8£‘7(u‘3—- 3= +6u%— 100" +.. .)
-+ ..
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ou bien

. 2ku—'+'4(/!~.—--;-) zf"+8(&,‘—-£.'2k.+%k) 7]
6(h— 2.3k 2.3k — 5 k) u
+ 3—'2" 2 4' 1 8 ’

ou .
2lu= + fliu 4+ 8Lu— - 16Lu— +..

mais Z, 4, ..., /, sont nuls; donc © se change en-

on+? In+l u—(n+2) 4 on+3 ln+2 u—(n+3) . g+t ln+3 u—(nts) |
Mais
T

==

T

. . . i I
et T, T" se changent par la substitution de Sju+au

"

. U o e ..
liende 1, en — et — (voir ci-dessus, art. 2). Ainsi la
2'l+l 2"

"

. . 2U
fonction ©® devient -

Désignant par Q la série résultant du développement de

"
—sson a
U
Q= o7+ [, u—(n2) ogn¥r ] g (nt3)
Tl SR 7ol G R N

Ainsi, dans I’exemple ci-dessus,

w___ 176 ‘ o 304 . 2576 -
U= 13125 © 28128 "% -—309375(4 AR
_ 176 . 83 189856
= 13125 28125 —4Wu T

La correction de la valeur approchée de I'intégrale est

1 : 13 5933
" 525000 ° 112500 " 137500000

w
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Méthode d’approximation plus approchée.

. Quelles que soient les valeurs de a,a,, a,,..., a,,
I’approximation est toujours exacte jusqu'a l'ordre n;
mais on peut choisir ces valeurs telles que I'approxima-'
tion soit d'un qrdre plus élevé ; ainsi dans la méthode de
Cotes nous avons vu que 'ordre devient n + 1 lorsque n
est-pair. Généralement, si les valeurs de a sont tellement
choisies, que dans T” ou'U” des termes disparaissent au

+commencement de la série, alors la précision dépassera
I'ordre 7 d’autant d’unités qu’il aura disparu de termes.

Supposons .

T =" g " o’ " o 4, ,
il faut donc choisir «, a’, «” de maniére que dans le pro-
duit

1 1 I ’
T (¢! -2 P —t 4,
( R Lkl Tl )

les puissances ¢!, =%, t7%,..., t=("*") disparaissent, ou
bien posant
U=u"t' + Bu" + p’ w4 B a4 L

on prenne 3, 3/, " de maniére que dans le produit

U ',u'—'—+-—iu‘3+lu_"’—lu“7——...>
3 5 7 »

les puissances u™, u™*, u™*,..., um("+Y disparaissent.
1l est évident que cette condition ne peut étre satisfaite
4 moins que I'on n’ait

B=o0, p’=o, " =o, ‘e

ce qui abrége le calcul.
Soit
n =0,
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alors ]
T=t+a,

(t+ «) (t-' +:—:t—’+-;t“3+ )

Pour que 1~ disparaisse , on doit avoir
. " -
1 I
-t —-—=0, T= ——»
2 2
done
I
Te=t—-
2
ct
U=u,

n=1, T=8+4 at+4 o,

(4 at o) <l_‘+1;t"— %rw—.‘.)-

Pour que ¢~ disparaisse,

1

+-'-a+a’: 0.
3 2

Pour que 7~* disparaisse

d’ou
= —1,
Pour U= u® + .
(w48 (lt”‘ —1—--‘% u + %u"’—i—. . .)1
N

n=2, T=0¢4 at? + 2t + «.
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Pour que ¢=*, ¢7*, t™* disparaissent, on a les équations

i1
4 3a+—a+a = 0,
LN S a,+:a,,__
5 4 +3 PR
1 l +I I
I 50: 4¢+3a =o,
d’ou
3 X
—_ r—> v,
*=Tx TR ¢ 20
Pour U on trouve
3
pr=—3

Méthode générale par les fractions continues.
Par la théorie des fractions continues, on trouve que
la fonction U qui jouit de la propriété que

1 1 1
Ul s34z —-u"4...
3 5 7

donne une série qui commence par u~("**, est

r(n+ 1) (n+1)n (n-;-l)(n—g)

— gttt n—1

U=wr —2(2n+x)u 5 4. (2n+|)(2rz——1)
(r+1)nn—1.n—2,n—3.n— § s
T T 24.6.2n+1.2n—1.27—3 " Fen

et
T = o+ — (R+1)? (r41)*n? .

- 1.272+ 2 1.2.(2n 4+ 2) (27 4 1)

k)l Gl ) SRS

T 1.2.3.22+2...204+1.2~7

Gauss donne ces valeurs par induction et dit que la dé-
monstration en est facile.

Prochainement cette méthode et une application nu-
mérique (¥).

(*) Voir pour la premiére démonstration, Prouhet (N.4.,t. I, p. 348).

D ——

Ann. de Mathémat., t. XV. (Avril 1856.) 9
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REMARQUES DIVERSES SUR LES NOMBRES PREMIERS ;
Pan M. LEBESGUE,

Professeur.

1. TutoremEe. On peut toujours trouver tant denombres
consécutifs qu’on voudra qui ne soient pas premiers.

La démonstration est bien simple et bien connue; elle
peut étre présentée ainsi qu'il suit: Si 'on veut avoir au
moins 27 nombres consécutifs non premiers , on repré-
sentera la suite compléte des nombres premiers par

p=2, p=3, p.=5,..., Piziy Pir Piw-
Supposons que n tombe entre p;_, et p;, on fera
P=pop p:e..pia.

Comme P, p,.,, p; sont premicrs entre cux, on pourra
! s Pi+1s P P P
toujours trouver des enticrs x, y, z, tels, quon ait
Px—1=piy,
Pz —+ 1 = pinz,
et il en résultera que les
1+2(pi—1)=2p, —1
nombres
Pz — (I)i'_' 1)7 ]
(&) ...y Pz —1, Pz, P+ 1, Pr+2,...,
Pz + (pi—1),

sont composés, et que chaque terme est divisible par un
des nombres

2, 3, 5,.., Pi-is Piy Pivi-
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Cela résulte des équations données plus haut pour les
trois termes moyens

Pr—1, Pr, Pr+1.
D’ailleurs P est divisible par les nombres
2, 3, 5, pi_i,
et il en est de méme des nombres consécutifs
2, 3, 4,56,6, 9, pi—1.
Ainsi les 2 p;, — 1 nombres (a) sont composés. Comme .
pi>n, 2p,~—;- 1 >2n—1,

on a plusde 27 nombres consécutifs non premiers. Si
I'on supprimait dans les nombres () les nombres pairs,
il resterait p, — 1 nombres impairs

Pz — (pi—2),
vo.y Pz —1, Pzx41,...,
P.Z‘+p,— 2,
contenant
sz‘:':p;—— | termes.

De 1a ce théoréme de Legendre :

On peut trouver p; — 1 nombres impairs consécutifs
non premiers et divisibles chacun par quelques-uns des
nombres

3, 8, 740 Piy Pin

Quand on admet des diviseurs quelconques au lieu des
diviseurs consécutifs , on obtient des solutions en nombres
bien plus petits. On peut d’ailleurs en trouver 4 I'aide de
la Table de Burckhardt. Entre les deux nombres pre-
miers 3029867 et 3029947, dont la différence est 8o, il
n’y a pasde nombres premiers.

9.



(132)
Legendre a ‘cru avoir démontré qu’on ne saurait trou-
ver plus de p;— 1 nombres impairs consécutifs dont cha-
cun fiit divisible par quelqu’un des nombres

3, 5, Toaevey Pitie

11 n’a fait que donner  la proposition une grande proba-
bilité. Ainsi il n’a point prouvé que la formule

Az + B,

ou A et B sont premiers entre eux, ot encore que la -
progression arithmétique

B, B+ A, B+2A, B-3A,...

renferme une infinité de nombres premiers. Cette impor-
tante proposition a été démontrée par M. Dirichlet dans
un Mémoire extrémement remarquable (dont.M. Ter-
quem a donné la traduction dans le Journal de Mathé-
matiques, t. IV, p. 39), et sa méthode lui a donné par
suite nombre d'importants théorémes.

On peut voir dans un article de M. Desboves ( Nou-
velles Annales, t. XIV, p. 281) en quoi consiste 'imper-
fection de la démonstration de Legendre. Cependant
comme il n’est pas prouvé que la proposition soit in-
exacte, et quon peut méme l'établir rigoureusement
pour un petit nombre de diviseurs consécutifs , par exem-
ple pour

3, 5,7,

on peut demander si la chose étant admise pour la suite
de diviseurs

3’ 5’ Taeovy Pivts
est vraic aussi pour la suite

3, 5, 7,. o5 Piva- .
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Ainsi M. Gauss ayant vérifié la loi de réciproeité
de Legendre jusqu’a une certaine limite, a montré par
une réduction a4 Iabsurde que la limite pouvait étre
reculée, de sorte que la loi s’est trouvée généralement
établie.

Cette démonstration trés-compliquée a été notable-
ment simplifiée par M. L. Dirichlet dans le tome XLVII
du Journal de M. Crelle. Quelques propositions de ce
Mémoire établissent trés-simplement que les formules

8x+ 1, Bx+3, 8xr+5, 8r+9

renferment une infinité de nombres premiers. M. Serret
en a déja donné une démonstration élémentaire dans le

Journal de Mathématigques, t. XVII, p. 186.
2. Tutorkme. Les formules
fx 41, 4r+3

renferment une infinité de nombres premiers.

1°. On ne saurait avoir y* + 1 divisible par un nom-
bre premicr 4o + 3, car en supposant que 4o + 3 soit
le moindre diviseur de cette forme, on aurait

g+ 1= (fa+3)s.
Or on peut toujours poser
y={(fa+3)nr
de maniére & avoir r pair inférieur 4 4« + 3. De la
1 =4t+1=(f«+3)(4n+3),

4n-+ 3 étant nécessairement inférieur & 4a—+3; or
4n + 3 a nécessairement un diviseur premier de forme
4P + 3, inférieur & 4a—+3,ce qui est contre 'hypothése.
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(Cetie démonstration est dans le Mémoire cité plus
haut.) )
2°. Ily a une infinité de nombres premiers 44 + 1;
car si Py, Pa,..., p; étaient les seuls de cette forme, on
aurait

N=4(pi,yPsy-- s Pi)}+ 1

composé et divisible par un nombre premier de forme
4k + 1 et nécessairement autre que I'un des nombres
P15 P2y.ey pi qui ne divisent pas N.

3°. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme
4k + 3, car si py, ps,..., p; étaient les seuls nombres
de cette forme , on aurait

N=4PI1P17-°'v pi+3

composé et ayant un diviseur 4k + 3, autre que 'un des
nombres p,, p; ,..., p; qui ne divisent pas N. Cette dé-
monstration est imitée d’Euclide.

TROISIEME DEMONSTRATION
De la possibilité de décomposer les fonctions algébriques entitres en
factears réels ;

D’arriks GAUSS.

(Gotting. t. HI, p. 135;1816.)

1. Soit
X=a"+ Az"' 4+ Bz" 4 Ca™* +...+ Lz + M;

A,B, C,... sont des coeflicients réels.
Faisons

xz=r(cosg + \/:—lsinqa),
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on obtient 2
X=t+uy=i,
t=r"cosmg + Ar"' cos (m — 1) ¢+ Br*"?cos(m —2) ¢
+ Cr—3cos(m —3)¢ +...+ Lrcosg + M,
u=r"sinmg + Ar"'sin (m — l)q»A+ Br—sin (m — 2) ¢
+ Cr*3sin(m — 3)¢+. ..+ Lrsing.

Faisons

" _rdu’
“ =g
e+ w?) (e + wn) + (tu' + wt')? — (tt' + ue )’.

r(e 4 u?)? ’

il est évident que r disparait du dénominateur.
2. Tatorime. Soit R une quantité positive détermi-
née, arbitraire pourtant et plus grande que les quantités

mA \/;, \/mB \/E, {/mC\/;, :/mD\/;,...

abstraction faite des signes ; prenant
r=R,

.

tt’ + uu’ sera une quantité positive, quelque valeur
réelle gu’on donne a ¢.
Démonstration. Posons
R cos45° + AR™ ' cos (45° + ¢) + BR™* cos (45° + 2¢)
+ CR™cos (45° + 3¢) +...
+ LR cos[45° + (m —1) ¢]
+ Mcos (45° + me) =T.
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Désignons par U ce que devient.T en remplagaut cosinus
par sinus, —
aT dUu
S - L —_—
T=Rzz» U=Rgp

T= R’:,/-—I[lv\ + mA V2 cos (45° +9)],"

my2

Rm— 2

my2

-+

[R*-+ m B V2 cos (45°+ 29)],

m—

‘/EJ [Re+ mC 2 cos (45° + 39)],

R
+
m
R _
+ —=[R*+ mD y2 cos (45°+ 4¢)],
m /2

“+...;

donc, vu les inégalités ci-dessus, T est essentiellement
positif, quelque valeur qu'on donne a ¢. On démontre de
la méme maniére que T/, U et U’ sont positifs. Ainsi
TT' + UU’ est une quantité positive. En faisant r=R
dans t, u, t', u', ces expressions deviennent

T cos (45° + mo) + U sin (45° + myg),
T sin (45° + mg) — U cos (45° + mg),
T’ cos (45° +- mg) + U’sin (45° + mg),
T’ sin (45° + mg) — U’cos(45° + my),
et tt' + uu' se change en TT' 4+ UU’; donc ¢t/ 4 uu’

est une quantité positive, quelle que soit la valeur deg,
en faisant

r=R. . C. Q. F. D,

Donc aussi 22 4 12 devenant T? + U? est une quantité
positive en faisant

r=R,
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quelle que soit la valeur de ¢; ainsi ¢ et « ne peuvent
devenir simultanément nuls tant que r = R.

3. Tatorkme. Lorsque r est compris entreo et R, et
¢ est compris entre o et 360, il existe des valeurs de
r et de ¢ qui rendent simultanément nuls t et u.

Démonstration. Supposons au contraire que dans ces
intervalles ¢ et u ne peuvent jamais s’évanouir simultané-
ment. Alors dans ces mémes intervalles y (p. 135) sera
toujours une quantité finie; cette hypothése méne a une
absurdité. En effet, soit la double intégrale

R 360
f f ydrdy=—2q;
o 0 .

inlégrant par rapport ¢, on a indéfiniment

tu — ut'
rydo= ’—(?——‘*"") - constante.

Faisant

=0,

u et u’ s’évanouissent; donc la constante est nulle en fai-
sant commencer I'intégrale 4 ¢ = o.
Mais posant
¢ = 360°,

u et u' s’évanouissent encore. Donc , dans I'intervalle,

360
f yde=o,
o .

quelle que soit la valeur de r. Donc
Q=—o.

On doit obtenir la méme valeur en commencant I'in-
tégration par r; alors
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on n’ajoute pas non plus de constante, l'intégrale com-
mengant a )
r=—o,
et alors
=0, u =o0;
donc l'intégrale dans I'étendue de r=0 a r=R se
TT + UU’
T? + U? ?
pour toute valeur de ¢ (p. 136). Donc £ n’est pas nul;
ce qui établit une contradiction; I’hypothése est donc
inadmissible. Ainsi y ne conserve pas une valeur con-
stamment finie dans les intervalles indiqués.
4. Nous avons vu qu'en remplacant dans X la valeur
de x par

change en quantité essentiellement positive

x = r(c059 “+ \/T sinq),

X se change en ¢t +u yY—1, et de méme en t—uV—1,
en faisant

z=r (cosp — y—1sing).

Si donc pour des valeurs déterminées de r et de ¢, savoir
pour

r=g, ¢= G,

t et u s’annulent simultanément (1'existence de telles va-
leurs a été démontrée), alors par la substitution de

z=_gtcosG+ y—1 sinG )
ct

z=g(cosG + y—1sinGj,
X devient nul et deviendra divisible par

z — g (cosG + y—1 sinG)
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et par
z—g(cosG — y—1sinG);

et toutes les fois qu'on n’a pas ni g=o, ni G =o, ces
diviseurs sont inégaux et X sera divisible par leur pro-
duit

z*—2gcosG x4 g,

et toutes les fois qu'on a soit cosG = == 1ou G=o, les
deux facteurs sont identiques, savoir x — g. Il est donc
certain que X aun diviseur réel, soit du second degré, soit
du premier, et comme la méme conclusion subsiste pour
le quotient, X sera entiérement décomposable en de tels
facteurs.

DESCRIPTION MECANIQUE DE CERTAINES GOURBES;
Par M. PAINVIN,

Docteur és Sciences mathématiques, Répétitcur a Vinstitution Favart.

Ftant donné un cercle fixe de centre C et un point fixe
O, on imagine un rectangle invariable GHKL, emporté
par un mouvement uniforme de rotation autour du point
O, de sorte que I'axe AB de ce rectangle , égal au diamétre
du cercle, passe constamment par ce point, et que les
cotés GK et KL restent tangents a la circonférence.

On voit que cette derniére condition impose au rec-
tangle un mouvement de glissement dans le sens de I'axe

Ce mouvement se réalise dans Pindustrie en adaptant
un mécanisme trés-simple au tour ordinaire.

Je fais abstraction du frottement.
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Je me propose d’abord de déterminer le mouvement
d’un point quelconque du plan mobile GHKL.

Je prends, pour origine du temps, 'époque a laquelle
le rectangle se trouve dans la position GHKL, et pour
origine des coordonnées le point fixe O; les axes rectan-

gulaires seront naturellement Ox et Oy, ou OA est I'axe
des x.

Soient
OC=«,
) la vitesse angulaire de rotation; '
(a, b) les coordonnées OP, PM d'un certain point

M par rapport aux axes fixes Ox et Oy, a
Porigine du temps;
(x, 7) les coordonnées du méme point devenu M’
par rapport aux mémes axes, a I'époque .
Soit G'H' K’ L/ la position du rectangle a cette épo-
que ¢; si alors les coordonnées du point M’ par rapport
aux axes mobiles ox’ et oy’ sont (x', '), on aura les for-
mules
x =z coswt — ¥’ sinae,
y=2a'sinwt+ y' coswt.
Or il est facile d’avoir x’ et y'. En effet
a=O0P, b=MP,
2= 0P, y'=MP;
M’ étant la position du point M a I'époque ¢. Or la dis-
tance du point & 'axe des abscisses n’a pas changé pen-
dant le mouvement; donc
Yy =MP=MP=5%.
L’équation du cercle par rapport aux axes Ox et Oy
élant

(#¢ —a)+y*=R?
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deviendra, en la rapportant aux axes ox’ et 0y/,
Z' 4 y'* — 22 (2  coswt — y’ sinwt) + a? = R2.

Soit OA’ I'abscisse d'une tangente paralléle a Paxe-oy’.
Faisons dans cette équation .

x' = 0A/,
et exprimons que les deux racines sont égales ; on aura
OA’ =a coswz + R.
Or pendant le mouvement, on a toujours
PA=P A
ou

a+R—a=acoswt+ R —uz’;
donc

' —=a—oa-+ acoswl.
Les lois du mouvement du point M seront donc données
par les équations
(1) z=(a— o) coswt— bsinwt + acos’wt,
y={(a —a)sinot—+bcoswt+ asinwtcoswt,
d’ott 'on déduit

(2)

ysinot 4 xrcoswt =a — a + a Coswi,
ycoswt— zsinwt —==4.

L’élimination de t entre les équations (2) nous con-
duira a I'équation de la courbe décrite par le point M
dans son mouvement

) | e a) w2l = (@)@ —ay+ 5]
| +2ab[(a — a)y — bz]+ a*b%;

N ’
I'hypothése « = o donne un cercle; résultat qu'on pou«
Yait prévoir.
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En faisant
b=o0 et a=u«,
on voit que le point C décrit un cercle dont le diamétre

est
. OC = &.

Si le point m est sur I'axe des x, c’est-a-dire si b = o,
I'équation de la courbe en coordonnées polaires sera

r=acosdX(a—a);

c’est I'équation du limagon de Pascal.
Il faut prendre le signe +, car pour t=o0 on doit
avoir
x = rcosf —=a,
y =rsinf = o,
et, par conséquent,

r—=a pour 0=o.

Si Ton prend toujours sur I'axe O x deux points dont
les abscisses soient respectivement a et @ + 2« ces deux
points décriront la méme courbe; mais pour les superpo-
ser, il faudra tourner I'une d’elles de 180 degrés.

Je bornerai a ces quelques mots la discussion de ce
probléme, pour envisager le mouvement sous un autre
point de vue.

§ IL

Imaginons un second rectangle ghk/ animé d’'un mou-
vement semblable an mouvement défini au commence-
ment de cet article et autour d’'un nonveau cercle ; le centre
du nouveau cercle fixe étant en ¢, et le centre de rotation
en o, uncrayon est fixé en un certain point u du deuxiéme
plan mobile ghkl, perpendiculairement a ce planj il
s'agit de trouver la courbe que le crayon décrira sur le
premier plan mobile GHKL.
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Je suppose qu’a l'origine du temps les deux rectangles
ont les positions respectives GHKL et ghkl

Je suppose encore les deux plans paralléles ; et méme,
pour résoudre la question, on peut regarder les deux
plans mobiles comme situés dans un seul et méme plan.

Un point fixe (2, b) du premier plan GHKL occupera
a I’époque t, par rapport aux axes fixes Ox et Oy, tra~
cés dans le plan du cercle C, une position (x, y) déter-
minée par les formules

sinwt 4+ rcoswf—a —a + acoset
@ 17 ’
[ ycosot— xsinat=2"b,

d’aprés les conclusions du § 1.

Un point fixe (a’, ') du deuxiéme plan ghkl occupera
al'époque ¢ par rapport aux axes o £ et 07, une position
(¢, n) déterminée par les formules

(5) nsinQt +EcosQt= a’' — B + Bcosqr,
ncosQt —EsinQer= 104/,

Q) étant la vitesse angulaire de rotation de ce deuxiéme
systéme et 3 = oc.

Or si (p,q) sont les coordonnées de o par rapport aux
axes Ox et O y, (m, n) les coordonnées du point (', &'}
ou p par rapport a ces mémes axes, et (X, Y) les coor-
données par rapport 4 Ox, Oy du point (£, n), on aura

E=X—p, d=m—p,
12=Y —¢q, b =nr—gq,
les formules (5) deviendront

(Y—q)sinQ¢ + (X — p)cosQt=m—p —f + fBcos Qf,
(6) .
(Y —q)cosQt — (X — p)sinQt=n—gq.

Ces équations donneront a I'époque ¢ la position (X, Y)
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du point fixe (m, n) du deuxiéme plan par rapport aux
axes Ox et Oy.

Les équations (4) déterminent les coordonnées (x;y)
a I'époque ¢t du point du plan mobile GHKL qui avait
pour coordonnées (a, b) a l'origine du mouvement, par
rapport aux axes fixes Ox et Oy tracés dans le plan du
cercle C.

Si 'on change x et y en a et b et réciproquement, on
aura les équations suivantes :

bcoswt —asinwt =y
(7) ’

bsinot -+ acoswt = x — o + 2 coswi,

qui déterminent les coordonnées primitives (x,y) du point
mobile qui est en (a, b) al'époque t; les coordonnées
(a, b) étant rapportées aux axes fixes O x et Oy tracés
dans le plan du cercle; les coordonnées (x, y) étant
rapportées aux axes Ox, et Oy, tracés dans le plan
GHKL, fixes dans ce plan , mais mobiles avec lui. Si
pour point (a, b) on prend (X, Y), les coordonnées
(x,y) représentent la position primitive (par rapport
aux axes Ox et O y) et actuelle (par rapport aux axes
O x, Oy,) du point qui, & 'époque ¢, se trouve sous le
crayon (m, n).
Donc en associant les équations (7) et les suivantes :

(b —gq)sinQt+(a—p)cosQt=m—p—f
(8) =+ Bcosqe,
(b—q)cosQt —(a—p)sinQt = n— q,

eten éliminanta, b et ¢, on obtient la courbe décrite par
le crayon, fixé en (m, n), sur le plan mobile GHKL et
rappartée aux axes mobiles Ox, et Oy, tracés dans ce
plan, qui coincident avec les axes fixes Ox et Oy a l'o-
rigine du mouvement; et, par conséquent, sil’on veut
senlement connaitre la nature et la forme de cette courbe,
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rien ne s'oppose 3 ce qu'on prenne pour axes Ox et Oy.
Eliminons d’abord a et & entre ces équations, on trou-
vera
(n—q) coske+ (m — p —B)sinke

+ BcesQisinkt =y — q coswt + psinw?
(9) — (n — g)sinkt + (m — p — B)cos k¢

+ Bcostcoskt = x — a + « coSw?

— gsinQt — psinwt,

k= 0Q—ow.

En éliminant ¢ entre ces deux équations, on aura la
courbe cherchée.

La discussion de ces équations présente des cas nom-
breux et intéressants.

I

Q=o.

Le deuxieme plan hgkl est immobile, on a donc la
courbe décrite par un crayon presente au point (m, n)
sur le plan HGKL.

Cette hypothése introduite dans les équations (9)
donne

(10) mcoswt— msinwt=—y,
10

n sinwt 4+ mcoswt—=x — o+ aCOSnt.
~ L’élimination de ¢ conduit & I'équation de la courbe
décrite
(1) | (m—a)+r]y+ 20n(z—a)y

| + (m+r) (2 — o)y =[m(m—a)+ ).
On voit que c’est une ellipse dont le centre est en C.

Cest en effet le moyen employé par les tourneurs pour
décrire des ellipses.

4nn, de Mathémat., t. XV. (Avril 1856.) 10
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Examinons quelques cas particuliers.

Si I'on suppose n =o0, on a une ellipse dont les axes
sont dirigés suivant Cx et CY; le grand axe est dirigé

suivant CY tant que m > z; il est dirigé suivant Cx,
lorsque m << Z—
Si I'on a, en méme temps que n = o,
m=2a,
le grand axe est double du petit;
m=—ua,

le crayon décrit une droite égale a 2« suivant I'axe CY;
a
m=—_ -y
2
3 . . a
la courbe décrite est un cercle qui a pour rayon >

m=o,

le crayon décrit une droite égale a 2o suivant I'axe Cx;

m —=—

-
s

[SB N

le grand axe est triple du petit.

Revenons a I'équation générale (11).

Si Pon prend deux points qui aient respectivement
pour coordonnées (m, n) et (a — m, n), les deux ellipses
décrites seront égales, mais inversement disposées.

. -3 . “ s, . .
Sim =, lellipse a ses axes dirigés suivant les bis-

sectrices des angles YCx. Si en méme temps

- a
n=ot -,
2
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le crayon décrira suivant les bissectrices deux droites de
longueur 2 a.

II.

B=o0, p=o0, g=o.

On a alors un plan tournant autour du point Oj il
s'agit de trouver la courbe décrite sur le plan CHKL par
un crayon fixé au point (m, n) sur le premier plan ghkl.

Introduisons ces hypothéses dans les équations (g) et
éliminons ¢; on trouve

Q—eo

»

—(x— +\/ 2 y?
(12) y:psinz-y+ arc[cos:.— (z—a)EVr—y s],
-3
m=pcosy, nr= psiny.
Cette formule peut se transformer dans la suivante :

xr—a==+ \/P’-—y’
1)

— el [ e (a0 =2)

Si I'on remonte aux équations qui ont servi pour 1’é-
limination, on en déduira (en remarquant qu'on doit
avoir en méme temps

o |

t—o, x=—m, y:n)
que le radical yp*— y* ne doit entrer qu'avec le signe +-
dans les équations (12) et (13).
Si m = o etn = o, le crayon décrira suivant I'axe des
x une longueur égale a 2.
Examinons quelques cas correspondants aux différentes
valeurs du rapport g

1°,

10.
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Le crayon décrira une droite égale a 2 paralléle a
I’axe des x, et & une distance n de cet axe.
2°,
Q=2w.

La courbe décrite aura pour équation

\ [(m—a)+ )y 4 2an(z—a)y
U4 (m? 4 n?) (x — a)’=[m(m— )+ r*].

(14)

En comparant cette équation avec I’équation (11), on
voit que V'cllipse décrite au moyen de ce mécanisme lors-
que

Q= 20,
est égale a Dellipse décrite par un crayon présenté au
point (m, 7) a l'origine du mouvement, et qu’elle a la
méme position dans le plan GHKL ; on reproduira toutes
les variétés examinées a cette occasion.

3e.

w = 2.

Cette hypothése permet de transformer immédiate-
ment {’équation (13) qui prend alors la forme suivante :

;z_‘-—;- 4 amny N

X — o= P‘ —
(15)
w(m* —n?) ,
+ Y (p*—20%),
ou
o' =m+ n?
4°.

Dans ce cas, la formule (13) devient

Vi +m) (p + Ve — )]

Vie—m)(p+Vp — 7

(16) z—a= V§' — 7= f—[
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Sil'on a égard aux formules

———— A C —_—
VA + VB= —L+\/A C,
2 2

——= A+C A—C

e Y =]
on

C=JA2—By

on aura

i — el

s X — o = p—_}’—-zp
(17) w/p+m+\/o—m)\/"+’

P .

.
Y

A+ (Ve m—yp—m) \/—-——

les radieaux étant pris avec les signes dont ils sont affec-
tés. Sous cette forme, 'équation de la courbe se préte a
une discussion facile.

‘Lorsque

Q=lw,

i étant un nombre entier positif ou négatif, 1'équa-
tion (13) devient algébrique ; mais je me dispenserai de
reproduire les calculs, qui me semblent fort compliqués.

1118 '

B=o.

On aun plan tournant uniformément autour du point
fixe (p, q); il s’agit de wouver la courbe décrite sur le
plan mobile GHKL par un crayon fixé au point (m, n)
sur le premier plan.

'On a les équations suivantes entre lesquelles il faut éli-
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miner la variable ¢,

(n—gq)ecos (O — &)t -+ (m— p)sin(@ — )¢
8 =y—gqcosol+ psinet
(18) Q —(r—q)sin(Q —ow)t+ (m—p)cos(Q — w)r

=x—a-+acCoswl— gsinw? — pcoswtl.

On pourrait effectuer I'élimination de ¢, mais les cal-
culs seraient fort compliqués. Je me contenterai d’exami-
ner les cas particuliers les plus simples.

1%,

m=p, nrn=—gq.

On arrive au méme résultat qu’en présentant un crayon
au point (p, ¢) a lorigine du mouvement sur le plan
HGKL, ce que l'on voit & priori.

2°,

q=o0, p=a.

Le centre de rotation du plan ghkl est au point C. L’é-

limination de ¢ conduit a 'équation suivante:

—r+ )

«x

Q—o

(19) z—a= rcosg7+ arc[sin =
A A ’
ou I'on a posé

m— a=rcosvy,

n=rsiny,

’

équation qui a une grande analogie avec Iéquation (12)
et qu'on peut soumettre aux mémes hypothéses et aux
mémes transformations.

3e.

Q—ow.
On est conduit & I'équation

(p—a)+ ¢ )Y +20¢XY + (p'+ ¢') X*

(20) =[plp—<e)+¢T,
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ou l'on a posé ’
X X=x—a—(m—pj,
Y=y—(rn— q.) .

Remarquons que la grandeur de I’ellipse ne dépend que
de la position du centre de rotation (p, ¢) ; et quelle que
soit la position du crayon en (m, n), on décrira toujours
la méme ellipse pour,les mémes valeurs de p et ¢;il n’y
aura de variable que le centre de la courbe et la direction
de ses axes.

Si ¢ = o, lellipse se trouve rapportée a ses axes.

4°.

Q—20w0.
L’équation de la courbe décrite sera.
[r—2q)+(m—a)]y
+2[4pg+ na—2qm— 2pn)y(x— a)
+ (7 4+ (m—2p)](z—a)
=[r(n—2q9)+(m—a)(m—2p)].

(21)

Dans ce cas, la grandeur de l'ellipse dépend de la po-
sition du centre de rotation et de la position du cra-
Lorsque
m=—2p et n=—2q,

on a une droite dont’équation est

— 29
y—2p—-—tz

(— o)

ct dont la longueur est
2y(2p —a) + 4q°.
Les valeurs ‘
n=o,

m=2p,
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ou

n=2q,
m=—aua

donnent les droites

y=o ou T = &,

Lorsque le centre de rotation (p, ¢) est quelconque,
et qu'on place le crayon en un poipt déterminé par les

valeurs
/ — a —
\m__p—-}-—z-, n=ql,

la courbe décrite sera un cercle qui a pour équation
o 2
y+(z—af= (P—-;) + ¢

Si on laisse la position (m, n) du crayon arbitraire,
on aura un cercle lorsque le centre de rotation aura pour

coordonnées
q=0,
[4
P=3
ou
=n,
*
m — —e

Dans ces deux cas, qui sont les seuls, le cercle aura

pour équation
Y+ (z—af=nr+(m—a).

Iv.

Abordons le cas général ou la quantité B n’est pas
nulle. La solution de la question sera donnée par les équa

tions (9).
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Laissant de c6té un certain nombre de cas ou 1'élimi-
nation est possible, mais compliquée, je n’examinerai
que deux hypothéses particuliéres.

1°.
2p=o, gq=0O0.
On trouve
— — — ‘/ 2 — 2__n?
COS2w il — (m ol ﬁ) +p r +(.r a) n .

11 est alors facile d’avoir I'équation de la courbe et de
discuter les différents cas relatifs aux hypothéses qu’on
peut faire sur les paramétres m, n et 3.

20,

Q= ow.

La courbe décrite est une ellipse qui a pour équation

¢+ (p—a+ B)]Y + 29 (a—P)XY
+ (P + )X =[g"+p(p — «+ B)I,

ou 'on a posé

(22)

X=r—a—+f—(m—p),
Y=y—(r—gq)

La grandeur de ces ellipses ne dépend que de la posi-
tion du centre de rotation (p, ¢) et des paramétres «
et f.

Sia=f, on a un cercle dont le rayon est constant
pour toutes les valeursde m et n. Sip=oet ¢=o, ce
cercle se réduit a un point.

Ne voulant pas donner trop d’extension & cet article,
je n’entrerai pas dans plus de détails sur ces questions.

Note du Rédacteur. Familiarisé avec les considéra-
tions cynématiques et les procédés de la géométrie des-
criptive, le savant professeur se propose de publier une
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nouvelle édition de I’ 4rt du tourneur de Bergeron. Sorti
de mains si habiles, un tel ouvrage sera recherché parles
artistes , les technologues et les géométres.

QUESTIONS.

321. Dans un hexagone gauche ayant les cdtés oppo-
sés égaux et paralléles, les milieux des cotés sont dans
un méme plan.

322. Dans un polygone gauche d’'un nombre pair de
cbtés, ayant les cotés opposés égaux et paralléles, les
droites qui joignent les sommets opposés et celles qui
joiguent les milieux des cotés opposés passent par un seul
et méme point.

323. Deux cercles étant dans un méme plan et les tan-
gentes communes intérieures se coupant a angle droit,
’aire du triangle formé par ces tangentes et une tangente
commune extérieure est équivalente au rectangle des
rayons.

THEOREMES SUR LES ERREURS RELATIVES;
Par M. JAUFROID,

Professeur a Toulon.

On démontre que si sur la gauche d’'un nombre on
prend un certain nombre de chiffres & partir du premier
chiffre significatif, en remplagant par des zéros les unités
des différents ordres qu'on néglige, on fait une erreur
relative plus petite (qu'une fraction ayant pour numéra-
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teur 'unité et pour dénominateur le premier chiffre si-
gnificatif & gauche suivi d’autant de zéros qu’il y ade
chiffres conservés moins un, et dans tous les cas ‘plus
petits qu'une décimale d’un ordre marqué par le nombre
des chiffres conservés moins un, et plus petite qu'une
demi-décimale de ce méme ordre si le premier chiffre si-
gnificatif & gauche est différentde 'unité.

Ce que nous voulons remarquer, c’est que ces trois
limites existent encore lorsqu’on force I'unité sur le pre-
mier chiffre conservé a droite; cela tient & ce que 'erreur
absolue ala méme limite supérieure que dans le premier
cas.

En effet, soit 63,789; on prend 63,8,0na

erreur absolue = 0,011 < 1 dixiéme,

0,011 1 dixiéme

63 ,789 < 600 dixiémes < 600’

erreur relative =

d’oti 'on tire les trois limites citées précédemment.
Cette remarque sert & établir le théoréme suivant :
Si N’ représente un nombre N avec une erreur relative

. 1 .
plus petite que = 5 par exemple, et en moins,

1000
on pourra dans le développement de N’ s’arréter au qua-
triéeme chiffre significatif 4 gauche en le forcant d’'une
unité, et on aura encore le nombre N avec une erreur

. . 1 . .
relative plus petite que —— mais en plus ou en moins.
Soit 37,4875 la valeur de N approchee en moins avec

une erreur relative plus peme que m- Ona

N
37,4875 <N < 37,4875 + -

Mais , d’aprés la remarque faite précédemment, si sur la
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gauche de 37,4875 je prends les quatre premiers chiffres
significatifs en forgant le dernier d’une unité, le nombre
37,49 représente 37,4875 avec une erreur relative plus

. 1 .
petite que ——; mais en plus; on a done

37,4895 < 37,49 < 37,4875 -+ 214815

1000
a fortiori
N
37,4875 < 37,49 <37,4875 + —
carona
N> 37,4875

par hypothése.
Il suit dela que les deux nombres N et 37,49 sont com-

. . s 3 N o e
pris entre deux limites qui différent de 5 ils différent

. N y g

donc entre eux de moins de s c'est-a-dire que 37,49
1000

représente N avec une erreur relative plus petite que

——> mais en plus ou en moins.
1000

Application. Calculer avec une erreur relative plus

. L .
petite que —— le carré du rayon du cercle dont la sur-

face est y/2.

Ona
R = —.
: . v2

3,141 est en moins le dividende avec une erreur rela-

. . 1
tive plus petite que - ——o-

1,4142 étant les cinq premiers chiffres de V2s 1,4143
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est en plus le diviseur avec une erreur relative plus pe-

tite que

NP . 1o
» a fortiori plus petite que — . —.
10000 2 1000

On a donc pour R*, en moins et avec une erreur rela-
3,141
1,4143°
On trouve pour les quatre premiers chiffres de son dé-
veloppement 2,220; donc 2,221 représente le carré du

. . 1 .
tive plus petite que PV la fraction

. . 1
rayon avec une erreur relative plus petite que —,
1000

mais en plus ou en moins.

SOLUTION DE LA QUESTION 318 (CHASLES);

Par M. Firix LUCAS,
Eléve de PEcole Polytechnique.

1°. La courbe a double courbure duquatriémeordre pro-
venant de 'intersection de deux cones de révolution dont
les axes sont paralléles, est telle, que la somme des dis-
tances de chacun de ses points aux sommets des deux cd-
nes, multipliés respectivement par des constantes, est
constante. Cette courbe, comme les ovales de Descartes,
a un troisiéme foyer.

Considérons les axes comme verticaux.

Lemme. La courbe d’intersection de deux cénes de
révolution dont les axes sont verticaux est sur un troi-
sitme cone de révolution dont I'axe est aussi vertical
(woir plus bas).

En coupant les deux cones par le plan de leurs axes,
jobtiens deux couples de droites (A, B), (A’, B’) égale-
ment inclinées sur la verticale. Je regarde ces droites
comme cOtés opposés d’un quadrilatére dent je construis
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les diagonales A” et B”. Il est facile de reconnaitre , d’a-
prés lés propriétés du quadrilatére, que A” et B” sont
également inclinés sur la verticale (Géom.sup.,n° 348) ;
je puis donc les regarder comme la section méridienne
d’un céne circulaire droit et vertical. Or les trois cénes
(A,B), (A, B’), (A”, B”) se coupent deux i deux sui-
vant la méme courbe.

Pour le prouver , menons un plan horizontal quelcon-
que, et désignons par LT sa trace sur le tableau. Les
six droites A, B, A’, B’; A”, B” coupent LT aux points
(a, ®), (a', b'), (a", ") qui forment trois couples en
involution, puisque ces droites sont les cotés et les dia-
gonales d’un quadrilatére (Géom. sup, n° 339). Les cer-
cles décrits sur les diamétres a, b, a’, &', a”, b” dans le
- plan horizontal représentent les sections faites par ce plan
dans les trois cones ; mais a causc de 'involution des six
points, ces trois cercles ont une corde commune (Géom.
sup, n° 302); les extrémités de cette corde sont les inter-
sections de notre plan horizontal avec la courbe d’inter-
section de deux quelconques des trois cones.

Comme cela a lieu quel que soit le.plan horizontal que
I'on considére, on en conclut que les trois cones se cou-
pent deux & deux suivant la méme courbe.

Cela posé, j’appelle

S et S’ les sommets des deux cones donnés;

S” le sommet du cone auxiliaire;

a, &', a”les demi-angles au sommet des trois cones;

d et d, les distances verticales S, S’ et S, S”.

Si je coupe les trois cones par un plan horizontal mené
A la distance variable & du point S, les points de la courbe
commune aux trois cones que contiendra ce plan ont pour
distances aux trois sommets les longueurs

= A £} ’=—————ll—d7 8":1—1-——(,'-
cOS % cosa’ cosx”
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On a donc :

cosa’ d

8 — 6/ i bl
cosa cosx

4

cosa’ d,

8 — =",
cosa cos &

51 €08 2’ e d—d

=]
cosa’ cosa’

et, par conséquent, les trois sommes

cosa’ cosa” cosa”
Y4 " 74
d— ¢y, o&— ", &=

cos a cosa cosa’

8// ’

sont constantes quel que soit 2, c’est-a-dire constantes
pour tous les points de la courbe.

On conclut de 1a que S, S', S” sont les trois foyers de
la courbe.

2°. Le lemme sur lequel je m’appuie est une consé-
quence du théoréme suivant :

Quand deux cones du deuxiéme degré ont une direc-
tion cyclique commune et leurs axes (lieux des centres
des sections circulaires) situés dans un méme plan , leur
courbe d’intersection peut étre placée sur un troisiéme
céne du deuxiéme degré ayant son axe dans le plan de
leurs axes, et un de ses plans cycliques paralléles a leur
direction cyclique commune.

L’axe de ce nouveau cone s’obtient en joignant le point
de concours des axes des deux coénes donnés au point
d’intersection des deux diagonales du quadrilatére qui
résulte des sections faites dans les deux cones par le plan
de leurs axes; et ces deux diagonales sont elles-mémes
la section du cone auxiliaire par le plan dont nous par-
lons,



( 160 )

SUR LES Ne= 170 ET 652 DE LA GEOMETRIE SUPERIEURE;
Par M. DE JONQUIERES.

Si deux rayons Am , Bm pivotent autour de deux points
fixes A ct B d’un cercle en se coupant constamment en un
point m de la circonférence, ils marquent sur une tan-
gente au cercle deux divisions homographiques dont les
deux points doubles coincident avec le point de contact
de la tangeate.

Si I'on fait la perspective de la figure de maniére que
ce point de contact passe a U'infini, le cercle devient une
hyperbole et la tangente une asymptote. Les deux divi-
sions homographiques ont leurs points doubles coinci~
dents 4 l'infini. Donc (170):

Si deux rayons Am, Bm pivotent autour de deux
points fixes d’une hyperbole, en se coupant constam-
ment en un point m de la courbe, le segment qu’ils inter-
ceptent sur une asymptote a une longueur constante.

On en déduit un mode de génération de '’hyperbole et
un moyen de construire la tangente au point A ou au
point B.

2°, On a (Géom. sup., n° 652) ce théoréme général :

Sil’on a des angles (A, A’), (B,B'), (C, C'), etc.,
tous de méme grandeur et formés dans le méme sens de
rotation & partir de leurs origines, mais placés d’une
maniére quelconque, leurs cotés forment surla droite si-
tuée a l'infini deux divisions homographiques.

Supposons. que tous les premiers cotés de ces angles
A, B, G, etc., passent par un point fixe P, ces cdtés mar-
queront, sur une transversale quelconque L, une divi-
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sion homographique a celle qu’ils marquent sur la dvoite
de l'infini. Supposons encore que les sommets a, b, ¢, etc.,
des angles, au lieu d’étre situés d'une maniére quelcon-
que, soient sur cette transversale L; ils y forment, comme
on vient de le dire, une division homographique a celle
que les cotés A, B, C, etc., forment sur la droite de I'in-
fini, donc aussi homographique a celle formée a I'infini
par les seconds cotés A, B/, C/, etc., qui joignent, deux
adeux, les points homologues de deux divisions homo-
graphiques décrites, I'une sur L, I'autre sur la droite de
I'infini enveloppant une conique (n° 549).

Quand le sommet de I'angle mobile est 2 I'infini sur L,
le second coté M’ est tout entier i l'infini. Or le coté est
une tangente; donc la conique est une parabole qui est
évidemment tangente a L. On a ainsi une démonstration
extrémement simple de ce théoreme connu : Si le sommet
d’un angle de grandeur constante parcourt une droite,
pendant qu’un de ses cétés tourne autour d’un point
fixe, son autre cété enveloppe une parabole tangente &
la droite parcourue par le sommet de Uangle.

PROBLEME SUR SEPT PLANS;
Par M. POUDRA.

Lemme. Par une droite et six points fairc passer un
hyperboloide. ' :

Désignons la droite par L et les six points par les let-
wesa,b,c,d, e, f.

Par la droite L et les cing pointsa, b, c, d, e faisons
passer cinq plans. En les coupant par un plan quelcon-
que, on obtiendra uun faisceau de cing droites.

Joignons le point f aux points @, b, ¢, d, nous aurons

Ann. de Matlémat., t. XV.{Mai 1856 .) 11
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quatre droites qu'on peut considérer comme les aréles
d’un coéne. Coupons ce cone par un plan, nous aurons
quatre points de sa base. On fera passer par ces quatre
points une section conique telle, quun point de cette
courbe joint & ces quatre points donne un faisceau de
quatre droites homographiques avee le faisceau des quatre
premiers plans ci-dessus passant par la droite L et par a,
b, c, d. Cette courbe sera la base du céne.

Formons de méme un second céne ayant méme som-
met f, et faisons la méme opération que ci-dessus ,en pre-
nant les pointsa, b, ¢, e. :

Les deux cones de méme sommet f, ayant trois arétes
fa, fb, fc communes,-se couperont en une seule et méme
aréte qui sera telle, que les plans passant par cette droite
et par les cinq points @, b, ¢, d, e formeront un fais-
ceau homographique avec celui qui passe par L et les
mémes points; donc, d’aprés un théoréme connu, les
plans de ces dcux faisceaux se couperont respectivement
suivant un hyperboloide passant par les six pointsa, b, ¢,
d, e, f et par la droite L. Le probléme est donc résolu.

Corollaire. Si, en conservant la droite L et les cing
pointsa, b, ¢, d, ¢, on fait varier le point f, on obtien-
dra pour chaque position un hyperboloide différent et qui
tous auront en commun les einq points @, b, ¢, d, e et
la droite L.

On peut en conclure que si deux hyperboloides ont
c¢inq points commuus, ils se coupent encore suivant une
seule et méme droite.

Prosrime. On donne sept points sur une droite for-
mant une division quelconque. On donne dans Uespace
sept plans. On demande de déterminer unc transver-
sale qui soit coupée parles sept plans en sept points for-
mant sur cette droite une division homographique a la
premiére.
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Ce prob]éme me sembledifficile & attaquer parl’analyse.
En voici une solution géométrique fondée sur les notlons
des fonctions anharmoniques.

Par une transformation polaire, on peut substituer a
cette question la suivante :

On donne un faisceau de sept plans deslgnes parA, B,
C,D, E, F, G passant par conséquent par une méme
droite L; on donne dans I’espace sept points désignés par
a,b,c,d,e,f, g. Ondemande de faire passer par ces
sept points un faisceau de sept plans homographiques au
faisceau donné.

Considérons d’abord les six pointsa , b, ¢, d, e, f et
cherchons le lieu géométrique d'une droite telle, que les
six plans passant par cette droite et les six points forment
un faisceau homographique & celui qui passe par la droite
L et par les six plans A, B,..., F. Ce lieu sera évidem-
ment un hyperboloide passant par ces six points.

Pour déterminer cet hyperboloide, prenons un des
points a pour le sommet d’un céne passant par les quatre
points b, ¢, d, e; coupons les quatre arétes ab, ac, ad,
ae par un plan quelconque, nous aurons quatre points
par lesquels nous ferons passer une conique telle, qu’un
point de cette courbe jointe a ces quatre points donne
un faisceau de quatre droites homographiques avec celui
des quatre plans B, C, D, E. On regardera cette section
conique comme la base d’'un cone de sommet a et pas-
sant par les points b, ¢, d, e.

Déterminons ensuite un deuxiéme cone de méme som-
met a et faisons la méme opération, mais en prenant les
points b, ¢, d, f.

Les deux cénes de méme sommet a ayant trois arétes
communes ab, ac, ad, se couperont suivant unc autre
et unique aréte qui sera telle, que les plans passant par
les cinq points &, ¢, d, e, f ct par cette droite formeront

1r.
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un faisceau homographique avec celui qui est formé par
les cinq plans B, C, D,E, F.

Par cette droite, menons encore un sixiéme plan, et
tel, que les six plans forment un faiscean homographique
acelui des six plans A, B,C, D, E, F. Ce sixiéme plan
sera le plan tangent a ’hyperboloide en un point de cette
droite.

Par un autre point f de ceux donnés, déterminons de
méme la droite par laquelle faisant passer six plans par
les points a, b,c, d, e, f, ils forment un faisceau aussi
homographique 4 celui formé par ceux A,B,C, D, E, F
et, par conséquent, au faisceau formé ci-dessus. Or les
dcux faisceaux de plans étant homographiques, il en ré-
sultera que leurs plans respectifs se rencontreront deux
a deux suivant les génératrices de I'hyperboloide cherché.
Pour avoir d’autres génératrices de cette surface , il suffira
de faire passer par les axes de ces deux faisceaux une
suite de couples de plans homographiques.

On peut construire de méme un deuxiéme hyperbo-
loide passant par les six points.a, b, ¢, d, e et g ettel,
que les six plans passant par une quelconque de ses arétes
et par ces six points forment un faisceau homographique
a celui des six plans A,B,C, D, E, G.

On aura alors deux hyperboloides ayant de commun
les cing pointsa, b, ¢, d, e. Ils se couperont suivant
une seule et méme génératrice qui scra 'axe du faiscean
cherché (lemme) qui doit passer par les sept points a, &,
¢, d, e, f, getétre homographique a celui des sept plans

A,B,C,D,E,F,G.
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SUR LES QUATRE SYSTEMES DE COORDONNEES
ASTRONOMIQUES.

Extrait de 1'dstronomie sphérique de Brinnow (*).

{e* SYSTEME. — HAUTEUR ET AZIMUT.

1°. Deux coordonnées sphériques rectangulaires.

Par Dastre et le zénith du lieu d’observation, on fait
passer un grand cercle nommé cercle vertical de I'astre;
la portion de cet arc (moindre que 180 degrés) comprise
entre I’astre et le zénith se nomme distance zénithale, ct
la portion entre 'astre et I’horizon est la hauteur de I'as-
tre : ces deux distances font toujours ensemble go de-
grés. Par le zénith et 'axe du monde, on fait passer un
grand cercle qui coupe I'horizon en deux points nord et
sud. L’arc de I'horizon compris entre le point sud et le
cercle vertical de V'astre est 'azimut de Vastre. Cet
azimut se compte de o a 360 degrés dans le sens du mou-
vement diurne de la Terre, de gauche a droite en regar-
dant le nord.

Observation. On a des instruments pour mesurer a la
fois la hauteur et I'azimut, d’autres pour les hauteurs
seulement; ce sont des quarts de cercles, des sextants ou
des cercles entiers; les instruments avec lesquels on ne
mesure que les azimuts se nomment théodolites.

(*) Actuellement professeur a I'université du Michigan en Amﬁrii]ue. La
traduction de son ouvrage est terminée.
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2°. Trois coordonnées rectilignes rectangulaires.

Le plan de ’horizon est celui des x,y ; 1a partie posi-
tive de I'axe des x est dirigée vers l'origine des azimuts,
et la partie positive de I'axe des y vers 'azimut de go de-
grés; la partie positive de I'axe des z vers le poéle nord,

Ona

& = cosh cosA, =coshsinA, z=—sink,

ou /: est la hauteur de Dastre et A son azimut.

2° SYSTEME. — ANELE HORAIRE ET DECLINAISON.
1°. Deux coordonnées sphériques.

Un grand cercle passant par I'astre et 'axe du monde
se nomme cercle horaire; le grand cercle qui passe par
I’axe du monde et le zénith se nomnme méridien; I'angle
formé par ces deux plans est 'angle horaire de I'étoile:
il se compte a partir du méridien de o a 360 degrés dans

le sens du mouvement diurne de la Terre. La partie du
cercle horaire comprise entre l'astre et I'équateur est la
déclinaison delastre, etla partie entre P'astre et le pole
nord est la distance polaire de I'astre. La déclinaison
positive dans I’hémisphére boréal est négative dans I'hé-
misphére austral. Ces deux donndes , angle horaire et dé-
clinaison, déterminent la position de I'astre.

2°. Trois coordonnécs rectangulaires.

L’équateur est le plan des x , y 3 la partie positive de
'axe des x est dirigée vers le point d’intersection de 1'é-
quateur et du méridien qui correspond a un angle horaire
nul; la partie positive de 'axe des y est dirigée vers le
point de I'équateur qui répond & un angle horaire de go
degrés; V'axe des z est 'axe du monde dirigé vers le pole
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nord , etl'on a
2’ = cosd cost, y' = cosdsint, =z ==sind,

ou d est la déclinaison et ¢ 'angle horaire.

3¢ SYSTEME. — DECLINAISONS ET ASCENSIONS DROITES.

1°. Deux coordonnées sphériques.

Dans le systéme précédent, la déclinaison est con-
stante ; mais la seconde coordonnée, I'angle horaire , va-
rie & chaque instant. Pour rendre cette coordonnée con-*
stante, on a pris un point fixe dans Péquateur; c'est le
point d’équinoxe vernal. La distance de ce point a celui
ou le cercle horaire de I'astre coupe I'équateur se nomme
Vascension droite de I'astre; elle se comptede o a 360 de-
grés d’occident en orient, dans le sens du mouvement
diurne de la Terre. Dans ce systéme, les deux coordon-

nées, déclinaison et ascension droite, sont constantes.

Observation. L’équatorial, ou instrument parallacti-
que, et la pendule servent & trouver les coordonnées du
deuxiéme et du troisiéme systéme.

2°. Trois coordonnées rectilignes rectangulaires.

Le plan de T'équateur est encore celui des x, y;la
partie positive de I'axe des x est dirigée vers le point d’é-
quinoxe vernal ou I'ascension droite est nulle, et la partie
positive de ’axe des y vers le point on I'ascension droite
est de go degrés; 1'axe des z est I'axe du monde dirigé
vers le pole nord, et I'on a

z” =cosdcosa, »” =—=cosdsinx, 3z’ =sind,

o d est la déclinaison et « I'ascension droite.
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4° SYSTEME. — LONGITUDE ET LATITUDE.
1°. Deux coordonnées sphériques.

Les grands cercles passant par les poles de 1'écliptique
se nomment cercles de latitudes. L’arc d’un tel cercle
passant par l'astre, compris entre I'asire et éclipti-
que, est la latitude de I'astre; clle est positive lorsque 1'é-
toile et le pole nord sont dans le méme hémisphére formé
par I'écliptique et négative lorsque I'astre est dans le se-
cond hémisphére. C’est une premiére coordonnée. L’arc
~de Vécliptique compris entre le point d’équinoxe vernal
et le cercle de latitude est la longitude de D'astre; c’est
la seconde coordonnée et se compte de o & 360 degrés dans
le sens du mouvement diurne de la Terre.

0

2°, Trois coordonnées rectilignes rectangulaires.

Le plan de I'écliptique est le plan des xy ; la partic po-
sitive de I'axe des x est dirigée vers le point d’équinoxe
vernal; la partie positive de 'axe des y vers le point qui
a 9o degrés de longitude; la partie positive de I'axc des
z perpendiculaire a I'écliptique dirigé vers I'hémisphére
ou est le pole nord.

a” = cosPcosr, y”"=cosBsin}, z” =sinf,

ou {3 est la latitude et A la longitude de I’étoile.

CONVERSION DES COORDONNEES D UN SYSTEME DANS LES
COORDONNEES D'UN AUTRE SYSTEME.

A. Conversion du premier systéme dans le second.

Considérons le triangle formé par le pole P, le zénith
Zctl'éoile E; ona

PZ = qgo® — 4,
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ou ¢ st la hauteur du pole,

PE=go®’— ¢, EZ=go° — 4,
P—q¢, Z=180" —A.
E = angle 4 Vastre, angle parallactique. On a, d’aprés
les formules connues,
sind = sin¢ sink — cos¢ coskcosA,
sind cos¢ = cos/ sinA,
cosdcost = sin/ cosg + cos/ sin ¢ cos A.
IFaisant »
sin/t = mcosM,
cosk cos A = msinM,
les formules adaptées au calcul par logarithmes devien-
nent
sind = Msin (p — M),
sindcos ¢ = cos/ sinA,

cosdcost = m cos (9 — M).

N'. Deuxiéme systéme dans lc premier.

Le¢ méme triangle donne

sink = sing sind + cos g cosd cos¢,
cosk sin A = cosd sin¢,

cosk cos A —= — cosg sind -+ sinwcosd cost.
TFaisons
c0sd cost=mcosM,
sind = m sinM,
on a

sink =mcos (o0 — M),
cos/i sin A = cosd sin¢,
coshcosA = msin (o — M).



. (170)
B. Conversion du troisitme dans le quatriéme systéme.

Considérons 1e triangle formé par le péle P’ de I'éclip-
tique, le pole P de I'équateur et 'astre E, on a

PP’ = ¢ = obliquité¢ de I'écliptique,

PE = Qo°® — J,
4 —_—
P'E =go° — 8,
P=g0°+ «,
P'=g0° — «,
E = angle i lastre;
d’ov
ou
cos B cos) == cosd cosz,
cos B sin X = cosd cos« cose +- sind sin e,
sin B = — cosd'sina sin ¢ +- sind coss .
IFaisant

MsinN =sind,

M cos N = cosd sin«,
on obtient
c0s B cosk = cos ¢ cos«,

cosf sinA = M cos (N — ¢),
sinfp = M sin (N —¢).
B’. Conversion du quatriéme dans le troisiéme systéme,

Méme triangle que ci-dessus.
cosd cosa = cosf cos),
cosd sina == cos B sin} cose — sin B sine,
sind = cosf sin X sin¢ + sin B cose.

Faisant
tang
tang N=— —2F
8 sin A ’
on obtient
cos (N +¢)
tang ¢ — ~—————————= tang A
° cos N g

tangd = lang (N + ¢) sin«.
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Observation. La conversion du premier systéme dans
le quatriéme et vice versd n’est pas usitée.

Rclations entre les diverses coordonnées rectangulaires
(voir ci-dessus ).

x == cosA cos i,

y =sinA cosh,

z = sinkh,

z' = zsing + z cosg,

P —
Y=,
7 = zsing — x cosy,
z"=z'cos® + y'sin0O,
y'=1y" cos® — ' sinov,
" ’
'=17,
ou

® — « + t = temps sidéral.

"=z,

"= y" cose + 2" sine,
2" =— y” sine + 2" cose,
z" = cos B cos},
y"=cospBsin},

7" =sinf.

Exemple (B) :
a = 6° 33" 29",30, § = — 16° 22’ 35”,45, e=22°279'31",72.
On trouve
log cos B sin) = 8.0689241,
log cos d sina == g.0397224

9.0292017,

Exemple (A) :
¢ =52°30"16",0, h=16°11"4",0, A= 2(')2‘n 4'15",5.
On trouve ' .
8 =+ 49° 43" 46”,0, t=223°56'2",22.
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OBSERVATION SUR UN PASSAGE DE L’ALGEBRE
DE M. BERTRAND (2¢ édition).

C’est ala page 9, § 7. Voici I'énoncé.

« La forme des résultats précédents peut se simplifier
» & Yaide d’une convention trés-utile en algébre, qui
» consiste a regarder tons les termes d'un polynéme
» comme ajoutés les uns aux autres, en nommant nom-
» bres négatifs ceux qui sont précédés du signe —. Par
» exemple, on regardera la différence a — b comme ré-
» sultant del’'addition de a avec — b.

[1] a—b=a+(—b);

» Pexpression isolée (— &) n’acquiert pour cela aucune
» signification ; seulement on dit ajouter — b, au lieun de
» dire retrancher 6. On convient de méme que retran-
» cher — b signific ajouter b.

=

[2] a—(—b)=a+b.

» Il serait absurde de chercher & démontrer les formu-
» les (1) et (2) : les définitions ne se démontrent pas. »

Certes on a le droit d’éiablir des conventions dés
qu’elles n’influent pas sur le résultat; dés que cette in-
fluence existe, ce droit cesse. C’est prééisémcm ce qui a
lieu iciy + (— &) égale — b, — (— &) égale + b sont
des résultats. Si vous en faites des conventions , on pour-
rait en élablir d’autres et d’'un sens entiérement opposé,
Que devient alorsla certitude mathématique? Sans doute
les définitions ne sc démontrent pas, mais il serait par



(173)
trop commode, pour se dispenser de démontrer une pro-
position , de la convertir en définition.

Ces conventions sont un échafaudage superflu, d’au-
cune nécessité pour construire la science. On éyite cet
cmbarras en se rappelant sans cesse que I'algébre est une
arithmétique universelle, indépendante de tout systéme
de numération , et que I'arithmétique a pour but unigue
d’apprendre a4 compter soit en avant, soit en arriére, et
de parvenir au résultat final par la voie la plus courte.

Pour donner du corps a cette pensée, imaginons une
droite indéfinie ; plagons sur cette droite une infinité de
boules égales ; désignons une quelconque d’entre elles par
la lettre Z , et chacune de celles quisont a la droite de Z
par D et & la gauche de Z par G. Lorsqu’en comptant on
s'éloigne de Z dans la direction de D, Popération se dé-
signe par ce signe —+; si ¢’est dans la direction de G, par
le signe —.

Ainsi + a — b désigne une double opération; on
compte a boules dans la direction D, et, arrivé a la fin,
on rétrograde de b boules dans la direction G.

+(+a—b)+ (+ec—d)

signifie : 1° la double opération + @ — &, premier ré-
suhiat; 2" la double opération + ¢ — d, deuxiéme ré-
sultat; 3° Popération -+ sur le premier résultat et I'opé-
ration + sur le second résultat. Ces quatre opérations
se réduisent aussi a celle-ci

+a—b+4+c—d;
de méme
+ (+a—b)—(+ c—d)
se réduit a
4+a—b—c+d.

Cette représentation figurée suffit pour tout expliquer
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11 faut d’ailleurs remarquer qn’on n’opére réellement ja-

est la méme chose

W~

mais que sur des nombres entiers.
que le nombre 7, excepté que 'unité de ce nombre, au
. P . . I
lieu d’étre représentée par 1, est représentée par 3

A la page 19, a propos de la multiplication, on trouve
encore une convention. Que dirait Leibnitz d'une mathé-
matique conventionnelle ?

Si I'on obligeait les géométres & expliquer ce qu’ils
veulent faire, il n’y aurait jamais de difficulté sur lc sens
des opérations. Je veux multiplier — @ par — b, qu’en-
tendez-vous par la?

A quel propos applique-t-on ci-dessus I'épithéte de né-~
gatifs aux nombres précédés du signe —; en quoi sont-ils
moins affirmatifs que les nombres précédés du signe +?
C’est qu’on veut obvier, 4 lapage 9,4 une difficulié quine
se présente qu’a la page 10. En bonne logique, dans les ou-
vrages élémentaires, il ne faut jamais définir un objet,
expliquer une difficulté avant que lobjet, la difficulié
aient pris naissance. EL c’est pourtant ce qu’on fait tou-
jours; inde labes.

Pour les imaginaires, 'auteur a encore recours & une
corvention. Il ne s’agit pourtant que d'un signe mnémo-

nique. y—1 rappelle que dans I'équation,
2+ 1=o0

il faut remplacer x* par — 1, ce qui st évident. Le grand
Euler lui-méme s’est trompé en cet endroit. Au numé-
ro 148 de ses Eléments, il met : .

V—2.V=3 =6,

et déja Bombelli, le créateur du calcul des imaginaires,
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donne I'équation vraie
V=a.J/—b=— \ab,

etavant lui Cardan se sert de 'expression moins sophic-
tiqués pour désigner les racines imaginaires, et, appe-
lant les quantités négatives simples des moins purs, il d¢-
clare que les sophistiqués sont d’inutiles subtilités. Nouvel
exemple de la réserve qu’il faut metire dans ces déclara-
tions d'utilité et d'inutilité dont sont si prodigues les
hommes qui croient ¢iv+/ 7i. Aujourd’hui les imaginaires ,
avec les déterminants et les infiniment petits, forment
la partie la plus importante, la plus féconde de toutes les
branches de 'analyse et de la géométrie. Notre plus émi-
nent analyste , notre plus éminent géométre, MM. Cau-
chy et Chasles , font constamment emploi des imaginaires
et en déduisent les plus beaux théorémes.

L’ Algébre de M. Bertrand, comme tout ce qui sort de
cette plume, a un mérite tellement supérieur, qu’on ne
saurait trop insister sur des défau{s, inhérents a toute
ceuvre humaine.

Sous forme d’exercices , 'ouvrage contient les princi-
paux résultats de transformation fonctionnelle déduits de
la théorie des déterminants, mais qu’on a soin de ne pas
désigner , cette théorie n’étant pas admise dans le Pro-
gramme ; de méme pour d’autres théories. Les exemples
empruntés a Gauss , Jacobi, Eisenstein, Cayley, Sylves-
ter, sont d’'un choix exquis; les solutions ne tarderont
pas sans doute a paraitre. Le célébre auteur, fidéle a son
systéme, ne cite personne; en ne citant personne, per=-
sonne n’a a se plaindre.
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ALVEOLES DES ABEILLES,
EXERCICE DE CALCUL ET DE STEREOTOMIE.

Admiranda tibi levium spectacula rerum
Et munire favos, et dedala fingere tecta.
(VirG., Georg. lib. 1V.)

1. Soit ABCDEF un hexagone régulier, tracé sur un
plan que nous supposerons horizontal ; aux trois sommets
A, C, E de rang impair, élevons trois verticales Aa, Ce,
E e de longueurs quelconques, mais égales ; aux trois som-
mets B, D, F, de rang pair, élevons aussi trois verticales
Bb,Dd, Ff, égales entre elles, mais non aux trois pre-
miéres verticales; qu’on fasse

AB

Bb=Aa + =
2 2 -

en menant les droites ab, be, ed , de, ef, fa, on formera
six trapézes verticaux ct égaux et un hexagone équilatéral
abedef. Chaque trapéze, tel que ABab, a deux angles

droits en A et B, un angle obtus en @ et un angle aigu en

b: la tangente de I'angle obtus est égale 8 — 2 2, la tan-
b g ) S ’

gente de la moitié de cet angle cst V2, et la tangente de

I’angle aign est 2 \/;, de sorte que I'angle obtus est égal
4 109° 28’ 16" environ, ct, par conséquent, 'angle aigu
est égal 4 70° 30’ 44" environ. Au sommet a existe donc
un angle solide triédre, formé par les'deux anglés obtus
des trapézes et par un troisiéme angle fab aussi obtus et
égal a Pangle obtus des trapézes ; propriété & démontrer.
De méme aux points ¢ et e. Les droites fa, ab étant éga-
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les, achevons le rhombe fabi; de sorte qu'on a en @ un
angle solide triédre formé par deux trapézes et un rhombe.
Faisons la méme construction en c¢; les deux rhombes
fabi,bediont le co1é bi en commun, eten b il se forme un
angle solide tétraédre formé par deux trapézes et deux
rhombes présentant quatre angles plans, aigus et égaux.
Les deux cotés ia, te forment avec les cdtés af, ef un troi-
si¢eme rhombe plan, égal aux précédents, ce qui est facile
a prouver; de sorte qu’on aura en i un angle solide triédre
formé par trois rhombes et égal a chacun des angles soli-
des en a, c, e; le point iestle soinmet de alvéole. Le so-
lide formé des six trapézes et des troigrhombes représente
les parois de 'alvéole en cire que construisent les abeilles.
L’hexagone ABCDEF est 'entrée. Les trois rhombes sont
la base de 1’alvéole , le fond ou est déposé le miel , nourri-
ture du ver , premiére forme de I'insecte. Un systéme d’al-
véoles compose un ensemble qu’on nomme rayor.

La liaison du systéme consiste dans la disposition sui-
vante; les angles diédres en a sont évidemment égaux
chacun a 120 degrés.

Supposons qu’on remplisse un espace horizontal par
des hexagones; qu’on construise sur chaque hexagone un
alvéole. Les sommets seront dans un méme plan horizon-
tal, et trois faces rhomboidales prises dans trois alvéoles
contigus formeront une nouvelle base hexagonale, et le
sommet de P'alvéole correspondant est au-dessous du
plan des autres sommets, et achevant les alvéoles par ces
nouvelles bases, les ouvertures hexagonales sont a 1'op-
posé des ouveriures des premiers alvéoles. Clest ainsi
que sont disposés les alvéoles dans chaque rayon, et par
suite de cette construction toutes les faces rhomboidales
sont toutes dans trois plans, ce qui donne a tout I'édifice
une extréme régularité. Les abeilles commencent par
faire le rhombe et ensuite les faces trapézes.

Ann. de Mathémat.. t. XV. ( Mai 1856.) 12
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Il y a entre deux rayons consécutifs assez d’intervalle
pour laisser passer deux mouches. L ensemhle de ces
rayons forme la ruche.

2. Cencevons les six sommets de 'ouverture hexago-
nale ainsi que le point a, et faisant mouvoir le point
le long de l'aréte Bb, construisons les rhombes comme
précédemment. A chaque position du point b correspond
un autre solide alvéolaire.

11 faut démontrer que ces solides sont équivalents et
que l'aire varie. Cette aire est un minimum, lorsque les
trois angles plans en a sont égaux, ce qui entraine la
relation que nous avons donnée ci-dessus (voir la solution
de feu le capitaine Jacob, t. I, p. 160).

3. Note historique. Le triangle équilatéral, le carré et
P'hexagone régulier sont les seuls polygones réguliers qui,
pris isolément, puissent remplir un espace sans laisser
de vide, et de ces trois polygones I’hexagone pour la
méme aire a le moindre contour. C’est le polygone que
les abeilles ont choisi pour I'ouverture de leurs cellules.
Pappus, géomeétre du 1v° siécle avant Jésus-Christ, en a
déja fait 'observation ; mais les premiéres observations
précises que nous ayons sur 'anatomie de I'insecte et
la construction géométrique de I'alvéole sont dues & Ma-
raldi (Jacques-Philippe), astronome de 1’Observatoire
royal, que son oncle, l'illustre Cassini, avait fait venir
en 1687 de Perinaldo, prés de Nice. Ces célébres et cu-
rieuses observations ont été faites sur des ruches appar-
tepanta Cassini placées dans le jardin attenant au batiment
(Mém. de I’ Acad. des Sciences, 1712,p. 297) (*). Ayant

trouvé que les trois angles plans en a étaient égaux, il

(*) L’Observatoire était alors prés de Paris , mais dehors. Un tel emplace-
ment est aujourd'hui impérieusement exigé par les besoins de la science..
Un édifice, modele Pulkowa, serait un monument digne d’un régne dont
les débuts sont si glorieux.
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en conclut que cet angle devait étre égal & 109° 28/;
I'ayant mesuré, il trouva 110 degrés, différence qu’il at-
tribue aux erreurs inévitables dans de telles opérations.
Il compta soixante cellules environ dans chaque rayon;
A‘a avait 5 lignes et AB 2 lignes de longueur. Le célébre
Réaumur poussa ces recherches plus loin dans son His-
toire des Insectes, d'unc lecture si attachante (t. V) (*)-
11 proposa au géométre Koenig (Samuel), correspon-
dant de ’Académie des Sciences, connu par ses démélés
avec Maupertuis, de chercher le rhombe qui satisfasse au
minimum d’aire. Appliquant la méthode du calcul infi-
nitésimal, Kcenig trouve que I’angle obtus devait avoir
109° 26’. Réaumur manda ce résultat & Maclaurin. L’é-
minent géométre résolut le probléme par la méthode de
sa Géométrie infinitésimale, et trouva pour 1’angle du
rhombe 109° 28’ 16”. Ce beau travail est inséré dans le
tome XLII, année 1742, des Transactions philosophi-
ques. Le Mémoire est intitulé : Of the bases of the cells
wherein the Bees deposite their honey (Sur les bases des
cellules ou les abeilles déposent leur miel). Il fait partie
d’une Lettre du 3o juin 1743, adressée 3 Martin Folkes,
président de la Société royale. Ainsi les abeilles que Vir-
gile a si admirablement chantées construisaient déja de
son temps, un probléme dont la solution théorique était
réservée au siécle des Newton et des Leibnitz. Donner un
tel instinct & quelques molécules organisées! La toute-
puissance divine se révéle dans l'infiniment grand, se
révéle dans I'infiniment petit. Mens agitat molem, disait
I'antiquité; mais le monde des infiniment petits en his-

(*) Pourquoi ne fait-on pas une nouvelle €dition rectifiée et complétée
de cette délicieuse production ? J'en dis autant du Spectacle de la nature,
de Pluche, que de Blainville aimait beaucoup. Ouvrages trés-instructifs,
d’une haute moralité et trés-amusants : qualités dont la réunion est
extrémement rare.

12.
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tgjre naturelle ct dans la science des nombres est une
conquéte des temps modernes. La théorie des quantités
naissantes est similaire i celle de 'embryogénie .Les deux
sciences doivent et devront leurs principaux progrés aux
études infinitésimales. Leibnitz a mis entre les mains dés
géomeétres un microscope qui nous découvre les propriétés
d’une série indéfinie d’étres numériques infiniment pe-
tits, se produisant les uns les autres suivant des lois de
génération déterminées et certaines. Le microscope op-
tique tend au méme but pour les étres organisés, ainsi que
le polarimetre pour les corps inorganiques (*). Curieux
de savoir si I'on rencontre dans la nature une forme ana-
loguc & celle que construisent les abeilles, je dois au .sa-
vant professeur M. Cabart les renseignements suivants:

L’oxydule de cuivre cristallise sous forme de dodécaé-
dres rhomboidaux, ayant huit angles triédres, formés de
trois diédres de 120 degrés chacun. Les cristaux du gre-
nat, de la pyrite de fer sont du méme genre. L’eau glacée,
d’aprés les observations de M. Clarke, physicien anglais,
cristallisant dans le systéme rhomboédrique, présente
deux triédres formés de trois diédres de 120 degrés cha-
cun. Cette sorte de cristallisation est trés-rare. 11 est pro-
bable, d’aprés les calculs de M. Bravais sur les halos et
les parhélies, que cette cristallisation existe dans les cris-
taux de neige. Les cristaux rhomboédriques de la chaux
carbonatée ne présentent pas ces angles de 120 degrés.

(*) Leibnitz,dans une Lettre a Huyghens, dit : « Jairhe mieux un Leuven-
hoek qui me dit ce qu’il voit, qu’un Cartésien qui me dit ce qu'il pense. »
Excellente legon donnée aux métaphysiciens par un métaphysicien, mais
géomeétre.
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SOLUTION DE LA QUESTION 311,
Par M. E. COMBESCURE.

Déterminer I'aire d'un hyperboloide de révolution 3
une nappe limitée par deux paralléles,, connaissant la dis.
tance de ces deux paralléles , leurs rayons et la portion de
génératrice rectiligne qu’ils interceptent.,

En désignant par r le rayon d’un parall¢le quelconque
placé a la distance z du cercle de gorge, I'équation de
I’hyperboloide de révolution est

rt=—a'-+ m?z*,

et I'élément de surface de 'hyperboloide compris entre
deux paralléles distants de dz a pour expression

dy=2nrda,

ou do représente 1'élément de I'hyperbole génératrice, en
sorte que
—--  dz\a*+ n'z?
de = \/dr’ + dz? = _i—r——’
[P?=m? (1 +m?)].
On a donc
d) = andz \a* + n*z,
et, par suite,

nz, \/a’ + n?'zl —nz \at -+ ntz} )

™ —
A=~ nz, -+ \a*+ n*z? ]
ﬂ'+a7]0g_2______l—_\/_—'-__z s

: 2 2 52

nz, + \a* + n* z}

24, 2, étant les z des paralléles qui limitent la portion de
surface considérée.
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Si r,, r, désignent les rayons de ces mémes paralléles,
en sorte que
rl=a*+mizl,

2
ri=a*+m'z,

P’élimination de m? entre ces deux équations donne, en
supposant z, et z, positifs,

2, ri—a*

(1) =\/=

z, ri—al

Soient g la portion de génératrice rectiligne interceptée;
Ty, Y1y 21y XayYa, 22 les coordonnées de ses cxirémités,
de fagon que '

(22— ) 4+ (12— )+ (2a—2z) =g
d’ou, en posant

g— (+r+riy=ap, (3.—z=~0),
(2) Ly Xy =Y Y2 =p.
Les extrémités de g se projetant sur une méme tangente
au cercle de gorge, on a

Z, CoSg -+ 7 sinq) =a,

Z,€08¢9 + yasing=a,
¢ étant un angle arbitraire dont V'élimination donne
(3) Z )2 —-ylxz=‘_*‘a\/g’—-h’.

En ajoutant les équations (2) et (3) aprés les avoir éle-
vées au carré, il vient

i =a (g — k) + s
d’on
_nn—p

g’—}l’

a)
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Sabstituant dans I'équation (1) cette valeur de a® et fai-
sant, pour abréger,

pH+ri=p, p+ri=py,

il vient '

Z__ P,

2, P17
d’ou et de .

z,— 2, = h
on déduit
hp, . hp,
=", =t
Pr— P Pr— P

On a ensuite

Cest-a-dire, 3 cause de a» =2 L2 P (P + P"'),

P+ p
e P2 P)
R (p: =+ pi)

Zs, Z;, a® et m* étant connus en p, py, P2, hyousil’on
veut en ry, 1y, g et h, on n’aura plus qu’a substituer
leurs expressions précédentes dans celle de A pour répon-
- dre complétement a la question. La substitution en elle-
méme ne présente aucune particularité digne d’étre si—
gnalée. '

EXTRAIT D’UNE LETTRE DE M. RUBBINI (DE NAPLES).

Presque en méme temps je viens de recevoir le numéro
d’aoiit de vos Annales et celui du 2 juillet des Comptes
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rendus de votre Académie des Sciences. Dans le premier
jetrouve a la page 305 la question :
« Construire la surface

S o
(1) or =% (e =Dbase népérienne). »

cosy
(E. CaraLan.)

Dans le second, a la page 35, je trouve résolue la méme
question par 'auteur lui-méme.

Or, Monsieur, tout en respectant le talent supérieur
de votre savant, je ne puis m’abstenir de réclamer, en
faveur de mon professeur M. Padula, une priorité qui
lui est due au sujet de ’équation ci-dessus.

Ce savant napolitain s'était déja occupé depuis 1852
(voir Rendiconto della reale Accademia delle Scienze di
Napoli, n° 3,1852) de la méme question qui avait con-
duit M. Catalan a I'équation (1) , a savoir de trouver
sous forme finie les équations de deux surfaces dont les
rayons de courbure sont égaux et opposés et qui jouissent
en méme temps de la propriété qu’une partie quelconque
de la surface est un minimum cntre toutes les surfaces qui
ont méme contour.

M. Padula commence sa Note par un renscigne-
ment des quatre surfaces jouissant des propriétés énon-
cées, et découvertes, la premiére par M. Catalan (I'hé-
licoide gauche); la seconde (surface de rotation dont la
méridienne est la chainette homogene) par M. de Mor-
gan, et les deux autres par M. Roberts (Michel). Ensuite
il se propose la question : Chercher si parmi les surfaces
dont la génératrice se meut parallélement a elle-méme,
il s’en trouve quelqu’'une dont les rayons de courbure
soient égaux et opposés. Une autre question plus géné-
rale (celle sur les surfaces produites par le mouvement
d’une courbe plane) avait conduit notre auteur a la ques-
tion spéciale ci-dessus énoncée.
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Or M. Padula trouve pour solution de son probléme

2
f——w: A lcos (z ay) ’

z
—_=
(2) ~ cos —

a étant une consiante arbitraire et m une autre constante
qui satisfait i la condition

l+f“—m
® A

[y =0, z=f(x) étant les équations de la génératrice
supposée plane sans détruire la généralité de la ques-
tion].

De cette derniére équation (3) il déduit la propriété
que la projection sur I’axe desx du rayon de courbure
en un point quelconque de la génératrice est constante.

L’équation (1) de M. Catalan se déduit de I'équation
(2) de M. Padula, posant en celle-ci 2 = o.

Ce dernier savant, en outre, trouve une autre surface
qui dépend de transcendantes jusqu’a présent inconnues
.et dont I'équation est de la forme suivante :

z:f(.z‘—(p)—l—\[;,
gt () iEaEn
=T x e I+ nt . m ’

g=tm MBI ra e

1 4 n? 1~ n? m
(la fonction J étant déterminée par I'équation
nf—

et u représente la variable & Iaquelle se rapporte la fonc-

tion f).
Enfin I'analyse de M. Padula est tout a fait dirccte et
sans tAtonnements.

mnl —marctang f' ' =(1+r*)u—+ 1,
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SUR LA DECOMPOSITION DES NOMBRES EN BICARRES.

Waring a énoncé la conjecture que tout nombre est la
sommede1g bicarrés, en admettant le zéro comme bicar-
ré. Jacobi a exprimé le désir de voir contréler cette con-
jecture. M. C.-A. Bretschneider, professeur 4 Gotha, a
entrepris ce contrdle pour les nombres de 1 a 4100. Ses
Tables sont insérées dans le Journal de Crelle (t. XLVI,
p- 1, 1853).

En résumé, il a trouvé que dans les nombres de 1 a
4100ilyena: ’

28 décomposables en 2 bicarrés.

75 — 3
158 — 4
271 — 5
375 — 6
416 - 7
393 —_ 8
353 — <9
322 —_ 10
306 — 13
290 —_ 12
286 — 13
284 - 14
282 — 15
166 — 16

56 — 17

24 ~ 18

7 - 9
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Les sept en 19 bicarrés sont 79, 159, 139, 319, 399,
479 (*) , 559.

Ainsi

79=4.2' + 15.1%,
15= 4.2 4 1.3 + 14.1¢,
239=4.2' 4+ 2.3 4+ 13.14,
3ig=15.1'+3.2* +1.3" =4.2' 4+ 3.3 + 12.1%,
3g9=14. ' +3. 2+ 1.3 + 1. 4' =11 1'+ 4.2 + 4.3,
499 =13.1' 4+ 3.2 + 2.3 4+ 1.4'=10 1°. + 4.2+ 5.3,
55g=15. 1"+ 2.2 4+ 2. f'=12.1'+ 3.2 + 3.3 + 1.4

=g.1" + 4.2 + 6.3
Ces sept nombres ne peuvent se décomposer en moins

de 19 bicarrés.

Cette identité
3— 5.2t =1

a facilité le calcul.

LETTRE Slm LA ROTATION D'UN CORPS SOLIDE.

« Mon cher monsieur Terquem,

» Lorsque je regus, il y a une quinzaine de jours, la
nouvelle livraison des Nouvelles Annales, je vous éeri-
vis immédiatement pour protester au nom des géométres
contre les objections absolument dénuées de fondement
que I'on élevait sur la théorie de la rotation donnée par
M. Poinsot. N’ayant pas alors sous les yeux le Mémoire
de I'illustre géométre, je me bornais & deviner d’aprés
mes souvenirs , par quel malentendu V'auteur de la Note
avait pu se méprendre sur le sens des expressions em-

<

(*) Par erreur on a mis 379.



( 188 )

ployées et trouver une erreur ou chacun n’avait apercu
jusqu’ici qu'un modéle de rigueur et d’élégance. Je viens
de relire les premiéres pages de ce beau travail, et j'avoue
qu’il me semble suffisant de conseiller a vos lecteurs d’en
faire autant; c’est seulement pour ceux qui n’auraient pas
le moyen de recourir au texte que je vous demande place
pour quelques explications.

» Jouvre le Journal de M. Liouville, t. XVI, p. 43,
et je trouve un paragraphe intitulé : Des forces centri-
Suges quinaissent de la rotation. C'est celui-la qu’il faut
lire pour apprécier la valeur des objections dont je parle.

On y trouvera d’abord la démonstration géométrique
d’un théoréme bien connu dont P'énoncé se lit page 44
(lignes 14 4 16) :

« La force centripéte nécessaire pour qu'un point
» puisse tourner en cercle avec une vitesse u est expri-
» mée par le carré de cette vitesse divisé par le rayon du
» cercle. »

» M. Poinsot ajoute, il est vrai: « La méme expres-
» sion convient a un mouvement curviligne quelcon-
» que... en prenant pour r le rayon du cercle osculateur a
» la courbe décrite au point que I'on considére. »

» Cette remarque, inutile pour ce qui va suivre, est
placée la pour l'instruction du lecteur, mais vous con-
naissez I'adage : Quod abundat, non witiat. Elle est
donc parfaitement légitime, et cependant, s'il fallait ab-
solument conjecturer, j¢ me hasarderais a dire que c’est
a cause d’elle que M. Poinsot, malgré toute sa clarté,
n’a pas été compris par tout le monde.

» Je lis plus loin, page 45:

« Dans la question qui nous occupe... il n’y a pas de
» force centripéte qui intervienne pour faire tourner li-
» brement chaque molécule autour de 'axe (instantané)
» OZ, mais je considére que si cette force n’y est point,
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» RIEN NEmpicHE de la supposer, pourvu qu'on en sup-
» pose une égale et contraire. »

» Cette force centripéte que rien n’empéche de suppo-
ser, est, on le voit, celle qui ferait décrire & 1a molécule
un cercle rigoureux. Rien n’empéche évidemment de la
supposer , pourvu qu’on introduise une force égale et con-
traire qui est la force centrifuge.

» Maintenant 'objection de M. S.-G. se réduit a ceci :

» Pourquoi introduisez-vous la force nécessaire pour
faire tourner la molécule en rigueur autour de I’axe in-
stantané? Je préférerais vous voir calculer la force centri-
péte réelle, et, pour cela, déterminer le rayon de cour-
bure de la trajectoire, trés-différent de celui du cercle
dont vous parlez.

» A cecion peut répondre: M. Poinsot introduit cette
force parce que c’est celle-la qui est commode pour son
raisonnement tel qu’il veut le faire, et que rien n’empéche
d’introduire dans un systéme deux forces égales et con-
traires quelles qu’elles soient. Ceci est si vrai, que I'on
pourrait, si on le désirait, introduire la force que
M. S.-G. nomme la véritable force centripéte, pourvu
que 'on adjoignit la véritable force centrifuge ; mais je
n’apergois pas a quoi cette introduction pourrait servir,
et il semble que la chaine des raisonnements, rompue
alors dés le début, ne pourrait plus se renouer.

» J. BERTRAND. »

Note du Rédacteur. M. Poinsot, malgré toute sa
clarté, n’a pas €té compris de tout le monde. L’explica-
tion n’est donc pas superflue, vu que ce tout le monde
comprend des esprits distingués. La force centripéte que
M. Poinsot évalue est une force artificielle pour ainsi
dire , trés-commode pour l'objet que I'illustre géométre
avaiten vue, mais ce n'est pas la force centripéte réclle
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ou tellequ'elle existe réellement. M. Poinsot fait bien al-
lusion a cette distinction. La discussion actuelle montre
bien que cette allusion n’est pas suffisante. L’axe instan-
tané de rotation instantanée ne serait-il pas plus conve-
nablement désigné sous le nom de droite de repos instan-
tané? car, a vrai dire, il n’y a pas de rotation. Chaque
point tourne autour d’une droite élevée au centre de cour-
bure perpendiculairement au plan osculateur relatif a la
trajection décrite par ce point. L’ensemble de ces perpen-
diculaires est la surface gauche de rotation instantande
pour ce point. Chacun a la sienne. Dans un corps solide
en mouvement, trois de ces surfaces déterminent toutes
les autres.

DEMONSTRATION GEOMETRlQUE DES THEOREMES BE M. STEINER

Enoncés sous les n°* 5, 6 et 7
(volr t. X1V, p. 141 et142);
Par M. E. pe JONQUIERES.

1. Pour démontrer ces théorémes, il faut commencer
par rappeler quelques propositions préliminaires qui sont
une conséquence trés-simple de la théorie des polaires et
du principe decorrespondance anharmoniquerécemment
exposé par M. Chasles dans les Comptes rendus de
I’Académie des Sciences.

2. Soient données sur un plan deux coniques 2, Z' et
une droite arbitraire L. p et p’ étant les poles de cette
droite dansles deux coniques, la droite pp’, qui les joint,
est unique et déterminée. J’appellerai cette droite la ré-
ciprogue de L.

Par un point quelconque O de L, soient menées des
droites OL/, OL’, etc.; leurs poles respectifs ¢, ¢', r,
’, etc., seront distribués sur les deux polaires du point O,
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etils se correspondront ankarmoniguement ; donc (Géo-
métrie supérieure, n°® 858) , les droites pp’, gq’, rr’, etc.,
enveloppent une conique £ relative au point O.

A un second point quelconque O’ correspondra pa-
reillement une seconde conique ' relative a ce point.

3. Donc la droite OO’ a pour réciproque une des
quatre tangentes communes aux deux coniques 2, £/, et
cette tangente est déterminée, ainsi que cela résulve d’ail-
leurs de la premiére construction des droites récipro-
ques (n°2), parce que les trois autres tangentes communes
E, F, G, dont une au moins est toujours réelle , sont des
droites fixes et indépendantes de la position variable de
la droite OO'. C’est ce que je vais faire voir dans le para-
graphe suivant.

4. En effet, soit E I'une de ces trois tangentes. Si on
la regarde comme envefoppant la conique £, il résulte
du numéro 2 qu’elle joint les deux poles o w d’une cer-
taine droite OM, laquelle passe par le point O dont
est la conique relative, ces poles étant pris par rappors
aux deux coniques fixes =, Z’. Donc , réciproquement,
les poles e, e’ de E se trouvent sur cette droite OM.

Par une raison semblable, si 'on regarde E comme
enveloppant la conique ', ses péles e, e’ doivent se
trouver sur une autre droite OM/, distincte de la droite
OM, et passant par le point O’ dont Q' est la conique re-
lative.

Cette double condition exige évidemment que les points
e, € coincident en un seul et méme point.

5. 1l résulte de 1a que chacune des trois tangentes E,
F, G a méme péle dans les deux coniques proposées Z,Z/.
Or, on sait que dans le plan de deux coniques données, il
n’existe que troisdroites fixes qui jouissent de cette pro-
priété remarquable (voir la Géométrie supérieure et le
T'raité des propriétés projectives). On sait en outre que
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ce pdle commun est précisément le point d’intersection
des deux autres droites ; que ce point est, en méme temps,
le point de concours de deux cordes communes conju-
guées ou axes de symptose des deux coniques; que cha-
cune de ces droites contient deux centres d’homologie
conjugués , centres que I’on obtient aisément en cherchant
les deux points (réels ou imaginaires) qui divisent har-
moniquement i la fois les deux segments interceptés
par les deux coniques sur celle des trois droites que I'on
considére (Géométrie supérieure, n° 210). Eic.

6. D’aprés ce qui précéde, les coniques relatives a
tous les points du plan touchent trois droites fixes de ce
plan ; ce sont précisément les trois droites remarquables
E, F, G dont je viens de parler.

Réciproquement, toute conique tangente a ces trois
droites est relative 4 un point du plan. Car deux autres
tangentes quelconques de cette conique ont pour réci-
proques deux droites dont le point de rencontre aura
pour conique relative une conique tangente a ces deux
droites (n° 2) et aux trois tangentes fixes E, F, G et qui
se confondra, par conséquent, avec la conique en ques-
tion.

T. Actuellement, prenons pour conique le segment recti-
ligne terminé em qui joint un point quelconque m deE au
point de concours e des deux droites F; G, segment qu'on
peut regarder comme représentant une ellipse infiniment
aplatie 4 laquelle les trois droites E, I, G sont évidem-
ment tangentes (*). Cette conique’ particuliére sera,
comme dans le cas général (n° 6), relative a un point m’,
et je vais prouver que ce point m' est situé sur E comme
le point m lui-méme.

En effet, pour que les droites pp’, gq’, rr', etc. (n° 2),

(*) Voir, a ce sujet, le nota qui termine cet article, n° 8.
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qui enveloppent et qui déterminent, dans ce cas, la co-
nique relative em , passent toutes par le point m, extré-
mité du segment terminé em, il faut ( comme on sait, et
comme je le rappelle expressément dans le nota ci-aprés)
que les droites fixes pgr, p’ ¢’ r', polaires du point m’,
sur lesquelles sont marquées les divisions homographi-
quesp, q, r,etc., p’, g, r'y etc., passent par le point p,
et, de plus, il faut que ce point soit un point homologue
de deux divisions. Donc, en premier Heu, il existe une
droite m’I passant par le point m/, telle, que Ses deux
poles, par rapport aux coniques données X, Z', coincident
en un seul et méme point au point e. Or j’ai fait voir
(n° 5) que la droite E est la seule droite du plan des
deux coniques qui jouisse de cette propriété. Donc m'I
n’est autre chose que E, ce qui démontre que le point m
est sur E comme le point m lui-méme.

11 est d’ailleurs évident que les points m et m’ se cor-
respondent anharmoniquement, et, de plus, qu’ils sont
en involution. Car le point m, considéré comme appar-
tenant & I'une ou 4 I’autre des deux divisions, a toujours
pour correspondant le méme point m'. Les points doubles
de l'involution jouissent de la propriété que les deux poles
relatifs 3 chacuune des droites qui passent par 'un d’eux
se trouvent sur une droile qui passe aussi par ce point.
Donc (Geométrie supérieure et Traité des propriétés
projectives) ces points doubles sont les centres d’homo -
logie des deux coniques, etc.

8. Je vais maintenant donner, dans le nota suivant,
les détails auxquels jai fait allusion plus haut (n° 7) et
qui auraient retardé la marche des raisonnements.

Nota. On sait que quand deux faisceaux homographi-
ques ont leurs sommets en deux points distincts, leurs
rayons homologues se coupent généralement sur une co-

nique. Dans le cas particulier oit deux de ces rayons coin-
Ann. de Mathémat,, 1. XV. (Mai 1856.) 13
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cident en direction avec la droite qui joint les deux som-
mets des faisceaux, le point de concours des rayons ho-
mologues décrit une droite indéfinie. Mais il est sous-
entendu que la droite de jonction des deux sommets fait .
aussi partie de la conique qui est décrite dans ce cas par-
ticulier; chacun de ses points peut effectivement étre
regardé comme le point d’intersection des deux rayons
homologues qui se confondent avec elle. Et il faut bien
qu'il en soit ainsij car la premiére droite indéfinie ne
saurait représenter i clle scule une section conique. Et
cette conique se réduit, dans ce cas, au systéme des deux
droites dont je viens de parler, systéme qu’on peut re-
garder comme une hyperbole infiniment dilatée et réduite
a ses asymptotes.

Pareillement), les droites qui joignent les points homo-
logues de deux divisions homographiques tracées sur
deux droites distinctes, enveloppent généralement une
section conique. Si le point de concours de ces deux
droites fixes est un point de coincidence de deux points
homologues , la droite mobile passe par un point fixe ou
enveloppe ce point. Mais ce point ne représente pas plus
a lui seul la conique du cas général , pas plus, dis-je,
qu'une conique n’était représentée par une seule droite
dans la premiére partie du nota. En effet, une droite
quelconque , menée par le poiut de concours des deux
droites fixes , peut étre regardée comme joignant les deux
points homologues qui coincident en ce point, et par
conséquent comme une tangente a la conique enveloppe.
Donc cette conique est représentée dans ce cas particu-
lier par le segment terminé a ce point de concours et au
second point fixe par lequel passent toutes les autres
droites mobiles; et on peut la regarder comme une el-
lipse infiniment aplatie et réduite a son grand axe.

9. Ceci posé, la démonstration des théorémes de
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M. Steiner se fait sars difficulté, comme on va le voir.

10. Tutorkme V. Quatre coniques étant inscrites dans
un triangle, ces coniques prises deux & deux ont encore
en commun, outre les cétés du triangle, une quatrieme
tangente T 5 il y asix de ces tangentes T et elles cou-
pent chaque cété du triangle en six points en involu-
tion. i

On pourra toujours décrire, ou simplement supposer,
sur le plan de la figure, un systéme de deux coniques Z,
2’ dont les trois cotés du triangle soient précisément les
trois droites remarquables E, F, G dont je viens de par-
ler ; ceci est évident. Soient C, C', C”, C" les quatre co-
niques données, et c, ¢’, ¢”, ¢ leurs points réciproques
par rapport aux deux courbes Z, Z'. Ces points forment
un quadrilatére dout les quatre cotés et les deux diagona-
les sont les six droites réciproques des six tangentes me-
nées aux quatre coniques. Soient @, a’, b, b, ¢, ¢ les
points ou ces six tangentes rencontrent I'un E des c61és
du triangle, et o, o', 8, B, y, 7' les six points d’intersec-
tion de E avec les cotés et les diagonales du quadrilatére.
Ceux-ci sont en involution (Géom. sup. n° 339); donc
les six autres a, a’, etc., qui leur correspondent anhar-
moniquement , sont eux-mémes en involution.

C. Q. F. D.

Cette démonstration indique en méme temps de quelle
maniére on doit conjuguer les six points dans I'involu-
tion. Par exemple, si a répond i la tangente commune
aux deux coniques C, C', a’répondra 4 la tangente com-
mune aux deux autres ¢”, ¢”.

11. Tutorime. S quatre coniques ont en commun
un foyer et une tangente A, elles ont encore en com-
mun prises deux & deux six tangentes T telles, qiu’elles
coupent la tangente A en six points en involution.

Ce théoréine est un simple corollaire du précédent. Car

13.
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(Géom., sup.n°"136, ou Traité des propriétés projectives)
des coniques qui ont un foyer commun sont dans le
méme cas que des coniques qui ont deux tangentes com-
munes.

12. Tutorime VII. 8¢ quatre paraboles ont le méme
Soyer, prises deux & deux, elles ont une tangente com-
mune T'; si par un point p on abaisse des perpendicu-
laires sur ces six tangentes, on a un faisceau en involu-
tion.

Les paraboles ont une tangente commune 4 l'infini,
et le foyer commun tient lieu de deux autres tangentes
communes (imaginaires). Donc, en vertu du théoréme V,
les six points ou les six tangentes rencontrent la droite &
I’infini sont en involution. Les six perpendiculaires issues
du point p faisant avec ces six langentes des angles égaux,
rencontrent la droite i I'infini en six points homographi-
ques aux six premiers (Géom sup., n® 652), et qui, par
suite, seront comme cux en involution. Donc il en est de
méme des six perpendiculaires.

C. Q. F. D.

Je ferai remarquer, en terminant, que toutes les pro-
positions qui font 'objet de cette Note ont leurs corréla-
tives qu'on démontrerait directement par des raisonne-
ments analogues. Ces nouvelles propositions qui sont
intéressantes, fournissent unc interprétation et une dé-
monstration géométriques trés-simples des divers théo-
rémes déduits de Panalyse par M. Magnus, de Berlin,
dans le tome VIII du Journal de Crelle, p. 51. Je me

propose de revenir ailleurs sur ce sujet.
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NOTE SUR LES OMBRES A LUMIERE PARALLELE
ou projections obliques des polyedres ,
sur leurs projections orthogonales et sur les changements de plans de
projections et rotations comme méthodes d ’enseignement ;
Par A. CHEVILLARD,

Professeur de Mathématiques et de Géométrie descriptive.

1. Depuis plusieurs années, on s’attache, dans les
classes de mathématiques, a proposer des problémes réel-
lement utiles, applications des théories enseignées. Cet
excellent usage n’est guére suivi pour la géométrie des-
criptive que dans les écoles professionnelles. C’est d’au~
tant plus regrettable pour les éléves des Lycées, qu'ils ont
des ressources qui manquent aux dessinateurs et aux mé-
caniciens. On peut s’en prendre avant tout & la plupart
des Eléments de géométrie descriptive qui ne présentent
pas de méthodes suffisamment pratiques. Ainsi le plan y
est toujours indiqué par ses deux traces, quand la con-
struction le donne ordinairement par trois points et sans
traces possibles. Les solutions des problémes sur le cylin-
dre, le cone, y exigent les traces de ces surfaces, tandis
que dans la pratique, ces surfaces étant le plus souvent de
révolution, la connaissance de leurs traces pour les tan-
gences, intersections, etc., devient tout i fait inutile.
C’est en suivant depuis longtemps un systéme entiére-
ment différent que j’ai reconnu, par 'expérience des ré-
sultats acquis, combien les idées de M. Olivier sont
propres a vulgariser et & faire avancer la géométrie des-
criptive. On me permettra de revenir tout & 'heure sur
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cc sujet qui semble acquérir une nouvelle opportunité:

2. Le probléme des ombres & lumiére paralléle pour
les polyédres pouvant s’aborder dés ’ouverture d'un cours
de géométrie descriptive, il sera intéressant pour les
commengants d’en faire des applications 4 Iarchitecture.
Etant donnés par les deux projections orthogonales les
sommets 1, 2, 3, 4, 5, etc., d’'un polyédre convexe P et
le rayon lumineux R, il s’agit d’en dessiner les faces ob-
scures, éclairées et les ombres portées sur les plans de
projection. On déterminera d’abord la brisée polygonale
B par laquelle le prisme paralléle ARet circonscrit a P
touche ce polyédre, brisée qui est en méme temps le con-
tour apparent de P vu dans le sens de R, et aussi ligne sé-
parative des ombres et de la lumiére sur ce corps. Pour
cela, on projettera parallélement a R tous les sommets
de P, soit sur les deux plans de projection, soit sur I'un
d’eux, en ne conservant que la premiére trace que fournit
Je rayon lumineux. Cela dépendra de Peffet qu’on vou-
dra rendre. Le polygone convexe 2* 3" 5% 6", etc., par
exemple, dont les cotés sont projections obliques d’arétes
de P et qui renferme certaines traces 1*, 4*, etc., donne
immédiatement la séparative 2356, etc., dont deux cdtés
présenteront peut-étre un coude sur les deux plans de
projection, et Fon pourradéja ombrer toute la partie plane
comprise dans 'intérieur de 2"3*5"... 7"8*, ombre portée
et projection oblique de P. Reste a indiquer en projections
les ombres propres, c’est-a-dire Jes faces obscures. Or
la connaissance d’une face obscure I' suffira pour trouver
toutes les autres, carsi F n’a aucune aréte de la sépara-
tive, toutes les faces adjacentes a F par quelque aréte se-
ront obscures, et si I tient a la séparative par quelque
aréte, la face I/ qui tient a IF par cette aréte est éclai-
rée, de sorte qu'on pourra, de proche en proche, re-
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connaitre toute la partie éclairée de P et il sera bien
d’indiquer dans P'ombre portée en plein ou par une cou~
leur désignée toutesles arétesdes faces éclairées pour y pré-
senter aspect de P vu en projection oblique parallélea R.

3. Cherchons donc une seule face obscure ou éclairée.
Ilest rare qu’a vue d’ceil on n’en apergoive pas une, attendu
que deux faces successives ont laméme maniére d’étre par
rapport a R toutes les fois que leur aréte commune n’est pas
sur la séparative. D’ailleurs, si une face est horizontale,
elle est éclairée ou obscure selon qu’elle est laplushaute ou
la plus basse de P, la lumiére venant de haut en bas. Si une
face est verticale, la projection R* seule indique si R la
rencontre. Remarque analogue sur I’emploi de R*. Une
observation trés-commode est que parmi les projections
obliques d’arétes comprises dans I'intérieur de 2% 3% 5%...,
on en trouve aisément deux qui se croisent en k, par
exemple, mais jamais plus pour %, P étant convexe; me-
nant par 2 un rayon en sens contraire de R , ou seulement
une seule projection R*, ce qui n’exige que la pose de I'é-
querre, sans rien tracer, on verra que R rencontre deux
arétes de P, ni plus, ni moins, dont la premiére sera en-
tiérement obscure, c’est-a-dire séparera deux faces ob-
scures. Enfin, si ’on ne trouvait pas un point 2 de cette
espéce (cas trés-rare), menez prés d'un sommet 5 de la
séparative et la rencontrantun plan vertical R*;il coupera
I'angle solide 5 selon un petit polygone trés-facile a ob-
tenir en projection verticale. Tout cOté de cette projec-
tion qui n’est pas rencontré par la direction R* indique
une face obscure. Ainsi soitle sommet séparatif 5 (fig. 1),
Paréte séparative 5a; le plan R* coupe les arétes 5a, 50,
5 ¢ aux points @, b, ¢, ce qui donne les droites ac et ab
comprises dans les faces 5ac et 5ab adjacentes a la sépa-
rative. glomme R’ ne rencontre pas ab, la face 5 ab cst
obscure, 5 ac est éclairée. Ainsi, en résumd, pas ou trés-
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peu de constructions a faire pour déterminer les faces
obscures de P.

Fic. 1.

4. Les faces obscures, c’est-a-dire invisibles dans la
direction R, sont déja indiquées dans I'ombre portée par
leurs arétes ponctuées ou d’une couleur peu tranchée;
mais sur les projections il faut teinter ces faces obscures
lorsqu’elles y sont visibles. Les faces visibles en projection
horizontale étant les faces éclairées par une lumiére ver-
ticale, on les reconnait tout de suite par la méthode pré-
cédente (n° 3) , puisque la projection P* donne la sépara-

.tive pour la lumiére verticale et que le plan R* devient
ici un plan vertical de direction quelconque. D’ailleurs
le croisement de deux projections horizontales d’arétes
résout tout de suite la question. Méme observation pourles
faces visibles en projection verticale. Ainsi I'on se pro-
cure aisément trois aspects du solide éclairés par la méme
direction de lumiére. Y

5. Quandle polyédre n’est pas convexe, qu'il présente
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des angles solides ou des diédres rentrants, comme dans
un escalier droit , la séparative pourra étre projetée obli-
quement en partie sur le plan horizontal, en partie sur
des faces de ces diédres, et, par suite, étre discontinue
dans Pespace, parce que R raserait a la fois deux arétesap-
partenant a deux faces d’un diédre ou méme & deux dié-
dres séparés, et viendrait ensuite rencontrer le sol. Cer-
taines arétes peuvent alors étre obscures dans une partie,
éclairées dans autre. En étudiant séparément les por-
tions convexes du polyédre, on aura liew d’appliquer les
principes précédents. On peut proposer, dans ce genre,
des sujets intéressants; mais je doute qu'un professeur
qui ne fait jamais de croquis, voie tout de suite les fautes
des dessins présentés , indique une direction meilleure du
rayon lumineux , etc (¥).

6. Enfin, on peut avoir des groupes de polyédres qui
se pénétrent ou non. Il faudra déterminer leurs intersec-
tions (Géométrie descriptive de M. Amiot) , déterminer
la séparative pour chacun d’eux. Les ombres pourront se
_porter les unes sur les autres sans crottre d’intensité, de
facon que les ombres des corps les plus prés du plan ho-
rizontal par rapport a R sont plus noires et traversent en
restant sensibles les ombres des corps moins rapprochés.
Il me parait difficile d’indiquer des moyens généraux ayant
assez de précision pour s’appliquer tout de suite a tous
les cas. On remarquera principalement qu’aussitdtqu'une
séparative d'un corps porte ombre sur une face éclairée
d’un autre corps, cette ombre reste dans cette face éclai-
rée ou continue jusqu’a la rencontre d'une séparative de
ce deuxiéme corps; en ce point le rayon lumineux rasant
deux séparatives, il en résulte I'intersection de deux om-

(*) Dans le dessin des machines, les ombres portées embrouillent sou-

vent plus qu’elles n’éclaircissent. Elles ne sont utiles que pour accuser la
forme des surfaces courbes. T,
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bres portées sur un. troisiéme corps ou sur le plan hori-
zontal , etc.

7. Je terminerai en faisant observer que les projets
d’architecture et les dessins topographiques sont éclairés
par de la lumiére dite a 45 degrés, locution mal comprise
de beaucoup de praticiens. Les projections du rayon sont,
en effet, inclinées & 45 degrés sur la ligne de terre, mais
le rayon lumineux fait avec chaque plan de projection
I'angle que fait la diagonale d’un cube avec la diagonale
d’une de ses faces qui part du méme sommet, angle trés-
facile a calculer.

8. Le probléme des ombres d’un polyédre pourrait se
résoudre par deux changements de plans de projection
qui rendraient R perpendiculaire au dernier. Ce moyen
sera en général trop compliqué. On en accuserait a tort
la transformation des projections. Cette méthode devra
toujours étre préférée chaque fois qu’en particularisant
les données par rapport aux deux plans de projection,
sans rien changer & leur position relative dans Uespace,
on trouvera une solution immédiate du probléme, ce qui
u’est pas le cas actuel. Faute de bien entendre cette con-
dition, la méthode des changements de plans d’Olivier,
si simplement exposée dans I'ouvrage de M. Amiot, sou-
léve encore maintenant de nombreuses critiques. Je vais
prouver qu’elles sont toutes tirées de I'ignorance du su-
jet. .
9. L’opposition aux transformations de projections et
rolalions se résume dans les quatre motifs suivants :

1°. Ces méthodes sont inutiles, puisqu’on faisait de la
Géométrie descriptive avant M. Olivier.

C’est exactement comme si ayant su autrefois, je sup-
pose, discuter analytiquement les propriétés géométri-
ques des courbes, sans le probléeme de la transformation
des coordonnécs , on renoncait a refaire aujourd’hui cette
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discussion par le secours de ce probléme. Mais ici il y a
plus encore. Sil'on voulait se donner la peine d’cxaminer
"avant de critiquer, on verrait que les anciennes explica-
tions données pour calculer par les projections la distance
de deux points, les angles des droites , des plans, etc., de-
viennent inutiles par I'emploi des changements de plans
et rotations, lequel fait d’abord retrouver les construc-
tions usitées et disparaitre en méme temps tous ces cas
particuliers dont plusieurs livres élémentaires sont rem-
plis, parce que ces explications soi-disant générales y de-
venaient réellement insuffisantes. Dans notre systéme
d’enseignement, le procédé d’exécution étant aussi uni-
forme que général, il suffit d’énoncer quelques-uns de ces
cas pour que les éléves les résolvent immédiatement et de
la maniére la plus simple.

2°. Les épures faites par ces méthodes sont compli-
quées et confuses. On wvoit un changement de plan, on
se perd dans plusieurs.

1l faut faire attention que la pratique des changements
de plans et rotations doit étre raisonnée avant toute ap-
plication , que ses qualités principales sont, au contraire,
de permettre de rejeter loin du résultat & obtenir les con-
structions auxiliaires pour donner a ce résultat toute l'ex-
pression désirable, qu’on n’emploie pas indifféremment un
changement ou une rotation, qu’il y a des régles trés-sim-
ples pour rendre visuelles toutes les constructions qui en ré-
sultent, qu’il n’y a aucune nécessité de voir 'ensemble
des opérations fournies par trois changements (cas trés-
rare), qu'on 'a jamais besoin de regarder que la der-
niére ligne de terre, et qu'enfin une régle trés-facile évite
méme la vision dans P’espace en la ramenant par cette vi-
sion méme a lalecture sur le papier (t. XIII, p. g1).

3°. Cette régle n’est qu'un mécanisme, et il faut reje-
ter toutes ces méthodes réduisant Uesprit au réle de ma-
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chine, parce que, dit-on, leur application n’exige aucun
raisonnement.

On oublie précisément de prouver que ces méthodes
sont dans ce cas. Est-ce que toutes les régles d’arithméti-
que, les évaluations géométriques, les formules d’algébre,
des calculs différentiel et intégral, etc., ne sont pas des
mécanismes ingénieux dont Veffet est démoutré a priori
satisfaire au but proposé ? Mais d’abord si I'on interdit
les changements de plans et les <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>