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N O U V E L L E S M A L E S 
DE 

MATHÉMATIQUES 

On entend souvent parler des comètes et de la détermi-
nation provisoire de leurs orbites paraboliques au moyen 
de trois observations. Je crois être agréable à nos lec-
teurs en leur offrant pour étrennes un calcul de comète 
d'après la méthode d'Olbers perfectionnée par Gauss. 
Nous sommes entrés dans une ère de calculs, soit : je 
crois qu'il vaut mieux que la jeunesse s'occupe de cal-
culs concernant les affaires du ciel que de ceux qui se 
rapportent aux affaires de la Bourse. Ce n'est pas là l'o-
pinion du monde 5 mais je pense avec Rollin qu'il faut 
enseigner dans les collèges principalement ce qu'on n'ap-
prend pas dans le monde et quelquefois même Topposé de 
ce qu'on y apprend. 

OBSERVATIONS DE LA SECONBE COMÈTE DE L ' A M 1 8 1 3 , 
Faites dans l 'Obsenaloire de Gotlinguc, 

Avec quelques anuolalions relatives au calcul des orbites paraboliques ; 
PAR CHARLES-FRÉDÉRIC G A U S S . 

Lu à la Société royale des Sciences, le 10 septembre 1813. 

A partir du 7 avril, j'ai commencé à observer moi-
même, à notre observatoire, la comète découverte le 
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3 avril de celle année, par mon très-cher collègue 
M. Harding , dans la constellation du Taureau de Ponia-
lowski. Voici les déterminations qu'il a été possible d'ob-
tenir au moyen d'un microscope circulaire adapté à un 
télescope de i o pieds : 

1813. T. M. DEGOTTING. ASC. DR. APPAR. DÉCLIN. APPAR. 

A v r i l 7 

9 

11 
>4 

2 i 

h m S 
l 3 . 12. 3 

i 3 . 3 5 . 4 0 

i3.17.43 

i 3 . 7 . 3 6 

I 3 . 2 3 . 0 0 

0 / // 
2 7 1 . 7 . 1 9 , 3 

2 7 0 . 1 0 . 3 3 , 5 

2G9. 1 . 1 9 , 9 

2G6.44. 5,5 
25G .39 1 9 , 3 

0 / // 
5 . 3 4 . 3 6 , 7 b o r . 

4 . 11 . 3 , 4 

2 . 3 3 . 0 , 7 

0 . 3 3 . 0 , 8 a u s t . 

1 2 . 5 7 . 5 6 , 0 

Ensuite Harding a fait au quart de cercle mural les 

observations suivantes : 

1815. T. M. DEGOTTING, ASC. DR. APPAR. 

« / f/ 
2 5 6 . 3 4 . 1 9 , 6 

2 4 8 . 2 3 . 2 1 

2 4 4 . 4 4 - 4 2 

DÉCLIN, APPAR-

A v r i l 21 

24 

25 

h m S 

,5. 7.2, 
I 4 • 2 2 . 5 o 

14 . 4 . i l 

ASC. DR. APPAR. 

« / f/ 
2 5 6 . 3 4 . 1 9 , 6 

2 4 8 . 2 3 . 2 1 

2 4 4 . 4 4 - 4 2 

0 f f/ 
i 3 . 2 . 2 6 , 5 aust. 

2 1 . 4 5 . 2 

2 5 . 1 0 . 4 2 

Le 24 et le 25, la comète était extrêmement remarqtiable a 
l'œil nu*, les ntiits suivantes, un ciel couvert de nuages 
et le mouvement rapide de descente australe de la comète 
mirent fin aux observations. 

Il me parait superflu de consigner ici les éléments pa-
raboliques que j'ai déduits toutde suite des trois premières 
observations, car j'ai c onfié le soin de calculer ces élé-
ments avec beaucoup plus d'exactitude à un calculateur 
très-exercé, au docteur Gerling. C'est à lui que nous de-
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VOUS les éléments corrigés suivants, adaptés autant que 
possible à toutes nos observations et à celles que nous a 
transmises Olbers. 

Logarithme de la distance périhélie. . . . 0,0849212 
Temps du passage au périhélie au méri-

dien de Gottingue, mai i8 i3 19,44^07 
Long, du périhélie 197°43' 7^,7 
Long. du nœud ascendant 4^ • 4® • ' ̂  > ̂  
Inclinaison de Torbite 81. 2.11,8 
Mouvement rétrograde. 

Observations (TOlbers. 

1815. T . M. DE BREM. ASC. DR. APPAR. 

1 

DÉCLIN. APPAR. 

A v r i l i 4 

i 5 

19 

21 

24 

25 

h m s 
l 3 . 3 l . 4 

1 2 . 1 4 . 3 9 

1 1 . 3 8 . 0 0 

1 2 . 0 0 . 3 5 

1 1 . 5 8 . 3 8 

I I . 4 1 . 3 o 

12. 5 . 3 8 

0 / // 

2 6 6 . 4 2 . 5 1 . 2 

2 6 5 . 4 8 . 4 7 , 9 

2 6 0 . 4 0 . 3 9 , 1 

2 5 6 . 5 1 . 5 9 . 3 

2 4 8 . 4 3 . 5 7 , 7 

245. 8 . 1 8 , 0 

245. 4. 3 ,0 

" / // 
0 . 3 4 . 2 , 8 a u s t . 

1 . 4 6 . 4 , 5 

8 . 1 5 . 2 3 , 7 

1 2 . 4 2 . 5 4 . 3 

2 1 . 2 5 . 9 , 8 

24.49 2,4 
2 4 . 5 4 . 1 6 . 4 

Observation de Bouvard h l'Observatoire de Paris. 

1815. T . M . DE PARIS. ASC. DR. A P P A R . DÉCLIN. APPAR. 

A v r i l i 3 
h m S 

16.22. 2 
O f t / 

267.27.18 
0 f 1/ 

0 . 2 4 . 4 0 t>or 

Le tableau suivant contient les différences entre les 

observations et celles qui résultent des élémenls rappor-
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lés ci-dessus : 

DIFFÉRENCES. 

OBSERVATEURS. 

Ascension droite. Déclinaison. 

// // 
A v r i l 7 3 , 8 -+- 8 , 5 G a u s s . 

9 ,0 H - 3 4 , 3 G a u s s . 

11 — 5 - G a u s s . 

i 3 — I - 0 , 4 B o u v a r d . 

— 7 — 38,6 G a u s s . 

- f - 3 , ' 7 - 8 , 4 O l b e r s . 

1 f) — 0 , 9 - i - 38,7 O l b e r s . 

' 9 — •25, , I O l b e r s . 

A 1 — — 5 9 , i O l b e r s . 

— 3( ) , I — 5 , 3 G a u s s . 

— 33 , 8 - 2 4 , 1 H a r d i n g . 

— - 4 1 , 4 O l b e r s . 

(> •— 1 1 , ( ) H a r d i n g , 

>5 — 3:5 - 6 7 , 8 O l b e r s . 

_ O l b e r s . 

9 ' / H a r d i n g . 

On a ICDii compte de Faberralion et de la parallaxe. 
On me permettra d'ajouter ici quelques abréviations 

(le calcul dont j'ai fait souvent usage dans la première 
détermination de Forbite parabolique selon la méthode 
d'OIbers, abréviations qui rendent cette méthode, déjà 
si expéditive, encore plus courte et mieux propre aux 
applications numériques. Ces abréviations sont relatives 
au calcul des rayons vecteurs et principalement au calcul 
de la corde qui joint le premier au dernier lieu observé. 
Olbers fait usage d'expressions de cette forme y/f-\-gp-{-hp^ 
et détermine les c o e f f i c i e n t s g ^ /¿par des opérations 
assez simples, mais qui exigent, pour obtenir une préci-
sion suffisante Jcs grandes l'abK s logarithmes avec sept 
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OU du moins avec six figures décimales. J'ai remplacé ces 
expressions par d'autres qui paraissent être quelque peu 
plus commodes pour le calcul, et présentent aussi cet avan-
tage de ce que les petites Tables de logarithmes avec cinq dé-
cimales peuvent suffire à toutes les opérations. Le point 
essentiel porte sur les considérations suivantes. Soient : 

©5 O ' , les longitudes du Soleil dans la première, 
deuxième et troisième observation ; 

R , R', R'^ distances du Soleil à la Terre -, 
a , a', a'', longitudes géoeentriques de la comète j 
ê , latitudes géocentriquesde la comète-, 

r̂ , r"̂  distances de la comète au Soleil ; 
p, distances raccourcies de la comète à la Terre^ 
t̂  //, temps des observations \ 
A, corde qui réunit le premicrWGxx an troisième lieu de 

la courbe; 

P 

Cela posé , on voit facilement que l'on a 

( I ) r = v/(pcos a—RcosOj ' - f - (psina — Rs in© } ' + lang- ê, 
/r(Mp cos a R " c o s ( M psin a"—R'̂ sin Q"Y 

' ' ~ V L 4-M^pnang^r, 

-V 
(Mpcosa" — pcosa— R"rosO''4-R€os 0)2" 

- (Mpsina''— psin a —- R"sin Q " R s i n Q)'̂  
-(Mptangê" —ptangB)^ 

les équations (1) et (9.) développées prennent cette forme. 

- \ / ~ ^ W P R " COS ( « " - O " ) + 
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En posant donc 

cos6 cos(a — 0 ) = cos ]/, 

R sin ip = B, 

c o s r cos(;x''— = c o s f S 

nous aurons 

Introduisons cinq quantités auxiliaires g". G , , H , ^ 
déterminées par ces équations , 

R'' cosQ" — R c o s G == gcosG , 

R'' sin O " — R sin O = gsin G , 

M cosa" — cosa ~ ^ cosÇ cosH, 1 

M sin a" — sin a == cos Ç sin H , 

M tangê" — tangg = h sinÇ. 

La formule (3) se change en celle-ci : 

/r(p/i cos^ cosH —g^cosG)'-4-fp// cosÇsinH--g'sinG)2 

y L H- p' sin' p 

= V^p'/i'— 2p Agcos^ cos (G — H) -h 

Ainsi, si nous posons 

cosÇcos-(G —- H) = cosg), 

on aura 

= v/(p/i — A ' ^ 

Si, de plus, nous posons (P A — g C O S Q = //, 

k =z V^mTÂ^. 
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Nous croyons qu'il sera agréable à un grand nombre 

de lecteurs si nous indiquons non-seulement la liaison 
bien ordonnée de toutes les opérations relatives à ces 
transformations, mais encore si nous y ajoutons les opé-
rations finales de manière que l'on trouve ici réuni tout 
ce qui est exigé pour le premier calcul des orbites para-
boliques. Nous éclaircirons en même temps les règles par 
des applications numériques prises dans les observations 
sur notre comète. Nous choisissons celles des 7, i4 et 
21 avril. La réduction de ces observations fournit les 
données suivantes : 

t =z 7,55OO2, 

14,54694, 
21,59931, 

a = 27I«.I6'.38'', 

a = 266. 27 . 22 , 

a' '=256.48. 8, 

6 = 4- 29®. 2'. o " , 

6' = 22. 52 .18 , 

-4- 9 . 5 3 . 1 2 , 

©'==24.38.45, 
0 " = : 3 i . 31 .35 , 

log R = 0,00091, 

i o g R ' = 0,00175, 

l o g R " = 0,00260. 

i . La première opération consiste dans la détermina-
tion de la valeur approché de M , au moyen de cette for-
mule , 

M 
t" — t' tangg' sin (a — Q ) — tang g sin [a! — Q') 

'' T ^ t tang sin (A '— ) — tang sin (A' '— Q " ) 

Dans notre exemple, on trouve 

logM=: 9,75799. 

IL II faut déterminer maintenant les quantités G , 
/i, H, ^par les formules suivantes, qui sont équivalentes 
à celles qui ont été données ci-dessus, mais qui sont plus 
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commodes pour le calcul : 

R-cos ( G ' ' - O ) - = ^ COS ( G - O ) , 

M — cos(A" — A) = cos Ç cos (H — A , 

sin iot!' — ol)=z h cos ^ sin ( H — a' ' ) , 

M tang — tang 6 ^ sin . 

On a 

H = 109°. 5 ' . 4 9 % 

^ = 4 4 . I 3 . 9 , 

LOGA = 9 , 8 1 4 7 7 . 

111. Ensuite nous poserons 

COSÇ COS (G — H) COSIP, 

OOSÊ COS (A — G ) ~ COS^P, 

œsS'̂ cos ( a''— G") , 
G^SIN^ A , 

R SIN =R B , 

S i , par hasard, les cosinus des angles cp, ^, diiTèrenl 
peu de Tunité, il faudra se servir de Tables à six ou 
même à sept figures décimales. 

D'ailleurs, il n'est pas nécessaire d'évaluer ces angles 
en degrés, minutes et secondes^ il suflit de passer tout de 
suite des logarithmes des cosinus aux logarithmes des si-
nus. 

Dans notre exemple, on trouve 

log A = 9,22,527 , 

1 0 - 6 = 9 , 9 8 7 0 6 , 

logB''~ç),86o38. 
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IV. Enfin , on pose 

h cosê = A, 

- M - - * ' 
^ cos (p — 6 R cos = c, 
^cos^ — r R ^ c o s f 

Dans noire exemple, on a 

log^ ==9,75645, 

log h"= o j O5O28 , 

c•== H- o, 31365, 
+0,95443. 

V. Tout étant ainsi préparé, les rayons vecteurs /', r" 
et la corde h dépendent de l'inconnue u par ces relations, 

+ • B . , 

k zzzs^ii' . 

On détermine celte inconnue 11 par des essais y de manière 
qu'elle satisfasse à l'équalion 

OÙ m désigne un nombre de jours 9 , 6 8 8 7 4 0 1 , et 

log m = 0,9862673. 
3 

Il faut donner le signe 4- à la quantité (r -f- r̂ ^ — 

si le mouvement héliocentrique de la comète dans Tin-

(*) Célèbre théorème d'Euler sur les propriétés dynamiques des corde» 
de la parabole, généralisé par Lambert pour toutes les coniques. Nous 
donnerons une démonstration du théorème général. TM. 
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tervalle t"— t surpasse Tangle i8o degrés; mais ce cas 
ne peut jamais arriver dans les suppositions sur lesquel-
les est fondée la première détermination de l'orbite. Il 
est presque inutile d'avertir que pour calculer r on intro-
duit un angle auxiliaire 0, tel que 

— — = tang 0, 
u c ^ 

d'où 
B 

et de même pour r̂ ' et A : et chacun voit facilement com-
bien il est extrêmement commode de pouvoir faire usage 
dans ces calculs de notre Table pour trouver immédiate-
ment les logarithmes des sommes et des différences. 

Dans notre exemple, on a 

l o g ^ — ^ = 0,16139, 

et, après un petit nombre d'essais, on trouve 

« = o, 24388. 

VI. La quantité u étant connue, nous aurons 

logp = 9 , 8 O 3 6 4 , logp'' = 9 , 5 6 I 6 3 . 

Les opérations restantes sont assez connues ; mais, pour 
que tout s'y trouve, il nous paraît convenable de consi-
gner encore les formules restantes dont nous avons cou-
tume de nous servir. 

Soient donc : 
i , V'̂  les longitudes héliocentriques delà comète dans 

la première et la troisième observation-
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^ j les latitudes héliocentriques ; 
r, r"^ les longitudes dans l'orbite -, 
Q , longitude du nœud ascendant -, 

l'inclinaison de l'orbite à prendre entre o et 90 degrés 
si, selon le mode ordinaire, nousdislinguons le mouvement 
direct et rétrograde^ 

co, longitude du périhélie 5 
T , temps du passage au périhélie^ 

distance dans le périhélie. 
VII. On trouve les positions héliocentriques par les for-

mules 
pcos(a — O ) — R = rcospcos(> — © ) , 

p sin (a — O ) = ' ' p sin (> — O ) , 

ptaDgP^r/'sinp, 

sin [a" — O " ) = cos^'' sin ( V 

L'accord des valeurs des rayons vecteurs /', r" déduites de 
ces formules, avec les valeurs trouvées ci-dessus, peut 
servir de contrôle. Le mouvement est direct ou rétro-
grade, selon que V est supérieur ou inférieur à 1. 

Dans notre exemple nous trouvons 

) i4 ° .5 i ' .39" , log r ==0,13896, 

223.6 .55 , 2 . 4 9 . 2 8 , l o g r " = : 0,11068; 

ainsi le mouvement de la comète est rétrograde. 
VIL Pour trouver la longitude du nœud et l'inclinai-

son , on prend les formules 

± t'̂ ng tangi sin (X — 

. tangS" — t a n g p c o s ( V ' — > ) , . 
s i n ( r - ^ > 0 ^ = tang. cos 

le signe supérieur est pour le mouvement direct et l'infé-
rieur pour le mouvement rétrograde. 
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Ensuite, les longitudes dans Torbite se déduisent des 

formules 

cos/ 

^ — Qn ^ — Çl doivent se prendre respectivement dans 
le même quadrant dans lequel se trouvent 1 — Q et 
r - Q . 

Pour notre comète, nous trouvons 

Q = 4 2 0 . 4 0 ' . 8 % 

/ = 81 . 1. 3, 
P = 237.43. 7, 

225. 3i .3?. 

IX. Les formules suivantes donnent la longitude du 
périhélie et la distance dans le périhélie : 

p) 1 _1_ 

s i n i K -

pour notre comète, 

W — 1 9 7 " 3 7 ' 5 I " , LOG</= O , 0 8 4 6 9 . 

X. Enfin, on déduit des Tables de Barker les mouve-
ments moyens qui correspondent aux anomalies vraies 
u — w, — 0) ou 0) — r, 0) — 

Représentant ces mouvements moyens par M e t M '̂, 
on a 

T = f Q= M nq' =z t" =p M'' ; 

les signes supérieurs si dans le mouvement direct W, 
^ oi) ou dans le mouvement rétrograde <" h), ot), 
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et les signes inférieurs dans le cas opposé. La quantité h 
est constante et son logarithme égale 0 , 0 4 9 8 7 2 8 . L'accolé 
des deux valeurs de T fournit un moyen de contrôle, 

bans notre exemple, nous trouvons 

T = 4 9 , 5 i 8 , 
T = 49,517; 

Ainsi on peut adopter pour le temps du passage par le 

périhélie : mai 19,5175. 
Si, au moyen de ces éléments, on calcule le Heu géo-

métrique pour l'observation intermédiaire (i4 avril), on 
trouve pour longitude 266® 27' 15", latitude 22® 5 2'18 bor. 
Celle-ci ne diiïère que de 7 secondes, l'autre s'accorde 
entièrement avec l'observation. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES (Fin) 
(voir tome XIV , page 394). 

Exemple : 
X — tang^ = o, 

équation que l'on rencontre dans la théorie des oscilla-
tions des corps élastiques et dans la théorie de la chaleur. 

On peut écrire 
X cos X — sin X 

— o, 
cos X 

et démontrer comme ci-dessus que les racines de l'équa-
tion 

I 
=r o 

n'appartiennent pas à l'équation ; il suffit donc de corisi-

Ann. de Mathémat.. t. X V . (Janvier i856.) 2 
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dérer seulement l'équation 

X coso: — sin jr = o. 

A chaque racine a correspond une racine — a ; on n'a 
donc besoin que de chercher les racines positives. La 
plus petite de ces racines est zéro. 

f " (x) = cosx -h sinjc), 

f [x) =z — xsmxy 

/(x) = xcosx — sin^, 

Ci) étant une très-petite quantité, on obtient 

n x ) , /'(x), /{x), 

H 

(90") H 

il n y a donc pas de racines entre o et 180®, et non plus, 
évidemment, entre 90 et 180 degrés. 

On a 

(180" w) 4- H 
(270°). -f-

Il y a donc une racine entre ces limites-, en les resserrant, 
on trouve 

-f- -f- — 

( 4 4 ) 2,3, 4,187, 0,4006, 

4- -h H-
( 4 , 5 ) 1,9^. 4 , 3 9 8 8 8 5 , 0,028949. 

(Il faut se rappeler que l'arc dont la longueur est 4À 
[rayon égale i ] , contient 252® 6' 5'^, etc.) 

2 ,3 

limite extrême égale 4,5. 
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0,028 . • . 
— = 0,00... (car 2/2 -f- A = o). 

I approximation : 

4 , 5 - 0 , 0 1 = 4 , 4 9 , / { 4 , 4 9 ) < O , 

ainsi la racine est entre 4,49 4?5. 
4,5 est encore limite extrême : 

L ^ L ^ L L = 0 , 0 0 6 5 {4/^^->T = 4 ) . 

2® approximation : 

4 , 5 - 0 , 0 6 6 = 4,4934, / ( 4 , 4 9 3 4 x 0 , 

ainsi la racine est entre 4^4934 4,49^3 ^ 

/(4,4935) 0,000396339 , 

y^r!^)=-4738^7 == + ^ = 

3® approximation: 

4,4935 — 0,00009036 = 4>49340964? 

exacte jusqu'à près; cette valeur correspond à un 
arc de 257^27' 12'',9268. Euler trouve 

257^27' 12'̂  = 4,49340834; 

Poisson trouve 4?4933i, expression déjà fautive à la qua-
trième décimale, il faut lire probablement 4^4934* (*) • 

On trouve de la même manière les autres racines qui 
sont en nombre infini. 

4® Exemple : 

( 4 — 3 ̂  sin X — 4 COS = o . 

C*) Mémoires de l'Académie des Sciences, t. VIU, p. 420. 
Poisson donne pour valeur de la seconde racine 7,78747 ; inexact dès 

la seconde décimale. La vraie valeur est 7,726. 

2. 
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Cette équation se présente dans la théorie des oscillations 
d'une sphère élastique. 

A chaque racine positive a correspond une racine né-
gative — a. Il suffit de chercher les racines positives. 

/ ( X ) = ( 4 — 3 sino: — COSJC, 

(x)z=: — (3 X COS J: -Í- 2sinx), 
f" [x) = — 2) sinj: — 8x cosx; 

la fonction f" (x) reste toujours négative dans l'inter-
valle de .r = o à X = 

Dans cet intervalle f ( x ) peut être prise pour fonction 
déterminante 5 w étant un très-petit arc, on obtient 

H 

( 4 5 ^ ) - - -

il n'y a donc pas de racines entre o et 45 degrés. 
(x) change de signe dans l'intervalle de 45 à 90 de-

grés -, on ne peut donc prendre/ '' (x) pour fonction déter-
minante-, on pourrait diviser cet intervalle en d'autres 
intervalles plus petits et de manière que/'' [x) ne change 
pas de signe, mais il est plus court de prendre les déri-
vées supérieures. 

( a? ) ( 3 — I o ¡ cos r - h 14 sin a;, 

/'^(j?) = (24 — 3x')sinx -+- 20a;coso-, 

f̂ "̂  (jc) reste constamment positive entre o et 90 degrés ] 

on a les deux suites 

(o) . . . . 
(90") H- -h H 

Il y a une variation dans chaque suite, par conséquent 
point de racines entre o et 90 degrés. 

Dans l'intervalle de 90 à 180 degrés (x) reste posi-
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tive et Ton a 

(gû'̂ ) 
(180«) -t- + 4- 4-

Il existe donc une racine entre 90 et 180 degrés, c'est-à-
dire entre x =i,5yoyg5i etx= 3,1415927. Resserrant 
ces limites, on trouve 

-+- + — 

(2.5 ) 26,04, 12,029, 0,816, 

+ -4- -4-
(2.6 ) 27,2, 14 ,707, 0,519. 

2.12,029 ' ' 

ainsi la condition n ^ i — k n'est pas remplie. Resser-
rant encore les limites, 

-h — 
(2.56 ) 26,81, 13,901, 

4- -f- -h 
(2.57 ) 26,92, 13,88437, 0,09057. 

26,02 

la condition est remplie; la limite e.rireme est 2.57, le 
quotient 

approximation : 

2,57 — o, 0066 = 2,5634, 

valeur trop petite. 
Dans l'opération suivante, on obtient la valeur exacte 

jusqu'à la huitième décimale (4^ -f- â = 8). 
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/(2,5635) o,oooqoï57 a 

Ainsi la 2® approximation est 

2,5635 — 0,00006577 = 2,56343423. 

Poisson trouve 2,56334 [Mémoires de VAcadémie des 
Sciences, t. VIII, p. ^lo). 

Il n'y a pas de racines entre 180 et 270 degrés ; il en 
existe une dans le quatrième quadrant et f" {oc) reste 
toujours négative dans cet intervalle ; on peut donc la 
prendre pour fonction déterminante. 

— — -h 
75,7» 100,34, 

( ^ , 1 ) 67,95, 107 ,53, 4,38. 

On déduit successivement : 

I approximation 6, o5 

2® approximation 6,o586 

3® approximation... . . 6,0586701 

Poisson trouve 6,05973. 
Le nombre des racines est infini 5 la est comprise 

entre [n — et m:. 
Observation, Dans la dernière édition de l'excellente 

Algèbre de M. Bertrand, on donne une théorie simple 
des approximations pour les équations transcendantes, 
convenable aux examens, très-utile aux candidats. En 
fait d'approximations, les méthodes générales ne dispen-
sent jamais d'imaginer des procédés particuliers pour des 
cas particuliers. 
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SUR UNE ASSERTION DE GOLDBAGH RELATIVE 
AUX NOMBRES IMPAIRS , 

PAR M . S T E R N , 

Professeur à Gottingue. 

Dans la Correspondance mathématique et physique 
de quelques célèbres géomètres^ on lit (t. I, p. DpS) un 
théorème sur les nombres que Goldbach avait trouvé par 
induction, savoir que tous les nombres impairs sont de 
la forme p + où p désigne au nombre premier, 
a un nombre entier ou zéro. Si ce théorème était vrai, il 
s'ensuivrait donc que tout nombre impair non premier est 
de la forme p-^-ib^ ^p étant un nombre premier et b un 
nombre entier plus grand que zéro, pendant que les 
nombres premiers ne sont pas tous de cette forme. Euler, 
auquel Goldbach avait communiqué ce théorème, dit 
l'avoir vérifié pour tous les nombres plus petits que looo 
et il ajoute qu'il a examiné beaucoup de nombres phis 
grands sans trouver une exception, et que par cette rai-
son il croit ce théorème généralement vrai sans pourtant 
le vouloir garantir page 596). D'un autre endroit 
(p. 606) on doit conclure qu'Euler a examiné au moins 
tous les nombres jusqu'à aSoo. 

Il y a quelque temps, j'étais conduit à répéter le cal -
cul d'Euler sur tous les nombres plus petits que 1000 et 
je remarquai alors que les nombres premiers plus petits 
que cette limite qui ne sont pas de la forme p -h 2 
sont tous de la forme 6 az -f- 5 : ce sont les nombres 17, 
187, 227,977, pendant qu'il existe beaucoup de nombres 
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premiers qui sont en même temps de la forme 6 « H- 5 et 
de la forme p ^ comme, par exemple, le nombre 

4 i . C'est pour cela que j'engageai plusieurs jeunes géo-
mètres étudiant à Gottingue à continuer le calcul. Ils ont 
d'abord examiné tous les nombres jusqu'à 6000, et cela 
a conduit au résultat remarquable que le théorème de 
Goldbacb esl faux. En effet, on trouve dans l'intervalle 
indiqué deux nombres impairs composés qui ne sont pas 
de la forme le nombre 5777 = 53.109 et le 
nombre SggZ = i3.46i. Mais nous avons pu remarquer 
en même temps qu'encore dans cet intervalle tous les 
nombres premiers ou composés qui ne sont pas de la 
forme -f- , sont tous de la forme 6« + 5. Il y en a 
huit, savoir: 17, 137, 227, 977, 1187, i493, 5777, 
5993. Le calcul continué jusqu'à 9000 n'a plus donné 
aucune exception à la règle de Goldbacb^ c'est-à-dire que 
tous les nombres impairs renfermés entre 6000 et gooo 
sont tous de la forme/; -h Il est donc prouvé par le 
calcul que tous les nombres impairs plus petits que 9000 
qui ne sont pas de la forme 6/i -h 5, sont de la forme 
^ 2 et l'on peut demander si le théorème de Gold-
bach n'est pas au moins généralement vrai sous cette 
restriction. 

PROBLÊME SUR LES COURBES DU TROISIÈME ORDRE; 

PAK m. p o u d r a . 

Deux courbes du troisième ordre passent par les quatre 
points communs c , d^ en outre la première passe 
par les cinq points i , 2, 3, 4 ? 5, et la deuxième par les 
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points i ' , 2', 3' , 4'? ce qui détermine complètement 
les deux courbes. On demande de trouver la section co-
nique qui passe par les cinq autres points inconnus d'in-
tersection des deux courbes. 

Par les quatre points , è , c , î/ , on trace les cinq co-
niques qui passent successivement par chacun des cinq 
points 1 , 2 , 3 , 4 , 5 . 

De même par les quatre points a , ¿ , c , rf et les cinq 
1', 2', 3', 4', 5', on fait passer cinq autres coniques. 

En un des points communs, tel que a , on mène les 
tangentes à ces deux séries de cinq coniques. On a ainsi 
deux faisceaux de cinq tangentes. 

On détermine (Jans le plan le point P, d'où les cinq 
points 1 , 2 , 3 , 4 , 5 sont vus sous un faisceau homogra-
phique à celui des cinq premières tangentes ; et de même 
le point P', d'où les cinq points i ' , 2', 3', 4'? 5' sont vus 
sous un faisceau homographique à celui des secondes tan-
gentes. On sait que le point P appartiendra à la première 
courbe du troisième ordre et le point P' à la seconde. 

Si l'on voulait déterminer une infinité de points de ces 
deux courbes , on ferait passer par les quatre points a , 

c, une infinité de coniques. On déterminerait leur 
tangente à un point commun a. On aurait un faisceau de 
tangentes, auquel correspondrait au point P un faisceau 
de droites, homographique avec celui des tangentes ; 
mais de même au point P' on aurait un autre faisceau, 
homographique avec ce même faiscçau de tangentes : donc 
ces deux faisceaux ayant pour sommet les points P et P', 
seront homographiques entre eux 5 par conséquent, les 
rayons homologues se couperaient suivant une section 
conique C passant par P et P'. Or, d'après la description 
des courbes du troisième ordre ^ n ñ é e par M. Chasles, 
chaque rayon de chaque faisceau êoupe la conique corres-
pondante en deux points de la courl>e du troisième ordre, 



donc on peut ainsi déterminer un nombre infini de points 
des deux courbes du troisième ordre; parmi les points, 
se trouvent les cinq points communs d'intersection de ces 
deux courbes correspondant à cinq coniques communes : 
donc ces cinq points se trouveront sur la conique C ci-
dessus qui passe par les points P et P ' et qui contient tous 
les points d'intersection des deux faisceaux dont ces deux 
points sont les sommets. 

Ce problème peut servir à résoudre le suivant : 
Étant donnés les cinq points a , b , c , d, e communs 

à deux courbes du troisième ordre, déterminer les 
quatre autres points d'intersection de ces deux courbes. 

On construira : la conique ci-dessus relative aux 
quatre points a^b ^c .̂ d., puis celle qui est relative aux 
quatre points a , c et e. Ces deux coniques se cou-
peront généralement en quatre points qui seront les points 
cherchés. 

QUESTIONS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES. OCTOBRE 1 8 5 5 . 

Mathématiques. 

Similitude des figures planes. 

Physique. 

1°. Galvanomètré multiplicateur. 

Ammoniaque. 

Histoire naturelle. 

1 ®. De 1 a digestion des mammifères. 
'2̂ , Fonctions des rïcines. 
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QUESTION. 

314. Construire la courbe à équation polaire 
ï 

VI — c'sin'y 

et en donner ad libitum Faire. 

SOMMATION DES DEUX SUITES 
71 — n n = n 

P A R L E P . P E P I N , S . J . 

Le P. Riccati, dans son Mémoire De sericbus summam 
algcbraicam vel exponentialem recipientibus, donne la 
somme de la série 

Je me propose d'exprimer auôsi par un nombre limité de 
termes algébriques ou exponentiels la somme de la série 
plus générale 

n — n 

2 (a 4 - i j ^ ' A " - ' . 

(*) C'est le P. Lecointe qui m'a fait connaître cette série et qui m'a en-

gaffé à cntreprendrc.rétudc dont je doniic ici les principaux résultats. 
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d'où Ton pourra déduire la somme des puissances sem-
blables des termes d'une progression arithmétique, ainsi 
([ue la somme d'une série analogue 

n = n 

en désignant avec Vandermonde par [ a -h n —i]®^ la fac-
torielle 

— 2 ) . . . (a n — a) 

Îa et /2 sont entiers et positifs ; 
a et h sont quelconques. 

I. Considérons la suite 

n = n 

n = I 

En différcntiant, nous trouverons 

X A + I / D A - X « . 

n = I 

Si donc nous indiquons par le symbole (/rD )̂̂ ', que Ton 
doit répéter/;' fois, une opération qui consiste à prendre 
la dérivée par rapport à A et à multiplier le résultat par 
nous obtiendrons successivement 

X A = ( DA ) . X A ( A D J ^ Y . X C C 2 = . . . = ( D I 

Et comme 
yj-a+n J^.a 

Xo = X'̂  4 - . . . 4 - = - 7 i 
A' I 
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on aura 

n = n 

/ a 
X « = 4 - ~ L ) « ^ (X- D ^ ) « 

X — I 
n = I 

Posons enfin 

h désignant une constante et T une variable infinimen 
petite; nous aurons pour la série proposée 

= X valeur de [(/^ r) D . f [h ^ ^ ^ ^ - [h ^Y^ 
h -f- T — I 

pour T = o. 

2. Supposons qu'en développant la fonction 

{h + rY^^ ^ (h TY 
A — 1 4-T 

suivant les puissances ascendantes de r , on ait obtenu 

( A - i ) - F r 

= Ao -f- A, T 4- A, T̂  -h A3 T^H-.. . + A;;, T^ -f-

Désignons par /l'̂ '.cj,«,« la valeur que prend l'expression 

I .2 . 3 . . . m 

quand , après avoir effectué les opérations indiquées, on 
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pose r = o. On a évidemment 

si m est plus grand que a ; l'équation obtenue précédem-

ment deviendra donc 

(I) 

2 
n = I 

_ 1 A, + 

3. Calcul des coefficients A t , Ag, A 3 , . . . , A«. 
Supposons d'abord que h ait une valeur différente de 

l'unité, nous aurons 

X 

en posant, pour abréger, 

+ -A" - [«]'" 

Le coefficient de sera donc dans ce développement 
m fx m = /X 

h" ^[a -h ny^/i" -^[aY 

m = o Si A = I, on a 

(1 — ^ry nY -[ay 
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le coefficient de r^ est donc dans ce cas 

4. Calcul de la fonction tj,«^« définie par l'équation 

valeur de [(h -H T ) p o u r T = o. 

En effectuant une différentiation, on trouve 

==\mà. [( /̂  T) Dr f . T — 4- M [(A 4- T) Dr f . = o 

On a donc, en divisant par [m]"" A"', 

reconnaît aisément que 

d'où l'on conclut 

Cette condition jointe à l'équation (A) définit compléle-
ment la fonction CT,«,« et permet d'en calculer les valeurs 
successives. Pour trouver son expression générale en 
fonction des nombres a et m , nous emploierons la mé-
thode des fonctions génératrices de Laplace. 

Multiplions par .r« les deux membres de l'équation (A) 
et faisons la somme des résultats obtenus, en donnant 
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à « les valeurs successives i , 2, 3 , . . . , ai , nous trouvons 

a == n a = n 

a = I a = I 

a = n 

a == I 

OU bien, en posant 

A =. n 

« = I 

U^ mx .Vm-h Vm^t H- ^ ['W , -f- ] 

— -h 
Z= mx.\],n H- ^ — + • 

Si Ton convient de ne donner m que des valeurs supé-
rieures à l'unité, on aura 

W/n, 1 = 0 . 

On déduira donc de l'équation précédente, 

I — mx I — ffix 

On aura ainsi successivement 

X .Ui x"^"^^ 
1).̂  ~ 9 

I 2X I — IX 

U, 

(i— 20:) (1-3^) . . .{i—mx}' 
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F ( x ) , F j ( x ) / (x) désignant des fonctions entières . 
de la variable x . D'ailleurs la condition Uj w —— X nous 
donne 

U, ~ X 4- -h . . . -h = — — '1 

on aura donc définitivement 

( i — a : ) ( i — 2a:') (i — 3 a ? ) . . . ( i — m x ) 

F (x) étant une fonction entière de x. Cette équation 
étant identique par rapport à x\ le coefficient de 
x^ dans doit être égal au ( oefficient de x^ dans le se-
cond membre. Or si nous supposons /z ce coefficient 
ne dépend que de la fraction 

(i — — ix) . . . (i — mx) 

C\ C2 Cp 
-h ^ ^ — 

I — X I — 2 X i—px I — mx 

On aura donc 

Pour déterminer la constante Cp , multiplions par i — p x 
les deux membres de l'équation précédente et faisons 

I 
.r = - , 

P 
nous trouvons 

Cp-. 

Ann. de Mathcmat., t. X.V. (Janvier i856, ) 3 
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(]'où 

. ( - » r - p [ / » - . y - I«—' . 

et, par suite, 

(4) 

p =:m 

(: = v t z i Z L : 

p= > 

w®' ' (w —i)« ' ' —...rhi 
I ^ ' 1.2 ^ ^ 

i .1,3... m — I 

5. Les formules (i) , (2) , (3) et (4) domient la solu-
tion complète du problème proposé. Pour une valeur 
quelconque de h , différente de l'unité, on aura 

2 

m — i /X = 0 

Si, dans le cas où = i , on remplace a par ^ et qu'on 

multiplie les deux membres par r«, on aura la somme des 
puissances semblables des termes d'une progression 
arithmétique dont le premier terme est a et dont la rai-
son est r : 
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« « + ( « - + - r ) « - + - ( a - f - ?.r)« + . , . + [ a - + - ( « - i ) r f 

m = a 
m-4-l m-ht 

- - H « — 
r 

m —.1 , V 

X 

/w -f- I 
= 1 

1.2 ^ 
1 . 2 . 3 . . . (w — l) 

Cette formule a été donnée pour la première fois par 
M. Puiseux dans le X F volume du Journal de M. Liou-
ville. 

Toutefois l'expression générale (4) de la fonction 
est fort mal appropriée au calcul. Le plus simple, dans 
les applications, sera de former pour cette fonction un 
triangle arithmétique, analogue à celui de Pascal pour 
les coefficients binomiaux. En voici un pour les dix pre-
mières puissances : 

Or. = = 1 2 5 4 6 7 8 9 10 

I I I I I I I 

2 I 3 7 i5 3i 63 127 255 5 i i 

3 6 25 90 3oï 966 3025 9330 

4 10 65 35o 1701 7770 34105 

5 1 i5 »40 »o5o 6951 42525 

6 I 21 266 2646 22827 

7 1 28 462 19980 

8 I 36 750 

9 1 45 

10 I 

3. 
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Pour former et continuer ce tableau : 
« Inscrivez d'abord l'unité dans toutes les cases de la 

première ligne horizontale et de la diagonale -, 
» Les autres termes de chaque tranche horizontale 

s'obtiendront chacun en ajoutant au produit du terme 
précédent multiplié par le nombre qui exprime le rang 
de cette tranche, le terme situé immédiatement au-des-
sous de celui-là. » 

Le nombre rr,«̂ « sera celui qui dans ce tableau est si-
tué en même temps dans la tranche horizontale dont le 
rang est m et dans la colonne verticale dont le rang est a, 

La première partie de la règle résulte des deux équa-
tions 

La seconde partie n'est que l'énoncé de l'équation 

Veut-on, par exemple, la somme des cinquièmes puis-
sances des termes d'une progression arithmétique, on 
prendra les coefficients dans la cinquième colonne 
verticale du triangle précédent et la formule ( i) don-
nera 

a 
--hn 
r 

n — 1 

2 

4-25 

a 

r 

a ~ a' 
h n — ^ 

r r 

"a 
— —1 - n 

3 a 

r 
- n 

r 

> > 

~ a 5 "a 
- H h n 
r r 
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n = i n 

6. Quant à la série ^ ^ — on en ob-

li = I 

tient immédiatement la somme à Faide des résultats ob-
tenus précédemment (n̂ ® 2 et 3). 

Considérons la série 

n — n 

Xa 

n = I 

En différentiant les deux membres, on obtient la rela-
tion 

n = n 

n = I 
on a, par conséquent, 

X« _ D, jzrr^T - »r 

Or nous avons vu (n® 3) que Ton peut toujours poser, en 
supposant T très-petit, 

OTo = A o - 4 - A , T 4 - A 2 T ^ - h . . . - I - . 

A,„ étant défini par l'équation ( i ) ou par l'équation (3) 
suivant que h a une valeur différente de l'unité ou qu'il 
est égal à l'unité. 

On aura donc 

En faisant T = o et divisant les deux membres par /i''"«, 
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on obtient la somme cherchée 

= + A«. 

n = 1 

Si h — cette formule donne le résultat connu 

n ~ n 

V r na [« + - [ «f"^' 

n = I 

7. On peut obtenir sous d'autres formes l'expression 
de la fonction En effet, si Ton pose, pour abréger. 

( i ~ .r) ( i— . . (i — ma: 

est le coefficient de x^ dans le développement de 
x"'.F [x) suivant les puissances entières et positives de x: 
on aura donc autant de manières de l'obtenir qu'il y a de 
manières d'eiïectuer le développement de [x). 

Or si nous désignons généralement par la somme 
des produits n à n des nombres i , 2, 3 w , nous au-
rons 

( i — o:) ( i — 3x ) . . . ( i — mjc) 

= i — p^x -Jr pi x'' — p,, X^ p^x'' — . . . = I ^ X 

en posant 

On aura donc 

F ix) — — , -4- X X^ 4- X^ -h X^ 4- . . . 
I — X • 
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et, par suite, 

P, — ^ Pi P^ fi , 

D'ailleurs 
m — m 

('W - h l ) 

m [m — I\ 

m=i 

mz=zm m^m — x 
m[m — l) 

m = 3 m = 1 

En appliquant la formule générale , 

m = m 

on trouve 
m = m 

P2 = 2 
m (m — — 2) 

-{- m (m — i) 

m=2 

2.4 

m —m 

2 4 

m==3 

_ [m + i]» [/» + iy [m-ip \m H- •]• 

~ 48 10 . i5 4 ' 

( m + l ) ' — i ) ( f l i — 2 } 
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On aura par suite 

/W (/W + l) ( w - f - 2 ) ( 3 / w - h l ) 

24 

^ m ' i m - ^ iy {m-h 2)(//i 3) 
— 7ô * 

En comparant ces valeurs de 1 7 , , 

î. • • î avec celles que fournit la formule (4), on ob-
tient les relations données par M. Puiseux dans le Mé-
moire déjà cité. 

On reçonnait aussi que tj,«,« = o si m est plus grand 
que a. On a donc ce théorème : 

m désignant un nombre entier et positif quelconquej 
si n est un nombre entier et positif plus petit que m — i , 
on a la relation 

rn—i. , (m — i)(w—2) , . , 

S U R L E S S E C T I O N S C I R C U L A I R E S D U T O R E 

a des surfaces de révolatioii algébriques d'ordre quelconque; 
PAR M . B R E T O N (DE CHAMP), 

Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

J'ai eu la curiosité de rechercher par l'analyse toutes 
les sections circulaires du tore. On sait que M. ï v o n Vil-
la rceau en a trouvé pour ces surfaces qui ne sont ni des 
parallèles, ni des méridiens. J'ai reconnu que ces sections 
sont les seules de ce genre que Ton puisse trouver pour le 
tore, et que, parmi les surfaces algébriques de révolution 
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à équation irréductible à'xmàegvé supérieur au quatrième, 
aucune n'admet des sections circulaires obliques à Taxe, 
ni même des sections planes dont Tordre soit inférieur à 
la moitié du nombre qui marque le degré de 1 équation 
de la surface. Cette proposition peut être démontrée assez 
simplement comme il suit. 

Lorsqu'une surface de révolution admet une section 
circulaire qui n'est pas un parallèle, cette section, en 
tournant autour de l 'axe, engendre nécessairement la 
surface elle-même. Soit donc une circonférence tournant 
autour d'un axe situé d'une manière quelconque par rap-
port à elle. Je prends pour axe des coordonnées l'axe de 
révolution et deux autres droites perpendiculaires entre 
elles situées dans lé plan de la circonférence décrite par 
le centre du cercle mobile. Parmi toutes les positions de 
ce cercle, je choisis celle où la trace de son plan sur le plan. 
des x j est parallèle à Taxe des y. Cela posé, j'appelle a, 
j3 l'abscisse et l'ordonnée du centre , p le rayon, et (¡> l'in-
clinaison du plan du cercle sur celui des x j . Ce cercle 
résultera évidemment de l'intersection de la sphère qui a 
pour équation 

(i) + = 

avec le plan qui a d'autre part pour équation 

(2) 3 = (jc—. a) tangtp; 

X étant le rayon d'un parallèle quelconque de la surface 
décrite, on aura 

(3) • X^rrr^^+J^ 

Si donc on élimine x et j entre ces trois équations, la re-
lation entre X et ^ que l'on obtie||dra sera l'équation de 
la section méridienne de la surface. 

A cet effet, je développe les deux carrés de l'équa-
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lion (i) 5 je remplace x^ -f- y'^ par X® et x par a 

cl il vient 
tang 7 

y = 2p 

et , par suite, 

( 4 ) ( tang(p 4 P l 

tang(p 

tang (p 

Cette équation est du quatrième degré, et lorsqu'on y 
remplace X^ par x® -hy^ pour avoir celle de la surface, 
son degré ne change pas, de sorte que la surface dont il 
s'agit est du quatrième ordre, de même que sa section mé-
ridienne. On voit par là que si une surface de révolution 
d'un ordre n supérieur au quatrième admettait une sec-
tion circulaire qui ne fut pas un parallèle, le premier 
membre de son équation 

supposée mise sous forme rationnelle et entière, serait 
divisible par un facteur tel que 

V. tangij,; 
-f- + 22. 

2.CX.Z 

tang (p 

ce qui est la seconde partie de la proposition énoncée ci-
dessus. 

Plus généralement, si au lieu de l'équation (i) nous 
en considérons une de degré n , 

et que nous la combinions avec l'équation {2), nous au-
rons une courbe de degré' « , laquelle tournant autour de 
l'axe des z engendrera une surface, et en éliminant x et 
y à l'aide de l'équation (3), on aura l'équation de la sec-
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tion méridienne de cette surface. Or 9 étant du degré n , 

la substitution de y/X® — x^ au lieu de y donnera une 

équation au plus du degré 2 n après la disparition des ra-

dicaux. D'ailleurs le degré ne s'élèvera pas en faisant en-

suite 

donc la section méridienne sera tout au plus de l'ordre 2 w. 
Et comme cette élimination n'introduit évidemment que 
des puissances paires de J: , il en sera de même de l'ordre 
de la surface. Donc, toute section faite dans une surface 
algébrique de révolution à équation irréductible par un 
plan oblique à Vaxe est d'un ordre égal à la moitié 
au moins du degré de Véquation. 

Il ne nous reste plus qu'à examiner quelles sont les rela-
tions qui doivent exister entre les données a , p et (f 
pour que la surface décrite soit un tore, et par là nous 
connaîtrons toutes les sections circulaires que le tore ad-
met. Développons l'équation (4), elle devient 

(5) L 
. + _ + 4 = o, 

tang(p ^ ^ r / T r 

et son premier membre, si la surface est un tore, doit 
être divisible par un facteur de la forme 

car en égalant ce facteur à zéro , on a une circonférence 
de cercle. Mais il doit être divisible en même temps par 
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le facteur 

lequel égalé à zéro donne la position symétrique du mé-
ridien circulaire par rapport à l'axe des z. Or le produit 
de ces deux facteurs est 

(X' -f- — 2CZ 4- R2 + Ĉ  — r^)'— 4R'X% 

ou, en développant, 

(X» 4- z'y - 4 c (X'̂  4- Ẑ ) z 4- [2 (R^ 4- — r') — 4R^] X̂  

4-[2(R'4-C^ — r̂ ) 4- 4c'] 

— 4c {K^'-hC - 7-2)2+ (R^4- Ĉ  — r^y. 

Ce polynôme devant être identique avec le premier mem-
bre de l'équation ( 5), on a entre les coefficients les rela-
tions 

tangr̂  

(R2 _ __ 2 R » = r — ( a ' 4 - 4 - ) , 

^ ' \ r r . tang'(p 

r^) ^ . (a' + P'4-p^) 

(R2 4- Ĉ — r ' y = (a^— -i- p')' 4- 4«' 

C^est en éliminant R , c , r entre ces cinq équa-
tions que nous découvrirons les conditions auxquelles 
il faut satisfaire pour que la surface décinte soit un tore. 
J'ai laissé à dessein le trinôme — e n évi-

dence, parce que l'élimination est rendue par là plus 
facile. 

En combinant la première de ces équations avec la 
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troisième et la quatrième, on trouve d'abord 

tanĝ <p ^ ^ ^ 

(R^ ^ a» + p.) o ; 
tang(i. 

puis, en chassant R® ĉ  — r*, 

^^^ tâng<p \ "^tang'( j 

Portant ensuite la valeur ci-dessus de R® -f- c® — r^ dans 
la cinquième équation, il vient 

(8) 
tang'ip tanĝ cp 

En employant la seconde des équations (6) , on n'ob-
tiendrait aucune nouvelle condition, de sorte que les équa-
tions (7) et (8) renferment toutes les solutions du pro-
blème. 

On peut vérifier la relation (7) de trois manières : 

en faisant — - — = o: en faisant jS == o : 3° en fai-
tang <p ' 

sant a = o. 
Dans le premier cas, si (3 n'est pas nul, la relation (8 ) 

donne a == o. Le cercle décrivant est alors dans le plan 
des j^z et se confond avec une section méridienne. 

Dans le second cas, celui où Ton fait (3 = o , il est fa-
cilede voir que la surface décrite est une sphère, quelle que 
soit la valeur de 9, et que conséquemment elle ne peut 
être un tore. 

Reste donc le troisième cas, celui où l'on fait a = o, 

S et — i — n'étant pas nuls. La relation (8) donne alors 
^ tanĝ p ^ ^ ^ 
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d'où 

Cette solution donne précisément le système de sec-
tions circulaires découvert par M. Yvon Villarceau, et 
on voit en même temps que le tore n'en admet pas d'au-
tres. 

S O L U T I O N D E L A Q U E S T I O N 3 0 8 ^ 

PAR M . C O M B E S C U R E , 

Professeur au lycée de Bourges. 

Inscrire dans un arc de section conique trois cordes 
consécutives formant trois segments équivalents. 

( C H A S L E S . ) 
1®. Parabole. L'équation de la parabole rapportée à 

son axe et à la tangente au sommet étant 

y^ =z ipjc, 

un segment correspondant aux points ( x j , y i) , 
aura pour expression 

ou 

ou, à cause de l'équation de la parabole, 

T 

TP\ 3 ^ J t — XiJ , • 

( 3 



•( 47 ) 
Donc si Ton veut inscrire dans un arc de parabole n cor-
des successives donnant lieu à n segments égaux, il suffira 
de diviser la partie de Taxe des j , qui représente 
la projection de l'arc, en n parties égales, et de mener des 
parallèles à Taxe par les points de division. La jonction 
successive des points où ces parallèles coupent la para-
bole donnera lieu aux segments demandés. 

2®. Hyperbole, On peut se borner à l'hyperbole équi-
latère, sauf à transporter la solution à une hyperbole quel-
conque au moyen d'une projection cylindrique. Soit donc 

xy = a^ 

l'équation d'une pareille hyperbole. Un segment a pour 
mesure 

[x-i — X A 
•(r^ + ri) — « ' l o g - , 

2 Xy 

5 J i , 5 J2 désignant les coordonnées des extrémités 
de l'arc. D'après l'équation de l'hyperbole, cette expres-
sion peut s'écrire 

f l U l f l - l o g -

ou 

Donc, si l'on considères segments successifs et que Ton 

pose 

F4 •̂ H+L _ ^ 

^ ~ .r3 "" w ' 

d'où 

— jjin ~ o , 
X, 
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tous les segments dont il s'agit seront équivalents. On 
voit que la division d'un arc en n parties répondant à n 
segments équivalents, revient à l'insertion de n moyens 
proportionnels entre les abscisses extrêmes Xj et 
On reconnaît d'ailleurs tout de suite , sur la figure, que 
le mode de division est unique. Dans le cas d e = 3 , 
en écrivant x pour z, on aura à résoudre l'équation 

Xi 
OU, en posant 

•a? 

à chercher l'intersection de la parabole 

x' = my 

et de l'hyperbole donnée 

xy z=z a^. 

Quant à m, on prendra la quatrième proportionnelle 

axi 

puis la moyenne proportionnelle 

m' = . 

Si a désigne l'abscisse du point d'intersection de la para-
bole auxiliaire avec l'hyperbole donnée, on aura par des 
quatrièmes proportionnelles, 

ax, 0ÎX2 

3°. Ellipse, L'équation delà courbe étant 

x'' r' 
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si Y on décrit un cercle sur le grand axe comme diamètre, 
les ordonnées Y i , Yg qui répondent sur ce cercle aux 
abscisses Xi , x^ des points^(xj, J i ) , (^2, /s ) de l'ellipse 
déterminent avec l'axe du cercle correspondant et l'axe 
des X une aire qui est Taire elliptique homologue dans 
le rapport âe a k b. En désignant par , Ça les angles 
que les rayons du cercle relatifs aux deux extrémités 
de Tare circulaire font avec Taxe des j . Taire elliptique 
dont il s'agit aura donc pour expilîssion 

c'est-à-dire 

ab (^2 sin [rf, 

Le segment elliptique a donc pour expression de sa me-
sure 

ab — ?«) —^sin —<p,] 

Donc, si Ton veut diviser un arc d'ellipse en Ji parties 
telles, que les segments correspondants soient égaux, il 
suiEra de prendre, attendu que le mode de division es» 
unique, 

<pl = «ys (p, = . . . = , 

c'est-à-dire qu'il faudra diviser en /z parties égales Tai ( 

de cercle déterminé, comme il a été dit, par les ordonnées 

extrêmeà*. Les perpendiculaires à Taxe des x menées pai 

les pointsde division détermineront sur Tare elliptiqueles 

points dont la jonction successive donnera la solution de 

la question. Dans le cas de w = 3 , la trisection de l'angle 

Atm. de Mut hem a t., t. XV. (Février i856.) 4 
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peut se faire, comme on sait, de diverses manières par 
l'intersection de coniques. Je ne m'arrêterai pas là--des~ 
sus. 

NOUVELLE mmim D ÉVALUER L ' A I R E D UN T R I A N G L E 
SUR LE T E R R A I N , 

PAR M. BAILLY, 
Professeur à rinstitution Barbet. 

Menons du sommet A d'un triangle ABC deux obliques 
AD , AE au côté opposé BC, chacune faisant avec ce côté 
un angle de 60 degrés. Le triangle équilatéral ADE ayant 
même hauteur que le triangle A B C , on a 

BC 
aire ABC = ^ • aire ADE. 

Prenons pour unité de surface Taire du triangle équila-
téral qui a pour côté l'unité de longueur, alors 

aire ADE = De', 

c'est-à-dire autant il y a d'unités dans DE\ autant l'aire 
ADE renferme d'unités superficielles 5 donc 

aire ABC = BC.DE. 

A l'aide d'une équerre d'arpenteur, de forme hexago-
nale, il est facile de trouver sur le terrain les points D et 
E ; sur une telle équerre, on peut pratiquer dm rainures 
formant des angles de 90 et de 60 degrés: après avoir me-
suré et jalonné la base B C , on marchera avec l'équerre 
en partant de B, une des rainures étant constamment di-
rigée vers C, et on s'arrête lorsqu'à travers la rainure de 
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6o degrés on apercevra le sommet A ; on jalonne ainsi le 
point D, et de même le point E. Après avoir mesuré DE, 
le produit BC.DE indique le nombre de fois que l'aire 
ABD contient Taire du triangle équilatéral pris pour unité 

de surface ; cette dernière est égale à ] donc 

Ce produit donne le nombre de mètres carrés, si le mètre 
est Tunité de longueur. Après avoir jalonné le point D , 
on peut se servir de l'angle de 90 degrés de Téquerrc 
et jalonner le point F , d'où Ton aperçoit A sous Tanglede 
90 degrés ^ alors 

DF = - DE 
2 

et 

v/3 
aire ABC = — B C . D F . 

2 

Par cette méthode , on n'a pas besoin de se transporter 
au point A , et l'on peut trouver l'aire du triangle AB^^ 
lorsque le point A est inaccessible. 

Note du Rédacteur. Ce procédé est annoncé d'unv 
manière singulière dans un recueil qui fait autorité dans 
la science : u M. Bailly présente des considérations sur la 
» mesure des surfaces et sur Verreur dans laquelle, sui-
» vant lui , les géomètres seraient tombés à cet égard. » 
[Comptes rendus, t. X L I , i855, p, io63») 

On peut faire 
ADE = 45"; 

alors 
AF =r DF 

et 
aiiN3 ABC=r i BC .DF. 

2. 
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OlIKSTIONS. 

315. Soit un système de n forces appliquées au point A 
et représentées en grandeur et en direction par les lon-
gueurs A M I, AMÎ, A M 3 A M „ , et soit AN la résul-
tante. E étant un point quelconque dans Tespacé, formons 
l'expression 

M, E 4- M^E -f- M3E M„E — AE. 

Cette expression est un minimum lorsque le point E 
coïncide avec N. 

(H. BURHENNE , professeur à Cassel. ) 
316. Toute progression arithmétique où la raison et 

le premier terme sont premiers entre eux renferme un 
nombre infini de termes premiers à un nombre donné 
q u e l c o n q u e , ( JACOBI . ) 

347. On donne sur un plan : une conique S -, cinq 
point fixes a, b, c, d̂  P, dont l'un, a, est pris sur le péri-
mètre de la conique. On propose de mener par le point P 
une transversale qui coupe la conique en deux points 
(réels ou imaginaires) e , cp situés avec les quatre a , è , 
c , l isur une même conique. Démontrer qu'il existe, en 
général, deux solutions. (DE JOJVQUIÈRES.) 

318. La courbe à double courbure du quatrième ordre 
provenant de l'intersection de deux cônes de révolution 
dont les axes sont parallèles est telle, que la somme des 
distances de chacun de ses points aux sommets des deux 
cônes multipliés respectivement par des constantes est 
constant : cette courbe, ainsi que les ovales de Descartes ^ 
a un troisième foyer. (CHASLES. ) 

319^ Deux plans P , P' coupant une surface S suivant 
deux courbes I , la projection de la courbe I sur le 
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plan P' sera tangente à la courbe I' aux points où la trace 
de P sur P ' pourra couper F, si les coordonnées de ces 
points satisfont à l'équation 

déduite de l'équation 

de S , par rapport à trois axes rectangulaires, dont deux, 
sur lesquels on compter et j , doivent être dirigés dans 
le plan P'. 

(La condition D̂ F̂ = o , nécessaire et suffisante pour 
le'contact dont il s'agit, est remplie pour les surfaces du 
second ordre lorsque P' est un plan principal.) 

( D I E U . ) 

320. On convient avec un puisatier de lui payer loo fr. 
pour creuser un puits de 60 mètres *, au bout de 3o mètres , 
il tombe malade. Combien lui revient-il pour le travail 
exécuté? (P. R A M U S , ) 

S U R M T H É O R È M E D E G É O M É T R I E S P U É R I Q U E 
(voir t. XIV, p. 4©1); 

PAR M . D E L A I R E , 

Élève de Técole préparatoire des Carmes (classe de M. Gerono). 

Sur le diamètre d'un grand cercle d'une sphère comme 
axe, on décrit une lemniscate, on fait une projection 
stéréographique de celte courbe sur la sphère 5 cette pro-
jection renferme une partie de l'hémisphère. L'aire de la 
partie restante de l'hémisphère est égale au carré du dia-
mètre de la spkère. ( H . D ' A R R E S T . ) 

Imaginons la sphère de rayon « dont le centre est à 
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r origine, et supposons que Ton ait tracé une lemniscate 
dans le plan des xy en prenant pour ligne focale le dia-
mètre dirigé suivant l'axe des x . Cette courbe sera re-
présentée par 

( i ) = 

( 2 ) 2 = 0 . 

Pour obtenir la projection stéréographique de cette 
courbe sur la sphère, il faut imaginer un cône dont le 
sommet serait le pôle du grand cercle sur lequel on a 
tracé la lemniscate et dont la directrice serait cette courbe 
elle-même. 

La génératrice de ce cône dont le sommet est le point 
z = — a , \r = o , 7 = 0 , aura des équations de la forme 

(3) x=zmjr, 

( 4 ) { z - ^ a ) = z n f . 

Eliminant x , 7, z entre les quatre équations précédentes, 
nous obtenons la relation qui doit exister entre m et ?i 
pour que la génératrice s'appuie sur la directrice. 

On a ainsi 

( 5 ) -h i Y = (m' — i ) 

Si maintenant nous éliminons entre les équations (3), 
(4), (5) les quantités m et n qui seules particularisent 
la génératrice, la relation 

• (6 ) 

à laquelle nous parvenons, sera l'équation du cône. D'ail-
leurs la sphère est représentée par 

( 7 ) - f-r '^ H- s ' 

L'ensemble de ces deux équations (6), (7) représente 
donc la projection stéréographique de la lemniscate donnée. 
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Cherchons maintenant la projection de l'intersection 

des deux surfaces sur leplaades Il faut alors élimi-
ner X entre les équations (6) ^ (7) , ce qui conduit à 

2 — - f - « 2 ; — = 

c'est-à-dire, d'une part, le point 

2 = —ûf, x = y o 

qui est le sommet, et, d'autre part, le cercle 

JT" — azz= o. 

11 faut maintenant chercher l'aire de la partie restante 
de l'hémisphère lorsqu'on enlève la portion qui est inté-
rieure à la courbe d'intersection des deux surfaces. Con-
sidérons seulement la portion de sphère située dans 
l'angle des coordonnées positives. La projection sur le plan 
zay de l'aire cherchée est la surface du quart de grand 

i'ercle moins le demi-cercle de rayon 

2 
Pour simplifier les calculs, nous ferons usage des 

coordonnées polaires dans le plan des zoy en prenant 
l'origine pour pôle. 

Le cercle de rayon ^ est alors représenté par le sys-

tème X o^ r^ a cos 0, 

et on a de plus 

r- y- = a^ — x', 

d'après l'équation de la sphère. 
Considérons dans la projection sur le plan zoj de Taire 

que nous cherchons un élément superficiel du second 
ordre rdrdQ , où r représente la distance à l'origine. Cet 
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clément est la projection d'un élément de la surface sous 
un angle égal à celui que forme lé plan des zy avec le plan 
tangent à la sphère au point déterminé par la position de 
Télément considéré. Donc, en divisant l'élément rdrdO 
par le cosinus de cet angle, nous aurons l'expression de 

l'élément même de la surface. Or ce cosinus est i c i -
a 

ou 
J¿¿"i 

: il suffit donc de calculer 
a ' 

• JJ 

•drd^ 
I 

Si Ton attribue d'abord à 0 une valeur constante, on 

aura alors un élément d'un secteur, et faisant la somme de 

par cils éléments depuis r = a cos 0 jusqu'à r = a , et in-

tégrant de Q =z o k 0 = on aura Taire totale. On a 

successivement dans ce double calcul 

7T 7C 

a f\l9 P R ' s i n G ^ Ô , 
Jo XcOsW^' — J o 

et 

a J* sinô i/ô = 

Ainsi dans le quart de l'hémisphère Taire cherchée est 
a^ ; donc dans l'hémisphère entier elle sera ou. le 
carré du diamètre de la sphère. 

c. Q. F . D. 

L'analogie de ce problème avec celui de la voûte car-
rable de \ iviani est évidente, \iviani traçait deux cercles 
sur les rayons O A , O A ' comme diamètres, puis il consi-
dérait ces cet d e s comme bases de cylindres dont les géné-
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ratriées étaient parallèles à oz. Ces cylindres enlevaient 
à chaque hémisphère une portion de la surface sphérique*, 
la partie restante était, comme ici, égale à 4 a*. Les pro-
jections de l'intersection des cylindres et de la sphère 
sur les plans de coordonnées étaient les mêmes que les 
projections de la courbe que nous avons obtenue ici, 
mais elles se présentaient différemment. Ainsi sur le plan 
des zx on trouve dans la question que nous avons traitée 
la parabole 

x^ ar— = o, 

et dans l'autre la même parabole dont le sommet a tourné 
de 90 degrés , 

z^ ax — a} — o. 

Sur le plan des xj^dans le problème de Yiviani on trouve 
le cercle r a cos0 qui est la projection sur le plan zoy 
de la courbe que nous avons obtenue ici ; et enfin cette 
même ligne se projette sur le plan des x j suivant la 
courbe qui est la projection de la fenêtre de Viviani sur 
le plan zoj, Cettp courbe est représentée par l'équation 

ẑ  — ¿zV^ -f- a^y- o. 

Elle offre un nœud à l'origine et rappelle la lemniscate 
par sa forme générale. L'aire de cette projection est égale 

à I comme il est facile de s'en assurer d'après son 

équation. 
Connaissant la solution du problème de Viviani, on 

pouvait vérifier immédiatement le théorème énoncé 5 car 
la projection stéréographique de la lemniscate est repré-
sentée par ^ 

( i ) X--hj 'H- r - = 
[7.) (r-h rt)^ [j^ 
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et la fenêtre de Viviani, en supposant les génératrices des 
cylindres parallèles à ox^ est donnée par Féqualion 

(3 ) 

jointe à l'équation (i). 
Or, en éliminant x entre les équations (i) et ( 2 ) , on 

trouve précisément l'équation (3). Donc la projection 
stéréographique de la lemniscate n'est autre chose que la 
fenêtre de Viviani, puisque ces deux courbes se trouvent 
représentées par les mêmes équations. Mais nous avons 
préféré donner une solution directe du problème. 

SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION 2 9 6 
(voir t. XIV, p. 50); 

P A R M . P O U D R A . 

Étant donnés sur un plan A sept points désignés par 
a , c , e, / , g- et sur un autre plan A' sept autres 
points d \ correspondants respective-
ment aux premiers : on demande de trouver dans chacun 
de ces plans A et A' un point P et P ' tels, que le faisceau 
formé par les sept rayons P a , Pfe, P c , P/i, P e , Py, V g 
soit homographique avec le faisceau formé de même par 
les sept rayons P'^z', P V , P '^ ' , P 'e ' , P ^ ' , P '^ ' . 

Considérons 4'iibord les six pointsa jè , e , / e t les 
points respectivement correspondants d\ 
et cherchons les lieux des points p eX, p' qui dans les deux 
plans A et A' sont tels, que les six rayons pa, pb^pc, 
pc, j f f forment un faisceau homographique à celui des 
rayons p'a', p'b', p'c'p'd', p'e\ p\f',, ces lieux sont 
des courbes du troisième ordre passant chacune par les 
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six points donnés, comme l'a démontré analytiqueoient 
M. Abadie (t. XIV, p. 142). 

Transformons la figure A ' en une autre figure homo-
graphique située sur le plan A et telle, qu'aux quatre 
points a ' , c', d'de cette figure correspondent les 
tre points c , de la première. Les deux autres 
points e ' , / ' deviendront, dans cette transformation, deux 
points e\, f\ situés sur le plan A. Si l'on joint alors par 
des droites les deux points e et e\ et ceux f et f\, le point 
Pi d'intersection de ces deux droites sera bien tel, que les 
six droites pta^ pi ^, p^ c ^ p^ d^ p^e ^ px /formeront un 
faisceau homographique avec celui qui est formé par les 
droites/7i a , Pib^ p^ c, p^ d^p^ e\j p^ f\ puisqu'ils sont 
superposés. A cepoint/?! de la figure A correspondra dans 
la figure A' un point p^qui sera donc un des points de la 
courbe cherchée. Or, comme on a deux couples de six 
points, on peut faire la transformation ci-dessus de quinze 
manières différentes. On aura donc ainsi quinze points 
de chacune des courbes cherchées et qui en outre passent 
respectivement par les six points donnés, ce qui fait en 
tout vingt et un points. Mais en nous aidant de ce prin-
cipe que la courbe est du troisième ordre, il suffira d'en 
déterminer trois par cette méthode, ce qui, avec les six 
points donnés, formera neuf points avec lesquels on 
pourra construire chacune de ces courbes par une des 
belles méthodes données par M. Chasles. 

On construira de même deux autres courbes du troi-
sième ordre lieu des sommets des faisceaux homographi-
ques passant par les six points a , è , c , e et et par 
les points correspondants a\ b' d'^ e\ 

Les points d'intersection des deux courbes du troisième 
or-dre situés dans le plan A et ceux respectifs dans Je 
plan A' seront les points cherchés tels, que le faisceau 
passant par les sept points c , d, g de la fi-



( 6 o ) 
gure A sera homographique à celui de la figure A ' pas-
sant par les sept points respectifs a\ c', e ' , / ' , 

Les deux courbes du troisième ordre de chaque plan 
ont déjà cinq points communs a^^b^c ^ d^ e ex a ' , 
c ' , rf', e' ; comme elles se coupent en neuf points , il n'en 
reste que quatre pour la solution de la question. Or comme 
d'après M. Chasles il ne doit y avoir que trois solutions, 
il faut qu'il en existe encore une étrangère à la question. 

THÉORÈME SEGMENTAIRE SUR LE TRIANGLE ^ 
PAR M . M A N H E I M , 

Oflicier d'artillerie. 

1 Soit ABC un triangle rectiligne ; par un point inté-
rieurD, menonslesdroitesDA,DB, DCetprolongeons cha-
cune jusqu'au côté opposé -, soient ¿z, a ' les deux segments 
formés en D sur la droite venant de A ; de même b et b'^ 
c et c^ Si l'angle ADB est droit et si l'on mène par D une 
droite transversale MN perpendiculaire à C D , et soient 
a , a' les deux segments de cette transversale formés au 
point D , on aura 

2®. Toute sphère tangente à la surface enveloppe d'une 
sphère tangente à deux plans et à une sphère donnée, 
touche cette surface suivant une circonférence ou la coupe 
suivant deux circonférences. Lorsque les deux plans sont 
parallèles, la surface enveloppe est un tore, et dans ce 
cas, lorsque la sphère tangente devient un plan, on a le 
théorème de M. Villarceau. 
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SUR LES QUESTIONS 301 ET 302 
(voir t. XIV, p. 138); 

P A R M . B R I O S C H I . 

Soient 

les équations des côtés successifs d'un hexagone^ en sup-

posant que chaque point 

soit déterminé par r = p = o , 
«2 — r = u=: o, 
¿73 — tt = i = o, 
a^ — s = ç=:0, 

«9 — t=W=:0, 

et en choisissant convenablement les constantes a , /3 , y , 

â , l'équation 

a rii -f- ji Ui>t H- 7 rsiv 4- S uvw = o 

représentera une ligne du troisième ordre qui passe par 
les neuf points «i , ag, «3,..., a^. 

L'équation d'une conique C, menée par les points a^, 
, 5 «4 5 sera 

Ci = ( rs — ( rs)i uu=zo, 

étant la valeur de rs correspondante au point , et 
la valeur correspondante de iiî . Mais si le point iï, 

est situé sur la ligne du troisième ordre, on aura iden-
tiquement 

{rs)i{oLti -H ywi) -H ( Bi, + Swi) = o, 
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et, par conséquent, 

Ci = (ai,- + 7 Wi) + ( p ti -+- iw = o. 

Le rapport anliarmonique des polaires d'un point quel-
conque relativement aux coniques C», Ce, C7, Cg sera 
donc 

(w, te — { WG n — «̂H te) . 
ro ; 

Wi est la valeur de w en y mettant les coordonnées du 
point ai et ainsi des autres, évidemment égal au rapport 
anharmonique du faisceau que Von obtient en joignant 
par des droites le point a^ aux points «5, ag, a?, ag. En 
effet, la droite {â  a,) est représentée par l'équation 

(V, t — ti V=: o . 

On sait que le lieu géométrique du point a^, déterminé 
par la propriété d'être le centre d'un faisceau de droites 
menées par quatre points dont le rapport anharmonique 
est donné, est une conique sur laquelle sont situés les 
quatre points. Soit 

(a, aea: n,) o 

l'équation de cette conique. Analoguement on aura une 
seconde conique 

(â â  = 0 , 

sur laquelle sera situé le point «g. 
Le point ag sera, par conséquent, le quatrième point 

d'intersection de ces deux coniques dont les trois autres 
vsont ac , 
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ISOllVElLE SOllITION SYNTIÉTlftl jE 
M l PROBLÈME DE LA ROTATION DES CORPS; ^ 

PAR M . P . S A I N T - G U I L H E M , 

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 

1. Le problème dont il s'agit, et qui a pour objet la 
détermination du mouvement d'un corps de figure inva-
riable autour d'un point fixe, est considéré par les géo-
mètres comme un des plus importants et des plus diffi-
ciles de la mécanique rationnelle. Toutes les solutions de 
cette question, jusquà celle de M. Poinsot, avaient été 
déduites de l'analyse par des calculs plus ou moins com-
pliqués , plus ou moins élégants. 

Dans un Mémoire lu à l'Institut en i834, l'illustre 
auteur de la Théorie des couples a exposé une solution 
synthétique, remarquable par les vues élevées et les con-
sidérations ingénieuses qu'elle renferme. Cette solution, 
présentée sous une forme très-simple et dépouillée de 
l'appareil des calculs, est entrée sans objection dans le 
domaine de la science où elle a tenu jusqu'à présent une 
haute place. 

Aujourd'hui un de nos savants confrères à l'Acadé-
mie de Toulouse, M. Gascheau, conteste, avec toute 
l'autorité que donnent de grandes lumières et un esprit 
rigoureux, la solidité d'un des principes fondamentaux 
sur lesquels elles reposent; il n'attribue qu'à une com-
pensation d'erreurs l'exactitude des résultats auxquels elle 
conduit. 

Nous partageons, après un examen réfléchi, l'opinion 
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de notre savant confrère -, l'assertion qu'il a émise , à la-
quelle nous avons d'abord refusé de croire, est, pour 
nous, maintenant parfaitement justifiée : une applica-
tion très-simple, placée à la fin de ce Mémoire, met en 
évidence l'erreur (*) du principe auquel nous faisons al-
lusion. 

Nous nous proposons , dans le travail suivant, de pré-
senter une solution synthétique nouvelle du problème de 
la rotation des corps*, elle nous parait ne rien laisser à 
désirer, tant pour la simplicité que pour la rigueur. 

Définition. 

2, Lorsqu'un point matériel soumis à des forces et à 
des liaisons quelconques est en mouvement, une force 
unique qui produirait le même effet que les forces et les 
liaisons sur ce point devenu libre, serdi \2î force totale 
qui'sollicite ce point. La résultante des forces qui solli-
citent un point matériel, sans égard à l'effet des liaisons, 
sera la force motrice. 

Une force fictive qui serait appliquée à un point ma-
tériel dans le sens de la vitesse, et qui aurait pour me-
sure le produit de sa masse par sa vitesse, sera la quan-
tité de mouvement du point matériel. 

La résultante de plusieurs droites sera la résultante des 
forces qui seraient représentées par ces droites. 

Nous appellerons, avec Poisson , axe du moment d'une 
force, une droite menée par le centre des moments per-
pendiculairement au plan du moment delà force. 

(*) L'erreur est de supposer que la force centripète d'un point maté-
riel qui fait partie d'un corps doué dHin mouvement de rotation est 
proportionnelle à la distance de ce point à l'axe instantané ; elle est réel-
lement proportionnelle à la distance de ce point au cenlre de courbure 
du petit arc q\i'il décrit dans un instant. 
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Sa direction sera telle, qu'un spectateur qui aurait les 

pieds sur le plan et le dos appuyé contre l'axe, verrait la 
force dirigée autour de lui de sa gauche à sa droite. 

Sa grandeur sera le moment de la force. 
L'axe du moment résultant de plusieurs forces sera 

l'axe du moment de la résistance de ces forces, le centre 
des moments étant considéré comme fixe. 

L'extrémité de l'axe du moment résultant de plusieurs 
forces sera le pôle de ces forces. 

Un mdieu relatif sera un espace indéfini, mobile, 
dont chaque point reste invariablement lié à tous les au-
tres. 

Trois axes ox, oj^ oz seront dits trois axes tour-
nants (*) lorsqu'ils seront disposés de manière qu'un 
spectateur qui aurait les pieds au point o et le dos ap-
puyé contre Taxe oz , verrait Taxe ox à la gauche de 
l'axe oj. De cette manière, l'axe du moment d'une force 
située dans l'angle x o j ^ o v l j o z ^ O U z o x ^ et tendant à 
tourner autour du point o de ox vers oy^ ou de oy vers 
oz, ou de oz vers ox , coïncidera avec l'axe oz , ou o x , 
ou oy. 

Lorsqu'un corps tourne autour d'un point fixe, nous 
appellerons caractéristique du mouvement (**) l'axe du 
moment de la vitesse d'un point situé à la fois à l'unité 
de distance du point fixe et de l'axe instantané. 

3. Cela posé, soient : 
o le point fixe autour duquel un corps solide 

est assujetti à tourner j 
o x , oy^ oz trois axes rectangulaires tournants fixes dans 

lecorps^ 

{*) Je dis trois axes tonrnants, comme on dit trois lettres toiirnantes 
en parlant des trois lettres x, j , z qui se succèdent circulairement. 

(**) L'introduction de ce terme ou d'un terme analogue en mécanique 
nous paraît d'une très-grande utilité. 

Ann. de Mathémat., t. X V . (Février i856,) ^̂  
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X, ) ? ^ Î s cordonnées par rapport à ces axes d'uii 

point du corps dont la masse est m. 
Soient d'ailleurs au bout du temps f , 

i l la caractéristique du mouvement de rotation ; 

p rq-, r les projections de la droite i l sur les axes oXy 
oj.oz-, 

G Taxe du moment résultant des quantités de 
mouvement des divers points du corps ; 

L , M , N les projections de la droite G sur les axes. 

Propositions préliminaires. 

4. Nous admettrons comme démontré que l'axe du 
moment résultant de plusieurs forces est la résultante 
des axes des moments de ces forces. A l'aide de ce théo-
rème, nous démontrerons aisément les lemmes sui-
vants : 

L E M M E L L'axe du moment résultant des forces to-
tales est représenté à chaque instant en grandeur et en 
direction par la vitesse absolue du pôle des quantités de 
mouvement. 

En effet, la quantité de mouvement qui anime chaque 
point du corps au bout du temps /¿̂ , est la résultante 
de celle qui l'anime au bout du temps t et de celle qui lui 
est communiquée dans l'instant dt. 

Donc l'axe du moment résultant des quantités de 
mouvement qui animent les divers points du côrps au 
bout du temps t d t est la résultante de Taxe du mo-
ment résultant des quantités de mouvement qui animent 
ces points au bout du temps t et de l'axe du moment ré-
sultant des quantités de mouvement qui leur sont com-
muniquées dans l'instant dt. 

Donc, si G^ désignent ces trois axes. G ' sera la 
diagonale du parallélogramme construit sur les deux 



( 67:1 
droites G et g -̂  dofic g sera représenté en grandeur et en 
direction par la droite qiti va de Textréinité de G à l 'ex-
trémité de G^ 

Or cette droite, agrandie dans le rapport de i à 
représente la vitesse de l'extrémité de l'axe G. 

Donc cette droite, agrandie dans le rapport de i k dt^ 
représente en grandeur et en direction la vitesse du pôle 
des quantités de mouvement. 

D'un autre côté, si la quantité de mouvement commu-
niquée en chaque point dans l'instant dt est agrandie 
daïis le rapport de i à rfi, elle représentera la force to-
tale en ce point -, donc g , agrandi dans le rapport de i à 
flfi, représente aussi l'axe du moment résultant des for-
ces totales ; donc, etc. 

5 . L È M M E II. Si Ton applique ci un point quelconque 
du corps une droite égale, parallèle et contraire à la 
caractéristique, Vaxe du moment de cette droite repré-
sentera en grandeur et en direction la vitesse du point 
dont il s'agit. 

En effet, soient m le point dont il s'agit, P» une droite qui 
représente en grandeur et en direction sa vi lesse, p sa 
distance à l'axe instantané, i l ' une droite appliquée au 
point m, égale, parallèle et contraire à la caractéristi-
que i l (*)•, V l'axe du moment de cette droite, on aura 
évidemment 

D'ailleurs les droites V et étant l'une et l'autre per-
pendiculaires au plan qui passe par le point m et par l'axe 
instantané, sont parallèles-, elles sont dirigées dans le 
même sens, car la droite i l ' doit être dirigée de gauche 
à droite autour de Taxe V, comme l'est autour de la 

(*) Le bras du moment û est l'unité. Ce moment est le même que la 
vitesse à Tunité dte distance de Taxe. TM. 

5. 
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caractéristique;, or cela ne peut avoir lieu qu'autant que 
V et sont dirigés dans le même sens ; donc, etc. 

6. PROBLÈME I . Déterminer les projections de Vaxe 
du mom^nt (tune force P sur les trois axes coordonnés. 

Soient m le point d'application de la force P ; x^j^ z ses 
coordonnées, X , Y, Z les composantes de la force P pa-
rallèles aux X.JK, 

On démontre aisément par la géométrie (en décom-
posant la force P en trois autres perpendiculaires aux 
axes) que la force P peut toujours être remplacée par ses 
projections sur trois plans rectangulaires et par une 
quatrième force égale, parallèle et contraire à la force P 
appliquée à l'origine. 

De là il suit que l'axe du moment de la force P, estimé 
successivement suivant les axes des o:, y , a pour ex-
pression 

Zy — zY, X2 — j r Z , — X j r , 

car il coïncide successivement avec l'axe du moment ré-
sultant des projections des trois forces X , Y , Z sur cha-
cun des plans coordonnés yz.^ zx ^ xy\ et cet axe a pour 
expression les quantités ci-dessus, pourvu que l'on re-
garde les axes des moments qui coïncident avec les axes 
coordonnés comme positifs ou négatifs, suivant qu'ils 
sont portés du côté positif ou négatif de ces derniers 
axes. 

7. PROBLÈME N. Déterminer Vaxe du moment résul-
tant des quantités de mouvement. 

Appliquons à chaque point m une droite i l ' égale , pa-
rallèle et contraire à la caractéristique, l'axe du moment 
de cette droite sera (lemme II) égal et parallèle à la vi-
tesse du point or la projection de la droite £1' sur les 
axes o x , oy, oz étant — p, — q^ — r. Taxe du moment 
de la droite i l ' aura pour projection les quantités qz—rj^ 
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rx — pz^ py — qx'^ par conséquent, Taxe du moment 
de la quantité de mouvement du point m aura pour pro-
jections, la masse^de ce point étant m, 

^ [{pr — ç^) X — — p^)^]^ 

m[(rx — r/)/]; 

par suite, si nous posons , comme à l'ordinaire, 

-h z') — A, = Im {x'-h r') ^ C, 
1 mjz = D, 2 mzx = E, 2 mxy — F. 

Le signe de sommation 2 s'étendant à tous les points du 
corps, l'axe du moment résultant des quantités de mou-
vement aura pour projections 

Î
L = : A/j — F(7 — E r , 

M — B^ — D r — F/i, 

N =zCr — Ep — Dq, 

Ces projections déterminent à chaque instant la gran-
deur et la direction de l'axe du moment résultant des 
quantités de mouvement. 

8 . P R O B L È M E I I I . Déterminer la vitesse du point du 
corps qui coïncide avec le pôle des quantités de mouve-
ment. 

Soit 71 le pôle des quantités de mouvement; appliquons 
à ce point une droite i l ' égale, parallèle et contraire à 
la droite i l , caractéristique du mouvement, l'axe du mo-
ment de la droite i l ' sera , l e m m e l l , égal et parallèle à 
la vitesse du point 7:-, of les projections de la droite i l ' 
sur les axes o x , oj-, oz étant respectivement — p, — y, 
— et les coordonnées du point TT sur les mêmes axes 
étant L , M , N , les projections de la vitesse du point TT 
seront respectivement, d'après les formules du pro-
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blême I , 

N^ — M r , Lr—N/?, M/%—L^y; 

ces projections font connaître à chaque jnstant la vitesse 
dont il s'agit (*). 

9. PROBLÈME IV. Déterniinet la vitesse du pôle des 
quantités de mouvement dans Vintérieur du corps, c'est-
à-dire par rapport aux axes ox, oy, oz. 

L , M , N étant les coordonnées du pôle des quantités 
4e mouvement par rapport aux axes o x , oj^ oz, les pro-
jections de la vitesse de ce point sur ces axes sont respec-
tivement 

dh cm rm 
dt dt dt ' 

ces projections font connaître à chaque instant la vitesse 
dont il s'agit. 

Équations du mouvement. 

iO. Si l'on applique à chaque point du corps une force 
égale et contraire à la force totale qui le sollicite, il est 
évident que les forces auxquelles le corps sera soumis se 
feront équilibre , conformément au principe de d'Alem-

{*) Nous avions démontré dans un précédent Mémoire, en partageant 
l'erreur de M. Poinsot, que la vitesse dont il s'agit représente en grandeur 
et en direction l'axe du moment résultant des forces centripètes. Ce théo-
rème n'a plus lieu; mais on peut le remplacer évidemment par le sui-
vant: La vitesse du point du corps qui coincide avec le pôle des quantités 
de mouvement représente en grandeur et en direction Vaxe du moment résul-
tant des forces centripètes^ Vaxe instantané éfant tout à coup rsndufxe. Ainsi 
modifié, ce théorème donne encore une interprétation de l'un des termes 
de chacune des équations d'Euler. 

Si l'on regarde la force totale comme la resultante de la force centri-
pète que nous venons de considérer et d'une autre force , il est visible 
que cette autre force ne sera pas généralement dans le plan qui pass© 
par la force totale et par la force cenlripè(e réelle. 



bert ; donc f ¿ïç^ 4 a ^Qièent résultant des forces motri-

ces coïncide en^^aiftdeur et en direction avec Taxe du 

moment résultant des forces totales, ou, d'après le 

lemme I , avec la vitesse absolue du pôle des quantités 

de mouvement. 

Or la vitesse absolue d'un point situé dans un milieu 

relatif est évidemment la résultante de la vitesse de ce 

point dans le milieu relatif, et de la vitesse du même 

point considéré comme un point du milieu relatif; donc 

l'axe du moment résultant des forces motrices coïncidera 

en grandeur et en direction avec la résultante de la vitesse 

du pôle des quantités de mouvement dans l'intérieur du 

corps et de la vitesse du même point considéré comme 

un point du corps. 

Traduisons cette relation en nombres : 

Si Ton désigne par P , Q , R les projections de l'axe du 

moment résultant des forces motrices sur les axes ox^ 

or , o z , on aura, d'après les formules des préliminaires, 

cl h 
P = — -i-rv^—MA, 

Ces équations coïncident avec les équations d'Euler lorS'. 

que l'on prend pour axes coordonnés les axes principaux 

du corps. 

Elles déterminent, avec les équations ( i) , les vitesses 

angulaires du corps à une époque quelconque autour des 

trois axes ox, oy^ o z ; il reste à trouver la position des 

axes mobiles o x , o j , oz par rapport à trois axes rectan-

gulaires ojc', o j ' , oz ' fixes dans l'espace. A cet effet, re-

marquons que le corps tournant autour de l'axe instan-



lané avec une vitesse angulaire égale k il pendant l'in-
stant dt occupe à la fin de cet instant, par rapport à Tun 
quelconque des axes oj^^ oz' la même position que 
si le corps était resté fixe et que Taxe considéré eût 
tourné autour de l'axe instantané pendant l'instant dt 
avec une vitesse angulaire égale et contraire à celle qu'a-
vait le corps autour de l'axe instantané. 

Donc, si l'on prend sur l'un des axes ox ' , oy\ oz' un 
point m̂  et qu'on applique en ce point une droite i î i 
égale et parallèle à la droite i l , l'axe du moment de 
cette droite sera égal et parallèle à la vitesse du point 
JUi ̂  donc, si l'on appelle , , les coordonnées du 
point nii par rapport aux axes ox, oj^ oz, on aura, en 
observant que la droite i ï i a pour projection sur les 
axesp, q, r, 

(U, 

ON '''(>'1 

l i ) ; —• —jjz, — 

dz, 

Au moyen de ces relations , on aura la position de 1 un 
quelconque des axes ox^, o j i , oz^ par rapport aux axes 
o.r, O)̂ , oz , et, par conséquent, la position de chacun 
de ceux-ci par rapport aux axes fixes dans l'espace (*). 

Note. 

M. Poinsot suppose, dans sa Théorie nouvelle de la 
Rotation, que lorsqu'un corps tourne autour d'un point 
fixe, la force centripète est toujours proportionnelle à la 
distance de ce pointa l'axe instantané, et, par consé-
quent, que cette distance est toujours égale au rayon de 
courbure de l'arc décrit par ce point en un instant. Le 

Voir STI'RM, Nouvelles Annales, T. X , ]>. /IUI. TM. 
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problème suivant met en évidence F inexactitude 4e cette 
hypothèse. 

PROBLÈME. Un cercle dont le centre est fixe et dont 
le plan est vertical, tourne à la fois autour de son dia^ 
mètre vertical et autour de son centre dans son plan. 
Les vitesses angulaires de ces deux rotations sont tou-
jours égales entre elleson demande de déterminer : 

la trajectoire de Vun des points de la circonférence 
du cercle mobile^ la longueur de la perpendiculaire 
abaissée d'une position quelconque du point générateur 
sur l'axe instantané correspondant^ 3® le rayon de 
courbure de la trajectoire correspondant au même point. 

Soient : 
m le point générateur de la trajectoire, point 

que nous, supposerons, pour plus de sim-
plicité, distant du point fixe d'une quan-
tité égale à l'unité ; 

om le rayon vecteur mené du point fixe au 
point m ; 

ox, oj\ oz trois axes rectangulaires tels, que l'axe oz 
coïncide avec om lorsque ce rayon est di-
rigé verticalement de bas en haut; que 
l'axe ox coïncide avec la position qu'au-
rait eue le rayon om après avoir décrit un 
angle de 90 degrés si le plan du cercle 
était resté immobile ; que Paxè c^ coïncide 
avec la position qu'occupe réellement le 
rayon om à la même époque ; 

x , J , z les coordonnées du point m à une époque 
quelconque ; 

9 l'angle que le rayon vecteur om fait avec 
l'axe oz, angle toujours égal à celui que 
la projection de om sur le plan des xy 
fait avec l'axe desx. 
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Au moyen de ees notations, on trouve immédiatemenl 

les relationis suivantes : 

i:r = sin<p coS(p, 

z ~ cos (j>, 

De là on déduit d'abord 

Ces équations montrent que la trajectoire est l'intersec-
tion de la sphère décrite par la circonférence du cercle 
mobile avec un cylindre droit vertical tangent au plan de 
ce cercle dans sa position initiale et ayant pour base un 
cercle dont la diamètre est le rayon du cercle mobile. 

Cherchons, en second lieu, la longueur de la perpen-
diculaire abaissée du point ni sur l'axe instantané corres-
pondant. 

Pour avoir la position de l'axe instantané à une épo-
que quelconque, il suffit de construire la diagonale du 
parallélogramme dont les côtés contigus sont les carac-
téristiques des deux mouvements de rotation à cette épo-
que. Ces caractéristiques sont, d'après l'énoncé, égales 
entre elles; l'une coïncide toujours avec l'axe oz, l'autre 
est toujours dans un plan perpendiculaire au cercle mo-
bile ; donc f axe instantané fait un angle de degrés 
avec l'axe des z ^ i reste toujours dans un plan vertical 
perpendiculaire au plan du cercle mobile. 

D'après cela, si l'on désigne par h la perpendiculaire 
dont il s'agit, on trouvera sans peine 

/¿- r= sin' (p 4- - cos' "f, 
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d'où 

(3) 

Cherchons enfin le rayoa de courbure de la trajectoire 
au point m \ si nous désignons ce rayon par p , et par s 
Tare de la trajectoire compris entre le point m et Taxe 
des z , on aura 

w ,= 
jcf {d''YY (d-zy — [d" sy 

Or on déduit des équations (i) : 

djc dy 

dz . ds ' . , 
— ~ — siriy, = 

d'X . d'Y 

d'z dsd's 

Au moyen de cés valeurs, la formule (4) devient 

3 sin' ® 

Pour que le rayon de courbure de la trajectoire au 

point m soit égal , comme le suppose M. Poinsot, à la 

perpendiculaire abaissée de ce point sur Taxe instan|ané 

correspondant, il faut que Ton ait, quel que soit (jp, 

5 -f- 3 sin' (p 2 

Or cette équation n'est satisfaite que par les valeurs 

90^(1 ±2//) ; 
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n étant un nombre entier quelconque, ces valeurs cor-
respondent au point unique où la trajectoire vient cou-
per le plan des x j . 

Ainsi la solution du problème de la rotation des corps 
par M. Poinsot est inacceptable. 

Note du Rédacteur. Il faut se rappeler que tout cou-
ple est représenté en grandeur et en direction par son 
axe, de sorte que Taxe représente une force; de là Tex-
pression de Fauteur résultante des axes. Il n'emploie pas 
le mot couple et le remplace parle mot moment semble 
que cette substitution n'est pas favorable à la clarté, mais 
ne nuit pas à la justesse des raisonnements. L'erreur si-
gnalée provient de ce que les vitesses dépendent d'infini-
ment petits du premier ordre, tels sont les contacts des 
tangentes ; tandis que les forces accélératrices , et, par 
conséquent, les forces centripètes dépendent d'infini-
ment petits du second ordre, tels sont les contacts des 
cercles de courbures. 

SUR UNE QUESTION D'ALGEBRE RELATIVE A DEUX 
ÉQUATIONS CUBIQUES , 

P A R M . M I C H A E L R O B E R T S . 

Etant données deux équations du troisième degré, sa-
voir 

a" ( ï ) x̂  — px'̂  ~{-qx — r = z o ( racines a, a ' , 

( I I ) — p' x-" + q'x — ~ o (racines p, , 

je vais discuter l'équation dont les racines sont les valeurs 
que prend la fonction 
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Désignons cette fonction par z et posons 

[pqr' p' q' r) + pp' qq' + 27 /r 

A= 27 r' -4- ^p^ r — p^ 

( A , A' sont les fonctions qu'on appelle aujourd'hui dis-
criminants àes équations données, et la condition A = o 
exprime que l'équation (I) a deux racines égales) : l'é-
quation dont il s'agit s'écrit sous la forme suivante : 

( I I I ) i^z' — p p ' z ^ ^ M z — ^ N j ' - i o. 

Si l'équation (I) a deux racines égales, l'équation (III) 
a ses racines égales deux à deux, ce qui se vérifie aisé-
ment à priori-, et si les équations données deviennent 
identiques, A égale A', et l'équation (III) se décompose 
dans les suivantes : 

Z ^ ^ P I Z ' ^ M Z — ^ ( N — A ) O . 

Les racines de la première sont 

a''-|-2aa'% 

ce qu'on peut faire voir en éliminant x entre l'équa-
tion (I) et la suivante : 

x^ — xz 2 r o. 

Les racines de la seconde sont évidemment q deux fois 
et p'^ — iq. 
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Nous tirons aiKsi par différentiation 

et en représentant par A " le discriminant de Téqua-
tion 

( I V ) Z^ — P F Z ^ + M Z — ^ N 

nous avons 

^i/N dr 

ee qui exprime une relation entre les racines des dérivées 
des équations (I) , (II), (IV). 

En posant 
pp' 

l'équation (III) se transforme en 

2i6 dr' 

d'où nous tirons 

I R/A D F ^ Y 

dr dr' ) 

mais on a 
¡d£,\ 
\dr 

— loBArr: - : 

en sorte que 
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Posons maintenant 

D . = 

1« p 
la'.p' 
1 OL̂ 'f 

, a 

I A ' ' F 

la p 
1 a' f 
1 a" p' 

1« 
I a p y 

I a f 
l a ' p 

l a 
la' P' 

le produit P de ces six déterminants s'eitprime d'une 
manière assez élégante. En effet, nous trouvons 

/dà'Y , idAy 

oti bien encore 

P = A - 3 Q ' Y - A ' ( P ' - 3 Q Y . 

Si Téquation (III) n'a que d^ux racines égales, on a 

A 

Note du Réda^eteur, Les six racines de l'équation (III) 
sont 

«p -H - a' p' + a P". 
ap -+ - a ' p " + a' 

«P'H - a ' p + a P"-
«P'H a P, 

h a ' p + a P'. 
ap"H h a ' p ' + a' P> 

et l'équation (III) s'obtient par la théorie des fonctions 
symétriques. Cette équation peut toujours se ramener au 
troisième degré, car on a 

_ ^^^ ^ M Z — - N ± : - sJlÂ' =z O. 
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Si 

r = r ' = o, 
on peut supposer 

a=:p = o; 

réquation (III) est alors relative à deux équations du 
^ second degré , et en supposant p, </, r des fonctions d'une 

variable on est amené à des propriétés géométriques 
des courbes du second et du troisième degré. 

EXERCICES 
sur la résotutiou namériqae des équations algébriques ^ 

D APRES G A U S S . 

Met. noua, integr. comm. Gott ing, vol. I I , 1814-15, pages 72. 

1. a:- — a; -4- g = o . 

Xy = 0,2113248654 051871 , 

X.̂  = 0,7886751345 948129. 

3 3 I 
2. x' X = o . 

5 20 

Xy =0,1127016653 792583, 

3̂ = 0,5, 
073 = 0,8872983346 207417 • 

»R « = Q . 2 I 5. x^ — 2 .r-̂  -f- ^ X = o . 
7 7 70 

Xy — 0,069431844^ 0^9754 ) 

0,3300094782 075677, 

0,66999052 ï 7 924323, 

x^ •=: o,93o568i557 970246. 
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2 9 6 4^ 2i52 

= 0 , 0 4 6 9 1 0 0 7 7 0 3o668o, 

X, 0,230765344947^^85, 
073 = o,o5, ^ 

jr̂  = 0,7692346550 528415, 

JTJ, = 0 , 9 5 3 0 8 9 9 2 2 9 6 9 3 3 2 0 . 

+ — .r - f - o . 
22 II II 22 • 924 

07, = 0 , 0 3 3 7 6 5 2 4 2 8 9 8 4 ^ 4 0 , 

= 0 , 1 6 9 3 9 5 3 0 6 7 6 6 8 6 7 8 , 

073 ~ 0 ,3806904069 584O 1 5 , 

0-4 = 0,6193095930415985, 

Xs o, 8306046932 331322 , 

XQ = 0 , 9 6 6 2 3 4 7 5 7 I 0 1 5 7 6 0 . 

7 . 63 ^ ' ; 5 ^ 175 , 63 .. 
2 i3 52 143 28b 

7 î 
- h - / - œ ^ — — o . 

429 3432 

X, = 0,0254460438 286202, 

O72 = o, 1292344^72 O O 3 O 2 8 , 

X3 = 0,2970774243 II3oi5, 

4̂ = 0,5, 

075 = 0 , 7 0 2 9 2 2 5 7 5 6 8 8 6 9 8 5 , 

076 = 0,8707655927 996972, 
07, = 0,974553956 I 7 I 3798 . 

( Voir iVott̂ e/Z î Annales y t. XI I , p. 3 1 9 . ) 

Remarque, Nous donnerons l'analyse du Mémoire. 

Ànn. de Maihémat., t. XV. (Mars i856.) 
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SUR LE CALCUL DE tt, 
P A R M . J . - C H . D U P A I N , 

P r o f e s s e u r . 

Permettez-moi quelques observations au sujet d'une 

Note insérée dans les Nouvelles Annales^ tome XIV, 

p . 4 6 2 . 

i " . Legendre traitant le même sujet [Géométrie, 

livre IV, prop. XIII) emploie des formules qui diffèrent 

de celles de M. Schlomilch, 

M— sJK.^j 

2 A . B 

k' 

A et B sont les surfaces de deux polygones réguliers l'un 

inscrit, l'autre circonscrit, A' et B' sont les surfaces des 

polygones d'un nombre double de côtés. 

En adoptant cette notation, M. Schlomilch écrirait 

2 A \ B 

' A ' - 4 - B ' 
A ' = V / A . B , B ' : 

Ces formules peuvent se déduire de celles de Legendre. 

En effet 

2 A ' ^ ' B 

~ A B - F - A ' B 

2 A^'' B 
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je supprime le facteur commun A' et j'ai 

2®. Appelons P„, /7„ les périmètres de deux ^lygones 
réguliers de n côtés, l'un circonscrit, l'autre inscrit à 
un cercle. On a les formules 

P^« — p • ,, ^ P̂ n = Sjpn P7, 
^ n -r- Pn 

cjue l'on peut écrire 

I _ I / r I \ I ___ / \ 1 

On est conduit aux mêmes calculs que M. Schlomilch, et 
ces calculs ne paraissent pas différer essentiellement de 
ceux de Schwab. 

3®. Si l'on forme une série de termes commençant par 
a , & et telle, que chaque terme soit'moyen arithmétique 
entre les deux précédents, le terme général de la série 
est 

a -\- i b a — b 
- ( I J" -

3 . 2 « ^ 

ce que l'on démontre aisément en admettant que deux 
termes consécutifs aient cette forme et en calculant le 
terme suivant. 

Ce terme général a évidemment pour limite ^ . 

4 .̂ La méthode de Schwab est généralement adoptée 
pour le calcul élémentaire mais sérieux du nombre TT. 

Quand il s'agit d'indiquer rapidement à des élèves la 
possibilité de ce calcul, ne pourrait-on employer la mar-
che suivante ? 

(On est prié de tracer la figure. ) 

83 
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Dans un cercle dont le diamètre est 2 et dont la sur-
face sera TT, je trace deux rayons perpendiculaires O A , 
OC. Je divise en cinq parties égales la moitié OE de OA 
et aux j^ipms de division j'élève des ordonnées ou demi-
cordes perpendiculaires sur OA, savoir E D , ^ ' , SSl^h '̂-i % 
IV, Ces ordonnées sont moyennes proportionnelles entre 
les segments qu'elles interceptent sur le diamètre : 

//'=:s/o,6y< 1 , 4 = v/0,84 = 0 , 9 2 , 

V o , 7 X 1 , 3 = v/0,91 = 0 , 9 5 , 

hh' =i y/0,8 X 1,2 = v/0,96 = 0,98, 

II' = v^o,9 X 0,1 = v/0,99 — 1,00. 

ED est la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit 

2 

L'aire COED a pour valeur approchée 

^̂  DE 4- //^ -H 4- hh' -+- ~ Ocj = o ,478. 

Le triangle ODE a pour mesure 

Le secteur COD étant la différence entre COED et COE, 
on a 

aire GOD = 0,478 — 0 , 2 1 6 = 0,262 

Ce secteur est d'ailleurs la douzième partie du cercle; 
donc 

7r =r 12 X o , 2 6 2 = 3, l44-
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Celle valeur esl approchée à moins d'un cenlième , 
mais on ne pourrait TaflSrmer à priori. 

Si Ton voulait être sûr que Terreur commise est plus 
petite que e, il faudrait que le nombre de divisions de OE 
fut plus grand que 

2 - v3 

et l'on serait conduit à des calculs plus longs que ceux 

deSchwab. 
5®. Un auteur connu par de nombreuses publications 

vient d'insérer dans sa Géométrie une Note d'un profes-
seur du lycée Bonaparte. 

Ce professeur calcule le nombre n au moyen des péri-
mètres des polygones inscrits seulement et avec les Tables 
de Lalande [Sic visum Superis), On trouve ainsi ; 

Pour 64 côtés.... 3,1394 
Pour 1 2 8 côtés... . 3,119 

L'approximation diminue quand le nombre des côtés 
augmente. M. le Professeur se garde bien d'avouer ce 
fait, dans la crainte fondée d'effaroucher les élèves ^ mais 
a-t-il raison de le déguiser en disant que le périmètre 
du polygone de 1 2 8 côtés est aussi '3,i394i^ N'a-t-il 
pas à redouter la censure de ce juge sévère qui accuse les 
anciens auteurs (tels que M. Blanchet ) de ne pas appli-
(.[aer franchement la méthode des limites, par ce seul f̂ iii 
qu'ils emploient les polygones circonscrits. 

Note du Rédacteur, M. Saigey vient de publier une 
méthode de calculer TT, qui, conséquence de la méthode de 
riiomas Simpson, donne la même approximation. Nous 
reviendrons surcctte méthode, d'une élégance et d'une sim-
plicité remarquables. On la trouve dans un ouvrage inti-
tulé : Géométrie élémentaire, par M. Saigey 5 1856, in-i 2 
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de 252 pages (*). Géométrie curieuse. On y trouve des 
proportions sans rapport et le célèbre axiome XI d'Eu-
clide, qui a résisté pendant des milliers d'années aux ef-
forts de tous les géomètres, y est démontré avec une rapi-
dité électrique, à l'aide d'un mouvement d'éventail. C'est 
très-gracieux. 

NOTE m QUELQUES IDENTITES; 
PAR M. E. PROUHET. 

Je me propose de démontrer quelques identités cu-
rieuses énoncées sans démonstration par M. Oscar Weber, 
professeur à Dresde [Archwes de Gruneî^t, t. X X X I I , 
p. 853; i854). 

Afin d'éviter une trop grande complication , je pren-
drai un exemple particulier, mais on verra sans peine que 
le même raisonnement convient à tous les cas. 

Soient è , c, i? six quantités inégales et que 
nous supposerons racines de l'équation 

-f. P, -h P, -h P3 4- p, ^̂  + p, .r + P, = o. 

Considérons le tableau formé des diverses puissances 
de ces quantités 

a' a' d' a a' 
h' h' b' b^ b b' 
c' c' c' c' c c" 

d' d^ d' d' d d' 
e'' e' e' e e' 

r P P f 

(*) Chez Mallet-BachcUer, quai des Augusliiis, 55, Prix: 5o^. 
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Ce tableau renferme quarante-deux termes, de sorte 

que si l'on e n l è v e d e s colonnes verticales, il restera 
trente-six quantités avec lesquelles on pourra former un 
déterminant. Je nomme D le déterminant que Ton ob-
tient après avoir supprimé la première colonne à gauche, 
Dj celui qu'on obtient en supprimant la seconde, et ainsi 
de suite. 

D'après un théorème de Vandermonde [ A , 177^ 5 
partie, p. 522), on a 

D = (a - e ) . . .{« -

D'après un second théorème du même géomètre ( /¿/J, 
p. 254), on a 

r h' h^ b' b ¿»"1 
& c c^ c c" 
d' d' d' d d' 
e^ e^ e^ e 

L / ^ P r f / » J 

Les déterminants compris sous le signe ^ ont tantôt 

le signe -f-, tantôt le signe — . Cette particularité n'ayant 
aucune importance pour l'objet que j'ai en vue, je me 
contenterai de remarquer que le terme exprimé a le si-
gne-+-. 

D'après le premier théorème de Vandermonde, on 
peut encore écrire 

on aura ensuite 

b' X 

& e c c» 
r/' r/ ' d d ' 

e' c r' 

f f P J 



a' n* d d" -

b' b' b' X e e" 

f P -
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et, par conséquent, 

on aura aussi 

ou bien 

Da e^ (a ~ b) [a ^ c) [b-^c] [d^e) [d^f) [e^f], 

et ainsi de suite. 

Ces préliminaires admis, soit à résoudre le système des 

équations suivantes : 

P. + P, a' 4- P3 P4 fl^ H- Ps « H- Pe = ~ « S 

P. b' -f P. + P3 H- P4 -h Ps ̂  H- Pb = — ¿'S 

P./^-f- Pa/^-H P4/^4-P5/-i- P6 = — / % 

où Ton considère P i , P2 » etc., comme des inconnues. Le 
dénominateur commun de ces inconnues sera D : le nu-
mérateur de la valeur de P j sera le déterminant Di dans 
lequel on aurait changé de signe tous les termes de la 
première colonne. On aura donc 

OU, en substituant les valeurs de D et de Di trouvées plus 

haut et réduisant. 
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Le numérateur de Pg sera le déterminant Dj dans lequel 
on aurait transporté la première colonne à la seconde 
place en changeant les signes de tous ses termes , ce qui 
n'altère pas la valeur de ce déterminant. 

On aura donc 

D, 

ou, en réduisant, 

ah ac , , , e f 

a' b' ^ y i!! 
^ (a — c) (a i/). . . ( « • 

On aura de même 

iabc -h ^bd def 

_ Y 

I abcd -h abce -f-. . . + cdef 

- (a - - c){a - / ) [b - e)[b -/)...(./_ /)' 

I 'Ofjbcde -f-. . . bcdef 

~ ( « - / ) - f ) [ c ^ m ^ f ] [ e - n 
Les formules ( i) , (a), . . . , (5) sont ceUes de M.Weber. 

On peut les renfermer dans le théoî^ïn^^l^nt : 

dt, b , I 

sont m quantités inégales et racines de Véquation 

la somme des produits de ces racines prises n à n sera 
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égale à 

, ^(abc. . . / g ) — { a ^ i n a - c)-. 

Un peu d'attention suffira pour voir que cet énoncé 
comprend toutes les formules particulières que nous ve-
nons de démontrer. 

Note du Rédacteur. Ces identités sont d'utiles exer-
cices de calcul à donner aux élèves 5 développons-en quel-
ques-unes : 

a — b b — a 

a' b' 
a -h b : 

b c cl -. 

- [a — b) [a — c) ^ (6 — a) — c) 

a' 
' [a — b) [a — c)[a-^d) 

^ 

• {b—a) — i / j 

-H 

r^ 

(d - a){d --- b) [d c)' 

etc ; 

ah ac -f- bc 
a - c ) { b - c ) 

à^ C' 

^[a'-hy^b) 

(b — a) {c — (?) 
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nh ' \ ne --1— aei 1 hc-4- hd. -4- rri — 
[a ~ ^d) 

1 
d) 

b) b) (d^ 

etc.; 

[a-

1 

.d){b-^d){c^d) 

a' b' d' 

à" ed^ 

c){c— b){c — d) 

b'c'd' 

etc. 

NOTE SUR L 'A IRE DU T R M G L E SPUÉR l f t l l E , 

Formule de Lhuilier -, 

PAR M. PROUHET. 

1. Si l'on représente par 2 S la surface d'un triangle 
spliérique, on pourra mettre les deux formules de De-
la nd r̂e 

A - H B . A - F - B A - - B 
COS cos sm cos 

. C ~ R; C ~ C 
sm - COS - ros - cos -

2 2 2 2 
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sous la forme suivante : 

(0 

. /c A a - ^ b 
sin I S cos 

\1 2 
. C C 

sm - cos -
2 2 

a-^b 
cos I s 1 cos 

C c 
cos - cos -

2 2 

2. On déduit de l'équation ( i 

s; 
. C . /c \ c a b 

sm sin ( S cos cos 
2 \ 2 y î i 2 

~ c . /c TV"" c 
sin — f - sm S cos - -h cos -

2 \ 2 / 2 2 

ce qui, en changeant les sommes où-différences en pro-
duits , devient 

S 
, t a n g -

( 3 ) tang/> tang 

t a n g - - — 

Par une transformation analogue, on déduit de l equa-
tion (2) la suivante : 

f S C — S p — â p — b 
( 4 ) t ang - t a n g — — tang t a n g < - ^ . 

Multipliant les équations (3) et (4) membre à niemhn 
et extrayant la racine carrée du résultat, on obtient 

, - , S / t) f ) — il p — b J) — r 
{ 5 } tang ~ — y t^nig tang — tang - — ^ — rang - - -

formule de Simon Lhuilier. 
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3. On peut encore écrire les équations (i) et (2) sous 

cette forme, 

a b 

• c « c . , . c 
( 6 ) s i n - c o s S — c o s - s i n 8 = — s m - ? 
^ ' 2 2 C 2 

cos-
2 

a - b 

C • C C 
in) COS - s i n S - h s i n - s i n S = — c o s - . 

2 2 C 2 
c o s -

2 

En résolvant ces deux équations par rapport à cos S et 
à sin S , on aura , après quelques transformations faciles, 

-ov ^ I - f- c o s « cos¿> COSÍ; 
8 c o s S = , 

. a b c 
4 c o s - c o s - c o s -

2 2 2 

( 9 ) s i n S _ ^ 

2 cos - COS - cos -
2 2 2 

4. Si l'on désigne par 2(7 la surface du triangle supplé-
mentaire et par 2 S', 2 S'', 2 S''' les aires des triangles 
formés d'un' côté du triangle proposé et des prolonge-
ments des deux autres , on aura 

S ' S " S '" 
t a n g - t a n g — t a n g — 

a A / 2 2 
= s-

t a n g -
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DÉMONSTRATION DE QUELQUES THÉORÈMES DE M. STEINER 
(voir t. XIV, p. 141); 

PAR M. E . D E J O N Q U I È R E S , 

Lieutenant de vaioteau. 

THÉORÈME I. En inscrivant dans un quadrilatère 
deux coniques f les huit points de contact sont sur une 
même conique. 

Soient ABCD le quadrilatère -, EF les points de con-
( ours de ses côtés opposés -, G le point de croisement des 
diagonales A C , DB ; H le point de rencontre de DB et de 
EF -, 1 , 2 , 3 , ^ les quatre points de contact de la pre-
mière conique - , 5 , 6 , 7 , 8 ceux de la seconde sur les côtés 
A D , AB, B C , CD respectivement. On sait que les cor-
des de contact 12, 56, 8 7 , 43 concourent en H, et que 
les cordes de contact i3 , 24, 57, 68 concourent en G 
( Géométrie supérieure^ n° 692). 

Cela posé, par les cinq points i , 2 , 3,.45 5 faisons 
passer une conique, elle coupera la droite H 5 en un point 
qui sera le conjugué harmonique du point 5 par rapport 
aux deux points H et au point /?, où cette droite est cou-
pée par les diagonales F F et AC respectivement [Géom, 
sup,^ n® 698); or le point 6, qui est sur cette droite HS, 
est précisément ce conjugué harmonique [Géom, sup.^ 
n® 693) ; donc la conique (i 2345) passera par le point 6. 

De même, cette conique coupera la droite G5 en un 
point qui sera le conjugué harmonique du point 5 par 
rapport au point G et au point g où la droite G5 coupe 
EF (n'' 698) ; or le point 7. qui esl sur cette droite, est 
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précisément ce conjugué harmonique (n° 693); donc la 
conique passe par ce point 7. 

En considérant enfin la corde 6 G 8 , on prouverait de 
la même manière que la conique passe par le point 8. 

Ainsi le théorème est démontré. 

THÉORÈME II. Une conique étant insente dans un 
quadrilatère, si, par les quatre points de contact, on fait 
passer une seconde conique, elle coupera les côtés en 
quatre nouveaux points qui sont les points de contact 
d'une conique inscrite. 

Ce théorème est le réciproque du précédent. La dé-
monstration s'appuie exactement sur les mêmes propo-
sitions de la Géométrie supérieure ; il suffit de renver-
ser le raisonnement qu'on vient de faire pour le premier 
théorème. 

THÉORÈME III. Les huit points de contact des deux 
coniques inscrites dans un quadrilatère donnent soixante-
dix groupes de quatre points. 

Douze de ces points sont avec deux des quatre som-
mets opposés sur une même conique. 

Ces douze coniques se partagent en six couples de 
coniques tels, que dans chaque couple les coniques ont 
un double contact. 

On a soixante-dix groupes de quatre points, parce que 
c'est le nombre des combinaisons différentes de huit 
points pris quatre à quatre. 

Les trois diagonales AC , BD , EF du quadrilatère sont 
des ellipses infiniment aplaties inscrites dans ce quadri-
latère; leurs extrémités représentent chacune deux points 
de contact de ces ellipses avec les côtés du quadrilatère. 
Donc, par le théorème I , les deux extrémités d'une 
même diagonale se trouvent sur la même conique que 
quatre points de contact d'une autre conique inscrite. 
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Cela donne d'abord les six coniques : 

( 1 2 3 4 A C ] , ( 1 2 3 4 B D ) , ( 1 2 3 4 E F ) , 

( 5 6 7 8 A C ) , ( 5 6 7 8 B D ) , ( 5 6 7 8 F F ) . 

Combinons aciuellemenl ces extrémités des diagonales 
0 t e c quatre points de contact appartenant à deux coni-
ques distinctes, et choisis de manière que Ton n'ait que 
deux points sur chaque côté du quadrilatère en comptant 
ces extrémités elles-mêmes -, on obtiendra les six coniques 
suivantes : 

( 1 2 7 8 A C ) , ( 1 4 7 6 B D ) , ( I 6 3 8 E F ) , ' 

( 3 4 5 6 A C ) , ( 3 2 5 8 B D ) , ( 2 4 5 7 E F ) . 

Je dis ces six coniques, car il est évident que les rai-
sonnements employés pour démontrer le théorème I s'ap-
pliquent encore ici, puisque les cordes (12) et (78), par 
exemple, concourent au point H , pôle de AC -, que, dans 
le second groupe, les cordes (i4)? (67) concourent au 
pd/e de BD, et que , dans le troisième, les cordes ( i 3 ) , 
(68) concourent au pôle de EF. 

Et il est d'ailleurs bien évident que ce sont là les seu-
les combinaisons possibles. En tout douze coniques. 

Associons-les de la manière suivante . 

( 1 2 3 4 A C ) { 5 6 7 8 A C ) ( 1 2 3 4 B D ) 

( 1 2 7 8 A C ) ( 5 6 3 4 A C ) ( 1 6 7 4 B D ) . 

( 5 6 7 J 8 B D ) ( 1 2 3 4 E F ) ( 5 6 7 8 E F ) 

( 5 2 3 8 B D ) ( 1 6 3 8 E F ) ( 5 2 7 4 E F ) 

Les deux coniques de chacun de ces six groupes ont un 
double contact aux sommets du quadrilatère par lesquels 
elles passent. Par exemple, les deux coniques ( i234AC) 
(1278 AC) se touchent en A et en C. Ceci résulte de ce 
que, diens ces deux coniques , la corde AC a le même pôle 
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H , et que, par conséquent, elles ont Tune et l'autre pour 
tangentes en A et C les droites AH , CH. 

Et ainsi des autres. Le théorème est donc démontré. 
THÉORÈME IV. L'énoncé de ce théorème est évidemment 

faux ; il faut lire : 
Dans un quadrilatère inscrit à un cercle, le produit 

des distances de chaque point de la circonférence à deux 
côtés opposés est égal au produit des distances du même 
point aux deux autres côtés opposés. 

Il est démontré dans la Géométrie supéneure, p. 463. 
THÉORÈME V. Étant donné sur un plan un système de 

paraboles ayant même foyer F et deux points fixes A 
et B, si par ces deux points on mène quatre tangentes 
a Vune d'elles, le produit des rayons vecteurs qui abou-
tissent aux points de contact est constant, quelle que soit 
la parabole. 

En effet, le théorème n® 664 de la Géométrie supérieure 
(p. 4 9 8 — autrement) s'applique aux sections coniques 
avec une démonstration identique et il prend l'énoncé 
suivant : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique, 
si une tangente roule sur la courbele pixiduit de ses dis-
tances à deux sommets opposés est au produit de ses 
distances aux deux autres sommets opposés dans une 
raison X qui reste constante. 

La raison \ est égale au produit des distances de Vun 
quelconque des deux foyers aux deux premiers sommets 
dii^isé par le produit des distances du même joyer aux 
deux autres sommets. 

Si l'un des foyers est à l ' infini, X = i ; donc : 
Quand un quadrilatère est circonscrit à une parabole, 

le produit des distances du foyer de la courbe à deux 
sommets opposés est égal au produit des distances de 
^^ f^J^f^ deux autres sommets, 

Ann. de Mathémat., t. X V . (Mars i855.) 7 
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Si l'on suppose que les deux premiers sommets soient 

deux points de la courbe, les deux autres sommets se 
confondront avec les deux points de concours des tan-
gentes en ces deux points. Il en résulte que : 

Quand un angle est circonscrit à une parabole, le 
produit des distances des points de contact des deux 
côtés au foyer de la courbe est égal au carré de la dis^ 
tance de son sommet à ce foyer. 

De ce dernier théorème, dû à Lambert, on conclut, 
dans la question qui nous occupe , que le produit 

Y a.Yb.^c.Y d=z F A'.FB'zir constante. 

Or ce produit est indépendant de la parabole que l'on 
considère. Donc le théorème est démontré. 

On démontre, par d'autres considérations, que siles 
points A et B sont deux sommets opposés d'un quadrila-
tère circonscrit à une conique dont les foyers sont y et (p', 
on a toujours la relation 

F A . F B = F ( J > . F F , 

F étant comme ci-dessus le foyer d'une parabole inscrite 

dans ce même quadrilatère. On a donc 

Ffl .F¿.Fc.Fí/= F<i>.F(p'= constante, 

quelles que soient la conique et la parabole auxquelles 
est circonscrit le quadrilatère qui donne lieu aux points 
de contact a , è , pourvu que cette conique ait les 
points (f et (jp' pour foyers et que la parabole ait son foyer 
en F . 

C'est le théorème VIII de M. Steiner. 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE OE L4 QUESTION 280 (CH4SLËS ) ; 
PAR M . E . DE J O N Q U I È R E S , 

Lieutenant de vaisseau. 

Il s'agit de prouver que si, par trois points en ligne 
droite de la branche infinie d'une courbe du troisième or-
dre, composée d'une telle branche et d'un ovale, on mène, 
respectivement, deux tangentes à l'ovale, les trois cordes 
de contact passent par un même point. 

Je ferai voir, par la démonstration même, que ce théo-
rème est susceptible d'un énoncé plus général. 

Soient A , B , C les trois points en ligne droite pris sur 
la branche infinie*, les trois cordes de contact sont pq, 
K L , F G . 

Maclaurin démontre très-simplement, dans son Traité 
des courbes du troisième ordre (prop, X V , fin du corol-
laire), que si par chacun des trois points A , B, C on 
mène quatre tangentes à la courbe, toute droite qui joint 
deux quelconques des douze points de contact passe par 
l'un des dix autres, de telle sorte qu'en chacun des douze 
points de contact il y a toujours quatre cordes semblables 
qui viennent s'y croiser. 

Par le point A passent les tangentes AF, AG à l'ovale 
A J\ Ag à la branche infinie. 

Par le point B passent les tangentes B K , B L à l'ovale 
BA, B/ à la branche infinie. 

Par le point C passent les tangentes C P , C Q à l'ovale 
C/7, C ^ à la branche infinie. 

F , G , K , L , P , Q sont les points de contact sur To-
vale. 
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g^ k ̂  I^ q sont les points de contact sur la bran-
die infinie. 

J'ajouterai que ce point de croisement est toujours le 
point de contact d'une tangente issue de celui des trois 
points A , B , C qui est étranger aux deux points de con-
tact que réunit la corde en question. Ainsi, par exemple, 
les quatre cordes Q G , P F , ^ , qg qui joignent, deux à 
deux, les points de contact des tangentes issues des points 
A , C , viennent se couper au point de contact k de la 
tangente B k issue du troisième point B. 

De même , le point de contact / d e la tangente A / est 
le point de croisement des quatre cordes Q L , P K , ql^pk 
qui joignent les points de contact relatifs aux points B , C. 

De même encore , le point de contact p de la tangente 
Cp issue du point C , est le point de croisement des qua-
tre cordes L G , F K , /ĝ , fk dont les extrémités sont les 
points de contact relatifs aux deux autres points A , B. 

D'après cela, les triangles Q L G , P K F dont les côtés 
homologues se coupent en p sur la droite pf sont 
homologiqiies. Donc [Géométrie supérieure, 365) 
leurs sommets homologues sont deux à deux sur trois 
droites concourantes en un même point O. Or ces trois 
droites P Q , L K , F G sont précisément les cordes de con-
tact dont il s'agit dans l'énoncé de la question. Donc le 
théorème est démontré. 

Considérons actuellement les deux triangles Q l g , P ^ ; 
ces triangles sont pareillement homologiques en vertu 
du corollaire déjà cité. Car les côtés gl et kf se coupent 
en p les côtés Q /, Pfc se coupent en F ^ les côtés Q g , P / 
se coupent en K -, et les trois points sont en ligne 

droite. Donc les droites P Q , kl^fg qui joignent deux à 
deux les sommets homologues des deux triangles se croi-
sent en un même point O'. Or, ces trois droites sont trois 
cordes de contact relatives aux trois points A , B , C dont 
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deux sont prises sur la branche infinie et une sur Fo-
vale. 

La comparaison des triangles ^Lg^^^K/et. pareille-
ment, celle des triangles qlG, Yhp donneraient lieu à une 
conclusion analogue, relativement aux deux autres per-
mutations que Ton peut faire en prenant une corde de 
contact sur Tovale et deux sur la branche infinie. 

On a donc ce nouveau théorème. 
Une courbe du troisième ordre étant composée d'un 

ovale et d'une branche infinie, si Von prend Urois 
points en ligne droite sur cette branche; que par t un 
de ces trois points on même deux tangentes ci Vo -
vale, et que par chacun des deux autres on mène 
deux tangentes à la branche infinie, les trois cordes 
de contact ainsi déterminées passeront par un même 
point. 

Remarque. Si les trois points A.» B, C étaient pris 
sur les deux branches, savoir deux sur l'ovale et un sur la 
branche infinie, tels que Q , G, A, le théorème n'existerait 
plus ; car par chacun des pointsQ,G de Fovale on ne peut 
mener à la courbe aucune autre tangente que celle qui 
touche Tovale en ce point même (et qui en représente 
deux superposées) ; il n'existe donc, dans ce cas, qu'une 
seule corde de contact, savoir celle qui est relative au 
point fc, soit sur la branche infinie, soit sur l'ovale. 

Quant à la proposition de Maclaurin, sur laquelle 
s'appuie la démonstration, elle résulte de considérations 
très-simples et purement géométriques, comme on le 
verra dans ma traduction du Traité de ce grand géo-
mètre sur les courbes du troisième ordre, traduction 
que je n'ai d'ailleurs entreprise que pour faciliter aux 
jeunes gens la lecture de cet ouvrage rqjnarquable ^ qui 
est aujourd'hui extrêmement rare en France et peut-être 
peu connu. 
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NOTE SUR LA THÉORIE DES ROULETTES; 
P A R E . C A T A L A N . 

J . P R O B L È M E . Étant données deux lignes C D si-
tuées dans un même plan:, trouver une ligne EF telle, 
que si elle roule sur CD ^ un point M, invariablement lié 
à cette ligne EF, décrive AB. 

On sait que la droite menée du point décrivant M au 

point de contact l entre la ligne roulante E F et la ligne 

fixe CD est normale, en M, à la roulette AB. 

Cela posé ^ on peut admettre que CD soit déterminée, 
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au moyen de AB, par les longueurs des normales telles 
que ML En d'autres termes , 

(0 / = / ( • - ) 

étant l'équation de A B , l'autre ligne donnée CD pourra 
être représentée par une équation de la forme 

( 2 ) u = 

Enfin on peut supposer que la ligne EF, si elle existe, 
soit rapportée aux coordonnées polaires M et o), M étant 
le pôle, et Taxe étant une droite arbitraire MP, mobile 
avec le pôle. Il s'agit de trouver la relation entre w et u, 

A cet effet, menons la normale M ' G â la roulette AB, 
au point M' infiniment voisin de M-, et, du centre de 
courbure O , décrivons l'arc IH. Nous aurons, dans le 
triangle rectangle HGI, 

ds 

-du' 

en désignant par p le rayon de courbure, par ds l'élé-
ment MM', et par £ l'angle MOM' ou Y angle de contin-
gence la roulette AB. 

D'un autre côté, on sait que 

dtii 

donc 

r/« = ( i - f - - ) r/i. 
p/ 

Si 5 au moyen des équations (i) et ( 2 ) , on exprime p et 

ds en fonction de u et de Î/M, la formule (4) donnera l'é-

quation de la ligne cherchée EF. Par conséquent: 

Toute courbe plane est une roulette. 
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H. Si 

c'est-à-dire si la ligne fixe CD est le lieu des centres de 
courbure des centres de la roulette A B , l'équation (4) 
donne 

i/w = o ou w = constante. 

Cette dernière équation représente une ligne droite-
Donc, la courbe quelconque AB peut être engendrée par 
un point M appartenant à une droite qui roule sur la 
développée de cette même courbe; ce qui est évident. 

III. Si u = constante, 

/ rc/s 
o>= --h I 

^ J p 
ou, à cause de 

ds — dxs/i-hy, p = 

fdx 

ou encore 

(5) w ^ -h arc tang/' -f- constante. 

Mais le rayon vecteur u étant constant, la courbe rou-
lante EF est une circonférence dont le centre est le point 
décrii^ant M. L'élément de cette circonférence, ou l'élé-
ment de la ligne fixe CD, a pour expression 

(6) d(T=ziid(o, 

Si donc nous supposons, ce qui est permis , quej^'^: o 
donne s = o et cr = o , nous aurons, à cause des rela-
tions (5) et (6) , 

(7 = Í -h w arc tang y . 
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De là ce théorème très-probablement connu : 

Si Von considère une courbe AB et une parallèle CD 
à cette courbe, la différence entre les deux arcs carres-
pondants CI , AM (c'est-à-dire terminés à deux norma-
les communes A C , MI) est égale à Varc de cercle C K , 
décrit de Vorigine A comme centre, et terminé à une 
parallèle A K à la normale commune ML 

IV. Soit C ' I ' D ' une autre parallèle à AMB, menée à 
la distance u. On aura 

C ' r = : A M —arc tang/, 

et, par conséquent, 

AM=zi {ci + ar). 

Ainsi l'arc AM est égal à la demi-somme des arcs 
correspondants C I , C I ' -, ce qui est encore évident. 

V. Supposons que la ligne Uxe CD soit droite. Alors, 
en prenant cette ligne pour axe des abscisses, on aura 

( 7 ) 

puis, par l'équation (4), 

J X » 4- Y 

(8 ) w -f- arc tang/' -h constante. 

Ces deux dernières formules feront connaître, dans 
chaque cas particulier, la courbe EF qui, roulant sur une 
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droite donnée, fait décrire, à un point qu elle entraîne, 

une ligne donnée AB. 

VI. S i , par exemple, AB est une droite ayant pour 

équation 

X tanga, 

les équations (7) et (8) deviendront 

a? tanga _ 
u = — , w = cot a. 1 .r-f- a -h constante, 

cos'a ' 

d'où en supposant o) = o pour x = i , 

( q ) 
C O S A 

Cette équation représente une spirale logarithmique. 
Donc, quand une spirale logarithmique roule sur une 
droite, son pôle décrit une droite, 

VII. La ligne CD étant toujours une droite, si l'on 
prend, pour la roulette AB, une eycloïde ordinaire, une 
chaînette, etc., on trouve que la courbe roulante est 
une circonférence, une parabole, etc. 

VIII. Considérons le cas particulier où, la ligne fixe 

A Ok « 1 V, 1 \r ] 

\ 

étant toujours une droite C D , la roulette AB serait une 

circonférence de rayon r. Désignons par [3 l'ordonnée OL 

de son centre et par ç l'angle lOL. Nous aurons 
o 

u ZZI p ~ A-, (Iszzz rdo ; 
cos îp ^ ^ 
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( 107 ) 

p — r cosç 

L'intégrale de cette équation est, en supposant w = o 
pour (p = o , 

v / F ^ 
: arc tang r f ^ + r I 

Mais , à cause de cos© = , 
' ^ tt H- r 

I 8 

donc l'équation de la courbe EF est 

„ = arc tang . 

Celle-ci donne, par un calcul facile. 

s wv/p'— 
1 -h - cos 

r p 

Celte dernière équation a la forme de celle qui appartient 
aux transformées des sections coniques (*). Mais,comme 
le multiplicateur de w est une fraction proprement dite, la 
ligne EF représentée par l'équation (ÏO) n'est pas une de 
ces transformées. 

IX. Les derniers calculs supposent l'ordonnée (3 plus 
grande que le rayon r. 

(*) Traité élémentaire de Géométrie descriptive, seconde partie, p. 58. 
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Si (3 = r, la formule (lo) doit être remplacée par 

/ \ ir 

c désignant la constante arbitraire. 

Si on la suppose nulle, l'équation (i i) devient 

( 1 2 ) 
27* 

0) = O donne ii =:= — 25 ainsi quand le point de contact 
entre la courbe roidante et la droite CD se confond avec 
le point de contact I entre la droite et la circonférence AB, 
le point décrivant est en M , à l'extrémité du diamètre I M , 
et Taxe des amplitudes est dirigé suivant le prolongement 
MP de ce diamètre. 

La courbe roulante EIF a deux asymptotes, parallèles 

aux rayons vecteurs infinis déterminés par 

W = 3 : I 

et situées à une distance de ces rayons égale à r. Quand 
cette courbe roulera sur CD, le point M décrira Tare 
RMS, dont la longueur est égale au diamètre IM. Etc. 
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MÉTHODE DE QUADRATURE DE COTES; 
D'APRÈS &AUSS { * } . 

Lemme. S o i t 

~ A M(̂ ) ' 

le signe sommatoire se rapporte à Findice fji. 
n est un nombre positif entier donné et ¡k prend suc-

cessivement les 7Z H- I valeurs o , i , 2 . 5 les A sont 
des constantes données, 

T _ nt{nt-^i){nt^<2.), . .{ntn) 

t une variable; de sorte que 

= [nt-^ i ) ( « i — 2) . . . ( « i — fx - h i ) 

p __ , ) . . . [nt— /?). 

Désignons par M(̂ ) la valeur numérique que prend T̂ ^̂  
en y faisant nt = [k^ on aura 

McjtA) = — — 2 ) . . . ! . — I . — 2 . . . f X — 

Mo= — I . — 2. — 3 . , . — n. 

Le premier terme de Y est 

A{nt — i)(nt-~ 2)..,(/Il — /i) 

On met A au lieu de A (q) . 

(*) Methodus nova integialium valores per approximationem inveniendi, 

autore Carolo Friderico Gauss, Societati regiaî Scientiarum cxhibita D . 
iG septembris 181/ ,̂ p. 39-7C. 
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Le deuxième terme est 

Ai nt [nt — 7.) ... (nt — n) 

i . — I. . . 1 —/2 ' ' 

le dernier terme est 

Ar,nt (nt — i) , .. { n t n ï ) 

n{n — i} . . . 1 

Faisant successivement t égal à Tun des nombres de 
la suite 

1 2 3 n 
o, —) —y 

n n n n 

les îi-\- 1 valeurs numériques correspondantes de Y sont 

A, Al, Aa, A3,. . . A„. 

Si Y j est une autre fonction de i , ayant ces mêmes va-
leurs pour les mêmes valeurs de i , Y ' — Y sera divisible 
par les -f- i) facteurs 

I 2 
t, t , t / — I, 

n n 

et, par conséquent, par le produit de ces facteurs. Il faut 
donc que Yi soit d'un degré plus élevé que ainsi de 
toutes les fonctions de t qui donnent ces valeurs A , 
A l , . . . , A„ pour les valeurs correspondantes de i, la 
moins élevée est la fonction Y. 

Corollaire. Si une fonction de t étant développée sui-
vant les puissances de t est interrompue avant le terme 
qui renferme cette fonction est identique avec la 
fonction Y. 

2. Soit à intégrer / jdx par la méthode des rec-

tangles; où est une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de x. 
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Faisons 

donnons successivement à a: les /i -f- i valeurs 

A 2 A 3 A 72 A 

et supposons que les valeurs correspondantes dé sont 

A , A|, A j , . . . An. 

Posons 

où t est une nouvelle variable et y devient fonction de t. 

Alors 

Jjrdxz= àjfdt. 

Remplaçons J par Y et Ton aura 

Jydx=z^ J^dt. 

Développant T(^) suivant les puissances décroissantes 
de z , on a 

T ( ^ ) = AI« -J- P I « - ' - H 7 4 -

Jr^ a s 7 ^ 
' T^ dt = ^ -f- i- H ^ h h . . Mu Ra, 
^ ^ « 4 - 1 n n — I n — 2 R R » 

M ,̂ est un nombre, donc R^ est aussi un nombre. On 
aura 

= A { A R - I - A,R. 4- A j R . - h . . . 4- A„ R„). 

Car 
g=z o , hz=: I , A = I . 

Celte intégrale est exacte. 
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Exemple : 

- , ) ( 5 f ~ 3 ) ( 5 i - 4 ) ( 5 i — 5 ) 

M 2 = : 2 . I . — ï . — 2. — 3 = — 12, 

« = 3I25, 

6125, 

7 = 7375, 

^ = - 2 6 7 5 , 

e = 3oo ; 

3125 ^ ^ "7375 2675 3oo 25 

R - . 

3. On peut abréger ce calcul. Posons 

7.t — I K , 

alors 

[nîi-^n)[nu'^-n — 2)(/ia-4-/i—4) ••• { ^ w — { n u — n-\~i) [nu—n) 
(f^) — n — 2pi) 

Posons 

n^) u'— {n u' — (/z—6)^]... _ 

Lorsque n est pair, le numérateur se termine par 

— 4 ) lorsque n est impair par 

( / i ^ « ' — i ) , 

et 

- ;r 
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est de degré n — i en u ; et 

Posons 

= a w"-' 4- p -h 7 4- . . . . 

Si w est pair la seconde intégrale s évanouit, et si n 
est impair la première s'évanouit. 

Ainsi pour n pair, 

X ' = i ^ ̂  ^ ^ ' 
pour n impair, ^ 

r r^ , 2u — « / a S 7 tî i T^ dt = J l _ - H H 1— H ^ 4- . . . 

U^ ne change pas en remplaçant n — 2 p par i^i — n , 
c'est-à-dire en remplaçant [jl par n — f i , donc 

~ U(« — a). 

Ainsi 

r _ dt = zt f Tf, dt^ 

c/o Jo 

le signe supérieur pour n pair et le signe inférieur pour 

n impair* et comme 

on a donc toujours 

Rrt — // — R/;.. 

Ainsi, dans les coefficients F , R^, R^,..., R„, 

R = R,j, R, R/i—I > R? ~ Rrt—2, • . . . 

Ann. de Maihémat.y t. XV. (Mars 1856.) 8 
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4. Éi^aluation de V erreur. 
Soit 

r dt =r — - — = valeur exacte. 
m-+- I 

Partageons l'intervalle de o à i en n -h i parties égales 

1 2 3 n 
o, -5 -9 

n n n n 

A = I, 

les n -h 1 valeurs de A sont 

donc 

valeur approchée. 
Désignons par /r̂ ,̂ ) la différence des deux valeurs, on a 

= — ^ _ 2 [R, ^ ^̂  R, -f- 3'« R3 -h . . . + /z- R„j, 

Ä = 1 — R, — Rj ~ . . . — R«, car o. 

Développant y suivant les puissances croissantes de i , 

r = K 4-K. i -h K, i-'-f-K, -h. . . , 

alors 

= K A- 4- K. -i- K. -f- K3 /-a 4- . . . 4- K„ 

Car pour i® la différence est A, pour t'̂  la différence 
estÄ^i,etc. 

Tant que le développement de y ne dépasse pas n , la 
valeur approchée se confond avec la vraie valeur; ainsi 

8. 
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(̂0)5 î (̂2) V ) (̂n) sont nuls et la correction ne com-
mence qu'à En effet, tant que m est moindre quciri, 

y est identique avec Y et l'intégration est exacte telle 
•qu'elle a été donnée ci-dessus. Donc 

m ^^ K.n-f-1 Ĥ-f-i ®»-/i-f-2 '̂/j-H-a + . . . . 

Exemple. 

« = I, h., g ' 

« = 2 , / T =: o , 

I 
/2 = 3 , Z=1 — 

270 

/I = 4, h^ — o, 

« = 6, o, 

io5884io' 

» 

Pour n = I, 

I 

r 10 

I 
1 2 0 

I 
1 0 8 ' 

Z. I 
h — ' 

2 6 8 8 ' 

11 
i5ooo' 

768' 

I 
38880' 

2352980' 

» - 864o ' 

r/~ 8, /'a—o, '̂10— ;; >1 — ——77^—0* 
' ' 17301504' 3145728 

k, = O, 

2 1 r̂  3 2 6 

Pour 11=1.^ 
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On a en général pour n pair 

et 

kn+i = O, 

/î -f- 3 

En effet, soit la différence entre la valeur vraie et 
la valeur approchée de 

on a 

/(m) — 

/ m 
R 4-1 \ 

/3 
-f- - Ra-2/ 

dt 

I I 
n 2 

2 I 

n 2 

Pour m impair l'intégrale et la série s'évanouissent^ car 

Rp = Rn-^. 

Pour rn et n pairs 

I 2 

X 
4-2-R -f-R. 

_ „ - 2 

Pour ni pair et n impair 

tyfri 
I 

M - H I N' 
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Développons^ suivant les puissances t — ^ : 

la correction sera 

4 = L/ -4- L, -H L4 4- Le 4 

Car pour toute valeur de m qui ne surpasse pas n , 
s'évanouit. 

Ainsi la correction sera pour n pair 

Ln^-t /rt-+.2 -h L/t-fi /«-4-< ~f- L/i-f-e - H . . . , 

pour n impair 

On a 

i 1 I /« (w — 1) 
t 1 

donc 
1 , i m [m — \) , 

zzzkn,-^- mAm-i 4- 7 4-... , 
2 4 

car pour i'" la correction est k,^, etc. 
Et de même 

1 , I m ( /w — I ) , 
/î̂  = 4- - /W 4- 7 —̂  ^ lm-7 

2 4 ï 

(où il faut rejeter les l d'indice impair). 
U faut dans les deux séries (p. 115 ) ne commencer qu'à 

» 4 - 1 . 

= 1,1+7 4- - ( « 4- 2 ) in^^ , 

= w . , 4- i (« -»- 3 ) H- ^ , 
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car 

= = X- = o, 
In =7«^,, / = o. 

Donc si n est pair, 

== o, 

Tî + 3 , A/ + 3 
2 

si /î est impair, 

^ a + t ^HH-t J 

^ / - k 'n-i-l ''n 

ce qui démontre les relations indiquées ci-dessus. 

Il est toujours avantageux dans la méthode de Cotes, de 
prendre n pair, parce qu'alors = 0 et la correction 
est de l'ordre -I-I . 

Autre intégration par approximation, 

R' R J ydxzrzà J ydt^ 

y devient fonction de t. 
Soit 

[a — a,){a — a^) [a ^ 

' (a, —a){a2 — a){a3 — — a) 

H-A. 
(a, — — (a^ — a3),.,{a, — a„) 

^ (t ^ a) (t a,) (t ^ a,)., .(i ^ 
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Supposons que pour ces valeurs de 

t correspondent le^ valeurs de j . 

a 

a, 

a. 

A . 

A., 

Un . 

y est identique avec Y tant que le degré de y ne dépasse 

pas «,ou lorsque des termes de degré supérieur à n peu-

vent être négligés (p. i i o ) . 

Soit 

T= [t— a)[t ^ a,)[t— a,)..\t—an) 

— -4- a/" 4 - a, 4 - ao 4- • . • 4 -

Désignant par M , M j , Mg, . . . , les valeurs des numéra-

teurs dans Y en y faisant t successivement égal à « , «j ^ 

, , on aura 

A.T A/r 

M ( i — a ) M, ( f — rt, ) M, (/ — n.,) 

A„T 

M , M l , Ma, • • 5 sont les valeurs de ^̂ ^ pour a j 

T 

t — n 
— 4- ^ ¿n-l 4- t"̂ ^ 4- . . . 4 -

a a a a a 

«1 a a, 



p ndt _ 

Jo t-a'^, 
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I a J a} 1 t 
H-.i 

1— 
/I n — 1 

-f-
n — 2 

a </.a oLa^ 

n n — 1 n — 2 

ai 
-h 

n — I 
-h 

n — 1 

OL-, 

. . . 4-

+ . . .-4- a a"-' 

4- . . 4- a.rt«-̂  

4- . . . 4-
72 — 2 

-h a 4 - a, "h a, 4- . • . 

-I- 4- « 4- a, a"-^ 4- . . . 4- a«-2 ] 

4- ^ [ --I- a ii«-̂  4- a, -f- h a„_3 ] 

4- ^ H- -h . . . -h ^«-i] 

[a' oLa fi'] 

4- - 4- ĉJ 

I 
H 

Soit 

T log 

= : T ' 4 - T % 

H- -1-- 4- \ t-' -h - t-'' H- . . . 
2 3 2 

OÙ T ' représente la somme des termes où l exposant de í 
est positif et T" la somme des termes où cet exposant est 
négatif. 

En faisant t == a dans T' , on obtient la série ci-dès-
sus pour 

Jo 
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Désignant par R , R, , R „ R , , . . . , R„ les valeurs que prend 

T' 

(?) 
en y remplaçant successivement t par a , « i , ¿7g, , . . . , 

, on aura 

••1 

A R - H A , R , - f - A s R . H - . ' . . 4 - A „ R „ , 

.h £ jdx^A^Ycit, 

vraie ou approchée. 

Faisons 
u 2 t— I , b =z la — I , 

2 « , — I , b^z=z - I . . . , 

alors 

2 

dt "" 2" du ' 

ainsi on aura M , M j , M j , e t c . , si Ton remplace successive-

ment u par ¿1, ¿2 n̂ àanià \ 

îog ; — = log 

2" du 

I + w - ' 

ï — Î-' " 1 ~ 

2 2 2 
== 2 u~' 4- 4- p 4- ~ 4- . . . • 

3 5 7 

Faisons 

o ù U ' est la partie à exposants positifs, on^ura 

ï ' 4 - r ' 



( ) 
donc 

Ainsi on trouve les valeurs de R , R i , R^, R^, etc., en fai-
sant successivement m = ¿ i , , b̂ ^ etc., dans 

[du) 

3. Applications numériques, 

n = 5, « = o, 

=r - , 

T — 3 . 274 24 
625 625 ' 

5 
T' = 

2 - ^ f + i i f 3o 20 
qi3 10 ! j P • t 
7500 7500 

5 
T' 2 3o 20 

QI3 10 
^ F -7000 7500 

( • S ) ' ^ " - f " -
68 ^ 27 ,, 548^ 24 

625 625 

Remplaçant t par les valeurs de on trouve les valeurs 
de R5 mais la seconde méthode est un peu plus courte. 

15 1870 
16 , 2 7 7 

U' " ' - 7 5 " ' 

( dV\ . , 28 , 

où l'on remplace « par les valeurs de b , savoir 

28 . 5 i8 ' 

i I 
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On aura aussi les valeurs de R et les mêmes que par la 
méthode de Cotes, puisque leS a forment une progression 
arithmétique, et Ton a 

Degré de précision. 

Posons 

R, R/nfl̂ z — —^ ' m -f- 1 

est la différence entre l'intégrale exacte J V" dt et 

l'intégrale approchée. Nous aurons, en développant en 
senes, 

R ^ R, ^ R2 . . R 
t a t rtj t tti t — Gni 

= ( , _ / . ) i - + _ j {i _ k, ) 

~ r-' 4- - f-- -f- Tî 4- T - 4 - . . . — 0, 
2 3 4 

B ~ kt-' -f- fi y 4- k., t-^ k.t-^ 4- . . . . 

Comme nous savons que A , Ai , A s • - ^ m̂ sont nuls , on a 
donc 

multipliant par T , on obtient 

/ R R, R. R.» \ 
T 1 ! — ; 4 - . • . 4 - 7 

\l ~ a t a^ t — (r- 7 — o,„j 

4 - ï ' ' - T0 (p. 121). 

premier membre est une fonction entière de t de For-



( t . 5 ) 
dre n \ donc le deuxième membre doit être aussi entier. 
Or T ' est une fonction entière, donc 

r = T e . 

Ainsi Ton trouve © en développant la fraction — ? et 

par là on détermine les coefficients 

«̂4-19 n̂-i-î •) etc., et si 
Ton développe y en puissance de i , savoir 

jr = K 4- K. i -f- K, 4- K3 . . , 
on aura 

/ X d t = 4- + 

J = L 4 - L . U [t 

Seconde manière d''exprimer la correction. 

Soit 

la correction sera 

/(„Î̂ I) L/i-f-i 4- 4- In+S 4" • • • > 

OÙ est la correction de l'intégrale 

i ' ( ' - i ) " " " . 
et l'on a 

1 , i m,m — \ ^ 
= k,n rti km-x 4- 7 • k̂ .̂, 

2 4 1 . 2 

I m, m — \, m — 2 

8 TTTiS • 

© devient,en remplaçant t par ~ " + 

2 k [u-' 4- 4- u-^ — 4-. . . ) 
4 /-,( 4- 2 4- 3 w-'' — 4 H- . . • ) 

4- 8 / — 3 ir-' 4- 6 n-^ — 10//-'' 4 - . . . ) 



V T : ] ( Î ^ S ' ) 

ou bien 

ou 

2/i^-' 4-4/,«-^ 4- 16/3 «-<4-. . 

mais , / g / „ sont nuls-, donc 0 se change en Mais T" 

et T , T ' ' se changent par la substitution de ~ w 4- ^ au 

U IT'̂  . . • 
lieu de /, en et — (voir ci-dessus, art. 2). Ainsi la 

2 2 

fonction © devient • 

Désignant par i i la série résultant du développement de 

û ' on a 

4- ^ 4-

Ainsi , dans l'exemple ci-dessus, 

I3I25 28125 309375 

176 . 832 ^ 189856 „ 
Î2 = a- — y ^ — 

i3I25 2b125 4296875 

La correction de la valeur approchée de l'intégrale est 
- i l — L T T • • ~ TTZFZr. ~ l̂ .o — • > • • 525ooo li^soo " 137500000 



( ) 
Méthode d'approximation plus approchée. 

. Quelles que soient les valeurs de a^ â .̂  a^ a^ ^ 
l'approximation est toujours exacte jusquà l'ordre n\ 
mais on peut choisir ces valeurs telles que Tapproxima-' 
tion soit d'un çrdre plus élevé ainsi dans la méthode de 
Cotes nous avons vu que l'ordre devient » 4- i lorsque n 
est pair. Généralement, si les valeurs de a sont tellement 
choisies, que dans T ' ' ou U '̂ des termes disparaissent au 

•commencement delà série, alors, la précision dépassera 
l'ordre n d'autant d'unités qu'il aura disparu de termes. 

Supposons . 

T = 4- a i« 4- a' i«"' 4- a' H- . . . ; 

il faut donc choisir a , a ' , a'' de manière que dans le pro-
duit 

les puissances disparaissent, ou 

bien posant 

U = w"-̂ ' 4- p -4- P' 4- 4-.... , 

on prenne (3, (3', de manière que dans le produit 

les puissances u-̂ '"̂ ^̂  disparaissent. 

Il est évident que cette condition ne peut être satisfaite 

à moins que l'on n'ait 

= = 

ce qui abrège le calcul. 

Soit 
n ~ o I 
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alors 

T = i-4- a, 

Pour que disparaisse, on doit avoir 

donc 

I I 
a -f- - = o, xz=z , 

2 

et 
U = tt, 

/? = 1 , T =R A F - I - A ' , 

\ 2 J 

Pour que disparaisse, 

- + - a H- a' o. 
3 2 

Pour que disparaisse 

d'où 

I l 1 , 
4 3 2 

Pour U — i/' -h (ii'. 

• {n- -f- ) ^ g -r • • • 

// — 2 , T = ^ ' -f. a -h a' / 4- a . 



( ) 
Pour que disparaissent, on a les équations 

I I 1 , i „ 

d'où 

1 I 1 , 1 , , 
6 + 

^ 3 , 3 , , 1 

Pour U on trouve 

a=: , a —F» « 
2 5 20 

8 ' - ^ P - - 5 -

Méthode générale par les fractions continues. 

Par la théorie des fractions continues, on trotive que 
!a fonction U qui jouit de la propriété que 

U 4- ^ + ^ 4- 1 + ^ _ ^ 

donne une série qui commence par est 
nin-^i) . (rt i) « (« ^ —2,) 

U = ^ + ^ r ^ ^ 
2(2/2 4-1) 2.4.(2/2 4- l) (2/2 — l) 
(n i) n n — 1 .n — 2./2 — 3./2 — A 
^ ' ^ _î t 

2.4.6.2/24-1.2^^ — 1.2/2 3 -T-..., 
et 

(n-h lY [n-h 
T == i«"̂ ' — ^ H / 

1.2/2 4-2 I .2.(2/2 4- 2) (2/2 4- l) 

1,2.3.2/24-2 . . . 2// 4- 1.2/« 

Gauss donne ces valeiyrs par induction et dit que la dé-
monstration en est facile. 

Prochainement cette méthode et une application nu-
mérique (*). 

(*) Voir pour la première démonstration, Prouhet ( iV. J . , t. 1, p. 348 

Jnn, de Mathémat., t. X V . (Avril i856. ) 9 
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R E M A R Q U E S D I V E R S E S S U R L E S N O M B R E S P R E M I E R S ^ 

PAR M. LEBESGUEy 
Professeur. 

1 .THÉORÈME. On peut toujours trouver tant dénombrés 
consécutifs qu on voudra qui ne soient pas premiers, 

La démonstration est bien simple et bien connue ; elle 
peut être présentée ainsi qu'il suit : Si l'on veut avoir au 
moins 2 n nombres consécutifs non premiers, on repré-
sentera la suite complète des nombres premiers par 

A = 2, Pi = 3, pi-x^ Pi^ 

Supposons que n tombe entre et pi, on fera 

Comme P, pi^^, pi sont premiers entre eux, on pourra 
toujours trouver des entiers x , tels, qu'on ait 

P^ ^ I —pix, 

PxH- i 

et il en résultera que les 
I — i ) = 2 / ? , — i 

nombres 

(a) Px — I, Px, Px-f- I , P . r - f - 2 , , . . , 

P^ + Î/^—i), 

sont composés, et que chaque terme est divisible par un 
des nombres 

2, 3, 5 , . . , p,, 
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Cela résulte des équations données pins haut pour les 

trois termes moyens 

P x — i , P x , P x H - i . 

D'ailleurs P est divisible par les nombres 

2, 3, 5 , pi^s, 

et il en est de même des nombres consécutifs 

2, 3, 4 , 5 , 6, y, pi — i . 

Ainsi les 2/7,— i nombres [a] sont composés. Comme 

Pi > 2/?, — 1 > 2 « — I , 

on a plus àe in nombres consécutifs nOn premiers. Si 
l'on supprimait dans les nombres (a) les nombres pairs, 
il resterait p̂  — i nombres impairs 

P x 4-/?/ — 
contenant 

Pi — ï 
2 X = Pi — i termes. 

2 

De là ce théorème de Legendre : 

On peut trouver p, — i nombres impairs consécutifs 

non premiers et divisibles chacun par quelques-uns des 

nombres 
3, 5 , 7 , . . ,, pi-i Pi+i 

Quand on admet des diviseurs quelconques au lieu des 

diviseurs consécutifs , on obtient des solutions en nombres 

bien plus petits. O n peut d'ailleurs en trouver à l'aide de 

la Table de Burckhardt. Entre les deux nombres pre-

miers 3029867 et 3029947, dont la différence est 80, il 

n'y a pasiide nombres premiers. 

9-



( ) 
Legendre a cru avoir démontré qu'on ne saurait trou-

ver plus de Pi — I nombres impairs consécutifs dont cha-
cun fût divisible par quelqu'un des nombres 

3 , 5 , 7 , . . . , Pi+i* 

Il n'a fait que donner à la proposition une grande proba-
bilité. Ainsi il n'a point prouvé que la formule 

où A et B sont premiers entre eux, oti encore que la 
progression arithmétique 

B , B 4 - A , B 4 - 2 A , B + 3 A , . . . 

renferme une infinité de nombres premiers. Cette impor-
tante proposition a été démontrée par M. Dirichlet dans 
un Mémoire extrêmement remarquable (dont M. Ter-
quem a donné la traduction dans le Journal de Mathé-
matiques., t. I \ , p. 39), et sa méthode lui a donné par 
suite nombre d'importants théorèmes. 

On peut voir dans un article de M. Desboves (iVaw-
scelles Annales, t. XIV, p. 281) en quoi consiste l'imper-
fection de la démonstration de Legendre. Cependant 
comme il n'est pas prouvé que la proposition soit in-
exacte^ et qu'on peut même l'établir rigoureusement 
pour un petit nombre de diviseurs consécutifs , par exem^ 
pie pour 

3 , 5 , 7 , 

on peut demander si la chose étant admise pour la suite 
de diviseurs 

3 , 5 , 7 , . . . , 

est vraie aussi pour la suite 

3, 5, 7 , . . y pî 'x- V̂  



( I 3 3 ) 

Ainsi M. Gauss ayant vérifié la loi de réciprocité 
de Legendre jusqu'à une certaine limite, a montré par 
une réduction à l'absurde que la limite pouvait être 
reculée, de sorte que la loi s'est trouvée généralement 
établie. 

Cette démonstration très-compliquée a été notable-
ment simplifiée par M. L. Dirichlet dans le tome XL VII 
du Journal de M. Creile. Quelques propositions de ce 
Mémoire établissent très-simplement que les formules 

8 X + 3 , 8 J R - I - 5 , 8 X 4 - 7 

renferment une infinité de nombres premiers. M. Serret 
en a déjà donné une démonstration élémentaire dans le 
Journal de Mathématiques,^ t. XVII, p. 186. 

2 . THÉORÈME. Les formules 

4x 4- 1, 3 

renferment une infinité de nombres premiers. 

On ne saurait avoir ĵ ® 4- i divisible par un nom-
bre premier 4^ + 3, car en supposant que 4^ + 3 soit 
le moindre diviseur de cette forme, on aurait 

j'^4- I = (4a 4-3) 

Or on peut toujours poser 

jr = {4a 4- 3)n±r 

de manière à avoir /' pair inférieur à 4 + 3. De là 

I = 4 ^ + I = (4« 3) (4/24- 3 ) , 

4/1-+-3 étant nécessairement inférieur à 4 or 
4/i 4- 3 a nécessairement un diviseur premier de forme 
113 4- 3, inférieur à 4aH-3,ce qui est contre l'hypothèse. 
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(Cette démonstration est dans le Mémoire cité plus 

haut.) 

2®. 11 y a une infinité de nombres premiers -f- 15 
car si PI , V ' » étaient les seuls de cette forme, on 
aurait 

composé et divisibL; par un nombre premier de forme 

I et nécessairement autre que l'un des nombres 

P i , p s , . . . , Pi qui ne divisent pas N. 

3®. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 
4 / ^ 4 - 3 , car si , Pi étaient les seuls nombres 
de cette forme, on aurait 

Pi-+-3 

composé et ayant un diviseur 4 4 - 3 , autre que l'un des 

nombres p i , p 2 v o Pi ^^ divisent pas N. Cette dé-

monstration est imitée d'Euclide. 

T R O I S I È M E D É M O N S T R A T I O N 
De la possibilité dé décomposer les fonclioas algébriques entières m 

factears réels -, 
D'APRÈS G A U S S . 

(Gotting. t. m , p. i35; i8i6. ) 

4. Soit 

X = Aa^^-'-f- B -h Caf^-^-i 4- La: 4-M; 

A 5 B , C , . . . sont des coefficients réels. 

Faisons 

¿r = r ( cos (p 4- s/ — i sin (p), 
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otî obtient -

X = i -h u sT^y 

t = /̂ cos/w<p -f- A/^-' cos(/w — i) f - I - — 2) ^ 

+ Cr^-3cos(//i — 3)^ + . . .4- Lrcos(p4- M, 

w = /-̂ sin/wy 4-A r"-'sin (/w — i)(Ï>4- Br^~'sin(m -—2)9 

Faisons 
de 

du . 
dr 

dr 

y = 
_ ( 4- H- uu") 4- [tu' 4- — ( ff̂  4- gĝ  y ^ 

il est évident que /• disparait du dénominateur. 

2 . THÉORÈME. Soit R une quantité positive détermi-

née, arbitraire pourtant et plus grande que les quantités 

wA v/2, v/wBv^, V ^ C v / 2 , . . . 

ubstraction faite des signes ^ prenant 

r = R , 

tt ' 4- uu'.yem une quantité positive ^ quelque valeur 

réelle qu on donne à (f. 

Démonstration. Posons 

R cos45° 4- AR"«-̂  cos (45° 4- + BR'""' cos (45® 

4- CR'"-' cos (45® 4- 3(p) 4 - . . . 

4-LRCOS[45® 4- ('w-r-i)^] 

4-Mcos(45®4-'W<Ï)) = T. 



( ) 
Désignons par U ce que devient^T en remplaçant cosinus 

par sinus, 

T = [R -f . m A y/a cos (45° 4 - y)],'' 
m 

m 
[ R ' + w B v ^ c o s ( 4 5 ® - f - 2(p)], 

Î m-3 __ 
4 j z [ R ' 4 - w C v/2 COS(45° 4 - 3(p)], 

w v/2 

m 
[R^4- w D v̂ 2 COS (45° 4 - 4 f )], 

donc, vu les inégalités ci-dessus, T est essentiellement 

positif, quelque valeur qu on donne à (f. On démontre de 

la même manière que T^, U et U' sont positifs. Ainsi 

T T ' 4- UU' est une quantité positive. En faisant r R 

dans i , u\ ces expressions deviennent 

T cos(45° 4 - w ^ ) 4 - U sin(45° 4 - /W(p), 

T sin (45° 4 - m-^) — U cos (45° 4 - w ç ) , 

T' cos (45° 4- 4- U'sin (45° 4- wç), 

T ' sin (45° 4-'m<))) — U'cos(45° 4 - mt^), 

et « ' 4 - w w ' se change en T T ' 4 - U U ' ^ donc 4-Ma' 

est une quantité positive, quelle que soit la valeur de ç , 

en faisant 
r = R . c . Q. F. D . 

Donc aussi i* 4- u^ devenant T® 4 - U ' est une quantité 

positive en faisant 
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quelle que soit la valeur de (f ^ ainsi t et u ne peuveat 
devenir simultanément nuls tant que /• = R. 

3 . THÉORÈME. Lorsque r est compris entre o EI R , ei 
<p est compris entre o et 36o, il existe des valeurs de 
T et de (f qui rendent simultanément nuls t ei u. 

Démonstration. Supposons au contraire que dans ces 
intervalles i et M ne peuvent jamais s'évanouir simultané-
ment. Alors dans ces mêmes intervalles y (p. i35) sera 
toujours une quantité finie; cette hypothèse mène à une 
absurdité. En effet, soit la double intégrale 

H ^ 36o 

I I 
0 «/o 

intégrant par rapport à y , on a indéfiniment 

Faisant 
o? 

u et u' s'évanouissent, donc la constante est nulle en fai-
sant commencer l'intégrale à y = o. 

Mais posant 
9 = 36o% 

f Jo 

u et u' s'évanouissent encore. Donc , dans l'intervalle, 

.360 

/o 

quelle que soit la valeur de r. Donc 

£1 = 0. 

On doit obtenir la même valeur en commençant l'in-
tégration par r -, alors 

tt' -+- uu' I ydrz 
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on n'ajoute pas non plus de constante, l ' int^rale com-
mençant à 

/==o, 

et alors 

i' o , tt' = o ; 

donc l'intégrale dans l'étendue d e r = o à ; = : R s e 
f T ' 4- UU' 

change en - ^ p — j j r ? quantité essentiellement positive 

pour toute valeur de ^ (p. i36). Donc i l n'est pas nul; 
ce qui établit une contradiction; l'hypothèse est donc 
inadmissible. Ainsi y ne conserve pas une valeur con-
stamment finie dans les intervalles indiqués. 

4. Nous avons vu qu'en remplaçant dans X la valeur 
de X par 

X z=z r ( cosf 4- v̂  I sin (p) J 

X«e change en i 4- m sj—i, et de même en t — iisj— i , 
en faisant 

a: = r (cosy — I sin <p ). 

Si donc pour des valeurs déterminées de retde (p, savoir 
pour 

i et u s'annulent simultanément (l'existence de telles va-

leurs a été démontrée), alors par la substitution de 

x=: g (cosG 4- s T ^ sinG) 

et 

x = g (cos G 4- V'—i sinG /, 

X devient nul et deviendra divisible par 

X — (cosG 4- V̂ —1 sin g) 
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et par 

X — ( c o s G — V'—Ï s i n G ) ; 

et toutes les fois qu'on n'a pas ni g=o^ ni G = o , ces 
diviseurs sont inégaux et X sera divisible par leur pro-
duit 

et toutes les fois qu'on a soit cosG = dt i ou G = o, les 
deux facteurs sont identiques, savoir .r — ĝ . Il est donc 
certain que X a un diviseur réel, soit du second degré, soit 
du premier, et comme la même conclusion subsiste pour 
le quotient, X sera entièrement décomposable en de tels 
facteurs. 

DESCRIPTION MÉCANIQUE DE CERTAINES COURBES; 

PAR M . P A I N V I N , 

Docteur ès Sciences mathématiques, Répétiteur h Tinstitution Favart. 

Étant donné un cercle fixe de centre C et un point fixe 
O , on imagine un rectangle invariable G H K L , emporté 
par un mouvement uniforme de rotation autour du point 
O , de sorte que Taxe AB de ce rectangle, égal au diamètre 
du cercle, passe constamment par ce point, et que les 
côtés G K et K L restent tangents à la circonférence. 

On voit que cette dernière condition impose au rec-
tangle un mouvemient de, glissement dans le sens de Taxe 
BA. 

Ce mouvement se realise dans l'industrie en adaptant 
un mécanisme très-simple au tour ordinaire. 

Je fais abstraction du frottement. 
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^ S I -

Je me propose d'abord de déterminer le mouvement 
d'un point quelconque du plan mobile GHRL. 

Je prends, pour origine du temps, l'époque à laquelle 
le rectangle se trouve dans la position G H K L , et pour 
origine des coordonnées le point fixe O ; les axes rectan-
gulaires seront naturellement Ox et 0 / , où OA est Taxe 
des X, 

Soient 
OC = a , 
ot) la vitesse angulaire de rotation ; 
(rt, les coordonnées O P , PM d'un certain point 

M par rapport aux axes fixes O x et Oj^ à 
l'origine du temps ; 

( x ^ j ) les coordonnées du même point devenu M' 
par rapport aux mêmes axes, à l'époque t. 

Soit G ' H ' K ' L M a position du rectangle à cette épo-
que i ; si alors les coordonnées du point M' par rapport 
aux axes mobiles ox' et oj' sont (x', y'), on aura les for-
mules 

X coswi — y sinwi, 

J = sin w i -h j ' COS û) t. 

Or il est facile d'avoir x ' et r ' . En effet 

M' étant la position du point M à l'époque t. Or la dis-
tance du point à l'axe des abscisses n'a pas changé pen-
dant le mouvement -, donc 

L'équation du cercle par rapport aux axes Ox et Oy 
étant 
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deviendra, en la rapportant aux axes ox' et o y \ 

— 2 a ( V c o s w / — Y sinwf)-i- ~ RJ. 

Soit OA' Tabscisse d'une tangente parallèle à l'axe o/' . 
Faisons dans cette équation • 

et exprimons que les deux racines sont égales ; on aura 

O A ' = a coswi R. 

Or pendant le mouvement, on a toujours 

PA = P' A' 

ou 

« + R — « = a COSWÎ 4 - R — \ 

donc 

x' z=z a — a -f- a COSw t. 

Les lois du mouvement du point M seront donc données 
par les équations 

(fl — a) coswi — b sinwi -f- acos^wi. 
^ ^ I y == ( a — a ) sinw i + coso3i-f-«sinwi coswi, 

d'où Ton déduit 

iy sin wi 4- cos bit a — a 4 - a coswi, 

y cosw t — X sin w i = . 

L'élimination de t entre les équations (2) nous con-

duira à l'équation de la courbe décrite par le point M 

dans son mouvement 

l'hypothèse a = o donne un cercle -, résultat qu'on pou-

vait prévoir. 
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En faisant 

b zno et a = oi, 

on voit que le point C décrit un cercle dont le diamètre 
est 

0C = «. 

Si le point m est sur Taxe des c'est-à-dire si fc == o, 
réquation de la courbe en coordonnées polaires sera 

r = a cos ô — a ) ; 

c'est l'équation du limaçon de Pascal. 
Il faut prendre le signe -f-, car pour t = o on doit 

avoir 

X — r cos ^ — a, 

J = r sin 9 = o ) 

et 5 par conséquent, 

r =: a pour 0 = 0 . 

Si l'on prend toujours sur l'axe O x deux points dont 
les abscisses soient respectivement a et a -i- 2 a , ces deux 
points décriront la même courbe; mais pour les superpo-
ser, il faudra tourner l'une d'elles de i8o degrés. 

Je bornerai à ces quelques mots la discussion de ce 
problème, pour envisager le mouvement sous un autre 
point de vue. 

§ 1 1 . 

Imaginons un second rectangle gM/animé d'un mou-
vement semblable au mouvement défini au commence-
ment dcvcet article et autour d'un nouveau cercle ; le centre 
du nouveau cercle fixe étant en c , et le centre de rotation 
en o , un crayon est fixé en un certain point ¡x du deuxième 
plan mobile ghfi/, perpendiculairement à ce plan; il 
s'agit de trouver la courbe que le crayon décrira sur le 
premier plan mobile GHKL. 
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Je suppose qu'à lorigine du temps les deux rectangles 

ont les positions respectives GHKL et ghkl» 
Je suppose encore les deux plans parallèles ; et même, 

pour résoudre la question, on peut regarder les deux 
plans mobiles comme situés dans un seul et même plan. 

Un point fixe (a, du premier plan GHKL occupera 
à l'époque i , par rapport aux axes fixes Oo: et Oj^, tra-
cés dans le plan du cercle C , une position {x^y) déter-
minée par les formules 

j J sinwi 4-X coswi = rt — a + a c o s ^ r , 
^̂ ^ / jr coswf — X sin wi = 

d'après les conclusions du§ I. 
Un point fixe (a ' , b') du deuxième plan g^/zWoccupera 

à Tépoque t par rapport aux axes o Ç et o yj, une position-
(Ç 5 >3) déterminée par les formules 

( 5 ) 
ïîsinilf -h? cosai = — p 4- p cosai, 
YiCOsClt-—Isin a tz=: 

il étant la vitesse angulaire de rotation de ce deuxième 
système et |3 = oc. 

Or si {p^g) sont les coordonnées de o par rapport aux 
axes Oo: et O ^ , (771, n) les coordonnées du point [a\ b'} 
oufx par rapport à ces mêmes axes, et ( X , Y) les coor-
données par rapport à Oo:, Oy du point , y?), on aura 

les formules ( 5 ) deviendront 

[ ( Y — q) s inni4-(X — /?)cosni=:/72—/?—p4-pcosfiA,r 
^̂ ^ ) ( Y — 7) cosil i (X — /?) sin il i = — çr. 

Ges équations donneront à Tépoque i la position (X, Y) 
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du point fixe (m^ n) du deuxième plan par rapport aux 

axes Ox et Oy. 

Les équations (4) déterminent les coordonnées ( x ^ y ) 

à l'époque t du point du plan mobile GHRL qui avait 

pour coordonnées [a^b) k Torigine du mouvement, par 

rapport aux axes fixes O x e t Oy tracés dans le plan du 

cercle C. 

Si Ton change x et y en a et b et réciproquement, on 

aura les équations suivantes : 

b coS(ot — a sin a) / = jr , 

b sinwi -f- rtCOSwi =r a: — a -f- a COSw/, ( 7 ) 

qui déterminent les coordonnées primitis^es (x^y) du point 
mobile qui est en ( a , à l'époque t -, les coordonnées 
(a, b) étant rapportées aux axes fixes O x et Oy tracés 
dans le plan du cercle; les coordonnées {x ^ y) étant 
rapportées aux axes O x i et Oy^ tracés dans le plan 
G H K L , fixes dans ce plan , mais mobiles avec lui. Si 
pour point ( a , b) on prend ( X , Y ) , les coordonnées 
( x , / ) représentent la position primitwe (par rapport 
aux axes O x e t O j ^ ) et actuelle (par rapport aux axes 
O x i O / i ) du point qui, à l'époque i , se trouve sous le 
crayon (m, ri). 

Donc en associant les équations (7) et les suivantes : 

1[b — q) sinili 4- ( « — p ) cosili = m — p — p 

H- pcosilf, 

[b — q)co^at — [a — p) ^xnat n — 

et en éliminant«, £ et i , on obtient la courbe décrite par 

le crayon, fixé en (m, ) , sur le plan mobile GHKL et 

rapportée aux axes mobiles O x i et Oy^ tracés dans ce 

plan, qui coïncident avec les axes fixes O x et Oy à l 'o-

rigine du mouvement; et, par conséquent, si Ton veut 

seulement connaître la nature et la forme de cette courbe, 
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rien ne s'oppose à ce qu'on prenne pour axes Ox et 
Éliminons d'abord aet b entre ces équations, on trou- ' 
vera 

(n — q) coskt-i-{m — p — p)sin^i 

-f- p cosil i sin^i = J — q coswi -4- p sin« t 

(9) { — q)s\nkt-^{m—p — p)coskt 

-f- pcosilicos^f = X — « -h « coswi 

— <7 sin il i — sin w i , 

où 
A- il — w. 

En éliminant t entre ces deux équations, on aura la 
courbe cbercbée. 

La discussion de ces équations présente des cas nom-
breux et intéressants. 

L 

il = o. 

Le deuxième plan hgkl est immobile, on a donc la 
courbe décrite par un crayon présenté au point ( w , n) 
sur le plan HGKL. 

Cette hypothèse introduite dans les équations (9) 
donne 

(10) 
m cos Oit— m sin(a t y 

n sinwi-f-/w coswi = a: — a -h a cos wi. 

L'élimination de t conduit à l'équation de la courbe 
décrite 

On voit que c'est une ellipse dont le centre est en C. 
C'est en effet le moyen employé par les tourneurs pour 

décrire des ellipses. 
Ànn. de Mathémat., t. XV. (Avril i856.) IO 
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Examinons quelques cas particuliers. 
Si l'on suppose n = o , on a une ellipse dont les axes 

sont dirigés suivant Cx et C Y ; le grand axe est dirigé 

suivant CY tant que m ^ il est dirigé suivant Car, 

lorsque m <; 

Si l'on a , en même temps que n = o ^ 

//I = 2 a , 

le grand axe est double du petit; 

m =: OL, 

le crayon décrit une droite égale à 2« suivant l'axe C Y ; 

a 
m = - 9 

2 

la courbe décrite est un cercle qui a pour rayon - ; 

m = o, 

le crayon décrit une droite égale à 2a suivant l'axe Cx^ 

a 
2 ' 

le grand axe est triple du petit. 
Revenons à l'équation générale (i i). 
Si l'on prend deux points qui aient respectivement 

pour coordonnées (m^ n) et (a — m, n), les deux ellipses 
décrites seront égales, mais inversement disposées. 

Si/7î=:^5 l'ellipse a ses axes dirigés suivant les bis-

sectrices des angles Y C x . Si en même temps 

n =±: -, 
2 
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le crayon décrira suivant les bissectrices deux droites de 
longueur 2 a. 

II. 

p = o, ^ = 0. 

On a alors un plan tournant autour du point O; il 
s'agit de trouver la courbe décrite sur le plan CHKL par 
un crayon fixé au point (m, n) sur le premier plan ghkL 

Introduisons ces hypothèses dans les équations (9) et 
éliminons l ; on trouve 

(12) ^ = psin 
ii — « 

-arc cos 

iw = p C0S7, = p sin 7. 

Cette formule peut se transformer dans la suivante : 

(i3) 
r — a = ± y/p̂  — 

— a COS 
a 

— 7 -f- arc 

Si l'on remonte aux équations qui ont servi pour l'é-
l i m i n a t i o n o n en déduira (en remarquant qu'on doit 
avoir en même temps 

t=:Oj JC=:mj yz=zn) 

que le radical sjp^—y® ne doit entrer qu'avec le signe -h 
dans les équations {12) et ( i3) . 

Si m = o et Al = o, le crayon décrira suivant Taxe des 
X une longueur égale à 2a, 

Examinons quelques cas correspondants aux différentes 

valeurs du rapport 

il ~ w . 
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Le crayon décrira une droite égale h 2a parallèle à 

l'axe des x , et à une distance n de cet axe. 

1 1 = 2iO. 

La courbe décrite aura pour équation 

/ /N ^ [ ( m — — a ) j 

En comparant cette équation avec l'équation (11), on 
voit que l'ellipse décrite au moyen de ce mécanisme lors-
que 

n = 20), 

est égale à l'ellipse décrite par un crayon présenté au 
point (m, 71} à l'origine du mouvement, et qu'elle a la 
même position dans le plan GHKL -, on reproduira toutes 
les variétés examinées à celte occasion. 

w = 2 il . 

Cette hypothèse permet de transformer immédiate-
ment l'équation (i3) qui prend alors la forme suivante : 

( i 5 ) 

ou 

a ( — /i' ) , 

r 

p'' = /7?2 

4". 
a = — w. 

Dans ce cas, la formule {i3) devient 

( , 6 ) ^ - « = s / p ' - r — -
V/(P + m ) (p + y/p' 

• \/( p — m ) ( p + v'p' — ' 
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Si Ton a égard aux formules 

A — C 

ou 

on aura 

C = v/A' — B, 

( • 7 ) 
X 

—vV — y ^ ' 

V -Hr 
2 

— y 
2 J 

les radicaux étant pris avec les signes dont ils sont affec-
tés. Sous cette forme, Féquation delà courbe se prête à 
une discussion facile. 

Lorsque 

a = / w, 

I étant un nombre entier positif ou négatif, l'équa-
tion (i3) devient algébrique ; mais je me dispenserai de 
reproduire les calculs, qui me semblent fort compliqués. 

m. 
p = o. 

On a un plan tournant uniformément autour du point 
fixe (/?, 9) -, il s'agit de trouver la courbe décrite sur le 
plan mobile GHKL par un crayon fixé au point (w, n) 
sur le premier plan. 

On a les équations suivantes entre lesquelles il faut éli-
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miner la variable f , 

(rt — y ) c o s ( a — / ? ) s i n ( a — 

= J — q cos« r 4- sinw i 

— (n — q) sin(il — -4- (m — /?)cos(a — w) f 

= X — a 4- a cos w i — 9sin « i — pcosoat. 

(18) 

On pourrait effectuer rélimination de i , mais les cal-

culs seraient fort compliqués. Je me contenterai d'exami-

ner les cas particuliers les plus simples. 

m=p, n=q. 

On arrive au même résultat qu'en présentant un crayon 

au point (p, q) k l'origine du mouvement sur le plan 

H G K L 5 ce que l'on voit à priori. 

Le centre de rotation du plan ghkl est au point C. L'é-

limination de t conduit à l'équation suivante : 

(19) jc — a = rcosjy 4- ^ ^ 

OÙ l'on a posé 

a—«0 
arc sin 

m — a = rcosy, 

n = r sin 7, 

équation qui a une grande analogie avec l'équation (12) 

et qu'on peut soumettre aux mêmes hypothèses et aux 

mêmes transformations. 

w . 

On est conduit à Téquation 

[(/^ - a)^ + Y ' + s a ^ X Y 4 - ( / > ' X ^ 
( 2 0 ) 
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OÙ l'on a posé 

X = x — a — (m — p)^ 

Remarquons que la grandeur de l'ellipse ne dépend que 
de la position du centre de rotation ; et quelle que 
soit la position du crayon en (m, w), on décrira toujours 
]a même ellipse pour.les mêmes valeurs de p et il n'y 
aura de variable que le centre de la courbe et la direction 
de ses axes. 

Si 9 = o , Tellipse se trouve rapportée à ses axes. 

il = 2 w. 

L'équation de la courbe décrite sera. 

[ n ^ 2 ç Y - + - { m - a) ' ] 

-f- 2 \^pq + ncL— 7.qm — ^pn \y {x — a) 

= [/i 4- (w — a ) (/w — 2/?)]». 

(21) 

Dans ce cas, la grandeur de l'ellipse dépend de la po-

sition du centre de rotation et de la position du cra--

Lorsque 

m — ip et n — 7. q y 

on a une droite dont l'équation est 

lp — a ' ' 

et dont la longueur est 

2V( 2/7-a)» H-

Les valeurs 

/! = o, 

m 
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ou 

m z=z a. 

donnent les droites 

jr = o ou a: = a. 

Lorsque le centre de rotation {p ^ ç) est quelconque, 
et qu'on place le crayon en un poipt déterminé par les 
valeurs 

/ « \ 

la courbe décrite sera un cercle qui a pour équation 
y' q\ 

Si on laisse la position [m^ n) du crayon arbitraire, 
on aura un cercle lorsque le centre de rotation aura pour 
coordonnées 

a. 

OU 
q = n, 

a 
p = m 
^ a 

Dans ces deux cas, qui sont les seuls, le cercle aura 

pour équation 

j ' - h (J: — a)' == H- (m^ay. 

IV. 

Abordons le cas général où la quantité j3 n'est pas 

nulle. La solution de la question sera donnée par les équa 

tions (9). 
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Laissant de côté un certain nombre de cas où rélimi-
nation est possible, mais compliquée, je n'examinerai 
que deux hypothèses particulières. 

On trouve 

— (/w — a — S) ~h s/x'-hl^ — OLy^n' C 0 S 2 W I = ^̂  ^ ^ I I 
P 

Il est alors facile d'avoir l'équation de la courbe et de 

discuter les différents cas relatifs aux hypothèses qu'on 

peut faire sur les paramètres m , n et ¡5. 

il r=r w. 

La courbe décrite est une ellipse qui a pour équation 

^ ^ t 4- a 4 - p ) ] S 

OÙ l'on a posé 

a + p — (/w —/>), 

La grandeur de ces ellipses ne dépend que de la posi-

tion du centre de rotation ( p , et des paramètres a 

et p. 

Si a = j3, on a un cercle dont le rayon est constant 

pour toutes les valeurs de m et n. Si p = o et ^ = o , ce 

cercle se réduit à un point. 

Ne voulant pas donner trop d'extension à cet article , 

je n'entrerai pas dans plus de détails sur ces questions. 

J\iote du Rédacteur. Familiarisé avec les considéra-

tions cynématiques et les procédés de la géométrie des-

criptive , le savant professeur se propose de publier une 
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nouvelle édition de Vjért du tourneur de Bergeron. Sorti 
de mains si habiles, un tel ouvrage sera recherché par les 
artistes, les technologues et les géomètres. 

QUESTIONS. 

321. Dans un hexagone gauche ayant les côtés oppo-
sés égaux et parallèles, les milieux des côtés sont dans 
un même plan. 

322. Dans un polygone gauche d'un nombre pair de 
côtés, ayant les côtés opposés égaux et parallèles, les 
droites qui joignent les sommets opposés et celles qui 
joignent les milieux des côtés opposés passent par un seul 
et même point. 

323. Deux cercles étant dans xm même plan et les tan-
gentes communes intérieures se coupant à angle droit. 
Taire du triangle formé par ces tangentes et une tangente 
commune extérieure est équivalente au rectangle des 
rayons. 

THÉORÈMES SUR LES ERREURS RELATIVES; 

PAR M . J A U F R O I D , 

Professeur à Toulon. 

On démontre que si sur la gauche d'un nombre on 
prend un certain nombre de chiffres à partir du premier 
chiffre significatif, en remplaçant par des zéros les unités 
des différents ordres qu'on néglige, on fait une erreur 
relative plus petite qu'une fraction ayant pour numéra-
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leur Funité èt pour dénominateur le premier cliifÈrô si-
gnificatif à gaucte suivi d'autant de zéros qu'il y â de 
chiffres conservés moins un, et dans tous les cas^plus 
petits qu'une décimale d'un ordre marqué par le nombre 
des chiffres conservés moins un, et plus petite qu'une 
demi-décimale de ce même ordre si le premier chiffre si-
gnificatif à gauche est différent de l'unité. 

Ce que nous voulons remarquer, c'est que ces trois 
limites existent encore lorsqu'on force l'unité sur le pre-
mier chiffre conservé à droite; cela tient à ce que l'erreur 
absolue a la même limite supérieure que dans le premier 
cas. 

En effet, soit 68,789; on prend 63,8, on a 

erreur absolues o , o i i i dixième, 
o , o n ^ I dixième ^ i 

erreur relative = ^ — 5 - \ ^ <1 c—» 
63,789 ^ 000 dixièmes 6 0 0 

d'où l'on tire les trois limites citées précédemment. 
Cette remarque sert à établir le théorème suivant : 
Si N' représente un nombre N avec une erreur relative 

, . I I , 
plus petite que = — , par exemple, et en moins, 

on pourra dans le développement de N' s'arrêter au qua-
trième chiffre significatif à gauche en le forçant d'une 
unité, et on aura encore le nombre N avec une erreur 

relative plus petite que mais en plus ou en moins. 

Soit 37,4875 la valeur de N approchée en moins avec 

une erreur relative plus petite que ^ On a 

N 
37,4875 < P f < 37,4875 

LOOO 

Mais, d'après la remarque faite précédemment, si sur la 
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gauche de 37,4875 je prends les quatre premiers chiffres 
significatifc en forçant le dernier d'une unité, le nombre 
37,49 représente 37,4875 avec une erreur relative plus 

petite que mais en plus *, on a donc 

à fortiori 
37,4875 < 3 7 , 4 9 < 3 7 , 4 8 7 5 

car on a 

N > 37,4875 

par hypothèse. 
Il suit de là que les deux nombres N et 37,49 sont com-

"N 
pris entre deux limites qui diffèrent de ; ils diffèrent 

•• ^ 1 0 0 0 

donc entre eux de moins de c'est-à-dire que 37,49 

représente N avec une erreur relative plus petite que 

N 
5 

1 0 0 0 

I 
•5 mais en plus ou en moins. I ^ 1000 

Application. Calculer avec une erreur relative plus 

petite que le carré du rayon du cercle dont la sur-
^ ^ 1000 ^ 

face est 
On a 

3 , i4 i est en moins le dividende avec une erreur rela-
tive plus petite q u e - • — 

^ 1 0 0 0 

i ,4i4^ étant les cinq premiers chiffres de i?4i43 



( '57 ) 

est en plus le diviseur avec une erreur relative plus pe-

tite que — î — ? à fortiori plus petite que - — - — • ^ lOOOO r r l o o o 

On a donc pour R*, en moins et avec une erreur rela-
tive plus petite que ——5 la fraction 

^ ^ ^ 1000 
On trouve pour les quatre premiers chiffres de son dé-

veloppement 2,220-, donc 2,221 représente le carré du 

rayon avec une erreur relative plus petite que 

mais en plus ou en moins. 

S O L U T I O N D E L A Q U E S T I O N 3 1 8 ( C H A S L E S ) 5 

PAR M . FÉLIX L U C A S , 

Élève de l'École Polytechnique. 

I La courbe à double courbure du quatrième ordre pro-
venant de Tintersection de deux cônes de révolution dont 
les axes sont parallèles, est telle, que la somme des dis-
tances de chacun de ses points aux sommets des deux cô-
nes, multipliés respectivement par des constantes, est 
constante. Cette courbe, comme les ovales de Descartes, 
a un troisième foyer. 

Considérons les axes comme verticaux. 
Lemme, La courbe d'intersection de deux cônes de 

révolution dont les axes sont verticaux est sur un troi-
sième cône de révolution dont l'axe est aussi vertical 
[voir plus bas). 

En coupant les deux cônes par le plan de leurs axes, 
j'obtiens deux couples de droites ( A , B ) , (A', B') égale-
ment inclinées sur la verticale. Je regarde ces droites 
comme côtés opposés d'un quadrilatère dont je construis 
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les diagonales k " et B'^ Il est facile de reconnaître, d'a-
près lés propriétés du quadrilatère, que K" et B" sont 
également inclinés sur la verticale [Géom.sup.^n^ 348) 5 
je puis donc les regarder comme la section méridienne 
d'un cône circulaire droit et vertical. Or les trois cônes 
( A , B ) , (A', B'), (A^ B'') se coupent deux à deux sui-
vant la même courbe. 

Pour le prouver , menons un plan horizontal quelcon-
que, et désignons par L T sa trace sur le tableau. Les 
six droites A , B , A', B', A'', B̂ ' coupent L T aux points 
( a , è ) , (a', ¿ ' ) , [a\ h") qui forment trois couples en 
involution, puisque ces droites sont les côtés et les dia-
gonales d'un quadrilatère {Géom. sup, n°339). Les cer-
cles décrits sur les diamètres a, è, a^^ b" dans le 
plan horizontal représentent les sections faites par ce plan 
dans les trois cônes ; mais à cause de Tinvolution des six 
points, ces trois cercles ont une corde commune [Géom. 
sup, n® 302) ; les extrémités de cette corde sont les inler-
sections de notre plan horizontal avec la courbe d'inter-
section de deux quelconques des trois cônes. 

Comme cela a lieu quel que soit le plan horizontal que 
l'on considère, on en conclut que les trois cônes se cou-
pent deux à deux suivant la même courbe. 

Cela posé, j'appelle 

S et S ' les sommets des deux cônes donnés \ 
S'' le sommet du cône auxiliaire 5 
« , a', «''les demi-angles au sommet des trois cônes; 
d et di les distances verticales S , S ' et S , S'^ 
Si je coupe les trois cônes par un plan horizontal mené 

à la distance variable h du point S , les points de la courbe 
commune aux trois cônes que contiendra ce plan ont pour 
distances aux trois sommets les longueurs 

cos a cos a' cos a" 
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cosa cosa 

cos a cos a 

cosa'' d.-'d 

cosa' cosa' 

et, par conséquent^-les trois sommes 

cosa',, , cosa" cosa'̂  
COS a cos a cos a! 

sont constantes quel que soit h , c'est-à-dire constantes 

pour tous les points de la courbe. 
On conclut de là que S , S', S'' sont les trois foyers de 

la courbe. 
Le lemme sur lequel je m'appuie est une consé-

quence du théorème suivant : 
Quand deux cônes du deuxième degré ont une direc--

tion cyclique commune et leurs axes (lieux des centres 
des sections circulaires) situés dans un même plan , leur 
courbe d'intersection peut être placée sur un troisième 
cône du deuxième degré ayant son axe dans le plan de 
leurs axes y et un de ses plans cycliques parallèles à leur 
direction cyclique commune. 

L'axe de ce nouveau cône s'obtient en joignant le point 
de concours des axes des deux cônes donnés au point 
d'intersection des deux diagonales du quadrilatère qui 
résulte des sections faites dans les deux cônes par le plan 
de leurs axes 5 et ces deux diagonales sont elles-mêmes 
la section du cône auxiliaire par le plan dont nous par-
lons. 
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S U R L E S R » 1 7 0 E T 6 5 2 DE L A G É O M É T R I E S U P É R I E U R E ; 

PAR M. DE JONQUIÈRES. 

Si deux rayons A/n, Bm pivotent autour de deux points 
fixes A et B d'un eerele en se coupant constamment en un 
point m de la circonférence, ils marquent sur une tan-
gente au cercle deux divisions homographiques dont les 
deux points doubles coïncident avec le point de contact 
de la tangeote. 

Si l'on fait la perspective de la figure de manière que 
ce point de contact passe à l'infini, le cercle devient une 
hyperbole et la tangente une asymptote. Les deux divi-
sions homographiques ont leurs points doubles coïnci--
dents à l'infini. Donc (170) : 

Si deux rayons A m , Bm pivotent autour de deux 
points fixes d'une hyperbole, en se coupant constam-
ment en un point m de la courbe, le segment quils inter^ 
ceptent sur une asymptote a une longueur constante. 

On en déduit un mode de génération de l'hyperbole et 
un moyen de construire la tangente au point A ou au 
point B. 

2°. On a (Géom. sup.y n® 652) ce théorème général i 
SiVona des angles ( A , A ' ) , (B, B'), ( C , C ' ) , etc., 

tous de même grandeur et formés dans le même sens de 
rotation à panir de leurs origines, mais placés d'une 
manière quelconque, leurs côtés forment sur la droite si-
tuée à r infini deux divisions homographiques. 

Supposons que tous les premiers côtés de ces angles 
A , B , C , etc., passent par un point fixe P, ces côtés mar-
queront, sur une transversale quelconque L , une divi-
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sîoii homographique à celle qu'ils marquent sur la droite 
de l'infini. Supposons encore que les sommets a, , 
des angles, au lieu d'être situés d'une manière quelcon-
que, soient sur cette transversale L', ils y forment^comme 
on vient de le dire, une division homographique à celle 
que les côtés A , B , C , etc., forment sur la droite de l'in-
fini , donc aussi homographique à celle formée à l'infini 
par les seconds côtés A', B', C , etc., qui joignent, deux 
à deux, les points homologues de deux divisions homo-
graphiques décrites, l'une sur L, l'autre sur la droite de 
l'infini enveloppant une conique (n® 549). 

Quand le sommet de l'angle mobile esta l'infini sur L, 
le second côté M' est tout entier à l'infini. Or le côté est 
une tangente -, donc la conique est une parabole qui est 
évidemment tangente à L . On a ainsi une démonstration 
extrêmement simple de ce théoreme connu : Si le sommet 
d'un angle de grandeur constante parcourt une droite^ 
pendant quun de ses côtés tourne autour d'un point 
fxe^ son autre côté enveloppe une parabole tangente à 
la droite parcourue par le sommet de Vangle. 

P R O B L È M E S U R S E P T P L A N S ; 

PAR M . P O U D R A . f 

Lemme, Par une droite et six points faire passer un 
liyperboloïde. 

Désignons la droite par L et les six points par les let-
tres a , b yC ^ d y e y f . 

Par la droite L et les cinq points a^b c d^ e faisons 
passer cinq plans. En les coupant par un plan quelcon-
que, on obtiendra un faisceau de cinq droites. 

Joignons le point / a u x points ¿z , ĥ  c^d^ nous aurons 

Ànn. de Mathémat., l. XV.(M:ii iS56 ) I I 
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quatre droites qu'on peut considérer comme les arêtes 
d'un cône. Coupons ce cône par un plan, nous aurons 
quatre points de sa base. On fera passer par ces quatre 
points une section conique telle, qu'un point de cette 
courbe joint à ces quatre points donne un faisceau de 
quatre droites homographiques avec le faisceau des quatre 
premiers plans ci-dessus passant par la droite L et par a , 

c , d. Cette courbe sera la base du cône. 
Formons de même un second cône ayant même som-

m e t e t faisons la même opération que ci-dessus, en pre-
nant les points a , ô , Î? , e. 

Les deux cônes de même sommet / , ayant trois arêtes 
f a ^ f b ^ f c communes, se couperont en une seule et même 
arête qui sera telle, que les plans passant par cette droite 
et par les cinq points a , & , c , rf, e formeront un fais-
ceau homographique avec celui qui passe par L et les 
mêmes points; donc, d'après un théorème connu, les 
plans de ces deux faisceaux se couperont respectivement 
suivant un hyperboloïde passant par les six points a , Cy 
d, e et par la droite L. Le problème est donc résolu. 

Corollaire, Si , en conservant la droite L et les cinq 
points a^b e , on fait varier le point/', on obtien-

dra pour chaque position un hyperboloïde différent et qui 
tous auront en commun les cinq points , , c , e et 
la droite L. 

On peut en cojiclure que si deux hyperboloïdes ont 
cinq points communs, ils se coupent encore suivant une 
seule et même droite. 

PROBLÈME. On donne sept points sur une droite for -
mant une division quelconque. On donne dans Vespace 
sept plans. On demande de déterminer une transver-
sale qui soit coupée parles sept plans en sept points for-
mant sur cette droite une division homographique à la 
première. 
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Cë problème me semble difficile à attaquer par Tanalyse. 
Eu voici une solution géométrique fondée sur les notions 
des fonctions anbarmoniques. 

Par une transformation polaire, on peut substituer à 
cette question la suivante : 

On donne un faisceau de sept plans désignés par A , B , 
C , D , E , F , G passant par conséquent par une même 
droite L*, on donne dans l'espace sept points désignés par 
a , c , e , / , g". On demande de faire passer par ces 
sept points un faisceau de sept plans homograpbiques au 
faisceau donné. 

Considérons d'abord les six points ¿z , c , c? j et 
cliercbons le lieu géométrique d'une droite telle, que les 
six plans passant par cette droite et les six points forment 
un faisceau homographique à celui qui passe par la droite 
L et par les six plans A , B , . . . , F . Ce lieu sera évidem-
ment un hyperboloïde passant par ces six points. 

Pour déterminer cet hyperboloïde, prenons un des 
points a pour le sommet d'un cône passant par les quatre 
points b y c y d y e'^ coupons les quatre arêtes ab ^ac ^ ad,, 
ue par un plan quelconque, nous aurons quatre points 
par lesquels nous ferons passer une conique telle, qu'un 
point de cette courbe jointe à ces quatre points donne 
un faisceau de quatre droites homographiques avec celui 
des quatre plans B, C , D , E. On regardera cette section 
conique comme la base d'un cône de sommet a et pas-
sant par les points fe, c , , e. 

Déterminons ensuite un deuxième cône de même som-
met a et faisons la même opération, mais en prenant les 
points b.c^^dyf. 

Les deux cônes de même sommet a ayant trois arêtes 
communes «è , ac ^ ad^ se couperont suivant une autre 
et unique arête qui sera telle, que les plans passant par 
les cinq points b ^ c ^ d^ e ,f el par cette droite formeront 
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Un faisceau homograpliique avec celui qui esl formé par 

les cinq plans B , C , D , E , F . 

Par cette droite, menons encore un sixième plan, et 

tel, que les six plans forment un faisceau homographique 

à celui des six plans A , B , C , D , E , F . Ce sixième plan 

sera le plan tangent à l'hyperboloïde en un point de cette 

droite. 

Par un autre point/' de ceux donnés, déterminons de 

même la droite par laquelle faisant passer six plans par 

les points a , c , e ,/ ' , ils forment un faisceau aussi 

homographique à celui formé par ceux A , B , C , D , E , F 

e t , par conséquent, au faisceau formé ci-dessus. Or les 

deux faisceaux de plans étant homographiques, il en ré-

sultera que leurs plans respectifs se rencontreront deux 

à deux suivant les génératrices de Thyperboloïde cherché. 

Pour avoir d'autres génératrices de cette surface , il suffira 

de faire passer par les axes de ces deux faisceaux une 

suite de couples de plans homographiques. 

On peut construire de même un deuxième hyperbo-

loïde passant par les six points , ¿>, c , J , e et g et tel, 

que les six plans passant par une quelconque de ses arêtes 

et par ces six points forment un faisceau homographique 

à celui des six plans A , B , C , D , E , G. 

On aura alors deux hyperboloïdes ayant de commun 

les cinq points a , fe , c , e. Ils se couperont suivant 

une seule et même génératrice qui sera l'axe du faisceau 

cherché (lemme) qui doit passer par les sept points a , 

c , r/, et être homographique à celui des sept plans 

A , B , C , D , E , F , G . 
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S U R L E S Q U A T R E S Y S T È M E S D E C O O R D O N N É E S 

A S T R O N O M I Q U E S . 

Extrait de VAstronomie sphérique de Rrùnnow (*). 

S Y S T È M E . H A U T E U R E T A Z I M U T . 

i^. Deux coordonnées sphériques rectangulaires. 

Par Fastre et le zénith du lieu d'observation, on fait 
passer un grand cercle nommé cercle vertical de l'astre; 
la portion de cet arc (moindre que i8o degrés) comprise 
entre l'astre et le zénith se nomme distance zénithale^ et 
la portion entre l'astre et l'horizon est la hauteur de l'as-
tre : ces deux distances font toujours ensemble 9 0 de-
grés. Par le zénith et Taxe du monde, on fait passer un 
grand cercle qui coupe l'horizon en deux points nord et 
sud. L'arc de l'horizon compris entre le point sud et le 
cercle vertical de l'astre est Vazimut de l'astre. Ci t 
azimut se compte de o à 36o degrés dans le sens du mou-
vement diurne de la Terre, de gauche à droite en regar-
dant le nord. 

Ohseivation. On a des instruments pour mesurer à la 
fois la hauteur et l'azimut, d'autres pour les hauteurs 
seulement^ ce sont des quarts de cercles, des sextants ou 
des cercles entiers 5 les instruments avec lesquels on ne 
mesure que les azimuts se nomment théodolites, 

(*) Actuellement professeur à l'université du Michigan en Amérique. La 
traduction de son ouvrage est terminée. 
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2®. Trois coordonnées rectilignes rectangulaires. 

Le plan de l'horizon est celui des la partie posi-
tive de Taxe des x est dirigée vers l'origine des azimuts, 
et la partie positive de l'axe des j vers l'azimut de 9 0 de-
grés-, la partie positive de l'axe des z vers le pôle nord. 
On a 

X = cos h cos A, y = cos// sin A, s — sin h, 

où h est la hauteur de l'astre et A son azimut. 

S ' ' S Y S T È M E . A N T L E HORAIRE E T D É C L I N ALSOIF. 

Deux coordonnées sphériques. 

Un grand cercle passant par l'astre et l'axe du monde 
se nomme cercle horaire; le grand cercle qui passe par 
Taxe du monde et le zénith se nomme méridien; l'angle 
formé par ces deux plans est Vangle horaire de l'étoile : 
il se compte à partir du méridien de o à 36o degrés dans 
le sens du mouvement diurne de la Terre. La partie du 
cercle horaire comprise entre l'astre et l'équateur est la 
déclinaison de l'astre, et la partie entre l'astre et le pôle 
nord est la distance polaire de l'astre. La déclinaison 
positive dans l'hémisphère boréal est négative dans l'hé-
misphère austral. Ces deux données , angle horaire et dé-
clinaison, déterminent la position de l'astre. 

Trois coordonnées rectangulaires, 

L'équateur est le plan des x , j ; la partie positive de 
l'axe des x est dirigée vers le point d'intersection de l'é-
quateur et du méridien qui correspond à un angle horaire 
nul; la partie positive de l'axe des y est dirigée vers le 
point de l'équateur qui répond à un angle horaire de 9 0 
degrés; l'axe des z est l'axe du monde dirigé vers le pôle 
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nord 5 et Ton a 

ou â est la déclinaison et t l'angle horaire. 

SYSTÈME. nÉCLINAlSONS ET ASCENSIONS DROITES. 

Deux coordonnées sphériques. 

Dans le système précédent, la déclinaison est con-
stante ; mais la seconde coordonnée, l'angle horaire , va-
rie à chaque instant. Pour rendre cette coordonnée con-
stante, on a pris un point fixe dans l'équateur-, c'est le 
point d'équinoxe vernal. La distance de ce point à celui 
où le cercle horaire de T astre coupe l'équateur se nomme 
Vascension droite àe Fastre^ elle se compte de o à 36o de-
grés d'occident en orient, dans le sens du mouvement 
diurne de la Terre. Dans ce système, les deux coordon-
nées, déclinaison et ascension droite, sont constantes. 

Observation. L'équatorial, ou instrument parallacti-
que, et la pendule servent à trouver les coordonnées du 
deuxième et du troisième système. 

Trois coordonnées rectilignes rectangulaires. 

Le plan de l'équateur est encore celui des J:, ̂  ; la 
partie positive de l'axe des x est dirigée vers le point d'é-
quinoxe vernal où l'ascension droite est nulle, et la partie 
positive de l'axe desj^ vers le point où l'ascension droite 
est de 90 degrés^ Taxe des z est l'axe du monde dirigé 
vers le pôle nord, et l'on a 

a: ' = cos (î cos a, r ' = cos^sina, z '=:sin(î, 

<m â est la déclinaison el a rascension droite. 
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4® S Y S T È M E . L O N G I T U D E ET L A T I T U D E . 

Deux coordonnées sphériques. 

Les grands cercles passant par les pôles de récliptîque 
se nomment cercles de latitudes. L'arc d'un tel cercle 
passant par l'astre, compris entre Tastre et l'éclipti-
que, est la latitude de l'astre; elle est positive lorsque l'é-
toile et le pôle nord sont dans le même hémisphère formé 
par l'écliptique et négative lorsque l'astre est dans le se-
cond hémisphère. C'est une première coordonnée. L'arc 

*de l'écliptique compris entre le point d'équinoxe vernal 
et le cercle de latitude est la longitude de l'astre -, c'est 
la seconde coordonnée et se compte de o à 36o degrés dans 
le sens du mouvement diurne de la Terre. 

Trois coordonnées rectilignes rectangulaires. 

Le plan de l'écliptique est le plan des xy^ la partie po-
sitive de l'axe des x est dirigée vers le point d'équinoxe 
vernal; la partie positive de l'axe des j vers le point qui 
a 9 0 degrés de longitude; la partie positive de l'axe des 
z perpendiculaire à l'écliptique dirigé vers l'hémisphère 
où est le pôle nord. 

x'" cos p cos>, y'" = cos p sin >, z'" sin p, 

où |3 est la latitude et 1 la longitude de l'étoile. 

CONVERSION DES C O O R D O N N É E S D ' U N SYSTÈME D A N S LES 
COORDONNÉES D ' U N A U T R E S Y S T È M E . 

A. Conversion du premier système dans le second. 

Considérons le triangle formé par lo pôle P , le zénith 
Z et Tétoile E; on a 

P Z RR — ^ , 
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OÙ (f esl la hauteur du pôle, 

PE = 90« — (î, EZ = 90« —.A, 

P = z t y Z . = i8o" — A . 

E = angle a Fastre, angle parallactique. Ou a , d'après 
les formules connues, 

sin ̂  — sin (p sin h — cos<p cos/i cos A , 

sin (î cos t = cos h sin A , , 

cos ̂  cos Í = sin h cos «p -h cos h sin (p cos A, 

Faisant 
sin h = m cos M , 

cos h cos A = w sin M, 

les formules adaptées au calcul par logarithmes devien-

nent 

sin B ^ M sin — M ) , 

sin S cos t — cos// sin A , 

cos^cosi = m cos(<p — M) . 

A'. Deuxième système dans le premier. 

Le même triangle donne 

sin/¿ = sin^ sin^ -I- cos (p cos^ cosí, 

cos h sin A = cos^ sini, 

cos h cos A = — cos flp sin ̂  -f- >in cos5 cosí. 

Faisons 
cos ^ cos t —m cos M, 

sin ^ = w sin M, 
on a 

sin h = cos ( © — M), 

cos // sin A = cos ̂  sin t, 

cos/i cos A w? sin ( c p — M ) ^ 
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B. Conversion du troisième dans le quatrième système. 

Considérons ie triangle formé par le pôle P ' de Téelip-
tique 5 le pôle P de l'équateur et l'astre E , on a 

PP' = 5 = obliquité de l'écliptique, 

P E = 9 0 " ~ s, 

P = : 9 o - 4 - a , 
P ' = 9 0 ° — a , 

E — angle à l'astre ; 
d'où 

c o s P cosl =:COsâ C O S A , 

cosp sin \ =z cos^ cosa cos s -f- sin(î sin e, 

sin p = — cos^sina sin e -h sin^ coss. 

Faisant 

M sinN = sin^, 

McosN = cosiîsina, on obtient 
cos p cosX = cos^ cosa, 

cosp sin X = M cos (N — e), 

sinp = M sin (N — g). 

B'. Conversion du quatrième dans le troisième système. 

Même triangle que ci-dessus, 

cos ̂  cos a = cos p cos>, 

cosí sin a — cos p sin > cose — sin p sine, 

siní = cosp sin X sins -f- sin p cos s. 

Faisant 

t a n g N = « , 

on obtient 
C O S ( N + Ê ) 

tang^ = lang (N H~ é) sin a. 
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Observation, La conversion du premier système dans 
le quatrième et vice versâ n'est pas usitée. 

Relations entre les diverses coordonnées rectangulaires 
(rozV ci-dessus). 

X = cos A cos h, 
J = sin A cos h, 
z z=z sin h, 
x' = zûn^ z cos<p, 

z' ~ 3 sin (p — X cos (p, 
x"=z x' cos e -h y sin 0, 
y'= f COS0 — x' sine, 

oil 
0 = a 4- i = temps sidéral. 

y" cos s 4- z" sin g, 
t:" —- y" sin s -h coss, 

COSP COSX, 

y"'= cos p sin >, 
= sin p. 

Exemple (B) : 

A 6 « 3 3 ' 2 9 % 3 O , I 6 ° 2 2 ' 3 5 " , 4 5 , E = 2 2 « 2 7 ' 3 L ^ 7 2 . 

On trouve 

log côs p sin > = 8.0689241 n 
log cos sin a = 9.0397 224 

9.0292017« 

Exemple (A) : 

(p = 52«3o'i6",o, h=. 16« II '4",o, A = 202"4'15^5. 

On trouve 

i = 490 43' 46" ,o , t = 223« 56' 2 " , 2 2 . 
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OBSERVATION SUR VN PASSAGE DE L'ALGÈBRE 
DE M BERTRAND (2^ édition). 

C'est à la page 9, § 7. Voici Tenonce. 
(( La forme des résultats précédents peut se simplifier 

» à l'aide d'une convention très-utile en algèbre, qui 
» consiste à regarder tous les termes d'un polynôme 
» comme ajoutés les uns aux autres, en nommant nom-
)) bres négatifs ceux qui sont précédés du signe — . Par 
» exemple, on regardera la différence a — h comme ré-
» sultant de l'addition de a avec — h. 

[1] a — b ~a b)\ 

» l'expression isolée ( — b ) n'acquiert pour cela aucune 
)) signification ; seulement on dit ajouter — au lieu de 
)) dire retrancher b. On convient de même que retran-
» cher — b signifie ajouter b. 

[ 2 ] a — b) — a b . 

)) Il serait absurde de chercher à démontrer les forniu-
» les (1) et ( 2 ) : les définitions ne se démontrent pas. » 

Certes on a le droit d'établir des conventions dès 
qu'elles n'influent pas sur le résultat; dès que cette in-
fluence existe, ce droit cesse. C'est précisément ce qui a 
lieu ici ; 4- ( — b) égale — — ( — b) égale -f- b sont 
des résultats. Si vous en faites des conventions , on pour-
rait en établir d'autres et d'un sens entièrement opposé^ 
Que devient alors la certitude mathématique? Sans doute 
les définitions ne se démontrent pas, mais il serait par 
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trop commode, pour se dispenser de démontrer une pro-
position , de la convertir en définition. 

Ces conventions sont un échafaudage superflu, d'au-
cune nécessité pour construire la science. On évite cet 
embarras en se rappelant sans cesse que l'algèbre est une 
arithmétique universelle^ indépendante de tout système 
de numération , et que l'arithmétique a pour but unique 
d'apprendre à compter soit en avant, soit en arrière, et 
de parvenir au résultat final par la voie la plus courte. 

Pour donner du corps à cette pensée, imaginons une 
droite indéfinie; plaçons sur cette droite une infinité de 
boules égales -, désignons une quelconque d'entre elles par 
la lettre Z , et chacune de celles qui sont à la droite de Z 
par D et à la gauche de Z par G. Lorsqu'en comptant on 
s'éloigne de Z dans la direction de D , l'opération se dé-
signe par ce signe -f- ; si c'est dans la direction de G , par 
le signe — . 

Ainsi + a — b désigne une double opération on 
compte a boules dans la direction D, et, arrivé à la fin, 
on rétrograde de b boules dans la direction G, 

signifie : la double 
opération —j— a — b , premier re* 

sultat; la double opération -h c — deuxième ré-
sultat; 3® l'opération sur le premier résultat et l'opé-
ration -h sur le second résultat. Ces quatre opérations 
se réduisent aussi à celle-ci a — b c — d', 

de même 
-\-{-\~n--b) — [-J^c — d) 

se réduit à 
<7 — b — c 

Cette leprésenlation figurée sufiit pour tout expliquer 



{ilA) 

Il faut d'ailleurs remarquer qu'on n'opère réellement ja-

mais que sur des nombres entiers. | est la même chose 

que le nombre 7, excepté que l'unité de ce nombre, au 

lieu d'être représentée par i , est représentée par 

A la page 19, à propos de la multiplication, on trouve 
encore une convention. Que dirait Leibnitz d'une mathé-
matique conventionnelle ? 

Si l'on obligeait les géomètres à expliquer ce qu'ils 
veulent faire, il n'y aurait jamais de difficulté sur le sens 
des opérations. Je veux multiplier — a par — qu'en-
tendez-vous par là.̂  

A quel propos applique-t-on ci-dessus l'épithète de /lé-
gatifs aux nombres précédés du signe — ; en quoi sont-ils 
moms affirmatijs que les nombres précédés du signe -h? 
C'est qu'on veut obvier, à la page 9, à une difficulté qui ne 
se présente qu'à la page 10. En bonne logique, dans les Oû  
vrages élémentaires, il ne faut jamais définir un objet, 
expliquer une difficulté avant que l'objet, la difficulté 
aient pris naissance. Et c'est pourtant ce qu'on fait tou-̂  
jours-, inde lahes. 

Pour les imaginaires, l'auteur a encore recours à une 
convention. Il ne s'agit pourtant que d'un signe ninémo^ 

nique, sj—i rappelle que dans l'équation 

4 - I = o 

il faut remplacer par — 1, ce qui est évident. Le grand 
Euler lui-même s'est trompé en cet endroit. Au numé-
ro 148 de ses ¿/éwe/z/^, il met 

V—2 . V/--3 rr= v'6, 

et déjà Bombelli, le créateur du calcul des imaginaires, 
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donne Féqualion vraie 

sj—a . sj—b = — sjab'i 

el avant lui Cardan se sert de Fexpression moins sophis-
tiqués pour désigner les racines imaginaires, et, appe-
lant les quantités négatives simples des moins purs, il dé-
clare que les sophistiqués sont à'inutiles subtilités. Nouvel 
exemple de la réserve qu'il faut mettre dans ces déclara-
tions d'utilité et d'inutilité dont sont si prodigues les 
hommes qui croient uvu rî. Aujourd'hui les imaginaires, 
avec les déterminants et les infiniment petits, forment 
la parlie la plus importante, la plus féconde de toutes les 
branches de Fanalyse et de la géométrie. Notre plus émi-
nent analyste, notre plus éminent géomètre, MM. Cau-
cliy et Chasles, font constamment emploi des imaginaires 
et en déduisent les plus beaux théorèmes. 

Algebre de M. Bertrand, comme tout ce qui sort de 
cette plume, a un mérite tellement supérieur, qu'on ne 
saurait trop insister sur des défauts, inhérents à toute 
œuvre humaine. 

Sous forme d'exercices , l'ouvrage contient les princi-
paux résultats de transformation fonctionnelle déduits de 
la théorie des déterminants, mais qu'on a soin de ne pas 
désigner , cette théorie n'étant pas admis« dans le Pro-
gramme ; de même pour d'autres théories. Les exemples* 
empruntés à Gauss , Jacobi, Eisenstein, Cayley, Sylves-
ter, sont d'un choix exquis; les solutions ne tarderont 
pas sans doute à paraître. Le célèbre auteur, fidèle à son 
système, ne cite personne; en ne citant personne, per-
sonne n'a à se plaindre. 
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A L V É O L E S D E S A B E I L L E S , 

E X E R C I C E D E C A L C U L E T D E S T É R É O T O M I E . 

Admiranda tihi levium spectacula rerum 

Et munire Javos, et dœdalafingere iecta. 

(ViRG., Gfor^. l ib. IV.) 

1. Soit ABCDEF un hexagone régulier, tracé sur un 
plânque nous supposerons horizontal-, aux trois sommets 
A , C , E de rang impair, élevons trois verticales A a , Ce , 
E e de longueurs quelconques, mais égales ; aux trois som-
mets B, D , F , de rang pair, élevons aussi trois verticales 

F / , égales entre elles, mais non aux trois pre-
mières verticales ; qu'on fasse 

1 Sj-2. • 

en menant les droiies cib, bc, cd , , e f f a . , on formera 
six trapèzes verticaux et égaux et un hexagone équilatéral 
abcdcj. Chaque trapèze, tel que AB ab, a deux angles 
droits en A et B , un angle obtus en a et un angle aigu en 

la tangente de l'angle obtus est égale à — i v/2, la tan-

gente de la moitié de cet angle est v ^ , e t l a tangente de 

l'angle aigu est 2 s/2 ; de sorte que l'angle obtus est égal 
à 109° 28' environ , et, par conséquent, l'angle aigu 
est égal à 70" 3o'44 ' environ. Au sommet a existe donc 
un angle solide trièdre, formé par les*deux anglés obtus 
des trapèzes et par un troisième angle/à& aussi obtus et 
égal à l'angle obtus des trapèzes ; propriété à démontrer. 
De même aux points c et e. Les d r o i t e s a b étant éga-
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les, achevons le rhombe/ait-, de sorte qu'on a en rf tin 
angle solide trîèdre formé par deux trapèzes et un rhombe. 
Faisons la mêmè construction en c] les deux rhombes 
fabi^^bcdi ont le côté bi en commun, et en ^ il se forme un 
angle solide tétraèdre formé par deux trapèzes et deux 
rhombes présentant quatre angles plans, aigus et égaux. 
Les deux côtés za, ie forment avec les côtés af efun troi-
sième rhombe plan, égal aux précédents, ce qui est facile 
à prouver-, de sorte qu'on aura en f un angle solide trièdre 
formé par trois rhombes et égal à chacun des angles soli-
des en c , le point ¿est le ô/z/T̂ ieZ de l'alvéole. Le so-
lide formé des six trapèzes et des troi^rhombes représente 
les parois de l'alvéole en cire que construisent les abeilles. 
L'hexagone ABCDEF est l'entrée. Les trois rhombes sont 
la base de l'alvéole, le fond où est déposé le miel, nourri-
ture du ver, première forme de Tinsecte. Un système d'al-
véoles compose un ensemble qu'on nomme rayon. 

La liaison du système consiste dans la disposition sui-
vante -, les angles dièdres en a sont évidemment égaux 
chacun à 120 degrés. 

Supposons qu'on remplisse un espace horizontal par 
des hexagones; qu'on construise sur chaque hexagone un 
alvéole. Les sommets seront dans un même plan horizon-
tal, et trois faces rhomboidales prises dans trois alvéoles 
contigus formeront une nouvelle base hexagonale, et le 
sommet de l'alvéole correspondant est au-dessous du 
plan des autres sommets, et achevant les alvéoles par ces 
nouvelles bases, les ouvertures hexagonales sont à l'op-
posé des ouvertures des premiers alvéoles. C'est ainsi 
que sont disposés les alvéoles dans chaque rayon, et par 
suite de cette construction toutes les faces rhomboidales 
sont toutes dans trois plans, ce qui donne à tout l'édifice 
une extrême régularité. Les abeilles commencent par 
faire le rhombe et ensuite les faces trapèzes. 

Ann. de Mathémat.. t. X V , ( M a i i856.) 1 2 
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Il y a entre deux rayans consécutifs assez d'intervalle 

pour laisser passer deux mouches. L'ensemble de ces 
payons forme la ruche. 

2. Concevons les six sommets de l'ouverture hexago-
nale ainsi que le point a , et faisant mouvoir le point h 
le long de l'arête B ft , construisons les rhombes comme 
précéderoment. A chaque position du point b correspond 
un autre solide alvéolaire. 

Il faut démontrer que ces solides sont équivalents et 
que Taire varie. Cette aire est un minimum, lorsque leŝ  
trois angles plans en a sont égaux, ce qui entraîne la 
relation que nous avons donnée ci-dessus [voir la solution 
de feu le capitaine Jacob, t. I®̂ , p. i6o). 

3. Note historique. Le triangle équilatéral, le carré et 
l'hexagone régulier sont les seuls polygones réguliers qui,̂  
pris isolément, puissent remplir un espace sans laisser 
de vide, et de ces trois polygones l'hexagone pour la 
même aire a le moindre contour. C'est le polygone que 
les abeilles ont choisi pour l'ouverture de leurs cellules. 
Pappus, géomètre du iv® siècle avant Jésus-Christ, en a 
déjà fait l'observation -, mais les premières observations^ 
précises que nous ayons sur l'anatomie de l'insecte et 
la construction géométrique de l'alvéole sont dues à Ma-
raidi (Jacques-Philippe), astronome de l'Observatoire 
royal, que son oncle, l'illustre Cassini, avait fait venir 
en 1687 de Perinaldo, près de Nice. Ces célèbres et cu-
rieuses observations ont été faites sur des ruchés appar-
tenant à Cassini placées dans le jardin attenant au bâtiment 
[Mém, de l'Acad, des Sciences y 1712, p. 297) (*). Ayant 
trouvé que les trois angles plans en a étaient égaux, il 

(*) L'Observatoire était alors près de Paris, mais dehors. Un tel emplace-
ment est aujourd'hui impérieusement exigé par les besoins de la science. 
Uncdi f îce , modèle Pulkowa, serait un monument digne d'un règne dont 
le» débuts sont si glorieux. 
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en conclut que cet angle devait être égal à 109^28'^ 
rayant mesuré, il trouva 110 degrés, différence qa'il at-
tribue aux erreurs inévitables dans de telles opérations. 
Il compta soixante cellules environ dans chaque rayon; 
A'a avait 5 lignes et AB 2 lignes de longueur. Le célèbre 
Réaumur poussa ces recherches plus loin dans son His-
toire des Insectes y d'une lecture si attachante (t. V) (*). 
11 proposa au géomètre Kœnig (Samuel), correspon-
dant de l'Académie des Sciences, connu par ses démêlés 
avec Maupertuis, de chercher le rhombe qui satisfasse au 
minimum d'aire. Appliquant la méthode du calcul infi-
nitésimal, Kœn% trouve que l'angle obtus devait avoir 
109° 26'. Réaumur manda ce résultat à Maclaurin. L'é-
minent géomètre résolut le problème par la méthode de 
sa Géométiie infinitésimale^ et trouva pour l'angle du 
rhombe 109® 28' 16''. Ce beau travail est inséré dans le 
tomeXLlI , année 1 7 4 d e s Transactions philosophie' 
ques. Le Mémoire est intitulé : Ofthe bases of the cells 
wherein the Bees deposite their honey (Sur les bases des 
cellules où les abeilles déposent leur miel). Il fait parlie 
d'une Lettre du 3ojuin 1743, adressée à Martin Folkes, 
président de la Société royale. Ainsi les abeilles que Vir-
gile a si admirablement chantées construisaient déjà de 
son temps, un problème dont la solution théorique était 
réservée au siècle des Newton et des Leibnitz. Donner un 
tel instinct à quelques molécules organisées ! La toute-
puissance divine se révèle dans l'infiniment grand, se 
révèle dans l'infiniment petit. Mens agitat molem, disait 
Fantiquité; mais le monde des infiniment petits en his-

{*) Pourquoi ne fait-on pas une nouvelle édition rectitîée et complétée 

de cette délicieuse production ? J'en dis autant du Spectacle de la nature^ 

de Pluche, que de Blainville aimait beaucoup. Ouvrages très-instructifs, 

d'une haute moralité et très-amusants : qualités dont la réunion est 

extrêmement rare, 

12. 
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iq^re naturelle et dans la science des nombres est une 
conquête des temps modernes. La théorie des quantités 
naissantes est similaire à celle de Tembryogénie .Les deux 
sciences doivent et devront leurs principaux progrès aux 
études infinitésimales. Leibnitz a mis entre les mains dès 
géomètres un microscope qui nous découvre les propriétés 
d'une' série indéGnie d'êtres numériques infiniment pe-
tits, se produisant les uns les autres suivant des lois de 
génération déterminées et certaines. Le microscope op-
tique tend au même but pour les êtres organisés, ainsi que 
le polarimètre pour les corps inorganiques (*). Curieux 
de savoir si Ton rencontre dans la nature une forme ana-
logue à celle que construisent les abeilles, je dois au .sa-
vant professeur M. Cabart les renseignements suivants : 

L'oxydule de cuivre cristallise sous forme de dodécaè-
dres rhomboïdaux, ayant huit angles trièdres, formés de 
trois dièdres de 120 degrés chacun. Les cristaux du gre-
nat , de la pyrite de fer sont du même genre. L'eau glacée, 
d'après les observations de M. Clarke, physicien anglais, 
cristallisant dans le système rhomboédrique, présente 
deux trièdres formés de trois dièdres de 120 degrés cha-
cun. Cette sorte de cristallisation est très-rare. 11 est pro-
bable, d'après les calculs de M. Bravais sur les halos et 
les parhélies, que cette cristallisation existe dans les cris-
taux de neige. Les cristaux rhomboédriques de la chaux 
carbonatée ne présentent pas ces angles de 120 degrés. 

("*) Leibnitz, dans une Lettre à Huyghens,dit : « J'airtie mieux un Leuven-
lîoek qui me dit ce qu'il voit, qu'un Cartésien qui me dit ce qu'il pense. » 
Excellente leçon donnée aux métaphysiciens par un métaphysicien, mais 
géomètre. 
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SOLUTION DE L A QUESTION 3 1 1 , 

P A R M . E . C O M B E S C U R E . 

Déterminer Faire d'un hyperboloïde de révolution à 
une nappe limitée par deux parallèles, connaissant la disv 
tance de ces deux parallèles , leurs rayons el la portion de 
génératrice rectiligne qu'ils interceptent. 

En désignant par r le rayon d'un parallèle quelconque 
placé à la distance z du cercle de gorge, l'équation de 
J'hyperboloïde de révolution est 

et l'élément de surface de Fhyperboloïde compris entre 
deux parallèles distants àedz a pour expression 

cl\ = 2 TT T-c? cr, 

où da représente Félément de l'hyperbole génératrice, en 
sorte que 

sjdr^-h dz^ =—— , 

[«2= (i 4-/W')]. 

On a donc 

d\ ^ iTz dz sià^n} z"^ f 

et, par suite, 

i nz, s^a} -+- n}z\ — nz^ s/a"" -f- n'' z] | 
^ = j' 

( /̂zzi H- -f- n'̂ z] ) 

z^, Zj étant les z des parallèles qui limitent la portion de 
surface considérée. 
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Si / j , r, désignent les rayons de ces mêmes parallèles, 

en sorte que 
z], 

l'élimination de m' entre ces deux équations donne, en 
supposant z^ et ẑ  positifs, 

Soient g la portion de génératrice rectiligne interceptée ; 

5 Ĵ i 9 î 9 5 les coordonnées de ses extrémités, 
de façon que 

(x, ^ y ^ {y, - x^y + = 

d'où, en posant 

g'-ih'-^r] -^rD^zz^p, 

(2) a:, 

Les extrémités de g' se projetant sur une même tangente 
au cercle de gorge, on a 

cos<ps in( j ) = a , 

0:3 cos ç -h J2 sin (p = «, 

cp étant un angle arbitraire dont l'élimination donne 

( 3 ) J . 

En ajoutant les équations (2) et (3) après les avoir éle-
vées au carré, il vient 

d'où 
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Sabstîtuant daus Téquation ( i ) cette valeur de a ' et Fai-
sant, pour abréger, 

il vient 

d^ou et de 

on déduit 

, _ . _ V ' 

On a ensuite 

' . ^ J- ^ J , PiPi—p p^) c est-a-dire, a cause de a' ~ ? 
pi-hp^ 

h'ip.-^p^) 

Z j , Zi , a} et Tn* étant connus en p-, pi^pz^ ou si Ton 
veut en r̂  ^ r^^ g et h , on n'aura plus qu'à substituer 
leurs exp?:-essions précédentes dans celle de 1 pour répon-
dre complètement à la question. La substitution en elle-
Hiême ne présente aucune particularité digne d'être si-
gnalée. 

M I R A I T » ' U N E L E T T R E DE M . R U B B I N I ( D E N A P L E S ) . 

Presque en même temps je viens de recevoir le numéro 
d'août de vos Annales et celui du 2 juillet des Comptes 



( ' 8 4 ) 
rendus de votre Académie des Sciences. Dans le premier 
je trouve à la page 3o5 la question : 

« Construire la surface 

( I ) e^ = ^^^ ( e = base népérienne ). » 

( E . C A T A L A N . ) 

Dans le second, à la page 35, je trouve résolue la même 
question par Fauteur lui-même. 

Or, Monsieur, tout en respectant le talent supérieur 
de votre savant, je ne puis m'abstenir de réclamer, en 
faveur de mon professeur M. Padula, une priorité qui 
lui est due au sujet de Téquation ci-dessus. 

Ce savant napolitain s'était déjà occupé depuis i852 
(voir Rendiconto délia reale Accademia delle Scienze di 
Napoli, n^ 3, iBS^) de la même question qui avait con-
duit M. Catalan à l'équation (i) , à savoir de trouver 
sous forme finie les équations de deux surfaces dont les 
rayons de courbure sont égaux et opposés et qui jouissent 
en même temps de la propriété qu'une partie quelconque 
de la surface est un minimum entre toutes les surfaces qui 
ont même contour. 

M. Padula commence sa Note par un renseigne-
ment des quatre surfaces jouissant des propriétés énon-
cées, et découvertes, la première par M. Catalan (l'hé-
licoïde gauche) 5 la seconde (surface de rotation dont la 
méridienne est la chaînette homogène) par M. de Mor-
gan, et les deux autres par M. Roberts (Michel). Ensuite 
il se propose la question : Chercher si parmi les surfaces 
dont la génératrice se meut parallèlement à elle-même, 
il s'en trouve quelqu'une dont les rayons de courbure 
soient égaux et opposés. Une autre question plus géné-
rale (celle sur les surfaces produites par le mouvement 
d'une courbe plane) avait conduit notre auteur à la ques-
tion spéciale ci-dessus énoncée. 



( .85 ) 

Or M. Padula trouve pour solution de son problème 

/s ^ f r \/n- . tx ar\ 
2 /ces ^ 

m m \m m ] 

a étant une constante arbitraire et m une autre constante 
qui satisfait à la condition 

( 3 ) = 

[ j = o , z = f (x) étant les équations de la génératrice 
supposée plane sans détruire la généralité de la ques-
tion]. 

De cette dernière équation (3) il déduit la propriété 
que la projection sur Vaxe des il du rayon de courbure 
en un point quelconque de la génératrice est constante. 

L'équation (i) de M. Catalan se déduit de Téquation 
(2) de M. Padula, posant en celle-ci a =: o. 

Ce dernier savant, en outre, trouve une autre surface 
qui dépend de transcendantes jusqu'à présent inconnues 
et dont l'équation est de la forme suivante : 

^ 1 4 - I m ' 

I -f- I 4- m 

(la fonction /'étant déterminée par l'équation 

mnl• '^f zz^ — m arc tang/' = (1 4-/z^)" + , 
VI 

et u représente la variable à laquelle se rapporte la fonc-
t i o n / ) . 

Enfin l'analyse de M. Padula est tout à fait directe et 
sans tâtonnements. 
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SUR LA DÈCO lPAS iTMN DES NOMBRES EN BIGARRÉS. 

Waring a énoncé la conjecture que tout nombre est la 
somme de 19 bicarrés, en admettant le zéro comme bicar-
ré. Jacobi a exprimé le désir de voir contrôler cette con-
jecture. M. C.-A. Bretschneider, professeur à Gotha, a 
entrepris ce contrôle pour les nombres de i à 4^00. Ses 
Tables sont insérées dans le Journal de Crelle ( t .XLVI , 
p. I, i853). 

En résumé, il a trouvé que dans les nombres de i à 
4100 il y en a : 

28 décomposables en 2 bicarrés. 

, 5 — 3 

i 5 8 — 4 
271 — 5 

3 7 5 — 6 

4 i 6 — 7 

3 9 3 — 8 

3 5 3 — 9 

3 2 2 — 10 

3 o 6 — 11 

290 — 12 

286 — i 3 

2 8 4 — >4 
282 — i 5 

i 6 6 — 16 

5 6 — ' 7 

2 4 — 18 

7 — • 9 



( I87 ) 

Les sept en 19 bicarrés sont 79, i S g , aSg, 319 5 i g g , 
479 D » 559-

Ainsi 

79 = 4.2» H- i S . i S 

1 5 9 = 4 . i . 3 < -4- 1 4 . ï S 

239 = 4.2<-f-2.3^-4- i 3 . i S 

3 1 9 = i 5 . i < + 3 . 2 « + 1 . 3 » = 4 . 2 « 4 - 3 . 3 « - f - 12. i S 

3 9 9 = 14.1«-h 3.2» 4- 1.3» i - 4 * = + 

4 7 9 = i 3 . i » 4 - 3 . 2 » - h 2 . 3 » 4 - i . 4 » = i o 1». - 4 - 4 . 2 » 4 - 5 . 3 » , 

5 5 9 = i 5 . 1 « 4 - 2 . 2 » 4 - î i . 4 ' = 1 2 . 1 ^ 4 - 3 . 2 « 4 - 3 . 3 « 4 - I 4 * 

= 9 . 1 « 4 - 4 . 2 » 4 - 6 . 3 « . 

Ces sept nombres ne peuvent se décomposer en moins 
de 19 bicarrés. 

Cette identité 
3 « - 5 . 2 » = i 

a facilité le calcul. 

LETTRE SUR LA ROTATION D'UN CORPS SOLIDE. 

« Mon cher monsieur Terquem, 

)) Lorsque je reçus , il y a une quinzaine de jours, la 
nouvelle livraison des Nouvelles Annales, je vous écri-
vis immédiatement pour protester au nom des géomètres 
contre les objections absolument dénuées de fondement 
que l'on élevait sur la théorie de la rotation donnée par 
M . Poinsot. N'ayant pas alors sous les yeux le Mémoire 
de l'illustre géomètre, je me bornais à deviner d'après 
mes souvenirs , par quel malentendu l'auteur de la Note 
avait pu se méprendre sur le sens des expressions em-

(*) Par erreur on a mis 379. 
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ployëes et trouver une erreur où chacun n'avait aperçu 
jusqu'ici qu'un modèle de rigueur et d'élégance. Je viens 
de relire les premières pages de ce beau travail, et j 'avoue 
qu'il me semble suffisant dé conseiller à vos lecteurs d'en 
faire autant; c'est seulement pour ceux qui n'auraient pas 
le moyen de recourir au lexte que je vous demande place 
pour quelques explications. 

» J'ouvre le Journal de M . Liouville, t. X V I , p. 43, 
et je trouve un paragraphe intitulé : Des forces centri-

fuges qui naissent de la rotation. C'est celui-là qu'il faut 
lire pour apprécier la valeur des objections dont je parle. 

On y trouvera d'abord la démonstration géométrique 
d'un théorème bien connu dont l'énoncé se lit page 44 
(lignes i4 à i6 ) : 

a La force centripète nécessaire pour qu'un point 
» puisse tourner en cercle avec une vitesse u est expri-
» mée par le carré de cette vitesse divisé par le rayon du 
» cercle. » 

)) M . Poinsot ajoute, il est vrai : « La même expres-
)) sion convient à un mouvement curviligne quelcon-
» que... en prenant pour r le rayon du cercle osculateur à 
» la courbe décrite au point que l'on considère. » 

» Cette remarque, inutile pour ce qui va suivre, est 
placée là pour l'instruction du lecteur, mais vous con-
naissez l'adage : Quod ahundaty non vitiat. Elle est 
donc parfaitement légitime, et cependant, s'il fallait ab -
solument conjecturer, je me hasarderais à dire que c'est 
à cause d'elle que M . Poinsot, malgrfj toute sa clarté, 
n'a pas été compris par tout le monde. 

» Je lis plus loin, page 45 : 
(( Dans la question qui nous occupe... il n'y a pas de 

» force centripète qui intervienne pour faire tourner l i -
» brement chaque molécule autour de l'axe (instantané) 
» O Z , mais je considère que si cette force n'y est point, 
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» RIEN EMPECHE de la supposcr, pourvu qu'on en sup-
» pose une égale et contraire. )> 

» Cette force centripète que rien n'empêche de suppo-
ser, est, on le voit, celle qui ferait décrire à la molécule 
un cercle rigoureux. Rien n'empêche évidemment de la 
supposer, pourvu qu'on introduise une force égale et con-
traire qui est la force centrifuge. 

)) Maintenant l'objection de M . S. -G. se réduit à ceci : 
» Pourquoi introduisez-vous la force nécessaire pour 

faire tourner la molécule en rigueur autour de l'axe in-
stantané? Je préférerais vous voir calculer la force centri-
pète réelle, et, pour cela, déterminer le rayon de cour-
bure de la trajectoire, très-différent de celui du cercle 
dont vous parle/. 

» A ceci on peut répondre : M . Poinsot introduit cetie 
force parce que c'est celle-là qui est commode pour son 
raisonnement tel qu'il veut le faire, et que rien n'empêche 
d'introduire dans un système deux forces égales et con-
traires quelles qu'elles soient. Ceci est si vrai , que l 'on 
pourrait, si on le désirait, introduire la force que 
M . S . -G . nomme la véritable force centripète, pourvu, 
que l 'on adjoignit la véritable force centrifuge ; mais je 
n'aperçois pas à quoi cette introduction pourrait servir, 
et il semble que la chaîne deS raisonnements, rompue 
alors dès le début, ne pourrait plus se renouer. 

» J. BERTRAND. » 

Note du Rédacteur. M . Poinsot, malgré toute sa 
clarté, n'a pas été compris de tout le monde. L'explica-
tion n'est donc pas superflue, vu que ce tout le monde 

comprend des esprits distingués. La force centripète que 
M . Poinsot évalue est une force artificielle pour ainsi 
dire, très-commode pour l'objet que l'illustre géomètre 
avait en vue, mais ce n est pas la force centripète réelle 
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OÙ telle qu'elle existe réellement. M. Poinsot fait bien al-
lusion à cette distinction. La discussion actuelle montre 
bien que cette allusion n'est pas suffisante. L'axe instan-
tané de rotation instantanée ne serait-il pas plus conve-
n a b l e m e n t désigné sous le n o m de droite de repos instan-

tané? car ̂  à vrai dire, il n'y a pas de rotation. Chaque 
point tourne autour d'une droite élevée au centre de cour-
bure perpendiculairement au plan osculateur relatif à la 
trajection décrite par ce point. L'ensemble de ces perpen-
diculaires est la surface gauche de rotation instantanée 
pour ce point. Chacun a la sienne. Dans un corps solide 
en mouvement, trois de ces surfaces déterminent toutes 
les autres. 

DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE DES THÉORÈMES DE M . STEINER 
Éioucés SOHS les b̂ " 5, 6 et 7 

(voir t.XIV, p. Ul etUS); 
PAR M. E. DE JONQUIÈRES. 

1. Pour démontrer ces théorèmes, il faut commencer 
par rappeler quelques propositions préliminaires qui sont 
une conséquence très-simple de la théorie des polaires et 
d u p r i n c i p e àe correspondance anharmoniquevéQeiamGnt 

exposé par M . C h a s l e s dans les Comptes rendus de 

l'Académie des Sciences. 

2. Soient données sur un plan deux coniques 2 , et 
une droite arbitraire L. p e l p ' étant les pôles de celte 
droite dans les deux coniques, la droite pp'\ qui les joint, 
est unique et déterminée. J'appellerai cette droite la ré-
ciproque de L . 

Par un point quelconque O de L , soient menées des 
droites OL', OL '̂, etc.; leurs pôles respectifs <7, r, 

etc., seront distribués sur les deux polaires du point O, 
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et i l s se correspondront anhaimoniquement ; d o n c [Géo-

métrie supérieure^ n® 5 5 5 ) , les droites pp\ qq \ r r ' , e t c . , 

enveloppent une conique i l relative au point O. 
A un second point quelconque O ' correspondra pa-

reillement une seconde conique i l ' relative à ce point. 
3. Donc la droite OO' a pour réciproque une des 

quatre tangentes communes aux deux coniques i l , i i ' , et 
cette tangente est déterminée, ainsi que cela résulte d'ail-
leurs de la première construction des droites récipro-
ques (n° 2 ) , parce que les trois autres tangentes communes 

E , F , G , dont une au moins est toujours réelle, sont des 
droites fixes et indépendantes de la position variable de 
la droite OO'. C'est ce que je vais faire voir dans le para-
graphe suivant. 

4. En effet, soit E l'une de ces trois tangentes. Si on 
la regarde comme enveloppant la conique i l , il résulte 
du numéro 2 qu'elle joint les deux pôles o co d'tme cer-
taine droite O M , laquelle passe par le point O dont i l 
est la conique relative, ces pôles étant pris par rapport 
aux deux coniques fixes 2 , 2 ' . Donc , réciproquement, 
les pôles e , e' de E se trouvent sur cette droite OM. 

Par une raison semblable, si l'on regarde E comme 
enveloppant la conique i l ' , ses pôles e , e' doivent se 
trouver sur une autre droite OM', distincte de la droite 
OM, et passant par le point O ' dont i l ' est la conique re-
lative. 

Cette double condition exige évidemment que les points 
e , e' coïncident en un seul et même point. 

5. Il résulte de là que chacune des trois tangentes E , 
F , G a même pôle dans les deux coniques proposées 2 , 2 ' . 
Or, on sait que dans le plan de deux coniques données, il 
n'existe que trois droites fixes qui jouissent de cette pro-
pr ié té r e m a r q u a b l e [voir la Géométrie supérieure et l e 

Traité des propriétés projectiles). O n sait en outre q u e 
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ce pôle commun est précisément le point d'intereection 
des deux autres droites -, que ce point est, en même temps, 
le point de concours de deux cordes communes conju-
guées ou axes de symptose des deux coniques que cha-
cune de ces droites contient deux centres dliomologie 
conjugués, centres que l'on obtient aisément en cherchant 
les deux points (réels ou imaginaires) qui divisent har-
moniquement à la fois les deux segments interceptés 
par les deux coniques sur celle des trois droites que l'on 
coï\ùàère [Géométrie supérieure^ n ® 2 1 0 ) . E t c . 

6. D'après ce qui précède, les coniques relatives à 
tous les points du plan touchent trois droites fixes de ce 
plan ; ce sont précisément les trois droites remarquables 
E , F , G dont je viens de parler. 

Réciproquement, toute conique tangente à ces trois 
droites est relative à un point du plan. Car deux autres 
tangentes quelconques de cette conique ont pour réci-
proques deux droites dont le point de rencontre aura 
pour conique relative une conique tangente à ces deux 
droites (n® 2) et aux trois tangentes fixes E , F, G et qui 
se confondra, par conséquent, avec la conique en ques-
tion. 

7. Actuellement, prenons pour conique le segment recti-
ligne terminé em qui joint un point quelconque m deE au 
point de concours e des deux droites F j G , segment qu'on 
peut regarder comme représentant une ellipse infiniment 
aplatie à laquelle les trois droites E , F , G sont évidem-
ment tangentes (*). Cette conique' particulière sera ^ 
comme dans le cas général (n° 6) , relative à un point 

et je vais prouver que ce point m' est situé sur E comme 
le point m lui-même. 

En effet, pour que les droites qq'^ rr', etc. (n® 2), 

(•) Voir, à ce sujet, le nota qui termine cet article, n^S. 
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qui enveloppent et qui déterminent, dans ce cas, la co-
nique relative em, passent toutes par le point m, extré-
mité du segment terminé em, il faut ( comme on sait, et 
comme je le rappelle expressément dans le nota ci-après) 
que les droites fixes pqr^ p^ q' r^^ polaires du point 
sur lesquelles sont marquées les divisions homographi-
ques p t q^ etc., r\ etc., passent par le point 
et, de plus, il faut que ce point soit un point homologue 
de deux divisions. Donc, en premier lieu, il existe une 
droite m'I passant par le point m', telle, queues deux 
pôles, par rapport aux coniques données 2 , 2 ' , coïncident 
en un seul et même point au point e. Or j'ai fait voir 
(n^ 5) que la droite E est la seule droite du plan des 
deux coniques qui jouisse de cette propriété. Donc m^l 
n'est autre chose que E , ce qui démontre que le point m' 
est sur E comme le point m lui-même. 

11 est d'ailleurs évident que les points m et m' se cor-
respondent anharmoniquement, et , de plus, qu'ils sont 
en involution. Car le point m, considéré córame appar-
tenant à l'une ou à l'autre des deux divisions, a toujours 
pour correspondant le même point m'. Les points doubles 
de l'involution jouissent de la propriété que les deux pôles 
relatifs à chacune des droites qui passent par l'un d'eux 
se trouvent sur une droite qui passe aussi par ce point. 
D o n c [Geométrie supérieure et Traité des propriétés 

projectiles) ces points doubles sont les centres d'homo -
logie des deux coniques, etc. 

8. Je vais maintenant donner, dans le nota suivant, 
les détails auxquels j'ai fait allusion plus haut (n® 7) et 
qui auraient retardé la marche des raisonnements. 

Nota, On sait que quand deux faisceaux homographi-
ques ont leurs sommets en deux points distincts, leurs 
rayons homologues se coupent généralement sur une co-
nique. Dans le cas particulier où deux de ces rayons coïn-

Ann.dcMaihémat,, t . X V . (Mai i8f>6.) l 3 
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cident eu direction avec la droite qui joint les deux som-
mets des faisceaux, le point de concours des rayons ho-
mologues décrit une droite indéfinie. Mais il est sous-
entenJu que la droite de jonction des deux sommets fait 
aussi partie de la conique qui est décrite dans ce cas par-
ticulier*, chacun de ses points peut effectivement être 
regardé comme le point d'intersection des deux rayons 
homologues qui se confondent avec elle. Et il faut bien 
qu il en soit ainsi -, car la première droite indéfinie ne 
saurait représenter à elle seule une section conique. Et 
cette conique se réduit, dans ce cas, au système des deux 
droites dont je viens de parler, système qu'on peut re-
garder comme une hyperbole infiniment dilatée et réduite 
à ses asymptotes. 

Pareillement, les droites qui joignent les points homo-
logues de deux divisions homographiques tracées sur 
deux droites distinctes, enveloppent généralement une 
section conique. Si le point de concours de ces deux 
droites fixes est un point de coïncidence de deux points 
homologues , la droite mobile passe par un point fixe ou 
enveloppe ce point. Mais ce point ne représente pas plus 
à lui seul la conique du cas général, pas plus, dis-je, 
qu'une conique n'était représentée par une seule droite 
dans la première partie du nota. En effet, une droite 
quelconque, menée par le point de concouirs des deux 
droites fixes, peut être regardée comme joignant les deux 
points homologues qui coïncident en ce point, et par 
conséquent comme une tangente à la conique enveloppe. 
Donc cette conique est représentée dans ce cas particu-
lier par le segment terminé à ce point de concours et au 
second point fixe par lequel passent toutes les autres 
droites mobiles ; et on peut la regarder comme une el-
lipse infiniment aplatie et réduite à son grand axe. 

9. Ceci posé, la démonstration des théorèmes de 
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M. Sterner se fait saiis difficxillé, comme ou va le voir, 
1 0 . T H É O R È M E V . Quatre coniques élan t inscrites dans 

un triangle J ces coniques prises deux à deux ont encore 

en commun^ outre les côtés du triangle, une quatrième 

tangente T \ il y a six de ces tangentes T et elles cou-

pent chaque coté du triangle en six points en involu-

tion. 

On pourra toujours décrire, ou simplement supposer, 
sur le plan de la figure, un système de deux coniques 2 , 

dont les trois côtés du triangle soient précisément les 
trois droites remarquables E , F , G dont je viens de par-
ler -, ceci est évident. Soient C , C , C , les quatre co-
niques données, elc^ c"' leurs points réciproques 
par rapport aux deux courbes 2 , 2 ' . Ces points forment 
un quadrilatère dont les quatre côtés et les deux diagona-
les sont les six droites réciproques des six tangentes me-
nées aux quatre coniques. Soient a , a ' , h yh\cy c' les 
points où ces six tangentes rencontrent Tun E des côtés 
du triangle, et a , a ' , ,8, j3', y, y ' les six points d'intersec-
tion de E avec les côtés et les diagonales du quadrilatère. 
Ceux-ci sont en involution (Géom, sup, n® 339) 5 donc 
les six autres«, a', etc., qui leur correspondent anliar-
moniquement, sont eux-mêmes en involution. 

c. Q. F. n. 
Cette démonstration indique en même temps de quelle 

manière on doit conjuguer les six points dans Finvolu-
tion. Par exemple, si a répond à la tangente commune 
aux deux coniques C , C , a'répondra à la tangente com-
mune aux deux autres c'", 

1 1 . T H É O R È M E , Si quatre coniques ont en commun 

un foyer et une tangente A , elles ont encore en com-

mun prises deux à deux six tangentes T telles^ quelles 

coupent la tangente A en six points en involution. 

Ce théorèjne est un simple corollaire du précédent. Car 
i3. 
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{Géom,y 5///?. u® 7 3 6 , o u Traité des propriétés projectiles) 

des coniques qui ont un foyer commun sont dans le 
même cas que des coniques qui ont deux tangentes com-
munes. 

1 2 . T H É O R È M E V I I . Si quatre paraboles ont le même 

foyer, prises deux à deux, elles ont une tangente com-

mune T ; si par un point p on abaisse des perpendicu-

laires sur ces six tangentes, on a un faisceau en involu-

tion . 

Les paraboles ont une tangente commune à l'infini, 
et le foyer commun tient lieu de deux autres tangentes 
communes (imaginaires). Donc, en vertu du théorème V , 
les six points où les six tangentes rencontrent la droite à 
l'infini sont en involution. Les six perpendiculaires issues 
du point p faisant avec ces six tangentes des angles égaux, 
rencontrent la droite à l'infini en six points homographi-
ques aux six premiers [Géom sup,^ n® 652), et qui, par 
suite, seront comme eux en involution. Donc il en est de 
même des six perpendiculaires. 

c. Q. F. D . 
Je ferai remarquer, en terminant, que toutes les pro-

positions qui font l'objet de cette Note ont leurs corréla-
tives qu'on démontrerait directement par des raisonne-
ments analogues. Ces nouvelles propositions qui sont 
intéressantes, fournissent une interprétation et une dé-
monstration géométriques très-simples des divers théo-
rèmes déduits de l'analyse par M. Magnus, de Berlin, 
dans le tome V I I I du Journal de Crelle, p. 5 i . Je me 
propose de revenir ailleurs sur ce sujet. 
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NOTE SUR LES OMBRES A LUMIÈRE PARALLÈLE 

ou p r o j e c t i o n s o W i q n e s d e s p o l y è d r e s , 

s u r l e u r s p r o j e c t i o n s o r t h o g o n a l e s et s u r les c h a n g e m e n t s de plans de 

p r o j e c t i o n s e t rotations comme m é t h o d e s d ' e n s e i g n e m e n t ^ 

P A R A . C H E V I L L A R D , 

Professeur de Mathématiques et de Géométrie descriptive. 

i . Depuis plusieurs années, on s 'attache, dans les 

classes de mathématiques, à proposer des problèmes rée l -

lement uti les, applications des théories enseignées. Cet 

excellent usage n'est guère suivi pour la géométrie des -

criptive que dans les écoles professionnelles. C'est d ' a u -

tant plus regrettable pour les élèves des Lycées, qu' i ls ont 

des ressources qui manquent aux dessinateurs et aux m é -

caniciens. O n peut s'en prendre avant tout à la p lupart 

des Éléments de géométrie descriptive qui ne présentent 

pas de méthodes suff isamment pratiques. A ins i le p lan y 

est toujours indiqué par ses deux traces, quand la con -

struction le donine ordinairement par trois points et sans 

traces possibles. Les solutions des problèmes sur le cy l in -

dre , le cône, y exigent les traces de ces surfaces, tandis 

que dans la prat ique , ces surfaces étapt le plus souvent de 

révolut ion, la connaissance de leurs traces pour les tan-

gences, intersections, etc., devient tout à fait inutile. 

C'est en suivant depuis longtemps u n système entière-

ment différent que j ' a i r econnu , par l 'expérience des r é -

sultats acquis , combien les idées de M . Ol iv ier sont 

propres à vulgariser et à faire avancer la géométrie des-

criptive. O n me permettra de revenir tout à r i i e u r e sur 
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ce sujet qui semble acquérir « n e nouvelle opportmiité-

2. Le problème des ombres à lumière parallèle pour 
les polyèdres pouvant s'aborder dès l'ouverture d'un cours 
de géométrie descriptive, il sera intéressant pour les 
commençants d'en faire des applications à Tarcbitecture. 
Étant donnés par les deux projections orthogonales les 
sommets i , 2 , 3 , 4 y 5, etc., d'un polyèdre convexe P et 
le rayon lumineux R , il s'agit d'en dessiner les faces ob -
scures, éclairées et les ombres portées sur les plans de 
projection. O n déterminera d'abord la brisée polygonale 
B par laquelle le prisme parallèle à R et circonscrit à P 
touche ce polyèdre, brisée qui esl en même temps le con-
tour apparent de P vu dans le sens de R , et aussi ligne sé-
para tive des ombres et de la lumière sur ce corps. Pour 
cela, on projettera parallèlement à R tous les sommets 
de P , soit sur les deux plans de projection , soit sur l 'un 
d 'eux, en ne conservant que la première trace que fournit 
Je rayon lumineux. Cela dépendra de l'efTet qu'on vou-
dra rendre. Le polygone convexe a ' ' 5 ' ' 6 ' ' , etc., par 
exemple, dont les côtés sont projections obliques d'arêtes 
de P (ît qui renferme certaines traces i' ', etc., donne 
immédiatement la séparative 2356 , etc., dont deux côtés 
présenteront peut-être un coude sur les deux plans de 
projection, et l 'on pourra déjà ombrer toute la partie plane 
comprise dans l'intérieur de 7' 8", ombre portée 

et projection oblique de P . Reste à indiquer en projections 
les ombres propres, c'est-à-dire Jes faces obscures. O r 
la connaissance d'une face obscure F suffira pour trouver 
toutes les autres, car si F n'a aucune arête de la sépara-
tive, toutes les faces adjacentes à F par quelque arête se-
ix)nt obscures, et si F lient à la séparative par quelque 
arête, la face F ' q u i tient à F par cette arête est éclai-
rée, de sorte q u o n pourra, de proche en proche, re-
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connaître toute la partie éclairée de P ; et il sera bien 
d'indiquer dans l'ombre portée en plein ou par une coup-
leur désignée toutes les arêtes des faces éclairées pour y pré-
senter l'aspect de P vu en projection oblique parallèle h R. 

3. Chercbons donc une seule face obscure ou éclairée. 
Il est rare qu'à vue d'œil on n'en aperçoive pas une, attendu 
que deux faces successives ont la même manière d'être par 
rapport à R toutes les fois que leur arête commune n'est pas 
sur la séparative. D'ailleurs, si une face est horizontale, 
elle est éclairée ou obscure selon qu'elle est la plus haute ou 
la plus basse de P , la lumière venant de haut en bas. Si une 
face est verticale, la projection R'* seule indique si R la 
rencontre. Remarque analogue sur l'emploi de R^ Une 
observation très-commode est que parmi les projections 
obliques d'arêtes comprises dans l'intérieur de a'* 5^..., 
on en trouve aisément deux qui se croisent en /z, par 
exemple, mais jamais plus pour Â, P étant convexe me-
nant par k un rayon en sens contraire de R , ou seulement 
une seule projection R'', ce qui n'exige que la pose de l'é-
querre, sans rien tracer, on verra que R rencontre deux 
arêtes de P, ni plus, ni moins, dont la première sera en-
tièrement obscure, c'est-à-dire séparera deux faces ob-
scures. Enfin, si l'on ne trouvait pas un point /i de cette 
espèce (cas très-rare)^ menez près d'un sommet 5 de la 
séparative et la rencontrant un plan vertical R^ ^ il coupera 
l'angle solide 5 selon un petit polygone très-facile à ob-
tenir en projection verticale. Tout cété de cette projec-
tion qui n'est pas rencontré par la direction R" indique 
une face obscure. Ainsi soit le sommet séparatif 5 [fig.i)^ 
l'arête séparative 5« ; le plan R'̂  coupe les arêtes 5 a , 5 
5 c aux points a,^ b ce qui donne les droites ac et ab 
comprises dans les faces 5ac et 5ab adjacentes à la sépa-
rative.||Pomme R'' ne rencontre pas ab, la face 5 ab est 
obscure, 5 ac est éclairée. Ainsi, en résumé, pas ou très-
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peu de constructions à faire pour déterminer les faces 
obscures de P . 

FIG. I . 

4. Les faces obscures, c'est-à-dire invisibles dans la 
direction R , sont déjà indiquées dans l'ombre portée par 
leurs arêtes ponctuées ou d'une couleur peu tranchée; 
mais sur les projections il faut teinter ces faces obscures 
lorsqu'elles y sont visibles. Les faces visibles en projection 
horizontale étant les faces éclairées par une lumière ver-
ticale, on les reconnaît tout de suite par la méthode pré-
cédente (n° 3 ) , puisque la projection P^ donne la sépara-

, tive pour la lumière verticale et que le plan R^ devient 
ici un plan vertical de direction quelconque. D'ailleurs 
le croisement de deux projections horizontales d'arêtes 
résout tout de suite la question. Même observation pour les 
faces visibles en projection verticale. Ainsi l'on se pro-
cure aisément trois aspects du solide éclairés parla même 
direction de lumière. § 

5. Quand le polyèdre n'est pas convexe, qu'il présente 
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des angles solides ou des dièdres rentrants ^ comme dans 
un escalier droit, la séparative pourra être projetée obli-
quement en partie sur le plan horizontal, en partie sur 
des faces de ces dièdres, et, par suite, être discontinue 
dans l'espace, parce que R raserait à la fois deux arêtes ap-
partenant à deux faces d'un dièdre ou même à deux diè-
dres séparés, et viendrait ensuite rencontrer le sol. Cer-
taines arêtes peuvent alors être obscures dans une partie, 
éclairées dans l'autre. En étudiant séparément les por-
tions convexes du polyèdre, on aura lieu d'appliquer les 
principes précédents. On peut proposer, dans ce genre, 
des sujets intéressants 5 mais je doute qu'un professeur 
qui ne fait jamais de croquis, voie tout de suite les fautes 
des dessins présentés, indique une direction meilleure du 
rayon lumineux, etc ( *). 

6. Enfin, on peut avoir des groupes de polyèdres qui 
se pénètrent ou non. Il faudra déterminer leurs intersec-
tions [Géométrie descriptive de M. Amiot), déterminer 
la séparative pour chacun d'eux. Les ombres pourront se 

j>orter les unes sur les autres sans croître d'intensité^ de 
façon que les ombres des corps les plus près du plan ho-
rizontal par rapport à R sont plus noires et traversent en 
restant sensibles les ombres des corps moins rapprochés. 
Il me parait difficile d'indiquer des moyens généraux ayant 
assez de précision pour s'appliquer tout de suite à tous 
les cas. On remarquera principalement qu'aussitôt qu'une 
séparative d'un corps porte ombre sur une face éclairée 
d'un autre corps, cette ombre reste dans cette face éclai-
rée ou continue jusqu'à la rencontre d'une séparative de 
ce deuxième corps; en ce point le rayon lumineux rasant 
deux séparatives, il en résulte l'intersection de deux om-

(*) Dans le dessin des machines, les ombres portées embrouillent sou-

vent plus qu'elles n'éclaircissent. Elles ne sont utiles que pour accuser la 

forme des surfaces courbes. TM. 
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bres portées sur uu troisième corps ou sur le plan hori-
zontal, etc. 

7. Je terminerai en faisant observer que les projets 
d'architecture et les dessins topographiques sont éclairés 
par de la lumière dite à 45 degrés, locution mal comprise 
de beaucoup de praticiens. Les projections du rayon sont, 
en effet, inclinées à 45 degrés sur la ligne de terre, mais 
le rayon lumineux fait avec chaque plan de projection 
Tangle que fait la diagonale d'un cube avec la diagonale 
d'une de ses faces qui part du même sommet, angle très-
facile a calculer. 

8. Le problème des ombres d'un polyèdre pourrait se 
résoudre par deux changements de plans de projection 
qui rendraient R perpendiculaire au dernier. Ce moyen 
sera en général trop compliqué. On en accuserait à tort 
la transformation des projections. Cette méthode devra 
t o u j o u r s être p r é f é r é e chaque fois quen particularisant, 

les données par rapport aux deux plans de projection, 

sans rien changer ci leur position relative dans l'espace, 

on trouvera une solution immédiate du problème, ce q u i 

n'est pas le cas actuel. Faute de bien entendre cette con-
dition, la méthode des changements de plans d'Olivier, 
si simplement exposée dans l'ouvrage de M. Amiot, sou-
lève encore maintenant de nombreuses critiques. Je vais 
prouver qu'elles sont toutes tirées de l'ignorance du su-
jet. 

9. L'opposition aux transformations de projections et 
rotations se résume dans les quatre motifs suivants : 

I®. Ces méthodes sont inutiles, puisqu'on faisait de la 

Géométrie descriptive avant M, Olivier, 

C'est exactement comme si ayant su autrefois, je sup-
j>ose, discuter analytiquement les propriétés géométri-
ques des courbes, sans le problème de la transformation 
des coordonnées, on renonçait à refaire aujourd'hui cette 
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discussion par le secours de ce problème. Mais ici il y a 
plus encore. Si l'on voulait se donner la peine d'examiner 
avant de critiquer, on verrait que les anciennes explica-
tions données pour calculer par les projections la distance 
de deux points, les angles des droites, des plans, etc., de-
viennent inutiles par l'emploi des changements de plans 
et rotations, lequel fait d'abord retrouver les construc-
tions usitées et disparaître en même temps tous ces cas 
particuliers dont plusieurs livres élémentaires sont rem-
plis, parce que ces explications soi-disant générales y de-
venaient réellement insuffisantes. Dans notre système 
d'enseignement, le procédé d'exécution étant aussi uni-
forme que général, il suffit d'énoncer quelques-uns de ces 
cas pour que les élèves les résolvent immédiatement et de 
la manière la plus simple. 

Les épures faites par ces méthodes sont compli-

quées et conjuses. On voit un changement de plan, on 

se perd dans plusieurs. 

Il faut faire attention que la pratique des changements 
de plans et rotations doit être rafsonnée avant toute ap-
plication , que ses qualités principales sont, au contraire, 
de permettre de rejeter loin du résultat à obtenir les con-
structions auxiliaires pour donner à ce résultat toute l'ex-
pression désirable, qu'on n'emploie pas indifféremment un 
changement ou une rotation, qu'il y a des règles très-sim-
ples pour rendre visuelles toutes les constructions qui en ré-
sultent, qu'il n'y a aucune nécessité de voir l'ensemble 
des opérations fournies par trois changements (cas très-
rare), qu'on n'a jamais besoin de regarder que la der-
nière ligne de terre , et qu'enfin une règle très-facile évite 
même la vision dans l'espace en la ramenant par cette vi-
sion môme à ta lecture sur le papier (t. XIII , p. 91). 

Cette règle n'est quun mécanisme ^ et il faut reje-

ter toutes ces méthodes réduisant l'esprit au râle de ma-
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chine, parce que, dit-on, leur application n exige aucun 

raisonnement» 

On oublie précisément de prouver que ces méthodes 
sont dans ce cas. Est-ce que toutes les règles d'arithméti-
que, les évaluations géométriques, les formules d'algèbre, 
des calculs différentiel et intégral, etc., ne sont pas des 
mécanismes ingénieux dont l'effet est démontré à priori 
satisfaire au but proposé ? Mais d'abord si l'on interdit 
les changements de plans et les rotations en principe, il 
n'en faut pas faire d'applications sous un autre nom là où 
il est impossible de les éviter (surfaces de révolution, 
construction de pièces d'assemblage, etc.); mais si l'on 
ne croit en critiquer que l'abus , il est vraiment singu-
lier qu'il existe des méthodes pour résoudre uniformé-
ment, de la façon la plus simple, la plus rapide et la 
plus expressive, tous les problèmes fondamentaux de la 
géométrie descriptive et que ces méthodes soient des mé-
canismes sans valeur et sans raison d'être. 

Enfin, d'autres personnes objectent que ces mé-
thodes sont trop aiialytiques, quelles s^éloignent de la 

géométrie pure, que trouver la position la plus convena-

ble des données par rapport aux plans de projection est 

une question difficile, etc. 

Le procédé géométrique indépendant de tout moyen 
d'exécution une fois reconnu par la géométrie élémen-
taire ou supérieure de l'espace, selon la question, le 
moyen graphique s'ensuivra en conséquence. Je ne pense 
pas qu'il faille de grands efforts d'intelligence pour re-
marquer qu'une droite finie est projetée en vraie gran-
deur sur tm plan auquel elle serait parallèle, qu'un angle 
dièdre est obtenu en vraie grandeur sur un plan perpen-
diculaire à son arête, etc., tous résultats qui doivent être 
prévus, au contraire, par la géométrie pure. Que si la 
rotation qui doit produire ces positions introduit quelque 
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confusion dans les données, il faut préférer un change-
ment de plan ^ qu'on trouve bien les distances de divers 
points à un plan par un seul changement de plan, mais 
qu'une rotation ne conviendrait que dans le cas d'un seul 
point par lequel on fait passer Taxe, etc. Du reste, ces 
méthodes ont un caractère mathématique si prononcé, 
qu'elles suppléent parfaitement, comme je l'ai vérifié 
bien souvent, des études incomplètes sur divers points 
de la géométrie pure, en les rendant pour ainsi dire évi-
dents sans démonstration. Aussi sont-elles enseignées de 
préférence à toutes autres dans les écoles professionnelles 
de Châlons, d'Angers, de Lyon et pour l'école des Beaux-
Arts de Paris. S'agit-il, par exemple, de chercher l'in-
tersection d'une droite et d'un cône de révolution donné 
de sommet, d'angle et d'axe? Il faudra , dans le système 
d'enseignement généralement suivi, faire passer un plan 
par la droite et le sommet du cône , chercher l'intersection 
de ce plan avec une trace du cône, laquelle est une courbe 
du deuxième degré, pour en conclure ensuite la généra-
trice qui coupera la droite au point cherché. Si l'on ne 
veut pas construire la courbe par points, il faudra déter-
miner un foyer et un ou deux sommets ; trouver avec ces 
seules données la rencontre de la courbe et d'une trace 
du plan, ce qui, pour le dire en passant, n'est plus de la 
géométrie élémentaire selon les Programmes. 

Du reste^ on ne s'inquiète pas si la trace du plan est hors 
du cadre et la courbe aussi 5 si, quand elles y sont, le point 
auxiliaire est lui-même dans le cadre, parce qu'en défini-
tive ces circonstances étant les plus fréquentes, il fau-
drait en conclure que la méthode est en général imprati-
cable. Ce que je dis de ce problème , il faut le répéter, 
sans exception , de tous les problèmes relatifs au cône, au 
cylindre et aux surfaces de révolution et de tous les pro-
blèmes dépendant de la recherche d'un point auxiliaire. 
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De bonne foi, peut-on comparer celle nîélbode avec celle 
qui consiste à projeter la droite et le cône sur un plan pa-
rallèle à Taxe du cône pour obtenir tout de suite le point 
cherché à Taide d'une section circulaire? c'est-à-dire eii 
résumé à faire deux changements de plans successifs dont 
le dernier rende le cône verticaLCes procédés, si bien ap-
pliqués par les praticiens qui ont peu de connaissances 
scientifiques, sont donc ceux qui conviennent aussi le 
mieux à de plus instruits, et si l'objection 4° était fondée, 
cela reviendrait à n'admettre aucun discernement ni ap-
préciation mathématique chez ceux qui doivent le plus en 
avoir. 

Note du Rédacteur. Quand faut-il changer de plans 
de projections, faire des rabattements, des rotations? Ré-
ponse : quand vous le jugerez commode. Quand cela est-il 
commode? 11 n'y a pas de réponse à faire à telle question. 
Toutes les épures de charpente ne roulant que sur des 
polyèdres, on y fait continuellement des changements de 
plans de projections , et de tout temps on a fait des 
épures de charpente. Où est donc la nouveauté de ce sys-
tème de changements dont on fait tant de bruit? La clarté 
et la simplicité d'une épure dépendent du discernement 
de l'opérateur, et il n'y a pas de règle pour donner ce dis-
cernement. x\u propre comme au figuré, il faut éviter, 
autant que possible, les changements de plan, user de ce 
moyen avec économie, et ne s'en sepir, style de prospec-
tus, que lorsque le besoin s'en fait sentir. 

(*) Exemple : L'épure des pannes et tasseaux de Tempanon déversé et 

délardé 
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S U R L E S F R A C T I O N S C O N T I N U E S A I G É R R I Q V E S , 

D'APRÈS G A U S S . 

Met. nova, intrfrr. Comm. Goilinjj. vol. I l , 1814-iv'), pajjcs ('2. 

1. Soit proposée la fraction continue 

Fornions cesdeux séries V , V , etc., W , 

W , d'après ces relations 

V = 0 , MV = Z I , 

V'/ ~ V' Y y W =z (V' w -h w , 

Y/// _ V ' ' V ' , W'^ = W -H W , 

Yxv _ V'̂ ' -h y", w'" W", 

on aura 
V 

0 , 

y i> 
— ? 

V " 

v' 

y!" V 

ys'" 
-7 9 

et ainsi de suite. 
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On en déduit 

V W — 

V" W"' — W" = — f p' , 
V'" w^^ — V̂ ^ 4- w'", 

Ainsi dans la série 

W W WW W W " 

Le prfemier terme est ^ ^ 

La somme des deux premiers termes égale ; 

yw 
La somme des trois premiers termes égale ^ 

y i v 

La somme des quatre premiers termes égale ; 

Et ainsi de suite. 
Cette série, soit qu'elle se termine ou qu'elle se pro-

longe à 1 infini, exprime la valeur de y et aussi la diffé-
lenee de ç et des fractions approchées 

y / y ' ' y w 

11 est facile de voir qu'on a aussi les relations suivan-

tes : 
^w'̂  ~ r' = («pW — v ) ((pw — V ), 
y — T' = iv" {^W w — V ) , 

Application. 

I , I z/-

Soit 

- log = U-' -h -f- 1 -I- . . . 
/ i ' 3 5 7 
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Réduite en fraction cont inue, on a 

2.2 
3 7 5 

3 . 3 

5.7 
44 
7 - 9 

ainsi 

«<= »v' = w" = = «"' = . . . = u; 

V = o , 

V ' = . , 

V " = « , 

i 5 

21 ' 

9 945 

V, . . c 5o , 283 , 256 

Ann. de Mathémat,, l. XV . (Juin i856.) l 4 
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1, 

u, 

3 

6 3 
« - 4-

7 35 
10 5 tt" -4 u, 
9 21 
i5 5 

AV »̂ = /t« Il'- -f. — — 
11 11 
21 I o5 , ^ /¿̂  -
i3 ^ , 4 3 " 

23.^ 

35 

Il est facile de voir que les V et les W sont tous des 
fonctions entières de u \ que est de degré m — i , et 
que les puissances m — 2 , m — 4? — 6 manquent-, que 

est de degré m, et les puissances m — i , m — 3 , 
m — 5 , etc., manquent ^ et Ton a 

I I 2 . 2 2 . 2 . 3 . 3 
— ^VW 3 W W " 3 .3 .5W' 'W' " 3 .3 .5 .5 7 W^̂  

2 . 2 . 3 . 3 . 4 , 4 ^ 

• 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . 7 g W - W ^ ' " 

et aussi généralement 

Vi'") 2.2.3.3.. . m,m 
3 . 3 . 5 . 5 . . . (2w — i ) ( 2 w - f - i )W( ' « ) WC^^'). 

2 . 2 . 3 . 3 . . . (m + -f- i ) 
^ 3 . 3 . 5 . 5 . . . (2w -h i) (2w-4- w^C"^') 

-h etc. 
y(TO) 

Si l'on développe en une série descendante, son 
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premier terme sera 

3 .3 5 . 5 . . . {2m —i ) (2 ;W-4- I ) ' 

car le premier terme de est et celui de 

Ainsi est égal à une fonction entière Vi'"^, plus 
à une série infinie dont le premier terme est égal à 

2.2.3.3... m .m. 

3 . 3 . 5 . 5 . . . { i m — i ) ( 2 w + i ) 

Cette propriété delà fonction est importante dans 
la recherche des intégrales par approximation. 

GNOMONIQllE. 

CoHStruclion d ' u n cadran solaire à sljle q u e l c o n q u e , en s'assujellissant 

à la condition de n'employer que des droites pour les l i g n e s horaires 

e l les l i g n e s de décl inaison 5 

PAR M. PEAUCELLIER. 

A 5 B , C , « , A , c représentant les angles et les côtés 
opposés d'un triangle sphérique quelconque, les analogies 
de Neper conduiseiit aisément à la formule 

cot A sinC sin^ cotiz — cosò cosC. 

Appliquons cette formule au triangle formé par les arcs 
de grands cercles passant par le pôle, le zénith et la posi-
tion actuelle du Soleil. Soient-D et Az la déclinaison et Ta-
zimut du Soleil, P l'angle horaire et enfin L la latitude 

i4. 
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du lieu. O n pourra poser 

A = : i 8o »~ - Az, 
C = P, 
¿7 ^ 90" — D , 
b rr: 90" — L, 

ce qui donne Texpression 

— cotAz sinP ~ cosL tangD — sinL eosPy 

ou bien 

cotAz ; 
cosL 
sinP 

tang D • 
sinr> 
tangP' 

Cela posé, nous allons résoudre le problème pour le cas 
particulier où le style est vertical el le plan du cadran 
parallèle au méridien. I l sera facile ensuite de généraliser 
la solution. 

«o-ir̂  

Soient S la projection du style, iVlM la trace sur Fho-
rizon du plan du cadran, que nous supposons rabattu au -
tour de cette droite. L 'ombre portée par le style sur le 
plan du cadran sera une droite O O ' perpendiculaire à 
M M . L e point C étant le pied de la perpendiculaire abais-
sée du point S sur la même droite, il est clair que Ton 
pourra poser C 0 = : cotAz , pourvu que l 'on conserve 
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dans la suite la distance SC pour unité linéaire. Cela 
étant 5 si Ton prend sur O O ' une longueur O P = tangD, 
la formule précédente devient 

sin P tang P 

ou 
cosL sinL 

en considérant O P et C O comme les coordonnées du 
point P. Il en résulte que le lieu des points P obtenus à 
la même heure pendant le cours d'une année est une 
droite Q R . 

Le point P peut être considéré comme résultant de 
l'intersection de trois droites : l 'ombre O O ' du style, la 
droite P P ' parallèle à M M et distante de cette droite 
d'une longueur égale à tang D , enfin la ligne horaire Q R . 
D 'où il résulte qu'en traçant une série de droites telles 
que P P ' et correspondant aux diverses valeurs de tangD, 
de même que les lignes horaires Q R correspondant aux 
différentes heures de la journée, on obtiendra un réseau 
qui permettra de lire Theure à un instant quelconque. 11 
suffira de voir sur quelle ligne horaire se trouve le point 
P , intersection de la ligne de déclinaison actuelle P P ' 
avec l 'ombre 0 0 ' du style. 

Tracé des lignes de déclinaison. On a vu qu'elles sont 
parallèles à la droite M M et a une distance égale à la 
tangente de la déclinaison variable du Soleil. Annuaire 

fournit ces valeurs pour chaque jour de l'année^ mais on 
peut se contenter des déclinaisons relatives à l'entrée du 
Soleil dans les différents signes du zodiaque. Voici com-
ment on peut les construire géométriquement. 

De part et d'autre de la droite S C , prise pour unité l i -
néaire , on fait au point S un angle égal à la déclinaison 
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maximum 23® 28^ On élève en G une perpendiculaire sur 
s e et on la limite aux droites précédentes. Sur <QX 

comme diamètre, on décrit un cercle que Ton divise en 
douze parties égales correspondant aux douze signes. On 
joint les points de division deux à deux et parallèlement 
à s e . Ces droites rencontrent Tare de cercle décrit de S 
comme centre avec S<S pour rayon en différents points 
qu'il suffit de joindre à S pour avoir les déclinaisons cor-
respondantes. Les tangentes seront donc C i , C 2 , etc., 
qu'il faudra reporter, dans la figure précédente, sur C Q 
à partir de C à droite pour les valeurs positives de tangD, 
à gauche pour les valeurs négatives. 

Tracé des lignes horaires. O n a v u q u e l e u r é q u a t i o n 

était 

cosL sinL 
Y z=i X H 

sinP tangP 

Pour avoir les points où elles coupent la ligne MM, il 

suffit de faire x = 0, ce qui donne l'expression 
sinL 

tangP 
ou 

sinL cotP que l'on construit immédiatement, en prenant 
pour P les diverses valeurs i5 , 3o, 45 degrés, etc., si 
l'on veut les lignes horaires, espacées d'heure en heure. 
Pour avoir les points où elles coupent la droite C x , on 
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f e r a j ^ = : o , ce qui donne l'expression tangL cosP, dont 
la construction est tout aussi facile. 

Nous n'insisterons pas davantage sur le tracé de ces 
droites, non plus que sur quelques-unes de leurs proprié-
tés que l'on trouve aisément. Remarquons toutefois que 
l'enveloppe des lignes horaires est une hyperbole dont 
l'équation est 

— .r^côs'L 4- s i n ' L = o. 

Cas général où le style et le plan du cadran sont 

quelconques. 

Quelle que soit la direction du style, il existe toujours 
un point de la Terre pour lequel elle est verticale. Conce-
vons à côté du style un plan parallèle au méridien de ce 
point et portant le tracé dont on vient d'exposer les dé-
tails -, ce cadran fictif donnerait l'heure du lieu pour le-
quel la direction du style est verticale. Il donnerait l'heure 
même du lieu où il se trouve, si , au lieu de tracer les li-
gnes horaires correspondant à i 5 , 3o, degrés, etc., on 
trace celles qui correspondent à -t- A, 3o® -f- X, 
45^ -f- A, etc., X étant la différence de longitude des deux 
lieux. Ces lignes seraient marquées I , II , III, etc., et 
donneraient les heures entières. 

Enf in , ce plan fictif peut être remplacé par un plan 
tout à fait arbitraire en prenant pour réseau de droites 
sur ce plan la perspective du réseau précédent, Tceil étant 
supposé en un point quelconque du style. Cette propriété 
se démontre aisément. 

Les lignes de déclinaison étant parallèles , dans l e pre-
mier cas que nous avons considéré, leur perspective sur 
un plan devient un faisceau de droites passant par ^un 
point déterminé. Les lignes horaires deviennent les tan-



gentes à une courbe du second degré qui , dans des cas 
particuliers, devient un cercle. 

L e point d'où on fait la projection conique pouvant être 
choisi arbitrairement sur le- style, on voit qu'il existe 
une infinité de solutions du problème pour un plan et un 
style donnés. 

Si l 'on voulait n'employer que des cercles, il suffirait 
de prendre les réciproques des droites, le pôle étant à 
l'intersection du plan et du style. Tous les cercles passe-
raient par ce point. 

On voit que la construction de ce cadran à style quel-
conque conduit à des opérations de géométrie descrip-
tive qui, au premier abord , semblent assez compliquées. 
Cependant une étude un peu plus approfondie du problème 
fait ressortir de nombreuses simplifications; on peut 
même, à la rigueur, se dispenser complètement du plan 
auxiliaire dont on a parlé plus haut. La première appli-
cation mettrait ces faits en évidence. 

Enfin il resterait à considérer bien des cas particuliers 
présentant tous plus ou moins d'intérêt ; entre autres on 
peut citer le gnomon ordinaire, le comparer avec le ca-
dran horizontal dit astrolabe, etc. Le lecteur remplira 
sans difficulté les lacunes de ce petit travail. 

Note du Rédacteur. Notre expédition en Tauride a fait 
voir combien il est nécessaire en campagne de savoir tra-
cer des cadrans solaires. La méthode aussi simple qu ' in -
génieuse qu'on vient de lire est bien propre à propager 
ce genre de connaissances et se recommande comme telle 
aux professeurs de cosmographie et de géométrie descrip-
tive. Nous rappelons à cette occasion l'ouvrage si complet 
de M . Born, mort général d'artillerie le 21 mars i854. 
[y o\v Nouvelles Annales, t. Y , p. 483; 1846.) 
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PROBLÈME SUR LES COTÉS D U S TRIANGLE ÉLEVÉS A DES 
PUISSANCES DONNÉES, 

P A R M . P O U D R A . 

[Les signes au-dessus ou au-dessous des lettres a , 6, y , ¿ e t o sont des 
accents. 

Les signes au-dessus des lettres a, i», c seulemenl sont des exposants.] 

I®. Partager chaque côté d 'un triangle A B C en parties 

proportionnel les aux puissances successives des cotés adja-

cents. 

Déterminer , dans l ' intérieur de ce tr iangle, la suite 

des points qui sont tels, que les perpendiculaires aba is -

sées de chacun d 'eux sur les côtés soient entre elles 

comme les puissances successives de ces côtés, de sorte 

que si on les jo int aux sommets du triangle par des d ro i -

tes , sa surface sera partagée en trois autres triangles dont 

les surfaces seront entre elles comriie les puissaiices suc-

cessives des côtés respectifs du triangle donné. 

3®. T ro i s nombres a , è , c étant représentés par les trois 

côtés d 'un triangle A B C , on demande de trouver géomé-

triquement la puissance m à laquelle il faut les élever éga-

lement pour qu'i l existe entre eux la relation 

a"» + = 
OU, généralement, 

— Ce'". 

Solutions, 

1°. Soit A B C le triangle dont les côtés respectifs oppo -

sés sont a , fe, c. Considérons d 'abord le côté A B = c et 

soient y® son mi l ieu et y* son intersection avec la bissec-

trice de l 'augle C opposé. O n aura déjà 
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Par le sommet B menons une droite quelconque 

B D sur laquelle nous portons B D = B A , BJ® == B -/ , 

D / 

UyS/ ŷ K I 

B^/^ Les deux droites A D et y® d^ prolongées dé -

terminent le point S. Traçons la droite Sy^ qui coupe B D 
en d^. Sur A B , on rapporte By^ ^ on tire la droite 
Sy^ qui- coupe B D en-r/^ La droite S donne B y \ La 
droite Sy^ déterminera r/̂  et , sur A B on rapporte 
By^ = B et ainsi de suite indéfiniment. 

Pour avoir des divisions analogues sur A B entre et 
B , on porte sur B D la longueur B J » ~ B y®, oh lire Sd^ 
ce qui donne sur A B le point yi. O n prend = B y j . 
L a droite S î/ j détermine sur A B le point ya, et ainsi de 
suite indéfiniment. 

Les deux divisions sur B A et B D sont perspectives ré -
ciproques pour le point de vue S. Donc on a entre quatre 
points de Tune et les homologues de l 'autre le rapport 
anharmonique 

Drf' _ . A7' _ _ 
bIÏ» ' B / ' By 

Di/' — Av', Bi/'—. B7', f 
B7' 



Donc 

et comme 

il en résulte 
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A 7V. _ 
B y ' ' B v ' " " * ' r t » ' 

B7' 

Af 

En prenant les points y \ et les homologues d^ on 
trouverait de même 

A 7̂  ¿3 

et ainsi de suite 

donc on aura 

A70 A7' 
B70 (f BT* 
A. 7' A 7̂  

B7̂  a' 

k f 

B7̂  

On trouverait de même 

A7, _ a 
BtÍ" " V 

A 72 ^ 73 __ 

B7, 

O n diviserait de même les côtés a et h. 

Chacun des côtés du triangle ABC étant ainsi di-
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visé suivant les puissances successives des côtés adjacents, 
en j o in t ces divisions avec le sommet opposé. O n démon-
trera facilement que chaque groupe de trois droites respec-
tives correspondant à une même puissance des côtés adja -
cents se rencontre en un même point. Soient o , o®, 
o^, etc., ces points d'intersection. 

Appelons p ® , e t c . , les longueurs des perpen-
diculaires abaissées des points a®, etc., sur le côté 
A C , et <7% etc., celles abaissées des mêmes points 
sur AB . O n aura 

/?»=:a»C.sinC, p ' = a 'C.s inC, = a 'C.s inC, 

7»= :a®B.s inB, ^ a ' B . s i n B , — a'B.sin B, 

d'où 

p ' a' G c 
ry' a' B 

et 

donc 

a»C 

a' C a^C 
— 5 

a 'B 
— 

a' B a 'B 

P' ^ 
(f b' 

b' 

(p c' 

c'est-à-dire : le rapport des perpendiculaires est égal à 
celui des côtés sur lesquels elles tombent, élevés à une 
puissance moindre d'une unité que celle de la division a 
correspondante. 

Il en serait de même pour les rapports des perpendi-
culaires abaissées des points de division de AB et AC sur 
les côtés adjacenls. 
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Remarquons que le rapport des perpendiculaires abais-

sées d 'un des points tels que a sur les côtés adjacents , 
est le même que celui des deux perpendiculaires abais-
sées de tout autre point de la droite A a , par conséquent 
du point o. O n en conclut donc : Les perpendiculaires 
abaissées des divers points o®, o®, etc., sur les trois 
côtés du triangle, sont entre elles comme les puissances 
o , I , 2, 3 , etc., des côtés, mais une unité de moins que 
celle de la division qui a servi à déterminer ce point o. 
Ainsi du point o® elles sont proportionnelles aux puissan-
ces zéro des côtés ] elles sont donc égales. Du point Oj, 
elles sont proportionnelles aux côtés, de o® au carré, de 
o^ au cube, et ainsi de suite. (C'est pourquoi on a i n -
scrit o accentué zéro pour le point correspondant à T i n -
tersection des droites A a i , B ê i , C y i , et o^ pour celles 
A a % B 6 % C / . ) 

Si on joint les points o aux sommets du triangle A B C 
on partagera sa surface en trois autres triangles ayant cha-
cun pour base un des côtés et dont les surfaces seront pro -
portionnelles aux puissances successives de ces côtés, 
puissance qui sera indiquée par le nombre d'unités de 
Findice de o. Ainsi o'" sera le sommet commun de trois 
triangles dont les surfaces seront proportionnelles aux 
puissances m des côtés. 

3^. En réunissant tous les points o , on obtiendra une 
courbe transcendante ayant les deux points A et B pour 
points asymptotiques. 

En prenant C A et C B pour les axes des coordonnées, 
on trouve facilement que l'équation de cette courbe ré -
sulterait de l 'élimination de m entre deux des trois équa-
tions 

.J = . è — c .̂ ..r, 

a"",X = c. ~ eb"' X — 
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qui sont les équations des trois droites A 

L a bissectrice de l 'angle C détermine sur le côté A B le 
point 7'. De même celle de l 'angle B détermine sur A C le 
po in t é ' . L a droite qui jo int ces deux points jouit 
alors de cette propriété, que la perpendiculaire abaissée 
d 'un point quelconque de cette droite, compris entre A C 
et CB , sur le côté C B , est égale à la somme des perpendi -
cul aires abaissées du même point sur les deux autres. 
(Ce serait la différence si le point était extérieur au 
triangle A B C . ) Donc le point o'" où elle coupe la courbe 
des points o , jouit de cette propriété, mais pour o'" les 
perpendiculaires sont proportionnelles aux puissances m 

des côtés ; donc pour cette puissance m on aura 

Ainsi dans le cas représenté dans la figure, on a 

a .= 5 , ¿ — 2 , c — 3 , 

et on trouve que la droite y^ Ŝ  passe par le point o^ et 
qu'ainsi on a 

5 ' -f- 3̂  25. 

En général, on voit que si l 'on construisait la courbe 
représentant le lieu des points qui jouissent d'une rela-
tion donnée entre les simples perpendiculaires abaissées 
sur les trois côtés du triangle , cette courbe rencontrerait 
celle des points o en un ou plusieurs points qui donne-
raient la puissance m h laquelle il faudrait élever les côtés 
pour avoir, entre les résultats, la relation donnée. 
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SUR LA CIASSIFICATWN DES COURBES PLANES. 

Un abonné demande si Ton possède une méthode gé-
nérale pour classer les courbes. 

O n n'a étudié jusqu'aujourdhui que les courbes du 
deuxième, troisième et quatrième degré, et on les a clas-
sées. On connaît les travaux de Newton , d'Euler, et dans 
notre temps ceux de M . Plucker. M . Chasles m'a montré 
une belle classification, non encore éditée,des courbes du 
troisième degré. Du reste , toute classification a quelque 
chose d'arbitraire, dépend du point de vue, des proprié-
tés que l'on veut considérer comme foudamentales. Les 
propriétés asymptotiques semblent devoir être dominan-
tes , selon que les branches sont elliptiques, hyperboli-
ques ou paraboliques 5 viennent ensuite en sous-ordre les 
divers points singuliers qui font établir des classes, des 
genres et des espèces, et des sous-espèces. Le nombre des 
espèces doit aller indéfiniment en augmentant, et atteint 
probablement déjà le nombre mille pour le cinquième 
degré. Les rayons de courbure foimiissent peut-être de 
bons moyens de classement, d'autant mieux que ce moyen 
est applicable aux courbes à double courbure et aux sur-
faces. Les points singuliers dérivent de certaines valeurs 
des rayons de courbure. 

Exemple. Les courbes du second degré ont deux 
rayons de courbure infinis, quatre ou aucun, ce qui 
donne trois genres. 

Prochainement quelques mots sur ce qu'on doit enten-
dre par degré d'une courbe à double courbnre. 
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CONSTRLICTION APPROXIMATIVE POILR LA QIIADR4TIIRE 

DU CERCLE; 

D'APRÈS M . W I L L I C H . 

Soient AB une corde égale au rayon, E le milieu de cette 
corde, C le milieu de l'arc AB ; à partir de C , portez en-
core deux fois le rayon sur la circonférence jusqu'en D , 
de sorte que Tare CAD est 120 degrés et AD est 90 degrés ; 
joignez DE qui rencontre la circonférence en F ; DF sera 
presque égal au côté du carré équivalent au cercle. 

On trouve DF = 1,77198 au lieu de 1,77245. 

SOLUTION DES QUESTIONS 5 2 1 ET 3 2 2 
(voir p. lo4); 

P A R M . G R O L O U S , 

Élève du lycée Charlemagne (classe de M. Rouché). 

321. Dans un hexagone gauche ABC«èc ayant les cô-
tés opposés A B et a J , B C et bc^ C a et c A égaux et p a -

rallèles, les milieux D , E , F , rf, e^fdes côtés sont dans 
un même plan. 

Il suffit évidemment de prouver que le plan qui passe 
par trois milieux consécutifs quelconques D , E , F con-
tient le point milieu suivant d. Or le plan des côtés 
opposés A B , ab coupe les plans parallèles A c è , a C B 
suivant deux droites A & , a B dont le parallélisme en-
traine celui des droites A i , E F ; d'ailleurs DE est pa-
rallèle à A C ; les plans DEF, C A è sont donc parallèles. 
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Le parallélisme des plans E F ^ , CbA résulte pareille-
ment de celui des droites A 5 , EF et C è , F ^ ; par 
les deux plans DEF, E F J , qui ont une droite commane 
E F e t qui sont parallèles à un même plan C A è , coïnci-
dent. 

On peut remarquer que l'hexagone plan DEF^i^, dont 
les sommets sont les milieux des côtés de l'hexagone gau-
che, a aussi ses côtés opposés égaux et parallèles. 

Note du Rédacteur. Cette question a été résolue à peu 
près de la même manière par M. L.-P. Deparis, élève (*). 

322. Dans un polygone gauche ABCD ... abcd..,.^ 
d'un nombre pair de côtés , ayant les côtés opposés AB et 
ab^ BC et è c , CD et cr/, etc., égaux et parallèles, les 
droites A a , B 6 , C e , etc., qui joignent les sommets op-
posés, et celles qui joignent les milieux L , M , N , etc., 

m, 71, etc., des côtés opposés, passent par un seul et 
même point. 

En effet, les quadrilatères A B a è , B C i c , CDc<i, etc., 
sont des parallélogrammes puisqu'ils ont chacun deux 
côtés égaux et parallèles5 chacune des lignes A a , B J , 
C e , etc., est donc à la fois diagonale de deux parallélo-
grammes successifs, en sorte que le milieu O de la pre-
mière est aussi le milieu de la seconde, il est donc le mi-
lieu de la troisième, et ainsi de suite de proche en pro-
che. D'ailleurs les droites L/, Mm, N/i, etc., qui joi-
gnent les milieux des côtés opposés, passent toutes par 
le centre commun O de ces divers parallélogrammes. 

(*) Les questions 321 et 323, proposées par M. Amiot dans sa classe au 

lycée Saint-Louis, m'ont été communiquées. TM. 

Ann. àc Mathcmat., t. X V . (Juin i856.) l 5 
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SOLUTION DE LA QUESTION 3 2 3 
( voir page 154 ) ; 

PAR M. D E V A U X , 

Élève dtr lycée Charlemagne (classe de M. Rouché). 

Soient C et c les centres, R et r les rayons des deux 

cercles 5 T et í les points où la tangente extérieure N n 

rencontre les deux côtés de l ' angle droit T O i formé pa r 

les deux tangentes intérieures ; N et zi sont les points de 

contact. L ' a i r e du triangle T O t a pou r mesure le produit 

de l 'hypoténuse T t par la moitié de la perpendiculaire O H 

abaissée du sommet de l 'angle droit. O r le trapèze rectan-

gle N C en donne pour cette hauteur 

O H = ^ ^ ^ = R -f-
O C + O c R + r R - 4 - r 

D'ai l leurs , en ajoutant les relations 

T í - í - í / 2 = : R - 4 - r - h T N , T í - h TN = R + r - f - f « (*) 

on obtient, pour la base , 

L ' a i r e du triangle ^ O H . T í est donc équivalente au r ec -

tangle R r des rayons. 

D a n s le cas où les tangentes intérieures, au lieu d'être 

rectangulaires, se coupent dans l 'angle 2 a , la même m é -

thode donne 
R r c o t a 

(*) Soit I le point où la tangente OT touche le cercle c ; on a 

Tn = Tl = T N 4 - R - H r ; 

les tangentes OT, O t sont inclinées de 45 degrés sur la droite des centres. 
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pour la mesure de Taire du triangle correspondant T O f . 

La surface du triangle formé par une tangente ii 

rieure et deux tangentes extérieures est donnée par i 

formule semblable. Soient T ' l e point symétrique He T 
par rapport à la ligne des centres, O ' le point de concours 
et 2 a ' l 'angle des deux tangentes extérieures, La surface 
du triangle T ' i O ' est égale au produit du demi-périmè-
tre par le rayon r du cercle inscrit. O r , en ajoutant les 
relations 

O ' i = O 'N — rN, tV = i N -h TN, r O ' = O 'N TN, 

on trouve pour le demi-périmètre 

O 'N ou Rcota' . 

L 'aire cherchée a donc pour expression 

Rrcota ' , 

qui se réduit à R r lorsque les tangentes extérieures se 
coupent à angle droit. 

L 'aire du quadrilatère formé par les quatre tangentes 
est donc 

/ , \ ^ sin ( a — a ) 
R r cota' — cota) = K r — r ^ — ^ — 

^ ' sm a sm a' 

Lorsque les deux cercles se touchent extérieurement il 
faut faire 2 « === i8o^. 

Note du Rédacteur, M . Richard-P. Oxamendi, de 
Cuba , démontre que l'aire du triangle T O i est égale au 
rectangle des perpendiculaires abaissées de T et de t sur 
la ligne des centres , et ensuite que ce rectangle est égal à 
celui des rayons par des considérations polaires. 

i5i 
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SOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE DE LA QUESTION 3 2 5 
(voir pagelS4) ; 

PAB M. L'ABBÉ L . S E R V I E R , 

Professeur à Saint-Étienne. 

Deux cercles étant dans un même plan, et les tangentes 

communes intérieures se coupant à angle droit , l 'a ire du 

triangle formé par ces tangentes et une tangente c o m -

mune extérieure est équivalente au rectangle des rayons. 

Soient O e t O ' les centres des deux cercles de rayon R 

e t R ' ; A i e point d' intersection des deux tangentes inté-

rieures -, C et C les points de contact de ces deux tan -

gentes, d 'un même côté de la l igne des centres ; D et D ' 

ceux de la tangente extérieure commune aux deux ce r -

c les ; soient enfin B et B ' les points respectifs d ' intersec-

tion des droites A C et A C avec la droite BB ' . C 'est le 

triangle A B B ' dont l 'a ire est équivalente au rectangle des 

rayons. 

E n effet, dans le triangle A B O , on a ( l e tr iangle A C O 

étant isocèle) 

sm sm 

le triangle A B ' O donne semblablement 

s i n f i + ï ' ) 
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a et <x! désignent les angles analogues COD, C G' D^j ces 
angles étant complémentaires, Féquation précédente peut 
s'écrire de la manière suivante : 

. /tt a\ 
sm 

" " ( R Î ) 

Si nous multiplions membre à membre les équations (i) 
et (2), il vient, toute réduction faite, et après avoir di-
visé par 2 

I A B X A B ' = R X R ' . 2 

c. Q. F N . 

QUESTIONS. 

324. Quelles sont les phases de la Terre et les éclipses 
de Terre pour un spectateur placé dans la Lune ? 

325. Soit une équation algébrique <j> (x) =<75 tous les 
coeiBcients sont supposés entiers positifs, q est entier 
positif; t étant un nombre entier positif, si l'on a 

faisant 

i A sera une valeur approchée de x comprise entre t 
et i -f-1 -, discuter cette méthode d'approximation donnée 
par Cardan. 

326. Si les racines d'une équation du troisième degré 
sont de la forme q̂ ^ les racines de la dérivée sont 
rationnelles. ^ (PROUHET.) 
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327. Si les racines d'une équation du quatrième degré 

sont de la forme ŷ i®, p^ -+- ipq^ q̂  2pq, les racines 
de la dérivée sont rationnelles. ( P R O U H E T . ) 

328. Connaissant la somme de deux nombres et le 
produit de la somme de leurs carrés par la somme de leurs 
cubes, trouver ces nombres. (CARDÁN. ) 

329. Dans une progression géométrique de quatre ter-
mes on donne la somme des antécédents et la somme des 
conséquents , trouver ces termes sans opérer d'élimina-
tion. (CARDAN.) 

330. i étant la racine réelle de l'équation cubique 

qx-h r=: o, 

les deux autres racines sont 

2 2 

-h6qi 

Isl-iiq' + ^iñ] 

( L E B E S G U E . ) 

SUR LA SOMME DES PUISSANCES SËHRLABLES 

DES NOMBRES NATURELS; 

PAR E. c a t a l a n 

La plupai t des traités d'algèbre donnent la relation gé-

nérale 

{n-^ i)[{n-hi)P-1] 

— J hp H J ~ -h . . . H p - , 

dans laquelle Sp représente la somme des puissances p 
des ft premiers nombres entiers. Cette relation permet de 
calculer assez rapidement les valeurs^e Si , Sg, S3, S4; 
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mais elle devient presque illusoire dès que Findice p s u r -

passe 4- I l y a dix ans , M . Pu i s eux , probablement f rappé 

de cet inconvénient, d o n n a , dans le y o u m a Z de M . L i ou -

v i l le , la valeur de Sp en fonction explicite de tî et de p . 

Ma lbeureusement , la méthode employée par ce savant 

géomètre est assez compliquée (* ) • , en outre , les valeurs 

qu ' i l trouve pour les coefficients de S^, très-satisfaisantes 

en théorie, le seraient fort peu s'il s'agissait de passer aux 

applications numériques 

L a méthode suivante, dont le germe se trouve dans le 

g rand ouvrage de L a c r o i x , sera peut -ê t re , à cause de sa 

simplicité, capable d'intéresser les élèves. 

L O n a identiquement 

/z' =r n {n — i) -{- /2. 

E n multipl iant les deux membres par 

= — 2 ) 4- 2 = — l ) I , 

on trouve 

n^ = n{n — i)(n — 2 -h 2 

+ I 
i) 

ou 

n^ =n[n -- i){n — 2)-h i)-h n. 

Mult ip l iant les deux membres de cette nouvel le égalité 

(*) Cette observation» qui n'est pas une critique, s'applique également 
à un Mémoire de M. Pépin inséré dans les Nouvelles Annales {ianyier i856). 
Du reste, l 'auteur, dont je n'ai connu le travail qu'après avoir terminé le 
mien, dit expressément, en parlant de la formule trouvée par M. Puiseux : 
« L'expression générale de la fonction cr̂ ^ ^ est fort mal appropriée au 

calcul. » 
Par exemple, le cueflícient 35o serait donné par ce calcul : 

4® —- 3.3®-f-3. i® — I /1096 — 2187 H-192 — I 2100 __ ^ 
,.2.3 . 6: = ~ -
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par 

— 3)-h 3 = {/z — 2)-f- 2 = (7? — i) 4- I, 

on aura encore 

= — 3 ) 4 - 3 /2(/2 — ï)(/l—2)4-6 
4 - 3 H- I 

n{n— 1)4-«, 

OU 

= « (« — i) (/î — 2) (« — 3 )4-6« i)(« — 2) 

4- 7 « (« — I ) 4- . 

La loi des résultats est actuellement évidente ; de sorte 
qu'en désignant par A^.p le nombre des arrangements de 
71 lettres, prises p k p, ex par B^, C^, . . . , L^ , [p—2) 
coefficients, indépendants de , on peut écrire : 

(A) nP :=Z An,p 4- Bp Kn,p-s + Ĉ  4-...4- L^ 4- n. 

II . Pour démontrer, par le raisonnement connu, la 
généralité de cette relation et pour trouver la loi des coef-
ficients, supposons 

nP-' 

~ 4~ 4~ 1 kn̂ p—i 4" . • • 4~ K.y>—I H~ ^̂  » 

et multiplions les deux membres de cette égalité par 

i)4-(/? — + — 2 ) = . . . 

nous aurons 

et, par conséquent, 

( B ) ( + . . 

4-1 
A„,2 4-
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I I I . A ins i que Ta fait remarquer Lacro ix ( * ) , le c a l -

cul des coefficients B^ , C p L p i s t fort simple. E n effet, 

si Ton suppose successivement 

P = i , 2, 3, • • • > 

on t rouve , pa r les formules ( B ) , 

P A , B , C , F . G , H , K , 

I I 

— i f -
2 1 I 

— i f -

3 • 3 I 

4 I 6 7 

5 • 10 25 i5 I 

6 I i5 

21 

65 90 3i I 

7 I 

i5 

21 i4o 35o 3oi 63 I 

8 I 28 266 io5o 1701 966 1 2 7 I 

- — 

9 I 36 4 6 2 2 6 4 6 6951 7770 3 o 2 5 255 
- — 

10 I 45 7 5 0 19980 22827 4 2 5 2 5 34105 9 3 3 0 5 i i I 

Il résulte, de la formation de ce tableau, que le 

terme cVune colonne verticale quelconque est égal au 

terme écrit au-dessus augmenté de 1 fois le terme placé 

à la gauche de ce/t̂ •̂cí Par exemple 

irjoi = 3oi H- 4'35o . 

I V . Si l ' on écrit ainsi les nombres contenus dans le 

C') Et aussi M. Pépin. "" ^^ 

(**) Pour plus de régularité, on a représenté par A^ le coefficient de Â ^̂  

coefficient égal à l'unité. Le Mémoire de M. Pépiu contient également le 

tableau ci-dessus. 
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tableau précédent : 

I I 1 

7 

I 1 I 1 I I I 

I 

I 

3 

1 

7 i5 3i 63 1 2 7 255 5ii , I 

I 6 25 9 0 Soi 9 6 6 3025 9330 
, 

I 10 65 35o 1 7 0 1 7 7 7 0 34105 

I i5 i4o io5o 6951 42525 

I 21 2 6 6 2 6 4 6 2 2 8 2 7 

I 28 4 6 2 1 9 9 8 0 

I 36 750 

1 45 

1 

on voit que les termes de la première ligne horizontale 
sont tous égaux à l'unité , et que ceux de la deuxième 
ligne sont égaux aux puissances successives de i , d i -
minuées de l'unité. En outre, un terme quelconque N,.,^ 
occupant le rang r dans la T®'"® ligne horizontale, est 

égal à \fois le terme écrit à sa gauche , augmenté du 

terme écrit au-dessus. I l n'est pas bien difficile de con-
clure de là : 

( C ) = 
1 . 2 . 3 . . . ( / — i ) 

(/-.,) 

Cette S>rmule générale, beaucoup moins commode que la 
règle précédente, a été trouvée par M . Puiseux. 

V . Revenant à l'équation ( A ) , nous aurons, en chan-
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géant » en « — i , » — 2, . . . , 3 , 2 , i , et ajoutant, 

' <! - A A -u ^̂  A 
(D) 

OU 

"4- Art+i 3 ~ Art+1,2 o 2 

jg 

-h ^^ {/ï -f- i)/z (/2 — i) 4 - - + i) w. 
ô 2 

Par exemple, la somme des sixièmes puissances des 
nombres i , 2, 3 , . . . , 10 sera 

I 15 

- ï i . i o . 9 . 8 . 7 6 . 5 - h - g - i i . i o . 9 . 8 . 7 , 6 - h - g - i 1.10.9.8.7 

QO n 31 1 

= 110(2160 7560-f-6552 1620 4-93)-f-55 

= 1978405. 

En effet, 

. + 10«= ï 4- 64-f- 779 4-4^96-t- i5625 

4- 46 656 4- 117 649 + 2̂ 62 144 

4- 53i 44' I 000000 = 11178405. 
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REMARQUES DIVERSES SUR LES NOMBRES PREMIERS 
( y o l r p . 1 3 o ; ; 

P A R M. V.-A. LEBESGUE ( s u i t e ) . 

3 . T H É O R È M E . Chacune des formules 

8 . r - h ï , 80:4-3, 

oh X est un entier, renferme une infinité de nombres pre-

miers. 

Cette proposition dépend des trois propositions suivan-
tes faeiles à établir : 

I®. La formule x^— 2 n'a aucun diviseur premier 
de forme SA 4 - 3 , 8 ^ + 5. 

2®. La formule o:® 4- 2 n'a aucun diviseur premier de 
forme SA 4- 5, 8 ^ 4 - 3 . 

La démonstration est toute semblable à celle du théo-
rème IL 

Soit, s'il est possible, ^ = 8 ^ 4 - 3 un diviseur de 
— 2 plus petit qu'aucun diviseur des formes 8 ^ 4 - 3 , 

A 4- 5 ; comme on peut toujours supposer x impair et 
plus petit que p^x^ — 2 sera impair et de forme 8/^-1-7, 

Dans l'équation 

y sera de forme 8 A-f- 5 et inférieur kp Ainsi,d'après 
l'hypothèse, y ne saurait être premier. Sij^ est composé, 
on verra qu'un de ses facteurs est nécessairement de forme 
8A4- 3, 8 A4~ 5 -, p ne serait donc pas un diviseur dex^— 2 
plus petit qu'aucun diviseur des formes 8 A 4 - 3 , 8 A 4 - 5 . 

On prouve de même la proposition relative aux divi-
seurs premiers de 4- 2. 

3®. Les formules x^ — ¿z, x^ — am^ sont simultané-

(*) Car on a py 4- 2 < 



) 
ment divisibles ou non divisibles par p^ nombre premier 
à m et à a. 

Si x^ — a estiiivisible par p , (mx)® — am} Test aussi. 
Si X® — am® est divisible*par /?, (Ax)* — a [ m h Y l'est 
aussi, et l'on posera 

mA' = ph±i, 

4®. Il y a une infinité de nombres premiers de forme 

8A + I . 

+ I = (O:»— 

n'a, d'après sa première forme, que des diviseurs 8 A 
ou 8A-f- 5-, d'après la seconde forme, il n'a pas de divi-
seurs 8A + 5. Le nombre x'* + i n'a donc que des divi-
seurs premiers de forme 8A i . Si la suite finie de ces 
diviseurs était p^, p a v î Po ^^ posant 

X =PlP2' ' Pi, 

on serait conduit à admettre que 

. PiY 4- I 

est premier ou divisible par un des nombres premiers 
P i , /72 V"? Po ce qui est impossible. 

5®. Il y a une infinité de nombres premiers de forme 
8 A 4 - 5 . 

Démonstration de même espèce en partant de i 
où l'on posera 

jr=r 4 / + 2, 
d'où 

I = : L } - | - 5, 

quantité non divisible par 5. On posera ensuite 

Les nombres p, sont de forme 8A -f- 5 , 5 excepté. 
6®. Il y a une infinité de nombres premiers de forme 

8 A - j - 3 . 
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En partant de la formule 
-4- 2 = + 3 

pour X impair, on prouvera^ de même que la série des 
nombres premiers 8 A -I- 3 est illimitée. 

7®. De même, pour prouver que les nombres premiers 
déformé 8A + 7 sont en nombre illimité, on partira de 
la formule 

a ' — 2 = 8A-f-7 
pour X impair. 

4 . T H É O R È M E . Sur la factorielle des nombres pre-

miers. 

Le produit 
1 . 2 . 3 4 ' • • ^ = Ilar 

est ce qu'on nomme une factorielle. 
Le produit 

est la factorielle des nombres premiers. 
Par p̂ ^ on indique le nombre premier qui approche 

le plus de x par défaut. 
Le théorème suivant est du à M. Tchebichef. 
On a toujours 

Si Ton convient de représenter par e l'entier égal 

ou immédiatement inférieur à la quantité positive ^^ on 

voit tout de suite que si 6 est un nombre premier inférieur 

„ , = p w . P ( Î ) . P ( Î ; 



à x^ l'exposant de B dans le produit 

L'exposant de 0 dans le produit 

sera de même ^ ̂ ^ • 

Et ainsi de suite, de sorte que F exposant de 0 dans le se-
cond membre de l'équation (a) sera 

(f) 
qui, comme ou le sait, est l'exposant de 0 dans le produit 

Ce théorème a été introduit, je crois , dans \Arithmé-
tique de M. Bertrand, dont les traités élémentaires sont 
très-substantiels. 

SOLUTION DE LA QUESTION 3 1 5 
(Tolr p. 52); 

PAR M. PAINVIN, 

Professseur. 

L'énoncé de la question n est pas exact {*). 
Soient : 

X/, f i , Zi les coordonnées du point M,-; 

On a omis le facteur n — i. TM. 
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Xy y ^ Z celles du point E ; 

X , Y , Z celles du point N5 

A étant pris pour axe des coordonnées 

je cberclie le minimum de Fexpression suivante : 

F = M. E-f-M J E + . . . + M„ E — A E, 

F - 2 - ^ r ^ i r i - y r - ^ {^i -

celte expression devient, en développant et en posant 
+ = 

F = 2 + ( « — / ' ) ( x ' + x ' + — 2 ( x X Y + zZ) 

ou 

S i ^ V I Y f z \ 1 
V f n^pj V ^ - P ) \ W J 

sous cette forme on voit immédiatement que le minimum 

de l'expression F s'obtiendra en posant 

_ X _ Y _ Z 
^ n — p^ ^ n — ^ n — p 

Le point E ne coïncidera avec le point N que lorsqu'on 
fera p = n — i . 

Note (lu Rédacteur, M . Félix Lucas, élève de l'École 
Polytechnique , est parvenu au même résultat. 

X' Hh 

•P ^ 
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PREUYE ÉLÉMENTAIRE DE LA ROTATION DE LA TERRE 

PAR LES OSCILLATIONS DU PENDULE L I R R E ; 

PAR M . LVBBÉ S O U F F L E T , 

Docteur ès Sciences mathématiques, 

Professeur au collège Saint-Vincent, à Rennes. 

1®. Si je développe un cône droit à base circulaire sur 
son plan tangent, j'obtiens un secteur dont l'arc est égal 
à la circonférence 2 7rR de la base et dont le rayon est le 
côté a du cône. L'angle x du secteur est donc 

3 6 0 - X - . 
a 

d'après la proportion 

X : 36o® :: utR : ^na ; 

R. 

et comme le rapport - est par définition le sinus de l'an-

gle 9 du cône, nous aurons X = 36o® sin Ô. 

Il s'ensuit que le côté a , en faisant une révolution 
autour du cône, décrit un angle égal à 36o® s i n e n ef-
fet, la somme des angles très-petits qu'il décrit à chaque 
instant de son mouvement est égale à l'angle du secteur : le 
mouvement de a qui décrit le secteur est donc le même 
que celui qui décrit le cône et peut le remplacer. 

Le côté a décrivant le cône et emportant avec lui 
une normale au cône la fait tourner sur elle-même d'un 
angle 36o° sin0 égal à celui qu'il décrit ^ en effet, cette 
normale et la tangente déterminent un plan qui tourne à 
chaque instant sur la normale d'un angle égal à celui que 

Ann. de Mathémat., t. X V . (Juil let i856.) 



( 
décrit a dans le secteur : ainsi un cône faisant une révo-
lution sur son axe, une perpendiculaire à sa surface 
tourne sur elle-même d'un angle égal au développement 
du cône ou de 36o° sin0. 

4°. Si la rotation du cône sur son axe (*) est uniforme 
et dure vingt-quatre heures, la durée t de la rotation 
complète d'une normale sera donnée par la proportion 

t : 241» :: 36o« : 36o^sin0, 

et Ton aura 

pour 

sm 0 ' 

ô r=48«7'. 

Celte durée varie de vingt-quatre heures à l'infini pen-
dant que B passe de o à 90 degrés. 

5". Concevons maintenant un cône circonscrit à la 
terre suivant un parallèle , pendant que ce cône avec la 
terre fera une révolution sur son axe. Le fil à plomb tour-
nera sur lui-même de 36o° sin0 ^ Q étant l'angle du cône 
ou la latitude du parallèle. Ainsi la latitude de Rennes 
étant 48® 7', la révolution complète du fil à plomb sur 
lui-même y dure 32^,2362 (heures sidérales) ou 32*̂  
(heures communes). Au pôle, cette durée est de vingt-
quatre heures sidérales, et à l'équateur le mouvement est 
nul : tels sont les corollaires des paragraphes précédents. 

6®. Mais l'inertie du mouvement oscillatoire du pen-
dule libre ne permet pas à son plan d'oscillation de tour-
ner sur sa verticale ce plan paraîtra donc tourner au-

La normale change à chaque instant de direction, et, par consé-

quent, l'angle qu'elle fait avec la direction primitive varie, et la normale 

mobile tourne autour de la normale considérée comme fixe. 
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dessus de F horizon et accusera, par conséquent, la rota-
tion de la terre sur son axe. C'est ce que constate l'expé-
rience de M. Foucault. 

QUESTIONS. 

331. Soient les jours relatifs au soleil vrai, au soleil 
fictif dans Fécliptique, au soleil fictif dans l'équateur. 
Quand ces jours considérés deux à deux sont-ils égaux? 
Quand les trois jours sont-ils égaux? 

332. Soit 
X = MN* ; 

M et N sont des fonctions algébriques entières de x 
n'ayant pas de facteurs communs \ k est un nombre entier 
positif. Désignons par P le plus grand commun diviseur 

i/X 
de X et de faisons 

dx 
^ X ^ ^X 

alors N est le plus grand commun diviseur de Q et de 

^ — ^ (OSTROGRADSKY.) 

333• Etant donnée une ligne d'intersection de deux 
surfaces de degrés m et n, quels sont les degrés respectifs 
des surfaces formées par les normales principales, les 
tangentes de la courbe et les axes des plansosculateurs? 

334. Étant donnés un triangle ABC et un point quel-
conque C dans l'intérieur du triangle, on mène les trans-
versales A O « , B O t , C O c ^ o n a l'identité 

i I I 
-h 

A O ^ B O C C O « AOc^ BOa COâ 

( M A N N H E I M . ) 

i6. 
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MÉTHODE DE M . CAUCHY 

Poor modifier la méthode de Newton daos la résolotion des équations 

numériques ; 

PAR M . H O U S E L , 

Professeur. 

1. On sait que la méthode de Newton est quelquefois 
en défaut, c'est-à-dire que la correction qu'elle fournit, 
ajoutée à la première valeur approchée de la racine, 
donne quelquefois une somme plus éloignée de cette ra-
cine que les limites qui la comprennent. Aussi divers ma-
thématiciens , tels que Fourier, ont cherché avec plus ou 
moins de succès à la perfectionner en écartant ces causes 
d'erreur. M. Cauchy a résolu complètement ce problème5 
mais, quoique son travail soit publié depuis vingt ans, 
quoique M. l'abbé Moigno ait essayé plusieurs fois, et 
notamment dans le tome X des Nouvelles Annales^ de 
diriger sur ce sujet l'attention du monde savant, ce pro-
cédé n'est pas connu comme il devrait Fêtre, et nous 
croyons utile de le rappeler, en y joignant quelques ob-
servations et surtout la manière de resserrer une racine 
entre deux valeurs , l'une supérieure, l'autre inférieure. 

2. Soit 

une fonction quelconque algébrique ou transcendante ; on 

demande la plus petite racine a de l'équation 

/ W = o 

comprise entre deux valeurs de o:, a et A. 
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Nous remarquerons que celte question, étant résolue 

d'une manière générale, dispensera de la séparation des 
racines : en effet, dès qu'on aura trouvé avec une ap-
proximation suffisante la plus petite racine a comprise 
entre ¿z et A , en ajoutant à cette racine a une quantité 
suffisamment petite, on obtiendra sans peine une valeur 
a' telle, que a et a' ne contiennent que la seule racine a. 
Donc on pourra trouver entre a' et A une seconde ra-
cine , et ainsi de suite, s'il y a lieu. 

On peut toujours supposer a positif, sauf à changer 
le signe de x si cela est nécessaire -, dès lors A sera positif : 
mais on peut aussi supposer a ^ o , car rien n'empêche de 
partir de la valeur = o. Enfin, observons que l'on peut 
encore supposer/( a) ^ o : en effet, considérons la courbe 
dont l'équation est 

s i / ( a ) est négatif, il suffira de changer le sens des or-
données, ce qui revient à changer le signe de tous les 
termes de/( jc ) . 

3. Cela posé, toute la méthode est fondée sur le théo-
rème suivant qui se trouve dans quelques Algèbres, mais 
que nous croyons devoir démontrer ici, parce qu'il n'est 
pas très-répandu. 

Soient R la plus petite et S la plus grande valeur que 

reçoit la fonction dérivée f ( x ) lorsque x croît par degrés 

insensibles depuis ajusquà A; la valeur du rapport 

^ ^ X — a 

sera toujours comprise entre R e i S , six est compris entre 

a et A. 
En e f f e t , / ' (.r) étant la limite du rapport del'accrois-

ment d e / ( x ) à celui de on peut toujours trouver un 
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nombre h assez petit pour que Ton ait 

et 

€ étant une quantité aussi petite que Ton voudra. Donc , 
à plus forte raison, 

et 

< S + e . 

D'après cela, concevons que l 'on interpose entre les 
limites rt et des valeurs croissantes de j:, savoir jCi ,0:2,..., 
Xn assez rapprochées pour que les conditions précédentes 
soient toujours remplies quand on prendra l 'une de ces 
valeurs pour x et la suivante pour x - h /?. Les fractions 

) - / ( « ) / ( x Q - / ( . : • . ) _, ,..., 
Xi — a X2 — Xy 

seront toutes plus grandes que R — e et toutes plus pe-

tites que S -I- e. 

O r , comme toutes ces fractions ont des dénominateurs 
positifs, si l 'on divise la somme de leurs numérateurs 
par la somme de leurs dénominateurs, on obtiendra une 
nouvelle fraction qui sera elle-même comprise entre R - i - e 
et S 4 - car si l 'on additionne les inégalités 
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on aura, en réduisant, 

ou 

De même 

X— a 

donc à la limite, pour 6 = 0, on trouvera le théorème 
énoncé. 

4. Ainsi, X étant compris entre a et A , F (x) sera une 
des valeurs que prendra/ ' (x) pour x compris entre a 
et A ; or, puisque f[a) ^o ^ a étant la plus petite ra-
cine ou, ce qui revient au même,_a étant la première 
racine def{x) = o depuis <2 jusqu'à A , on voit q u e f ( x ) 
diminue quelque part entre a et a , e t , par conséquent, 

/ ' ( x ) prend des valeurs négatives dans ce même inter-
valle. 

5. Cela posé , l'équation 

r 

de la courbe que nous considérons pouvant* être mise 
sous la forme 

comparons-la avec l'équation 

d'une droite qui partira évidemment du même point que 
la courbe, puisque x — a donnera 

et cherchons quel doit être le coefficient m pour que la 

droite rencontre Taxe des x avant le pôint de la courbe 
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qui correspond k x = oc. I l suffit pour cela que , dans 
Fîntervalle de a jusqu'à a , on ait toujours/i < J? car 
si cette condition est remplie, l 'ordonnée de la courbe sera 
encore positive quand celle de la droite sera annulée. I l 
est clair qu'on y parviendra en donnant à m une valeur 
inférieure à toutes celles que peut avoir F (x) dans l 'inter-
valle indiqué. Ainsi tout se réduit à prendre le min imum 
de F [x), c'est-à-dire celui d e ( o r ) depuis x = a jus-
qu'à X = a , ou plutôt depuis a jusqu'à A , intervalle qui 
comprend le premier. Comme nous avons vu que f ' (oc) 
devenait négatif quelque part entre a et a , on conçoit que 
ce minimum sera un maximum numérique des valeurs 
négatives d e / ' (o: ) . 

Voici maintenant ce qu' i l y a de simple et d'ingénieux 
à la fois dans la manière dont M . Cauchy détermine cette 
quantité m. I l met à part les termes positifs et les termes 
négatifs d e / ( a : ) et pose 

ce qui donnera aussi 

de sorte q u e / ' ( j : ) sera décomposé de la même manière 
en un groupe positif et un groupe négatif. O r , x croissant 
constamment depuis a jusqu'à A , il est évident que l 'on 
aura le minimum d e / ' (x) en remplaçant x par a dans 
V (x) et par A dans fx' ( j : ) ^ donc enfin 

m ainsi déterminé donne naturellement y. Donc, 
si l 'ordonnée j^j = o , la valeur correspondante de l ' a b -
scisse X sera comprise entre à et la racine a , et sera 
une valeur plus rapprochée de a -, cette valeur de x^ pour 
laquelle 

— = 
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donnera 

m 

et 
f{a) 

On voit maintenant comment on pourra approcher in-
définiment de a. Soit 

= fl 
m 

cette première valeur de x \ nous aurons ensuite 

flj = a, > 
m, 

en posant 

On aura de même 

= «2 9 nii 

et ainsi de suite. On trouvera d'une manière analogue la 
plus grande des racines comprises entre a et A , en reve-
nant de A à a. 

6. Cette méthode présente le cachet de rigueur et de 
généralité qui caractérise les travaux de M. Cauchy, 
mais elle est moins avantageuse que celle de Newton, 
quand celle-ci est applicable. En effet, au lieu de prendre 

(A)' 
Newton pose 

•y ( « ) - p ' ( a ) ' 
puisque 

Or, de ces deux quantités , m e t ( ¿ ) , toutes deux né-

X = a — : 
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gatlves, du moins quand la correction de Newton est appli-
cable , la plus grande numériquement est w , parce que 
la portion négative (A) est plus grande que dans (a). 
Donc, dans la méthode de Newton, le dénominateur de 
la correction étant plus petit, la correction sera plus con-
sidérable , et, par suite, plus avantageuse. 

D'après cela, il est important de pouvoir reconnaître 
dans quelles circonstances la méthode de Newton est ap-
plicable, M. Cauchy est encore parvenu à résoudre ce 
problème, ainsi qu'on va le voir. 

Si y (x) croit d'une manière continue de a jusqu'à A, 
les valeurs négatives de cette quantité décroissant numé-
riquement, il est clair q u e s e r a le minimum cher-
ché, c'est-à-dire le maximum des valeurs négatives que 
nous avons appelé m 5 on aura donc 

/'(« ) 
C'est la correction de Newton. 

Si, au contraire,/' (J:) va toujours en décroissant depuis 
a jusqu'à A , les valeurs négatives de cette quantité crois-
sant numériquement, on pourra évidemment prendre 

(A) pour valeur de m, ce qui donnera 

Cette correction a encore été indiquée par Newton, cepen-
dant on néglige de la faire connaître dans les ouvrages élé-
mentaires , sans doute parce quelle n'a pas, comme la 

correction— ^^^ signification géométrique rela-
J ) 

tive à la tangente en un point de la courbe. Mais elle 
n'en est pas moins utile, et Ton doit remarquer qu'on 
trouve bien plus souvent qu'on ne le penseVoccasion d'em-
ployer la méthode de Newton, si l'on appelle ainsi l'en-
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semble des deux corrections que nous venons d'exami-

ner. 
Pour reconnaître si / ' [x) varie d'une manière conti-

nue, observons quel sera le signe de 

qui est la dérivée d e / ' (x). Si l'on fait tour à tour dans 
la somme des termes positifs x = aet x = A^ et dans la 
somme des termes négatifs x = A et o: = a , on obtiendra 
deux différences X'' — (A) et V ( A ) - . ^ ' ' (a), dont 
la première est évidemment inférieure, la seconde évi-
demment supérieure à toutes les valeurs d e / " ( x ) dans 
l'intervalle de o: = a à .r = A. Donc si ces deux diffé-
rences sont de même signe, il en sera de même, à plus 
forte raison, pour toutes les valeurs de (x) comprises 
dans cet intervalle ; ainsi le caractère cherché pour la 
continuité sera 

puisque les deux termes de cette fraction devront avoir le 
même signe. 

Cette condition étant remplie, si les deux signes des 
termes de la dernière fraction sont posit i fs ,/ ' (x) croit 
toujours dans l'intervalle indiqué : donc la correction est 

— l e deux signes sont négat i f s , / ' (x ) décroît 

/(«) constamment: donc la correction sera — ^TV/X-

f (A) 
Nous allons voir ce qu'il faut faire quand les deux 

signes sont opposés. 
7. Jusqu'à présent nous avons supposé que les correc-

tions étaient toujours additives, ce qui ne permettait 
d'approcher de la racine que d'un seul côté. Nous allons 



• ( . 5 a ) 

chercher maintenant à resserrer cette racine entre deux 
valeurs, Tune inférieure et toujours croissante, comme 
précédemment, l'autre supérieure et toujours décrois-
sante. Seulement, il faut admettre pour cela que cette 
racine soit séparée, et nous avons vu que les recherches 
précédentes permettent d y parvenir. 

Nous supposerons donc que a est la seule racine com-
prise entre aet A-^ alors, puisque / ( a ) > o , on a néces-
sairement/(A) o. 

On s'approchera toujours de a vers a en posant 

fl, = a — 

et 

En modifiant légèrement les raisonnements qui ont con-
duit à cette correction, on trouvera pour approcher de A 
vers CL , la valeur 

m 

que l'on peut d'ailleurs vérifier en remarquant que la 
y( A) 

correction — négative comme cela doit être puis-

que/ ( A) et w sont tous deux négatifs \ de plus 

étant maximum numérique des valeurs négatives de 
^ ' ( J:) , la correction ne peut être trop considérable. 

Cette méthode réussit dans tous les cas possibles -, mais 
pour que l'on soit forcé de l'appliquer, c'est-à-dire pour 
que la méthode de Newton ne puisse être employée, il 
faut que les limites = a et x = A de la racine a com-
prennent un changement dans la marche des valeurs de 
f'{x) qui croîtrait après avoir décru ou réciproquement -, 
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en d'autres ternies, il faut que la courbe représentée par 
l'équation 

ait une inflexion dans cet intervalle. Dans cette circon-
stance même, on peut généralement ramener cette re-
cherche au cas ordinaire en prenant pour lume des limites 
de a la valeur de x qui correspond à / ' ' (x) = o et qui 
donne par conséquent le point d'inflexion. 

8. Voyons ce qu'il faut faire pour resserrer la racine 
en plus et en moins quand la méthode de Newton est ap-
plicable, puisque l'emploi en est plus avantageux quand 
il est légitime. 

On reconnaîtra sans peine, d'après ce qui a été dit jus-
qu'à présent, que s i / ' (x) croit toujours de a jusqu'à A , 
on doit prendre 

et 

Si , au contraire,/' (x) décroît toujours , il faut poser 

/•(«) a, a — ---—— 
/ ' (A) 

et 

Enfin nous terminerons en rappelant que nous avons 
supposé la racine a positive, ainsi que ses limites a et A : 
de plus, nous avons aussi supposé/ [à) ]>o, et, par suite, 

(*) Fourier indique cette méthode, mais il la soumet à des restriction» 
qui ne sont pas toutes nécessaires. 



( 254 ) 

/ ( A ) <; o. Si 1 énoncé de la question ne rentrait pas dans 

ces suppositions, il serait facile de l'y ramener. 

9. Il nous reste maintenant à donner quelques exem-

ples. 
Soit l'équation 

dont les racines sont comprises l'une entre o et — i , 
l'autre entre o et i , et enfin la troisième entre 2 et 3. 
Cherchons la seconde racine pour laquelle a = o, A = i , 
ce qui donne 

f { a ) = i e t / ( A ) = - i . 

On trouve 

et 

donc J" (x) prenant des valeurs différentes pour les li-
mites qui comprennent la racine , on ne pourra pas comp-
ter sur la méthode de Newton, et il faut prendre avec 
M. Cauchy 

ce qui donne 

et 

w = — . 5 , « , = 0 , 2 

A , = 0 , 8 . 

Ensuite 

d'où l'on tire 

<7. = 0 , 3 8 e t A i — 0 , 6 6 ; 
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on trouvera de même 

«3 = 0,5, A3 = 0,584. 

Une fois arrivé à ce point, on pourra employer la 
méthode de Newton. En effet, le point d'inflexion de la 
courbe dont Féquation est 

étant donné par la valeur de x qui rend nulle la dérivée 
seconde 6x — 4? c'est-à-dire par la valeur 0 , 6 6 6 , 

on voit que la courbe ne subit pas d'inflexion depuis 
0,5 jusqu'à x = 0,584- Comme f"(x) est négatif 

pour ces deux valeurs, f (x) diminue dans cet inter-
valle 5 donc on devra poser 

= / ' (Aa) 
et 

ce qui donnera 

0,554 et A4 0,555. 

En continuant ainsi l'on trouve 

07= 0,55496. 

10. Considérons encore l'équation transcendante 

11 est clair qu'il n'y a pas de racines négatives, puisque le 
premier membre serait alors négatif^ de plus, il n'y aura 
qu'une seule racine positive, car le premier membre croît 
indéfiniment à partir de o. 

(*) Cette équation est déjà résolue par Pacciolo. TM. 
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Posons 

on reconnaît que la racine est comprise entre a == 3 qui 
donne 

et A = 4 pour lequel 

/ ( A ) = - 3 4 . 

Ensuite 

et 
f " xli), 

en indiquant par /2 le logarithme népérien de 1 , c'est-à-
dire 0,69314718. On peut voir .facilement q u e / ' ' ( x ) 
étant toujours négatif ,/ ' (x) décroît constamment^ on a 
donc 

et 

A , - A 

car la méthode de Newton peut s'appliquer ici puisqu'il 
n'y a pas de changement de courbure dans l'intervalle de 
x = 3 k x = 4. 

On a 
/ ' ( 3 4 ) = - 6 o , 3 6 i 4 , 

ce qui donne 
= 3,1 et Al = 3,4. 

On calculera facilement 2"" par logarithmes, et l'on par-
viendra bientôt à la valeur a: = 3,22 qui est suffisamment 
approchée, car 

/ ( 3 , 2 2 ) = 0 , 0 0 0 0 1 . 
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EXERCICES D A L G È B R E 

Extraits da Manuel des candidats à l 'Ecole Polyteclinique 
D E M . C A T A L A N ( * ) . 

I. Étant donné le système 

j:, -f- + T̂j + . . . -4-

X, jTg 4- + . . . -4- Xj,^, == a, y 

n̂ 4- .r, -I- .r, -f- . -, . -h = , 

trouver dans quel cas il est déterminéy indéterminé ou 
impossible. Quand il est déterminé, quel est son déter-
minant et quelles sont les valeurs des inconnues? 

n . Transformer l'expression ;; — ' , — en 

une autre dont le dénominateur soit rationnel. 

III. En représentant par m un nombre plus grand que 
l'unité, on a 

I 1 . 2 1 . 2 . 3 H ^ ; - 4 
W 4 - I ( w 4- I H-2) (w 4- 1) ( w 4 - 2 ) (m 4 - 3 j 

m 
4-. . . = 

m — I 

IV. De combien de manières peut-on former le nom-
bre 251 par l'addition de douze nombres entiers, infé-
rieurs à 5o.̂  

(*) Sous presse, chez M. MaUet-Bachelier. 

Ann. de Mathémat.. t. XV. (Juillet i856.) 
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V. Démonlrer la double inégalité 

[p-- i) [a — aP («-+-0'' 

I > (p-i)aP-^ 

VI. Développer, en série ordonnée suivant les puissan-
ces entières et positives de x , la fonction 

a: nx' 
I X 1 , 

Quel sera le coefficient de x", La série sera-t-elle conver-
gente (i > x > o) ? 

VU. Trouver la somme des produits trois à trois des 
71 premiers nombres naturels. 

VIII. Trouver la plus petite valeur entière de x véri-
fiant l'inégalité 

{ l , O l ) ' > 10X, 

IX. Une personne emprunte pour un an, à inlérét com-
posé, un capital a. Elle convient de se libérer au moyen 
de n payements égaux, effectués à des intervalles de temps 

égaux entre eux. Le premier payement sera fait ^ d'année 

après le moment de l'emprunt. Le taux de l'intérêt est de 

^ pour franc pour ^ d ' a n n é e . O n d e m a n d e 

i" . La valeur b de chacun des payements ; 

Vers quelle limite tend le rapport—9 lorsque n 

augmente indéfiniment ; 
3". Comment varie cette limite lorsque r diminue; 

Quelle est la valeur de cette limite pour r == o. 

La suite prochainement. 
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SOLUTION DÉ LA QUESTION 3 1 5 
(voir page 8 » ) ; 

P A R M . F É L I X L U C A S , 

Élèv« de l'École Polytechnique. 

Soit un système de n forces appliquées au point A et 
représentées en grandeur et en direction par les longueurs 
AMj, AMg V • • > , et soit AN la résultante. 

E étant un point quelconque de l'espace, on forme 
l'expression 

M T E V . . . ^ - M T Ê ' — Â E ! 

Trouver la position du point E qui rend cette expression 
minima. 

Je prends trois axes rectangulaires passant par A ; j 'ap-
pelle 

Ppr fp 

les coordonnées du point M^, 

a, hy c 

celles du point N. 

On a alors 

Si X, J', Î: désignent les coordonnées du point E, l'ex-
pression proposée est 

2 [ ( ^ - - - ypY] - + 

'7-
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ou bien 
— 2 (ax-^- bf-hcz) 

Si je fais mouvoir le point E dans l'espace de manière 
que cette expression conserve une valeur constante A, ce 
point décrira une sphère (réelle ou imaginaire) dont le 
centre , qui ne dépend pas de la constante /r, a pour coor-
. , <7 h c 
données 9 ^ 

N — I N — I N — 1 

On reconnaît aisément que la plus petite valeur que 
puisse prendre la fonction (1) pour des positions réelles 
de E est la valeur de A qui réduit à un point la sphère 
en question. Mais alors la position de E est complètement 
déterminée. C'est le centre fixe dont nous avons parlé. 

Le point cherché n'est donc pas le point N (*), mais il 
s'obtient en prenant sur AN, à partir de A , la [ n — i ) ' ^ 
partie de cette droite. 

Note du Rédacteur. Une solution anonyme, fondée 
sur des raisonnements analogues à ceux de la solution 
précédente, nous a été adressée de Luxembourg, et une 
autre par M. Emile Fron, élève du collège Rollin (classe 
deM.Suchet). 

NOTE S I R m THEOREME ARITHMOLOGIQUE D'EULER 
(voir t. XIV, p. 433); 

PAR M. CHEVILLIER, 
Professeur à Besançon. 

Ce théorème doit s'énoncer ainsi : 
m et h étant supposés premiers entre eux, si l'on peut 

(*) On a mis AE au lieu de (n — 0 AE'; faute typographique. 
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trouver un nombre entier x tel, que mx — b divise 

me -f- ¿z^, 

la valeur correspondante dey est donnée par Téquation 

rnc -f- ah 
my — a z=z —, 

mx — b 

car on a 
me ab a [ mx — 6 ) 

^ m ( mx — b) ' 

si m et & ne sont pas premiers entre eux, m et mx — b ne 
seront pas non plus premiers entre eux et alors peut 
avoir une valeur fractionnaire. 

m LE CALCUL DE tt AU MOYEN DES LOGARITHMES , 
P A R M . I S . C H E V I L L I E T . 

Si Ton calcule TT par logarithmes au moyen des for-
mules 

P , = 2 S / 2 . 

v/2, 

qui donnent les périmètres des polygones réguliers de 
4, 8 , 16 , . . . , cotés inscrits dans le cercle dont le diamètre 
est l'unité, l'approximation, au lieu d'aller toujours en 
augmentant, diminue bientôt, ainsi que M.Dupain l'a fait 
observer dans le dernier numéro des Nouvelles Annales 
(p. 85). Cela est facile à expliquer, car la quantité pré-



cédée du signe moins dont on ne connaît jamais que les 
sept premiers chiffres tendant vers 2, Terreur relative 
de la différence croît très-rapidement. 

Pour éviter cet inconvénient et obtenir TT avec toute 
l'approximation que comportent les Tables, j'emploie de-
puis longtemps, au lieu de ces formules, les suivantes : 

v/2 

2 -> 
P, = 2 — 

Sf2 sji^sil 

2 2 2 

V ^ v / 2 + s / i V ^ - h V 2 T V Ï 

TT == 2 — - — • • • a l innni, 

qui s'en déduisent facilement et qui ont déjà été données 
dans les Nouvelles Annales par M. Catalan (t. I , p. 190), 
et aussi par Euler. 

Le calcul de TT au moyen de cette dernière expression 
est tout entier contenu dans le tableau suivant où, pour 
abréger, je désigne par D j , D j , . . . , D les dénominateurs 
des fractions successives et le produit de tous les déno-
minateurs employés. 
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log 2 = o , 3o i o3oo log Di = o , i5o5 i5o = log i ,4x4^14 

log (2 -f- D, ) = o , 5332908 Ibg D, = o,2666454 = log T ,847759 

log (2 4- D2 ) = 0,5852079 log D3 o ,2926039 = log 1,961570 

log (2 -h D3 ) = o ,5978674 log D4 =r o , 2989337 = log 1,990370 

log (2 + D4 ) = 0 , 6 0 1 0 1 3 i k>g Ds = o,3oo5o66 = log i ,997591 

log (2 -j- Ds) = 0,6017984 îog D« = 0,3008992 = log 1,999397 

log (2 + De ) o,6019946 log D, = îog i ,999849 

log (2 4-0 , ) = 0,6020437 log Dg = 0,3010219 == log 1,999963 

log(2 -h Ds ) = 0,6020559 log D9 = 0,3010279 = log 1,999990 

log {2 4- DO = 0,6020589 log D,o= 0,3010274 = log 1,999997 

Iog(2 4- D,o) = 0,6020597 log.Dn== 0,3010298 = log 1,999999 

log D 3, I I 52101 

I 2 log 2 =r 3-, 61 236OO 

l o g D = 3,1 i52 !O i 

log ir = o,4971499 = log 3, ! 4 i 593. 

PROBLÈME. 
Déterminer la surface du second degré qui passe par neuf points ^ 

PAR M. p o u d r a . 

Soient a , c , J , e , / , g', /z, / les neuf points don-

nés. 

Par la droite ab et par les six points c , e , / , , h 

on fait passer un hyperboloïde [Nouvelles Annales, 

mai i856, p. 161 ). 

Par la droite g/i et par les six points è , c , d^ ê Ĵ  

on fait passer un autre hyperboloïde. 

Ces deux hyperboloïdes se couperont suivant une 

courbe gauche du quatrième degré passant par les huit 
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points a^b^c^ d ^ e ^ f g^h^ qui sera donc facile à con-
struire par points {voir p. 162). 

Si , par le neuvième point on mène un plan quel-
conque, il coupera la courbe du quatrième degré en 
quatre points qui, avec le point détermineront une 
conique. * 

Or la courbe du quatrième degré qui est Tintersection 
des deux hyperboloïdes appartient également à toutes les 
surfaces du deuxième degré passant par ces huit points \ 
donc elle appartient à celle qui passe par les neuf points 
donnés. Donc la section conique ci-dessus déterminée 
par un plan passant par le neuvième point i est sur celte 
surface ; on peut déterminer ainsi une infinité de sections 
coniques situées sur la surface cherchée. 

On voit aussi qu'en prenant un autre point que le point 
i pour le neuvième, on aurait d'autres sections coniques 
situées sur la même surface. 

La surface du deuxième degré est donc déterminée. 

SUR LES SÉRIES QUI DONNENT LE NOMRRE DE RACINES RÉELLES 
des équations algébriques à une ou à plusieurs inconnues ; 

P A R M . FRANÇOIS B R I O S C H I , 

Professeur à l'université de Pavie. 

1. 
Quelques propriétés des formes quadratiques 

i^. Soit 

f — ^ 2 UrUs (A, , , = A,,r) 

• *) Mous eiigagooiis le lecteur à ne prendre qu'une forme quadratique à 
trois variables w,, « j , i/, et il verra que dans cet admirable Mémoire tout 
devient d'une facilité intuitive. TM. 
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une forme quadratique à n indéterminées «i 
si on la transforme au moyen de la substitution linéaire 

( l ) «r = «r,» t̂ i -+- ûr̂ a î̂ -h . . . -h 

en posant 

( 3 ) 

et en supposant 

4- Jh^rCl-x.s -h . . . 4- K,ran,i = O, 

/i2,r«2.r H-. ^ • + /¿n,r 

on aura 

( 4 ) 

où les rectangles ont disparu. La substitution linéaire 
( 5 ) u, — C,,. 4- -h • . . 4- Cr,n '̂n 

transformera d'une manière semblable la forme y'dans 
celle-ci 

(6) 

en faisant 

A,,i 4- 4- . . . -h Cn,,' = 

H" C2,r • . • + ^ ^ 
Si l'on indique par A et C les déterminants 

, . ¿/A r/G , , 
et par a,.,,, les expressions - — 9 - — ; les equa-

{") Il est à regretter, dans Tintérèt de l'enseignement public, que la 
traduction de Touvrage fondamental sur les déterminants de M. Brioschi 
tarde si longtemps à paraître. Il y a urgence. 1M 
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lions {i) donnent réciproquement î^ en u 

Ai^r= ai,r + a2,r ttj -H • • • + «n̂ r «« , 

et en substituant pour i/j, les valeurs (5), on 
aura 

où 

Si, au moyen delà substitution linéaire ( 7 ) , on trans-
forme Féquation (4 ) 1 la comparaison de ce résultat avec la 
forme (6) donne les équations 

(8) 

( P I X , A I , S - H P ^ ^ . A I . S 4 - • • V R V I = O . 

De même, en posant 

on obtient les équations 

( 9 ) 

2®. Soient «2,... , r indéterminées ; je désigne 
par L le déterminant 

1̂,1 2̂,1 • • • r̂—1,1 

a.2 • • r̂—1,1 

®r • • r̂—i,/-

et par L^ Fexpression 

^ dL . ciL ^ 
~J H. . . A,,r -y- • a a, i/«2 dur 
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Si, dans les équations (8) , on fait 

r=z I , i = 2, 3, . . . , r 

on obtient r équations, lesquelles multipliées respective-

ment par 

dh dL dh 

dat.x doLi^ ' dcir 

donnent 

Pr Lr "t- Lr+l "+- • • - ^ = ^X ^ A^ 

Des mêmes équations (8) on déduira d'une manière ana-
logue les suivantes : 

-F-/?R+L H-• . • " H L „ = — A', 
aa.'î 

dh 
Pr >r,r l^r + fr+i ^r+lLr+i -f- • • • -h /̂i ~ ^ > 

et en ajoutant ces équations multipliées respectivement par 

dh dh dh 

doLi^ da^ ' doLr'* 

on a 

(lo). 
f = A' 

( s y i -

En désignant par M le déterminant 

ai fXi,, 
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et par M, l'expression 

dM dM dU 

on déduit d'une manière analogue des équations (9) l'é-
quation 

3®. Supposons que les coeiBcients les a soient 
des quantités réelles, la même propriété aura lieu pour 
T dL <fM 

M^, — ) — ; par conséquent les signes des termes 

des équations (10), (i 1) ne dépendront que des signes des 
coefficients y î, <71, , . . . . Je suppose , 

Pr~\ tous négatifs, et les autres c o e f f i c i e n t s p ^ , P r + \ P n 
tous positifs. L'équation (10) montre que les r coefficients 

5 <72 v - 5 9r ne peuvent pas être tous négatifs^ et parce 
que ces coefficients sont r quelconques entre les n coef-
ficients ^i, <7g,..., qn-, on en déduit que de ces mêmes 
coefficients il ne peut en être de négatifs un nombre 
plus grand que r — i . Or l'équation (i i) montre que les 
coefficients qri'-'^qn ne doivent pas être tous posi-
tifs , p u i s q u e , ^ 7 2 p r ^ i sont négatifs5 mais ces coef-
ficients sont n — r H- 2 quelconques entre les Ji quantités 
<7i î \ donc le nombre des positifs entre ces coef-
ficients ne doit pas être plus grand que n — r-j- i ; ou 
bien le nombre des négatifs ne devra être plus petit que 
r — 1. Ainsi le nombre des quantités négatives parmi 

q̂  ne peut être ni supérieur ni inférieur à 
r — I, donc il est égal à r — i-, c'est-à-dire égal au nom-
bre des négatifs entre les n coefficients p^, En 
conséquence on a le lliéorènie suivant: 
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THÉORÈME I . Si l'on transforme une forme quadrati-

que au moyen d'une substitution linéaire à coefficients 

réels, dans une autre qui contienne les seuls carrés des 

variables, le nombre des termes positifs et négatifs de 

la transformée sera constant, quelle que soit la substitu--

tion employée. 

Cette importante propriété des formes quadratiques a 
été, énoncée par M. Sylvester sous la dénomination de loi 
d'inertie formes quadratiques. La démonstration ci-
dessus en fait voir toute la généralité 

4°. On sait, ou Ton peut démontrer facilement, que, 
posant 

Ai,i As,!... Ar,t 

Al,2 A2,2 . • • 

et 

mrr = Ar, 

A,,, 

A, - A , . , , A2,2— Aî^,. 

fflrs = 
d.Ar^s 

on transforme la forme quadratique /dans celle-ci 

au moyen de la substitution linéaire 

et les u étant exprimés en fonction de v. 

(*) Ainsi, en faisant disparaître les rectangle%dans une équation d'une 
conique ou d'une surface du second degré, les nombres des termes positifs 
et négatifs restent constants, quelle que soit la transformation linéaire. 

TH. 
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Supposons maintenant que les coefficients A,.,, de la 

f o r m e / soient réels; alors on déduira comme corollaire 

du théorème I que le nombre des termes positifs et néga-

tifs dans une transformée quelconque de la forme J (la-

quelle contienne les seuls carrés des variables, et soit 

obtenue au moyen d'une substitution linéaire à coeffi-

cients réels) est égal au nombre des termes positifs et né-

gatifs dans la série : . • 

A, A2 A« 
To' s : " " i T / 

c'est-à-dire au nombre des permanences et des variations 

de signe dans la série 

(12) Ao, A,, A,,. . 

or 

A o = i . 

Ainsi l'on a ce théorème : 

THÉORÈME I L Le nombre des permanences et des va-

riations de signes dans la suite (12) est égal au nombre 

des termes positifs et négatifs dans une transformée 

quelconque de la forme f obtenue dans les conditions du 

théorème I , 

5®. Une autre transformation remarquable de la forme 

quadratique J est celle qu'on obtient au moyen d'une 

substitution orthogonale, c'est-à-dire d'une substitution 

linéaire 

Ur= -h Pj "h . . . "h ar^n^ny 

OÙ les coefficients doivent vérifier les équations 

a,,, + dr.-, a,.7 + lïr,»«»,» = o. 
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De ces équations on déduit 

A = I , as,r = [voir p . 265) ; 

mais les équations (3) nous donnent en général 

par conséquent, dans ce cas particulier, l'équation (2) 
donnera 

Al,, H-. . .-f- ( A,,, Pr)as,r H" . . . H" = O . 

Les coefficients pi^ p̂ ^ etc., de la transformée 

f=Z'"< 
seront donc, conmie il est connu, les racines du 
degré 

e A,, , . . . An,i 

(.3) 
A , , , - e . . An,2 

(.3) 

A,,„ Aj,„. . • A/j.n' 
ou 

0«— A, A2Ô«-'—. . . 

4- ( — 1)«-' 9 + (— I Y A. = o ; 

A l , Aa, . . . , A„ sont des fonctions de Ai,^ , Ai,^, etc. 
Or les racines de ces équations sont toutes réelles (pro-

priété démontrée par MM. Cauchy, Jacobi, Borchardt, 
Sylvester, etc. ^ en conséquence le nombre des coefficients 
positifs dans la transformée ci-dessus sera égal au nom-
bre des permanences de signes dans la suite 

(i4) , A| , Aj , • . . , An, 

et le nombre des coefficients négatifs sera égal au nombre 
des variations de signes dans la même suite. 

Les deux séries (12), (i4) donneront donc pour le 
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théorème I un même nombre de permanences et de varia-
tions de signes. 

n. 
Des équations algébriques à une seule inconnue. 

1°. Soient , X j . . , a:„ les racines d'une équation 

= o, 

^n(x) , ^ fonctions rationnelles en-
tières de x ; 0) [x), 9 (o:) deux polynômes qui ont même 
signe pour toutes les racines réelles de l'équation et a un 
nombre entier impair positif ou négatif. 

Je démontrerai en premier lieu que la forme quadra-
tique en u 

-4-. . - H- "„^„ ( j -m) \\ 

ou en posant 

la forme quadratique 

est à coefficients réels. En effet, supposons que les racines 
Xi, Xi soient imaginaires conjuguées. En posant 

( .r — X, w ( ) ) ^̂  (-̂ t ) = « + P » 

ô (o,-, ) =r / + im, 

on aura 

e /— rm, — 
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et 

3 

par conséquent, les coeflScients de la forme/seront réels 

pour toutes les valeurs des racines ^ S V M et on 

pourra donc appliquer à cette forme le théorème II. 

2®. Cela posé, j'observe que , en supposant les racines 

Xi , Xi imaginaires conjuguées et en posant 

( x , ) -f- u, 4- . . . 4- = P 4- i Q, 

on aura 

— = ^ / p , Ô (0:2) = / — f'm, 

Ui^i + • (a:a)=:P — z Q , 

F , Q étant les fonctions linéaires de i i j , Mî,..., En 

substituant ces valeurs dans / , on obtient 

n 

x^Y { (x^) 4- . . . -4- UnU^^) 

3 

OÙ 

ml — = 

et en général supposant que Xt, Xr-̂ -i ] Xj^Xr^^ x,., 
Xj^ soient r couples de racines imaginaires et que 

• î̂r+i • • • «̂ n 

n̂n. de Mathémat., t. XV. (Juillet i856.) iB 
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soient réelles, on pourra mettre/ sous la forme 

r 

«1 (^m 

En transformant cette forme quadratique au moyen dé la 
substitution linéaire à coefficients réels 

( i = I, 2 , . . . , r, m = ar-t- i , . . . , n) ; on obtient 

( . 5 ) 
n 

/ J 

et le nombre des termes positifs et négatifs dans cette 
transformée sera par les deux théorèmes de la première 
partie égal au nombre des permanences et des variations 
de signe dans la suite (12), et réciproquement. Cela aura 
lieu pour une valeur quelconque réelle de la variable x . 
Les A sont des fonctions de A^,., et, par conséquent, 
maintenant des fonctions de x . 

Or pour une valeur réelle déterminée h de x, le nom-
bre des termes positifs de la transformée (i5) est évidem-
ment égal à r (nombre des couples des racines imaginai-
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res) plus le nombre des racines réelles 0:2,+i 5 qui 
ont des valeurs inférieures à h ; et le nombre des termes 
négatifs dans la même transformée est évidemment égal 
à r, plus le nombre des racines réelles qui ont des valeurs 
plus grandes que h. De cette manière on est conduit au 
théorème suivant : 

THÉOREME M . Pour une valeur réelle H x , le nom-

bre des permanences de signes dans la suite 

I, A,, A2, . . . , 

représente le nombre des couples de racines imaginaires 

de réquation 

augmenté du nombre des racines réelles moindres que h . 

Le nombre des variations représente le nombre des cou-

pies de racines imaginaires, plus le nombre des racines 

réelles supérieures à h. 

Dans ce théorème sont compris deux théorèmes analo-
gues de M. Sylvester et de M. Hermite. 

Corollaire L Si dans la suite (12) ci-dessus on pose 
successivement 

x-^k, [h^k), 

la différence entre les nombres des variations correspon-
dantes sera égale au nombre des racines réelles de l'équa-
tion 

comprises entre kel h. 
Corollaire IL L'équation 

a autant de couples de racines imaginaires qu'il y a de 
variations de signes dans la série des coefficients des plus 
hautes puissances de la variable dans la suite supérieure. 
En se rappelant ce qu'on a démontré dans la première 

18. 
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partie, n® 5 , on voit facilement que les propriétés éta-
blies dans le théorème précédent et dans ses corollaires 
ont lieu aussi pour la suite 

I , A | , Aif ... y Afi y 

qui est une suite de fonctions de x. [Comptes vendus, 

aS juin i855, Sur le dénombrement des raeineSy ete,, par 
M. Cauchy. ) 

On voit donc qu'il existe une infinité de fonctions 
possédant les propriétés de celles de M.Sturm et qu'il y a 
des moyens assez simples pour les obtenir. 

3°. Nous croyons utile d'ajouter quelques applications. 
<2. Supposons 

on a 

O U en posant 

on obtient 

et 
Ar,s SR-f-i—2 X SR̂ . 

So^C—S, wSj... Sr-.,^ — s. 

Si X —— S2 S2 X — S3... S/. «î̂  " 

Sr+i X — Sr Sr X Sr-j-i . • • S2r_2 S2r—t 

OU , par une transformation connue, 

So S . . . . S. 

s , s , , . . . S r - , 

S R_ i SR - • . SJR—I 

I X X'" 
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Ces fonctions A^ sont, à un facteur constant près, les 
dénominateurs des réduites qu'on obtient en développant 

en fraction continue la fraction ^^ supposant w (x). 

de degré inférieur à n. J'ai démontré directement cette 
propriété dans line Note : Intorno ad alcuni punti d al-
gebra superiore, publiée dans les Annales de M. Torto-
lini , août i854; ce que d'ailleurs on peut vérifier assez; 
facilement à posteriori. 

Si l'on suppose a = — i et 

on a 

Io 

et ces fonctions A,, sont, à un facteur constant près, les 
rapports entre les résidus obtenus en divisant 9 (x) par 
w (x) (en changeant les signes selon la méthode de 
M. Sturm) et la fonction ^(x) . J'ai démontré cela dans 
la Note citée tout à l'heure, et j'ai fait voir de quelle ma-
nière on peut former ces dénominateurs et ces résidus en 
fonction des coefficients des polynômes ç ( x ) , w (x). 

Il faut observer que le théorème III est applicable aux 
deux suites des dénominateurs des réduites et des résidus, 
en supposant (ù (x) , (x) du même signe pour des va-
leurs réelles de la variable, propriété établie par M. Sturm 
[Mémoires présentés, t o m e V I , 1 8 3 5 , § 2 6 ) . 

Si l'on suppose 

on obtient les résultats de MiM. Sylvester, Cayley, Bor -
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chardt [Nouvelles Annales, i854, tome XIII , page 71). 

Dans ce cas on a 

è. On peut aussi oblenir tout de suite les expressions A^ 

par une disposition convenable des fonctions ^̂  (x) . Je 

me bornerai au cas de 

w ( x ) = ô ( x ) et a — i , 

En posant 

et 

tfo^"-!- rt.x«-' -h. . 

a^x'-' + -f . . . 4- , 

au moyen des relations connues entre les sommes des 
puissances des racines et les coefficients d'une équation , 
on obtient facilement 

B^, , = { n — s - h 1 ) « r - i ^ s - i 

(s — r -h (i — r -f- «/-3 -+-•-.( r - h 2 - h ( i — r - f - 4 j a , ^ , - h • . . i 

r — 4) ^i-f-/-H--i- ^ — I 

— ( i — r -f- 3) br^^a,^, -h • • • 

et Ton aura — Ci,i Bi,i.r— Cj;i. . . Br,i.r — Cr,i 

C. En supposant 
I , 

par conséquent oj [x) une fonction dont la valeur est po-
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sitive pour toute valeur réelle de la variable 

et 

on a 

a = 

i 
^m ^ 

s. S,. . . S. 

s, S,.. 
A = 

Sr_, s,... . 

I X . . . 

résultat obtenu récemment par M. Joacliimsthal [Uberden 
Sturm schen Satz y Journal de C r e l l e , t o m e X L V I I I , 

page 402). 

m. 

Des équations algébriques à deux inconnues, 

I®. Soient 

= j ) = = o 

deux équations algébriques des degrés u, et , j^i, 
, . . . , , les n = uv systèmes de racines simultanées 

des mêmes équations. En indiquant par w [x ^ y) [x,^ y) 
deux polynômes qui ont la propriété d'être de même si-
gne pour toutes les valeurs réelles des variables; par 

j ) , ri fonctions ration-
nelles entières; et par a , c deux nombres impairs po-
sitifs ou négatifs -, la forme quadratique 
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dans laquelle 

W [Xm, ym) 

est à coefficients réels ; ce qu'on démontre comme ci-des-
sus. 

En opérant comme dans la IP partie, on trouvera que, 
en supposant que , j , , , j^+i j ^r+s, 

/r+2 •^rîjTrî 5 SOicUt /'COUplcS dc SolutioUS si-

multanées imaginaires et que les autres solutions soient 
réelles, on peut mettre/ sous la forme 

P , , Q , étant les fonctions linéaires de «i , Uj, etc., à coeffi-
cients réels. On pourra donc au moyen d'une substitution 
linéaire à coefficients réels transformer cette forme / 
dans la suivante : 

/ 

(.6) 

+ 2 
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Or pour un système déterminé de valeurs réelles , it de 
X et dejr le nombre des termes positifs dans cette trans-
formée est égal à r (nombre de couples des solutions si-
nmltanées imaginaires), plus le nombre des solutions 
simultanées réelles , J'sr+i v • 5 ^n ? ynt pour les-
quelles le produit (h — x^) (A—y^) est positif; el le 
nombre des termes négatifs est égal à r augmenté du nom-
bre des solutions simultanées réelles pour lesquelles 
[h — x„i) (k —y,^) est négatif. Par conséquent, on a le 
théorème : 

THÉORÈME I V , Pour un système de valeurs réelles h et 

k J e X e i de y le nombre des permanences de signes dans 

la suite 

I , A,, A2, . . . , A„ 

représente le nombre des couples de solutions simulta-

nées imaginaires des équations 

= 0 , \[x,y)-=io 

augmenté du nombre des solutions réelles lesquelles sont 

à la fois plus grandes ou moindres que h , k , e i & nom-

bre des variations de signes représente le nombre des 

couples de solutions simultanées imaginaires, plus le 

nombre des solutions réelles lesquelles ont la propriété 

d!être Vune plus grande, Vautre plus petite, ou récipro-

quement, que h , k . 

Il faut toujours se rappeler que les A sont des fonctions 
de A^,, fonction de x,y. 

Corollaire» Si dans la suite supérieure on pose 

x = h, j = 

et si Ton indique par (/i, A) le nombre des permanences 
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que présente la suite, même dans la première hypothèse, 
oh aura le nombre 

égal au nombre des solutions simultanées réelles des 
équations données, qui sont à la fois plus grandes que 
h y h et moindres que Aj, En effet, en posant dans la 
transformée (i6) A , A au lieu de x , j , on a 

analoguement 

(y^i, A-,) = « — r, { h , y A - ) = : r 

et, par conséquent, 

p = n— 2r, 

nombre des solutions simultanées supposées réelles. 
On a donc aussi dans le cas des deux équations algé-

briques une infinité de fonctions qui ont la propriété 
de celles de M. Sturm. Admirable découverte due à 
M. Hermite 

2®. Applications. En supposant 

a = T , I , 

et 

^ m 
s , . = 2 

Ĉ ) Comptes rendus, t. XXXV, p. 52, 1862; t. XXXVT, p. 294, i853. 
M. Herraite a publié récemment des théorèmes de déterminants sous forme 
d'appendice à un opuscule intitulé, je crois. Questionnaire^ rédigé par 
MM. Gerono et Roguet. Puisse cette voie procurer une entrée dans ren-
seignement à cette théorie désormais indis])ensable. TM. 
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on a 

—i ,'2cx.-i-2» 

étant j3 = r -{- 5. Les expressions pourront être déter-
minées en fonction des eoeflicients des équations données 
par la méthode indiquée par M. Jacobi dans son Mémoire 
Theoremata nova algebraica, etc. [Journal de C r e l l e , 

tome XIV) . 
Si Ton suppose 

= y], 

on a 

et ces expressions pourront être calculées par la méthode 

de P o i s s o n [^gytgî.^ Algèbre supérieure, p . i o 3 ) . 

Enfin si l'on fait 
a = r -h I 

et 

cl en conséquence 

XSO — TO XS, — T , . . . XSI—TR 

.-tSi — TI JC Sa — T j . . . .î S/*̂ ,! — 

J?Sr_i Tr_i ^Sr —T;.. . . X 82,-1 T2r-l 

r -

Ces dernières fonctions ont déjà été considérées par 

M. Hermile dans un cas particulier. 
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Il est évident qu'avec la méthode qu'on a suivie dans 

ce paragraphe pour établir le théorème IV et son corol-
laire, on pourra trouver des théorèmes et des corollaires 
analogues en considérant trois équations à trois incon-
nues, etc. (*). 

IV. 

Application des propriétés exposées dans le § I®"^-

Soit 

A,, ,— X Aj,,. . . 

A,., A,,2 — X. . 

Il est connu que, en supposant Â ,̂  = ks,r cette équation 
a toutes ces racines réelles, et M. Hermite a fait observer 
récemment que cette propriété a lieu aussi lorsque les 
quantités A,.,̂  sont imaginaires, A,,, et A,„. étant conjugués 
et A,.,̂  réels. En posant 

x = hy X — h 

dans la suite 

la différence entre les nombres des variations correspon-
dantes sera donc le nombre des racines de l'équation 

^{x)z=zo 

comprises entre h et h. Or, en posant dans le déterminant 
(i3) (§P%n®5) A ,̂,. — X au lieu de , on voit facile-

C) Ce beau travail fait entrevoir que le théorème de Sturm peut s'étendre 
il un système quelconque d'équations algébriques et se rattache immédia-
tement à la théorie des déterminants ; théorie à peu près inconnue. TM. 
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ment que, à un facteur près, on a 

et la différence entre les nombres des permanences de si-
gnes de la suite 

I , A L , A J ^ . . . , A N 

correspondantes kx=h^x=k sera le nombre des raci-
nes de l'équation 

comprises entre h et k. Et parce que en posant 

A,,, — X 

A,., 

A,,,. . . 

AI,, — X. . 
Ar,, 

• A,., 

Ar,, A,,. 

la série 

I , A , , A S , . . . A „ 

donnera un même nombre de permanences que la série 
ci-dessus, on a le théorème : 

THÉORÈME V . La différence entre le nombre des per-

manences de signes dans cette dernière série correspon-

dantes a X = h , X == k donne le nombre des racines de 

V équation 

comprises entre h e i k (Comptes rendus, 6 a o û t , i 8 5 5 , 

Remarque sur un théorème de M. Cauchy, p a r M . H e r -

mite). 
On voit que cette dernière série est beaucoup plus sim-

ple que la série supérieure donnée par le théorème de Bu-
dan-Fourier. 
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Les Mémoires de MM. Hermite et Sylvester quon a 

trouvés plusieurs fois cités dans ce travail sont les sui-
v a n t s : S w r Vextension du théorème de M, Sturm à un 

système d'équations simultanées ( Comptes rendus, 1852^ 

2® s e m e s t r e , p . S a ) . — Remarque sur le théorème de 

M, Sturm [Comptes rendus, i 8 5 3 , s e m e s t r e , p . 2 9 4 ) . 

— On a theory of the syzigetic relations of two ratio-

nel integral functions, etc. [Philosophical Transactions, 

1853, part. III). C'est par ces travaux que ces deux il-
lustres géomètres ont établi sur sa vraie base cette im-
portante partie de l'Algèbre supérieure. 

SPÉCIMEN DES CINQ EXAMENS D'ADMISSION A L'ÉCOLE 

POLYTECHNIQUE (1855). 

M . S E R R E T , 

Examinateur du premier degré. 

Convergence des séries à termes alternativement po-
sitifs et négatifs.— Variation d'une fonction entière de x 
lorsque x passe de — 00 à 4- Qo . Exemple : 

07» — 3 — ^ -h 3. 

— Coefficients angulaires des deux tangentes que l'on 
peut mener à l'hyperbole par un point extérieur. — Lieu 
des sommets des angles droits circonscrits à l'hyperbole. 
— Equation d'un cône de révolution dont le sommet 
est à l'origine. 

M . H E R M I T E , 

Examinateur du premier degré. 

Division algébrique. — Faire voir quon ne peut 
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mettre une fonction F (x) que d'une seule manière sous 
la forme 9 (x.) X Q -I- R , R étant de degré inférieur à 
9 (x),—Sin (a -f- ; peut-on, par le moyen des dérivées, 
tirer de la formule 

• sin (âr 4- ¿> ) = sin« cos è H- sin ¿> cosa 

la formule 

cos [a -Jr h) — cos« cosè — sin a sin h ? 

— Directrice dans les courbes du second degré. — Peut-

on mettre l'équation à trois variables sous la forme 

[x — af + (r — hf — cy — [mx + ny + pz -h q)^ 

— Equilibre du treuil. 

M . W E R T H E I M , 
Examinateur du second degré. 

Une équation du degré m ne peut avoir que m racines. 

— Interpolation: formule de Newton. — Parallélo-

gramme des forces. — Centre de gravité du tétraèdre. — 

Electropbore. — Compressibilité des liquides. — Com-

binaisons de l'azote et de l'oxygène. 

M . L E F É B U R E , 
Examinateur du second degré. 

Décomposer un polynôme en facteurs du premier de-

gré. — Exemple : 

x^ x"" -Jf X -h I . 

— Discussion des différents genres de courbes compris 

dans l'équation 

[y — ax — by=zpx' qx r. 

— Volume engendré par un polygone circonscrit à un 

cercle tournant autour d'un diamètre.— Volume du cône 
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tronqué. — Intersection des surfaces. — Principes géné-
raux. — Cas d'une surface de révolution dont l'axe est 
quelconque et d'un plan. — Formule fondamentale de la 
trigonométrie sphérique. — La rendre calculable par lo-
garithmes. 

M. nmiON, 
Examinateur du second degré, Président du jury d'examen. 

Deux angles qui ont les côtés parallèles et de même sens 
sont égaux et leurs plans sont parallèles. — Mesure de 
l'angle de deux pJans. — Par une droite donnée mener 
un plan qui fasse avec une autre droite déterminée un 
angle donné. — Equilibre de la poulie. — Travail ab-

.sorbé par le frottement. — Comparateur. — Oxyde de 
carbone. 

Courbes. 

p — , p— > 
COŜ JO) ' smw-t-cosw 

-i- I „ ^ ^ , 

— X —r— 1=0, = — — ar — I, 

Surfaces. 

xy — Zxt ~ xy — x' — z^ =z tty z^ — 2xy — 7x = i. 

Équation transcendante. 

2,5 sinx H- 3,7 c o s x = 4,1. 

Note. Cette équation se ramène à la forme 

sin (x- f - fl) = i costf. 
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LIMAÇON DE PASCAL; 
PAR M. MANNHEIM, 

Officier d'Artillerie. 

Extrait d'une Lettre. 

Une partie de la question longuement traitée par 
M. Painvin dans le dernier numéro des Nouvelles An-
nales est généralement connue sous cet énoncé : 

Le lieu du sommet d\in angle constant dont les côtés 

sont tangents à deux circonférences données se compose 

de plusieurs limaçons de Pascal, 

Pendant le mouvement de l'angle constant, un point 
quelconque décrit sur le plan des deux cercles un lima-

çon de Pascal, une droite quelconque enveloppe une 

circonférence. 

Un point quelconque du plan fixe des deux cercles 

trace sur le plan mobile une ellipse. 

Les démonstrations géométriques de ces propriétés sont 
excessivement simples. 

On peut encore ajouter les propriétés suivantes, égale-
ment très-simples. 

Si Von considère une position quelconque de Vangle 

mobile^ la circonférence qui passe par le sommet de cet 

angle et par les points de contact de ses côtés et de 

circonférences données contient les pôles des limaçons 

de Pascal du lieu précédemment énoncé. Le lieu des 

centres de ces circonférences se compose de deux circon-

férences. 

Ann. de Mathémat., l. XV. (Août i855.) 
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QUESTIONS. 

335. Etant donnés deux cercles dans un même plan, 
alors dans le triangle formé par les deux tangentes inté-
rieures et une tangente extérieure , le rectangle des deux 
côtés qui sont tangentes intérieures est équivalent à la 
somme du rectangle des deux tangentes intérieures arrê-
tées au point de contact, et du rectangle des deux rayons. 

( A . B U R L E T , de Dublin.) 
336. Un triangle rectangle est équivalent au rectangle 

des deux segments faits sur l'hypoténuse par le point de 
contact du cercle inscrit. 

( A . B U R L E T , de Dublin.) 

337. Soit ABCD un quadrilatère quelconque-, si, par 
le point de concours (T) des perpendiculaires élevées de 
deux sommets consécutifs ( A , B ) sur les côtés opposés 
(AD, BC) qui y aboutissent, on mène une perpendicu-
laire (TE) à la droite (RS) qui joint les milieux des dia-
gonales, cette perpendiculaire divisera le côté (AB) en 
deux segments (AE, BE) inversement proportionnels aux 
projections (AH, BK) des côtés AD et BC sur AB. 

En sorte qu'on aura 
A E _ B K 

B Ë " " Â H * 

( J C L E S V I E I L L E . ) 

338. Prolongez la base BC d'un triangle isocèle ABC, 
d'une longueur CD égale à BC j joignez D au milieu E 
de AB-, la droite DE rencontre AC en F et Ton a 

A B ; 

porte/ CF sur AB dc A en G-, menez DG qui rencontre 
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AC eu H milieu de A C ; soit 1 le point d'intersection des 
diagonales GF, EH du quadrilatère GHEF; menez DI 
qui rencontre AB en K , on aura 

AB =r= l 5 G K r = l o E K . 

339. Toutes les circonférences ayant leurs centres sur 
une même droite et coupant à angle droit une circonfc-
1 ence donnée ont même axe radical ; et toutes ces circonfé-
rences prises deux à deux, et la circonférence donnée, ont 
même centre radical. ( M A N J V H E I M . ) 

340. Soient donnés un angle trièdre de sommet S et 
un point fixe O par lequel on mène un plan coupant les 
faces de l'angle suivant le triangle ABC; trois parallèles 
aux côtés du triangle et passant par le point O partagent 
ce triangle en trois parallélogrammes et trois triangles; 

, Yâ, V3 étant les volumes de trois pyramides ayant pour 
bases ces parallélogrammes et S pour sommet commun, 

la somme ^̂  est constante, de quelque manière 
Vi V2 >3 

qu'on mène le plan coupant par le poit fixe O. ( M A N T Î H E I M .) 

SUR ISE TRANSFORMATION DE LA FORMULE DE THOMAS 

SIMPSON 
(voir t. X U I , p. 323). l 

Soient Ml , Ma, M3,. . . , des points en nombre 
impair pris sur une courbe plane ne présentant dans cet 
intervalle aucun point singulier. Menons les ordonnées 
rectangulaires M j A j , M^Aj, M g A j , . . . , M̂ n̂ ^ ^in+i-
Supposons que ces ordonnées soient équidistantes. 

Notations, 

M, A, = M, A , = j , , 

M, A;, ~ , . . . , J k^n-^i — X-iu-^i, M . / i - f - s A Ï / H - J = E î 

A, Ao = A; A3 — A3 Â  . — A-7,-+-j = 
1 9 . 



( ) 
^ J p = somme de tous lesjK q^î ont un indice pair; 

^ = somme de tous lesj^ qui ont un indice impair; 

P ' = aire du polygone formé par les cordes M^ M j , 
Ms M s , . . . , M2„+2 M2„+35 par les ordonnées extrêmes e, E 
et par la partie A, Â +̂z de Taxe intercepté entre ces 
ordonnées ; 

P = aire du polygone formé parles cordes M1M3, MaM^, 
M5 M 7 . .5 Min+i M2„4.3, par les ordonnées extrêmes E 
et par la partie de l'axe A j Â +̂z interceptée entre ces or-
données ; 

S = aire du quadrilatère mixte formé par Taire cur-
viligne Ml Mg . . . , les ordonnées extrêmes e , E 
et Taxe Al As^^g. 

On a évidemment 

P ' — P h 

d'où 

^ ^ 3 - 3 

Par la formule de Simpson, on a 

donc 
P ' — p 

{*) Voir t. XIII, p. 325. 
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Cette formule a été donnée par M. Saigey {Géométrie 
élémentaire, p. 245). M. Piobert l'a indiquée explicite-
ment (t. XIII, p. 327, § 3), mais ne s'y est pas arrêté , 
parce que cette formule présente les mêmes inconvénients 
que celle de Simpson , donnant absolument les mêmes ré-
sultats, et il indique des formules qui font disparaître 
en partie ces inconvénients. 

On sait d'ailleurs que les fornmles qui servent à cal-
culer l'aire d'un cercle servent également pour le calcul 
du périmètre. 

Les raisonnem< nts qu'emploie M. Saigey pour parvenir 
à la formule sont Irès-élémentaires, mieux appropriés 
peut-être à l'enseignement que ceux de Simpson. 

NOTE SUR LA SOMMATION DE CERTAINES SÉRIES; 
PAR E . c a t a l a n . 

Soit F (/¿) une fonction entière de n égale au produit 
de quelques-uns des p fadeurs -f-1, « -f- 2, /z -h 3, . . . , 
(n -h p — i)' Soii / («) une autre fonction entière de//, 
première par rapport à F (/z), et dont le degré soit de 
deux unités au moins inférieur au degré de F [n) (*). 
îlne remarque fort simple, et qui à raison même de sa 
simplicité n'avait peut-être pas été faite, permet de som-
mer irès-aisèment la série dont le terme gcuéral est 

Pour le faire voir, prenons un cas particulit 1, cL })ar 

exemple, 
n- — 3/^-4-7 

~ -f- 1) (/2H- ^ { n -h 4 )' 

(*) Sans rpltp dernière ciMidition la série ne pas conve-rij'̂ (e. 
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Au lieu de décomposer, par la méthode connue, i/„ en 

fractions ayant pour dénominateur les facîeurs ri, Ai -f- i , 
n -4- 3 , n -h 4 , posons 

^ A B 

/7(7i -i- i) (/2 « ) (fi -4-1)(/? -f-T) 

_ _ c , D 

-h 3) (w 

A , B, C , D étant des constantes. 
Pour les déterminer, chassons les dénominateurs et 

faisons, successivement, 

n — o, 71 ~ — I , n — — 2 , n — — 3. 

Nous trouverons 

I l = : 6 A — 6 B , 

o = : — 4B-+-4C, 

~ 25 =:6C — 6D; 

puis 

(3) A--^-^, 
^ ^ 4 4 12 ^ ^ 

Soit actuelliment 

s„ = Ux 4- «2 -f-. ^ . 4- Un ; 

c'est-à-dire 

(* ) Sans qu'il soif nécessaire d'insister sur ce poiat, on voit bien, d'a-
près ia manière dont les inconnues A, B, C, D s'enchaînent dans les 
équations ( i ) , que, dans tous Les cas, la dccomposiiion cssnyéc sera possible, 
^'î possible d'une seule manière 



(3) 

( ) 

i ^ « ( « + ® « V + T ) 

Mais (et c'est là la remarque à laquelle nous faisions 
allusion en commençant) 

\ n // -4- I 

I 

' /? -H I 
donc 

[ r + B ( - - ] ^ 
\ n i I \ 2 /z + I / \ 3 n -h I 

\4 
4-

(4 ) Sn A ^ B f̂- c: -h ~ D — ( A -f B -f- c D} • 

Par suite, 

(5 ) lim S„ — A 4- - B 4- C 4- 7 D. 
2 3 4 

En remplaçant les coefficients parleurs valeurs, on trouve 

'•t HM S„ = P . 
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S O L U T I O N D E L A O U E S T I O N 5 1 6 

(TOir page S-2); 

PAU M . L É O N D U R A N D , 

Élève au petit séminaire d'iseure. 

Toute progression arithmétique où la raison et le pre-
mier terme sont premiers entre eux, renferme un nombre 
infini de termes premiers à un nombre donné quelconque. 

( J A C O B I . ) 

Démonstration. 

k z=: a xr 

est un terme de cette progression dont le premier terme 

est a et la raison r. 

Soit a le produit des facteurs communs à a et au nom-

bre donné p \ 

Sohp' le produit des facteurs premiers de p qui ne di-

visent point a. 

Si S représente un iiombre premier avec ex. et plus petit 

que lui , (na -f- o) sera premier avec a. 

Si donc on fait 

X -sn [n a. + t) j/ , 

aloi's 

X- ~ « -h ( /y a -f- 6 ) /?' r, 

et/c sera pi eniier a vccp ; car un facteur premier zs commun 

s\p el h k. ou bien divisant a , diviserait a , mais non 

[na-\-è)p' r^ ou bien, divisant^', diviserait ( « « + 

mais non a. 

Or n est un nombre quelconque , j'en conclus pour A" 

une infi^nité dc valeurs. 
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Note. M. Dirichlet a démontré que toute progression 
arithmétique dont le premier terme et la raison sont pre-
miers entre eux renferme une infinité de nombres pre-
miers. Si l'on admet que toute progression arithmétique 
dont le premier terme et la raison sont premiers entre 
eux renferme au moins un nombre premier, le théorème 
de M. Dirichlet découle immédiatement du théorème de 
Jacobi. Il suffit de prendre pour p le produit de tous les 
nombres premiers renfermés dans la progression a + xv 
et de considérer la progression 

on conclurait que les termes de cette dernière progression 
n'ont aucun diviseur premier de la forme a -h xr^ et qu'en 
conséquence celte progression ne renferme aucun nombre 
premier, contrairement au principe admis. Il n'existe 
donc aucun nombre p qui soit le produit de tous les 
nombres premiers renfermés dans la formule a + xr\ ces 
nombres premiers sont donc en nombre illimité. 

(PÉPIN S . J . ) 

SOLUTION DE LA QUESTION 3 2 0 
( voir p. 53) ; 

P A R M . G E O R G E B E R T R A I N D , 

Élève du collège Rollin (classe de M. Suche! ). 

Soit 

y étant le prix total et x la profondeur du puits j augmen-
tant de ù^x cette profondeur, le prix augmentera de ù^y. 

Le volume enlevé est proportionnel à A x , puisque la 
largeur du puits reste constante. 
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Donc 

Ajr =z ¿^x.jc .a y 

X étant la profondeur du puits à ce moment et a le prix 
payé pour enlever un volume de déblais ayant pour base 
la section du puits et pour hauteur l'unité. 

Cette égalité sera vraie à la limite et Ton aura 

d'où 

r ^r 
lim — == ax, 

Ax 

y = + 

pour X = o , = o , donc 

C = o. 

Pour creuser un puits de 60 mètres, le prix est 100 

francs, donc 

60̂  

ou 

1 
78' 

le puisatier s'arrclant au bout de 3o mèlrcs , on a 

I 3ô  

Donc le puisatier devra recevoir 25 francs. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 526 (PROUHET) 
( voir page 329 ) ; 

P A R M . H I P P O L Y T E P L E S S I X , 

Élève du collège Rollin (classe de M. Suchet), 

E T M . A . R O U S S I N , 

Élève du lycée Bonaparte (classe de M. Bouquet). 

Si les racines d'une équation du troisième degré sont 

les racines de la dérivée sont rationnelles. 

En effet, une équation du troisième degré admettant 

les racinesp"^^ q'^ipq sera delà forme 

( L ) Q ) ' X-̂  { P ' Q ' L P ' Q -4-2/?RY^) X + K O . 

Alors réquation dérivée sera 

et les racines de cette équation seront 

- ^ 

Pour prouver que ces racines sont rationnelles, il n'y 

a qu'à prouver que la quantité sous le radical est un carré 

parfait. Or cette quantité égale 

p' — i p ' q -f- Zp' — 'iprf 4- q', 

polynôme qui est le carré de [p^ — pq 4-

Donc les racincs de Féquation ( 2 ) sont rationnelles. 

Note du Rédacteur, M. Tabbé Sauze, S. J., professeur 

au collège Sainle-Marie à Toulouse, donne la mcme so-

lution. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 328 
(voir p. 230) ; 

P A R M . J O Z O N , 

Elève (le Lof̂ ique (Sciences), lycée Louis-le-Grand 
(classe de M. Lecaplain), 

E T M . E . G I L L O T I N , 

Élève du collège Rollin (classe de M. Suchel) (*). 

Connaissant la somme de deux nombres et le produit 
de la somme de leurs carrés par la somme de leurs cubes, 
trouver CCS nombres. 

Si X et J sont les deux nombres inconnus, m leur 
somme et p^ le produit de la somme de leurs carrés par 
la somme de leurs cubes, il suffit, pour résoudre la ques-
tion, de trouver les solutions des deux équations 

( i ) = 

( 2 ) + 

Pour cela, de l'équation (i) je tire 

j 2 — 2 JTJ , 

.r̂  y ^ =z w^ — 3 (.r + r ) == nr — 3 mxy. 

Remplaçant dans Féquation (2) o ; - 4 - r ' ) ^ 
par leurs valeurs, on obtient Féquation 

p^ = rn^ 6 m — 5 m^ xy. 

Si Fou prend xy pour inconnue, Féquation se trouve ra-
menée au second degré, et on tire pour xy la valeur 

I ^ ) — ^ — T T : : : 

M. Perret, professeur dc physique au lycée dc Périgueux, ramène la 
bohitioii â la sommation dos racines d une équation du deuxième degré. 



( ) 
Je connais ainsi la somme et le produit des nombres x 
et J . Ces deux nombres sont donc les racines de Féqua-
tion 

iVoii 

5 m^ ± Sj m"^ -h 24 mp' 
rnz H C. q , 

1 2 / 7 2 

3 m^ztl sj— 6 m ' — m* zç.3m y/w® 24 fnp^ 

6 m 

Les quantités m et p étant positives , pour que les valeurs 
de z puissent être réelles, il faut prendre le second ra-
dical avec le signe Si alors je suppose que x soit le 
plus grand des deux nombres proposés, j'aurai 

et 

6 m 

— — 6m^ 4- -f- 24 mp^)3m 

6 m 

Discussion des valeurs de x et de j [*), 

Pour que les valeurs trouvées pour x et y convien-
nent , il faut et il suffit qu elles soient réelles et posi-
tives. 

Pour qu elles soient réelles, il faut et il suffit que Ton 
ait 

3 m sjm^ -h 24 mp̂  

ou bien 

9 m" -h 216 m^p^^ 36/72% 

ou enfin 

Sj?'^ mK 

C*) (̂ ette discussion est de M, Jozon 
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Je suppose maintenant que m^ soit toujours plus petit 
que 8 Dans ce cas, la valeur de x est réelle et positive, 
celle de y est réelle. Pour qu'elle soit positive, il faut et 
il suffît que Ton ait 

sj— -f- 3/72 yZ/w® + 24«¿/^S 

ou 

^ 3 / 7 2 - 4 - 2 4 / 7 2 / ? % 

ou enfin 

Ainsi donc, les valeurs trouvées pour J: et convien-
dront toujours, quand on aura à la fois 

8/?̂  > e t 

et ne conviendront jamais quand Tune de ces conditions 
ne sera pas remplie. 

Si l'on suppose p constant, la plus grande valeur 
qu'on puisse donner à m^ est donc 

//z'' — 8 p̂  

et alors la quantité sous le radical s'annulant, 

X —y = — î et la plus petite valeur qu'on puisse don-

et, dans ce cas, x = m et y = o. 
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SOLUTION DE LA QUESTION S29 
(voir page 230) ; 

P A R M . A . F I N O T , 

Élève du collège Rollin (classe de M. Suchet). 

Dans une progression géométrique de quatre termes, 
on donne la somme des antécédents et la somme des con-
séquents, trouver ces termes sans opérer d'élimination. 

Soient a y b y c y d\es termes, on a 

a b c 

je f a i s 

a b -h c ~ m , h c (l — n y 

m et n sont des nombres donnés. 
I®. D'après les théorèmes connus sur les rapports 

égaux, nous avons 
abc n m^ 

et 

• (J nr — n^ 

de plus 

et en ajoutant les termes de ^ = ^ ? 

b-\- cl n 
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d'où 

a -h c — b — cl m —n 

b ^d ' 

d'ailleurs 
m — n b — c 

n c 

nous pouvons donc ajouter au rapport précédent les 
termes h — c et c , ce qui donnera 

a — d c — b — c b a — d m — n 

Divisons (i) par (Î̂ ) , il viendra 

n —n^) m'^mnn^ 

d h^ {m — n^ ' 

d'où finalement 

et 

b = 

-j- mn -h 

nni^ 

m' 4- mn 4 - n-

m^n 

m' 4- mn 4 - n' 

nr 

car, la raison 

4- mn -f- n' 

m 

Note du Rédacteur, M . F a b b é Sauze et M . Jean M o -

lard, étudiant, prennent x pour premier terme, et l'on a 

m -ir n =z X 

d'où 

( n n? n^ n n^ \ 
I H H — 4 - — : H h 

\ m m^ m^ m m^ / 

ni- 4- 72' 4-
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SOLUTION DE LA QUESTION SÔO 
(voir page 230) ; 

PAR UN ABONNÉ (*), 

ET M . JE A N MOLARD, 
Étudiant. 

En employant les notations de M. Lebesgne, on a, 

pour les deux dernières racines, 

Il faut donc vérifier que 

OU, en observant que = — qi— r, 

= (1293 -f- 81 r')/' + 108 + 

Cette équation est identique. 

Note du Rédacteur. M. J. de Virieu ^ régent à Saumur, 

ramène aussi la solution à une identité, directement sans 

vérification. Incessamment une démonstration générale 

de M. Brioschi, fondée sur cette magnifique propriété que 

deux racines quelconques d'une équation algébrique sont 

des fonctions rationnelles de toutes les autres racines, et 

qu'on lira avec admiration, du moins qu'on pourra lire 

en septembre. 

(*) La formule donnée à la page 23o contient une faute typographique : 
on doit lire 4 ' ' a« Heu de 4 27 r-. 

Ànn. de Mathémat., t. XV. (Août 18.̂ 6.) ao 
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GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 
L E T T R E SUR L E P R O B L È M E : 

Trouver nne droite qui rencontre quatre droites données, 
PP.KCÉDÊE N'VNE OBSFRVATIOK AU R É D A C T F I ' R ; 

PAR M. A. CHEVILLARD, 
Profosseiir de Matliématiqnes et de Géométrie descriptive. 

Monsieur le Rédacteur, 

Vous avez raison de dire qu'Olivier n'a fait qu'intro-
duire en géométrie descriptive une mélliode employée 
depuis longtemps dans les épures de charpente. On a dit 
de meme que Monge, en créant la géométrie descriptive , 
n'avait fait que généraliser des procédés connus bien 
avant lui des charpentiers et des tailleurs de pierre. Il s'a-
git donc seulement entre nous desavoir si l'innovation (*) 
d'Olivier est utile à la science du dessin. \ ous, monsieur 
le rédacteur, vous dites à peu près non Les prati-

ciens, forts de leur expérience journalière, affirmentle con-
traire. Pourque vos lecteurs puissent choisir entre ces deux 
opinions opposées, il est bon de leur rappeler que toutes 
les écoles industrielles ont adopté les idées d'Olivier 
qu'en i85o, l'école théorique par excellence, c'est-à-dire 
l'Ecole Polytechnique, introduisait ces idées dans son 
programme. x\ussi dès lors propose-t-on dans les concours 
annuels des questions dont la solution exige, le plus sou-

(*) Je nie l'innovation, Monge et Olivier! quelle terrible comparaison! 
T M . 

{**) J'ai dit, au contraire, que les changements de plans sont souvent 
très-utiles, môme indispensables. Mais cette utilité ne date pas d'Olivier. 

T M . 

Qui inspectait ces écoles. TM. 
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vent, des changements de plan. Au lieu de laisser au choix 
du candidat les dimensions et la position de corps dont il 
doit construire l'intersection, on lui détermine par des 
nombres les éléments de la question. 

Dira-t-on que les questions des premiers concours ont 
été données sous l'influence d'Olivier? (*) Je répondrai 
que l'Ecole Polytechnique persiste aujourd'hui avec rai-
son dans les mêmes errements ; car elle a maintenu 
les changements de plan dans son programme et continué 
de proposer siir cette méthode des questions dont vous 
avez publié annuellement les énoncés en les accompagnant 
le plus souvent d'éloges. Je n'en citerai qu'un exemple 
remarquable tiré du concours de i854 : 

(( Une calotte sphérique creuse repose par sa base sur 
)) le plan horizontal 5 le rayon extérieur de cette base est 
)) de o"", 10, le rayon intérieur est de o"^,o35. La hauteur 
)) de la calotte mesurée jusqu'à la surface extérieure est 
» de o '̂̂ oS. Parle centre de la base, on mène une droite 
» parallèle à la diagonale d'un cube dont une face serait 
)) sur le plan horizontal et une autre sur le plan vertical ; 
» puis on prend cette droite pour l'axe d'un cylindre dont 
)) la section droite serait un cercle de o"',o3 de diamcitre. 
» Cela posé, on veut connaître l'intersection de ce cylin-
» dre avec les deux surfaces sphériques qui limitent la 
)) calotte creuse, ainsi que la tangente eli un point quel-
)) conque d'une de ces courbes. On construira, en outre, 
)) le développement de la surface cylindrique du solide 
» commun aux deux corps. » 

Enfin, si toutes ces raisons, qui font suite aux raisons 
théoriques insérées en mai dernier, étaient encore regar-
dées comme insuffisantes, je pourrais placer la méthode 

Ĉ ) Oui TM. 

C") C'est une erreur. TM. 
20. 
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des changements de plan sous la recommandation d'un 
nom dont vos lecteurs ne déclineraient pas la compétence, 
je veux parler de M. Bardin, dont votre journal apprécie 
si bien le talent , et qui, sous le nom de projections auxi-
liaires, n'a cessé d'enseigner la même méthode 

En terminant, je crois devoir m'associer entièrement 
au regret que vous manifestez en ces termes dans le nu-
méro de janvier i855 : « On cherche avec raison à ré-
pandre et à populariser cette langue universelle qu'on 
appelle le dessin. Pourquoi cette langue est-elle exclue 
des concours universitaires? » Et je crois être conséquent 
en déclarant n'entendre aucunement l'observation que 
vous faites en mai i856, à savoir qu// faut employer 
avec économie,éviter même, autant que possible, les chan-

gements de plans car les personnes qui connaissent 
la théorie de la transformation des projections savent 
bien à quelle grande classe générale de problèmes cette 
méthode doit s'appliquer, sans rien de vague ni d'indéter-
miné (mai, pagò 202), et qu'elle est, au contraire, des-
tinée à produire l'économie en même temps que la visibi-
lité des constructions graphiques. 

1. Quand la solution d'un problème ne dépend pas de 
la position particulière de ses données, on évite la com-
plication des théories et surtout l'emploi des courbes 
auxiliaires par la méthode d'Olivier. Il faudrait se procu-
rer les mêmes avantages pour les problèmes dont la so-
lution dépend principalement de la position des données. 
C'est pour ce cas, heureusement bien moins utile que 
1]autre, que le dessinateur est livré à ses ressources per-
sonnelles , faute de règles assez générales. Je citerai seu-

(*) Nous publierons incessamment les observations de M. Bardin, qui 
doit savoir mieux que personne ce qu'il etiseigne. TM. 

(**) Je ne vois aucune connexion entre ce regret que j'exprime encore 
aujourd'hui et les changements de plans de projection. TM. 
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lement l'ellipse à projections droite et circulaire (*) , la 
sphère inscrite aux surfaces de révolution développables 
ou non, comme d'excellents moyens de simplification 
[Géométrie descriptweàeM. Adhémar) aussi avantageux 
que peu répandus. Mais, pour résoudre la question qui 
fait l'objet de cette Note , je dois rappeler d'abord les pro-
blèmes suivants : 

I Déterminer le contact d'un plan quelconque pas-

sant par une génératrice rectiligne de surface gauche 

doublement réglée S , avec cette surface donnée soit par 

trois directrices droites, soit par deux directrices droites 

avec un plan directeur^ problème résolu sans tracé de 
courbe à F aide de la double génération rectiligne (Leroy, 
Olivier, etc. ). Simplification remarquable si S est de ré-
volution. 

Le même problème est résolu pour une surface gauche 
quelconque par l'emploi de Fhyperboloïde et mieux du 
paraboloïde de raccordement sur la génératrice donnée. 

Circonscrire un cône de sommet m ou un cylindre 

de direction R à une surface gauche doublement réglée 

S. On sait que la ligne de contact est une conique dont le 
plan est polaire de m ou conjugué à R. On déterminera 
trois points de ce plan à l'aide de trois plans passant par 
trois génératrices rectilignes et par m ou parallèlement 
à R et dont on cherchera les contacts 1 , 2 , 3 (i®). On 
déterminera ensuite divers points de la conique de con-
tact par les rencontres de diverses génératrices de S avec 
le plan i , 2, 3. Ainsi, pas de courbe auxiliaire pour dé-
terminer chaque point de la ligne de contact et, à la ri-
gueur, même avantage pour une surface gauche quelcon-
que, si Fon veut s'en préoccuper. 

(*) C'est-ii-dirc dont une projection est une droite et Taiitre un cercle. 
iM. 
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Jusqu'ici ces questions sont connues comme je l'indique, 

quoique dans un sens évidemment moins pratique-, mais 

je ne sache pas qu'on en ait profité pour résoudre, sans 

courbes à tracer, les trois problèmes suivants : 

2 . Mener par une droite D un plan tangent à une 

surface gauche doublement réglée S et déterminer les 

contacts x et y. 

Construisez le plan i , de la conique de contact 

d'un cône circonscrit à S par un point m de D (n® i , 2®). 
Les points x , y seront dans ce plan. Construisez le plan 
6 , 7 , 8 de la conique de contact d'un cône circonscrit à S 
par un point n de I), plan qui contiendra encore x et 
Ces deux points seront donc à l'intersection E des plans 
1 , 2 , 3, 6 , 7 , 8 j D et E étant, comme on sait, deux 
droites polaires conjuguées, un troisième plan correspon-
dant à un nouveau point de D ne servirait à rien. L'un 
des plans 2, 3, 6 , 7, 8 peut être fourni par un cy-
lindre de direction D ciiconscrit à S. 

Cela posé, reste à trouver les intersections o:, r , de E 
avec S. Procurez-vous deux nouveaux points 4 et 5 de la 
conique 1 , 2 , 3 (n^ 1). Par deux changements de plans 
de projection auccessifs, rabattez sur le papier les points 
I, 2, 3, 5 et la droite E. La question sera ramenée à 
trouver l'intersection d'une droite E avec une conique 
donnée par cinq points i , 2, 3, 4 ? Si l'on joint deux 
quelconques de ces cinq points aux trois autres , on for-
mera deux faisceaux dont les rayons divisent homogra-
phiquement la sécante E en six points conjugués deux à 
deux. Les points doubles de cette division homographique 
sont précisément x et j . Il n'y a aucune difficulté à les 
obtenir, puisque ces six points sont en i;ivolution [Géo-r 
mélrie supérieure de M. Chasles). Si donc on trouve que 
ces points doubles sont imaginaires , on en conclura que 
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le p r o b l è m e est impossible , parce que D ne rencontre pas 

S . O n sait d 'a i l leurs que la réciproque est vraie. 

3 . Trouver les points ou une droite D rencontre une 

surface doublement réglée S . 

C h e r c h e z le contact x d ' u n seul p lan langent mené à 

S par D (n® 2 ) . Les deux génératrices rectil ignes qui pas-

sent par X et sont dans le p lan x J ) rencontreront D aux 

points cherchés. L e second plan tangent qu 'on peut m e -

ner à S par D fournira i t évidemment les deux points p r é -

cédents , S étant d u deuxième degré. Si x est sur 1 ) , cel le-

ci est tangente à S en ce point . Si x n 'existe p a s , D ne 

rencontre pas Sw 

Etant donnée u n e projection d ' u n point d 'une surface 

doublement rég lée , on pourra toujours trouver l 'autre 

project ion sans tracer de c o u r b e ; solution qui se simplif ie 

( onsidérablement dans b ien des c a s , surtout quand S a 

un p l a n directeur . 

4 . Tromper une droite qui rencontre quatre droites 

(juelconques données sans tracé dc courbe (*). 

Soient A , B 5 C , D les quatre droites données. O n con-

cevra l 'hyperbolo ïde à une nappe S déterminé par A , B , 

C . O n cherchera les points x , où D rencontre cet h y -

perboloïde , et c o m m e ces points auront été trouvés chacun 

par une génératrice de S (n^ 3) savoir G et G ' , ces deux 

droites rencontreront donc A , B , C , D ; d 'où deux so lu-

tions. 

L ' h y p e r b o l o ï d e A , B , D fournira i t encore deux solu-

tions, etc.-, en tout h u i t solutions se réduisant évidemment 

aux deux premières . Sans discuter ce p r o b l è m e , je ferai 

seulement r e m a r q u e r que si la quatrième droite D était 

génératrice de l 'hyperbolo ïde A , B , C et de même système 

C) M. Gruiiert a donné une solution analytique dc ce problème {r^nu-

i elles Annales, X, X l l l . p. 117). 



( ) 
q u e ces trois droi tes , i l y aurai t une inf inité de solutions. 

L e s détails de r e x é c u t i o n d 'un parei l le épure ne p e u -

vent trouver place i c i . P o u r être c o m p r i s , on devra p a r -

tager le travai l en plusieurs parties désignées chacune par 

u n e c o u l e u r part icul ière. L ' h a b i t u d e du dessin graphique 

suggérera de grandes simplif ications, m ê m e dans le cas le 

p lus général . 

THEOREME C05ÍCERMNT ftllATRE CONIQUES INSCRITES 
DANS LE MÊME OUADRILATÈRE ; 

P A R M . E . D E J O N Q U I È R E S . 

1 . THÉORÈME. Soient C , C , 2 , quatre coniques 

inscrites dans un même quadrilatère ; m , m ' deux des 

points d'intersection de 2 avec C et C respectivement 

et n Vun des points d'intersection de avec C. Si Von 

décrit la conique U qui est tangente aux quatre côtés 

du quadrilatère et à la corde m'n, et qu on fasse rou-

ler cette corde sur la conique U jusquà ce quelle passe 

par le point m, ce qui donne lieu à deux positions dis-

tinctes , cette corde, dans chacune de ces deux posi-

tioTiSj passera par l'un des points d'intersection de 

et de a . 

2 . P o u r démontrer ce théorème , j e remarque d 'abord 

que si Ton t r a n s f o r m e , par voie de dualité, la p r o p o s i -

tion q u i fait l ' ob je t du n® 7 S 7 de la Géométrie supérieure, 

on obtient la suivante qui en est la corrélative: 

Etant données trois coniques inscrites dans le même 

quadrilatère, si une corde de longueur variable roule 

sur Vune d'elles, tandis que ses extrémités glissent sur 

les deux autres respectivement, les tangentes à la pre^ 
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mièra conique, menées par ces deux extrémités, se cou-

pent sur une quatrième conique inscrite dans le même 

quadrilatère que les trois autres, 

3 . Ce la p o s é , soit désignée par M la tangente m ' n à 

la conique U , et soit N u n e tangente à la même conique 

menée par le point m, N coupera la conique 2 ' en deux 

points n', n ", N e nous occupons que de celui de ces deux 

points qui est situé dans la région de la conique S ' o ù 

serait nature l lement amenée l 'extrémité n de la corde v a -

r iable m^ n y q u a n d on la fait rouler sur U et gl isser en 

m ê m e temps sur S et YJ jusqu'à ce qu'el le v ienne passer 

p a r le p o i n t m , c o n f o r m é m e n t à l 'hypothèse ; et soit n ' 

ce p o i n t . 

L a droite M a ses extrémités m'\ n situées sur S et S ' 

respect ivement , et la droite N a ses extrémités m et/z ' 

sur ces deux m ê m e s coniques respect ivement. C e s deux 

droites sont tangentes à la conique U : d o n c , en vertu de 

la proposit ion auxi l ia ire rappelée ci-dessus (n® 2 ) , le 

point de concours i des tangentes à cette conique m e -

nées par les deux points m' et n, et le point de con-

cours i' des deux tangentes à la m ê m e conique menées 

p a r les deux points m et n', sont sur une s ix ième c o -

n i q u e U ' inscrite dans le m ê m e quadri latère que les coni-

ques données . 

A c t u e l l e m e n t , considérons les droites mi'eini ' .^ elles 

s o n t , par construct ion , tangentes toutes deux à la c o n i -

que U . Les extrémités de la première sont les points m 

et i' situés respect ivement sur C et U ' ; cel le de la seconde 

sont les points n et i situés respect ivement aussi sur les 

deux mêmes coniques C et U ' . D o n c , en ver tu de la pro^ 

posit ion déjà c i tée , les tangentes à U , menées par leurs 

extrémités , doivent se couper d e u x à deux sur une m ê m e 

conique inscri te dans le m ê m e quadri latère que les c o n i -

ques données. Ces tangentes sont , d 'une p a r t , mn' et i'n' 
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qui se c o u p e u l en n'^ e t , d 'autre p a r t , /¿m'et ¿rn' qui se 

coupent en m ' . O r m ' a p p a r t i e n t , par h y p o t h è s e , à la 

conique C \ donc enfin n' appart ient aussi à cette conique. 

c. Q. F. D. 

4 . L e quadr i la tère d u théorème général (n" 1 ) peut 

être u n para l lé logramme. Si ce p a r a l l é l o g r a m m e devient 

i m a g i n a i r e , les deux sommets , considérés c o m m e deux 

centres dliomologie, subsistent et conservent toutes leurs 

propriétés . Dans ce c a s , ils sont les foyers c o m m u n s des 

coniques données ( v o i r Traité des propriétés projecti-

les). L a proposi t ion (n̂ ^ 2 ) et le théorème général (n® 1 ) 

subsistent également . S e u l e m e n t i l faut a jouter que si 

deux des c o n i q u e s , C et C p a r e x e m p l e , sont de m ê m e 

espèce (ellipses ou h y p e r b o l e s ) , les d e u x autres 2 , sont 

nécessairement d'espèce di f férente des premières ( h y p e r -

boles ou e l l i p s e s ) , sans quoi les points d ' intersect ion m , 

/7z', 71, 7i' seraient imaginaires . 

5 . Les points //i, m' seront alors désignés sous le n o m 

de points correspondants, et de m ê m e les points îi et n'. 

L e théorème général prend ainsi l ' énoncé s u i v a n t , qui 

a été donné p o u r la première fois sans démonstrat ion par 

M . C h a s l e s , dans u n e c o m m u n i c a t i o n faite à l ' A c a d é m i e 

des Sciences le j u i n 1846 au sujet des coniques h o m o -

focales : 

Si Von prend sur deux coniques deux systèmes de 

points correspondants n i , m ' et n , n ' , les deux droites 

m n ' , m ' n sont tangentes à une même conique liomofo-

çale aux proposées. 
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SllR L'ÉVAllIATlOîi D'UNE FONCTION ALGÉBRIQUE FRACTIONNAIRE 
La Tariable étant racine d'une équation algébrique donnée ; 

D APRÈS G A U S S . 

Ma. noua, integr. Coiï\rn. Goltinj;. vol. III, i8i4-i5, pages 39. 

I . 
Soient Z , trois fonctions entières de z\ on de-

mande quelle fonction entière on peut substituer à la 

fraction -5 telle qu'en y substituant pour z une racine de 

l 'équation = o , on trouve la même valeur qu'en sub-

stituant cette racine pour z dans l 'expression fraction-

. Z 
naire 

Soient h le degré de ^et k' le degré de ; on suppose d'ail-

leurs que ^ et n'ont pas de facteur c o m m u n , de sorte 

Z 
que la fraction - ne peut devenir inf inie: ce qui aurait 

l ieu si l 'on substituait une racine commune à Ç et à 

Faisons sur Ç et les opérations de la recherche du 

plus grand commun diviseur-, on aura cette suite d'équa-

tions : 

t!" 

Les ^ à partir de sont les résidus des divisions, fonc-
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l ions entières dont le eoeflScient d u premier terme est 

l ' u n i t é ; et soient A''', A*' ' , . . . , les degrés successifs 

de ces résidus. C e s n o m b r e s A, k'^ k̂ ""̂  vont t o u -

j o u r s en décroissant et enfinA^'"^ = o ; P-iP^'i p^""'̂ ^ 

sont des fonct ions entières de z de l 'ordre k — k\ k'—F, 

k̂ ^ — k'̂ ^ -, les X sont des n o m b r e s , et = i ; car le der-

n i e r reste doit être l 'uni té puisque les fract ions n ont pas 

de d iv iseur c o m m u n ; si A' > A , i l faudra faire p = o. 

F o r m o n s une seconde série de fonct ions entières de z^ 

en changeant dans les équations ( i) les ^ en 'n et supposant 

>7 I , yj' = o ; on aura 

I Y!' —\n — pr! y 

n — k 71 — p ^ 9 

„ I V f' J" 73 A 7] — p ^ t 

„V 

u est évident que rĵ ' = X, par conséquent est d 'or-

dre n u l ; que r:"' = — p'I.^ donc n'" est de m ê m e ordre 

que c 'est-à-dire de l 'ordre A' — Â ;̂ est de même 

ordre que p" c ' e s t - à - d i r e de l 'ordre 

— + k' — k" Z=lk' ^ k'\ 

O n trouve de m ê m e que rŷ  est de Tordre /c' — A» ,̂ et ainsi 

de suite jusqu 'à qui est de l 'ordre A' — 

Considérpns cette troisième série de fonctions 

on a év idemment les relations 

^Cy,'" -•Cri') - p' {t" - ) . 
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11 est évident que 

donc — e s t divisible par de même — 

— ^r/"", Chacune de ces fonctions élant divisible 

par il s'ensuit que la racine de substituée dans ces 

fonctions les annule ^ donc la dernière fonction 

devient nulle en remplaçant z par une racine de = o 5 

donc il en est de même de 

Ainsi la substitution de la valeur de z dans^donne le 

même résultat que si on la substitue dans la fonction en-

tière z Ti^^^ ; c'est ce qu' i l fallait trouver. 

I I . 

Nous avons vu que Zr^'"^ peut remplacer mais il suf-

fit de prendre le fésidu de la division de ir^^^ par à 

cet ef fet , posons les équations 

Z -C -4 -Z ' , 

7f'= q^^' 

O U 

Z' est le résidu de la division dc Z par i:', 

7J' » Z ' p a r ^ , 

etc. 
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O r TJ est d ' u n ordre i n f é r i e u r à l 'ordre de infér ieur à /r', 

Tj" est d ' u n o r d r e i n f é r i e u r à celui de infér ieur à \ 

et al lant de suite , est d 'un ordre in fér ieur à c'est-

à-dire à i . D o n c 

ZC^^zrro; 

ainsi 

Z rr + q" Xl' -4- q" 'C q'^ -h • . -i- q^^'^ • 

E n posant 

C = o , 

on a 

Q — Qr. y Ç — Çrj ^ . . . , u — ^yj 

( voir ci-dessus) ; d o n c , avec la m ê m e c o n d i t i o n , 

on a 

it:=:=:q"-n" A-q"'n"' -^q'^'r/'' q^'^^ 

O r z ' est d ' u n ordre infér ieur à h' : q '̂ est donc aussi 

d ' u n ordre in fér ieur à h' \ mais est d 'ordre V \ q" est 

donc d ' u n ordre in fér ieur à k' — k" -, mais r," est d 'ordre 

n u l : donc q"r]" est d 'ordre in fér ieur à A', est d 'ordre 

in fér ieur à A ", et de m ê m e q "̂ \ mais est d 'ordre U" '. 

donc q^" est d 'ordre infér ieur à A^'— V " n'" est d 'ordre 

k ' — y^: donc q '^n ' ' est d 'ordre infér ieur à k ' — k'^, et 

on démontre de m ê m e que tous les termes sont d 'un ordre 

i n f é r i e u r à A'. 

Si l 'équat ion 

a des racines rat ionnel les , il est plus facile de substituer 

Z 
immédiatement ces valeurs dans - et dc débarrasser 
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(le ces racines ; le degré de la fonction équivalente sera 

moindre alors que si on laisse subsister ces racines ra t ion-

nelles. 

m. Applications. 

^ ^ 5o , 283 , 25G 
7 rr'. I __ , 

. o 5 , 3 i 5 . 3 5 

i 3 ï 4 3 4 - 9 

Posant 

on a 

i 3 " 1 4 3 " 4 - 9 " 

et 

2 5 6 

Ç ~ 1225 
D i v i s a n t p a r z , on a 

21 i o 5 , 3 5 

i 3 1 4 3 4 ^ 9 

^ donne p o u r quot ient 7 et p o u r résidu 

donc 

a i n s i 

4 2 / ^ 1 0 5 \ 

11 I I 4 ^ t» 

1 1 3 3 

i 3 i 3 



{ 3 2 0 ) 

e l , continuant de même, on trouve 

3 4 7 ' 9 

, _ : 4 7 , 
Ç - I , A - y > 

, 4 7 ' Q , 3 3 3 3 

' 4 7 , , , 7 7 7 

// 2O44Q ,, 14443 
7 3 = r î , = •/] <) 71 " = — Z 

0920 0920 

6I347 127413 , 120263 
yj 1V ' • ' ' 2 I * 

64o 1120 44^^ ' 

5o ^ 283 256 Z = z« — ^ — c z- -z r , f / = i , 39 715 i5o i5 

I . ^^ , 3^3 ,, i 

+ = 3 ' 

2 1 4 5 45O45' 2 1 4 5 

4 , 

~ 3 4 6 5 ' ' ~ 3 4 o 5 ' 

(le l à , on dérive la fonction entière équivalente à la fonc-

tion fractionnaire, savoir : 

' 8 5 9 . . ' 5 7 3 , 7 9 4 7 

16800 29400 39200 

M . K o r a l e k , le célèbre calculateur, a ainsi aclievé le 

calcul-, regardant z^ comme Tinconnue, les trois racines 

de l 'équation 

21 ^ io5 , 35 

i3 143 4^9 
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sont 

2^ = 0 , 5 4 9 6 6 4 4 1 , 

zj = 0 , 9 0 0 912 54, 

z] = 0,164 807 68; 

ces v a l e u r s , étant substituées dans l 'express ion 

1680 29400^ 39200 

donnent respectivement ces résultats : 

— 0 , 0 4 2 5 6 8 1 7 , 

— 0 , 0 1 1 7 7 4 1 1 , 

0 , 0 0 8 4 4 9 ^ 3 . 

Note. O n voit q u ' i l est b ien m o i n s pénib le de ca lculer 

sur u n e fonct ion entière q u e sur u n e fract ion r o m p u e . 

Soient P , Q , R trois fonct ions entières de z et supposons 

que l 'on ait 

é l i m i n a n t o n obt ient u n e équat ion en y . C e t t e m é -

thode n o u s apprend q u ' o n peut p a r v e n i r à cette équat ion 

en y en é l i m i n a n t z entre j ' = S e t R = 0 5 S étant u n e 

fonct ion entière de z q u ' o n p e u t déterminer . C e l a rev ient 

g é o m é t r i q u e m e n t à r e m p l a c e r u n e c o u r b e h y p e r b o l i q u e 

p a r u n e c o u r b e p a r a b o l i q u e . TM. 

SUR LA QUESTION m 
( Toir p. 230 , 305 ). 

L e théorème est démontré dans \ Algèbre supérieure, 

é d i t . , p . 2 0 6 , et est u n e conséquence immédiate des 

formules données par Stain v i l le [Annales de G e r g o n n e , 

t . I X , p . 2 0 1 ) . ( A . G E N O c c H r . ) 

Ànn. de Mathémat., t. X V . ( Septembre i856.) 2 1 
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NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS DU PROGRAMME OFFICIEL. 

L 

Discussion d'une équation numérique du second degré 

à trois variables. 

Nous supposerons que les trois équations du premier 

degré 

/ x = o , f y = o , / / = o , 

qui déterminent les coordonnées du centre, aient une so-

\w.l\on finie et une seule ; en prenant pour origine le point 

déterminé par cette so lut ion, l 'équation à discuter aura 

la forme 

et la va leur du polynôme 

K K ! M ' 2 B B ' B ' ' A B ' — M B ' ' — K " B ' ' ^ 

sera différente de zéro 

Nous admettrons de plus que le terme indépendant F 

n'est pas nul . 

(*) Ce polynôme est , comme on sait , le dénominateur commun des 

valeurs qu'on obtient en résolvant les équations 

On le f nomme j l e déterminant des fonctions linéaires ^ f J ^ ^ / y j ~ /¡S 

ou'bien encove^Vinvariant de la fonction homogène du second degré 

A A ' r ' -+• A" 'l'^yz -h 2 B ' xxj -h 2 B" xy. 

Nous le désignerons par la lettre D. 
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i . E n f a i s a n t s u c c e s s i v e | E ï i e n t 

2 = 0 , jr=zOy ^ = 0 

dans F é q u a t i o n ( i ) , on aura les sections de la surface par 

les p lans des coordonnées. S i p a r m i ces trois sections o n 

trouve d e u x l ignes réelles d 'espèces d i f f é r e n t e s , la surface 

sera u n hyperbolo ïde à u n e n a p p e . C a r , en coupant u n 

h y p e r b o l o ï d e à d e u x n a p p e s , o u un el l ipsoïde par des 

p l a n s q u i cont iennent le centre de la s u r f a c e , o n n 'obt ient 

j a m a i s des l ignes réelles d'espèces di f férentes . 

S i p a r m i les trois sections dont il s ' a g i t , on t rouve u n e 

l igne réelle et u n e l igne imaginaire, la surface sera u n 

hyperbolo ïde à deux nappes. C a r , la surface sera r é e l l e , 

et la seule surface réel le du second degré , à centre u n i q u e , 

qui puisse être coupée suivant u n e l i g n e imagina ire p a r 

u n p l a n contenant le c e n t r e , est F h y p e r b o l o ï d e à deux 

n a p p e s . 

D ' a p r è s cela , on vo i t q u ' i l n ' y a l i e u à discussion qu'au-

tant q u e les trois sections sont de m ê m e nature . 

2 . E l les peuvent ê t r e , toutes t r o i s , d u genre p a r a b o -

l i q u e . 

O n aura alors 

B'̂ i — AA' = o, B'̂  — AA' = o, B̂  — A'A'' = o. 

A u c u n des coeflScients A , xV, A" ne sera n u l 5 car , si F o n 

a v a i t , par e x e m p l e , A = o , i l e n résulterait 

B' = o, 

et Féquat ion ( i ) se réduisant à 

-h M'z" -f- 2B/2 + F == o, 

ne contiendrait que d e u x v a r i a b l e s , ce qui ne peut avoir 

l i eu q u a n d la surface a u n centre u n i q u e . Les relations 

B"' — A A' = o, B'2 — AA" = o, 
21. 
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m o n t r e n t , de p l u s , q u e l e s trois coefficients A , A ' , A' ' 

doivent avo ir le m ê m e s igne. 

Suivant que le signe commun à A , A ' , AI' sera diffé-

rent de celui du terme indépendant F ou le même que 

celui de F , la surface sera un hyperboloïde à une nappe 

ou un hyperboloïde à deux nappes. 

E n e f f e t , dans le p r e m i e r c a s , les sections par les p lans 

des coordonnées étant c h a c u n e formées de d e u x droites 

rée l les , i l est c la i r que la surface est u n hyperbolo ïde à 

u n e nappe. E t de là o n p e u t conc lure q u e , dans l 'autre 

c a s , la surface est nécessairement u n h y p e r b o l o ï d e à deux 

nappes . C e s t ce que nous a l lons fa ire v o i r . 

E n admettant p o u r p l u s de p r é c i s i o n que A , A ' , A'̂  

soient posi t i fs , le terme indépendant F sera négat i f q u a n d 

les sections seront formées de droites r é e l l e s , et l ' é q u a -

t ion proposée aura la f o r m e 

{ 2 ) kx^^My-"-^ kl'z"-^ 2 B J Z - H xy =z K ^ 

C o m m e el le représente alors u n hyperbolo ïde à u n e 

n a p p e , en prenant p o u r axes des x et des y les d e u x axes 

réels de l 'hyperbolo ïde et p o u r axe des z T a x e i m a g i n a i r e , 

o n réduira l ' é q u a t i o n précédente à 

le terme indépendant ne sera pas changé p u i s q u ' o n a con-

servé la m ê m e o r i g i n e . Q u a n d F est p o s i t i f , F é q u a t i o n 

proposée devient 

et la m ê m e transformation de coordonnées qui réduit 

l ' é q u a t i o n (2) à 

d o n n e r a p o u r ( 3 ) Téquat ion 
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q u i représente év idemment u n hyperbolo ïde à d e u x nap-

pes ( * ) . 

3 . L e s trois sêctioBLS par les plans des coordonnées 

peuvent être d u ^ e n r e e l l ipt ique . D a n s ce c a s , o n a Igs 

inégal i tés 

L e s trois coefficients xA , A ' , A " sont di f férents de zéro 

et ils o n t le m ê m e signe. Q u a n d le signe c o m m u n à A , 

A ' , A' ' sera le m ê m e q u e ce lui du terine indépendant F , 

les trois el l ipses seront i m a g i n a i r e s , et elles s e r o n t , au 

c o n t r a i r e , réelles si le s igne de A , A ' , A " est d i f férent 

de ce lui de F . Dans le p r e m i e r c a s , la surface n e peut 

être q u ' u n hyperboloïde à d e u x nappes o u u n e surface 

i m a g i n a i r e . D a n s le s e c o n d , elle sera u n el l ipsoïde o u un 

h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e . 

N o u s al lons d iscuter l ' é q u a t i o n propi^ée dans c h a c u n e 

de ces d e u x hypothèses . 

i®. Si les sections sont des ellipses imaginaires ^ V équa-

tion représentera un hyperboloïde à deux nappes ou une 

surface imaginaire suivant que / ' invar iant 

AA'A" + sBB'B'' - A # — A'B'^' - A^'B'^' 

(*) En général, s i , / ( x , 2) étant une fonction homogène du secood 

degré; l'équation 

r, -h ^ = o 

représente un hyperboloïde à une nappe, l'équation 

représentera un hyperboloïde à deux nappés. Car la j^remièie pourra être 

ramenée à la forme 

e t , par la même transformation de coordonnées, la seconde deviendra 

pX^ -H //.t"̂  — p" z'' — K'^ 
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aura un signe différent de celui du terme indépendant 
F , ou le même signe que F . 

Démonstration, L e s quantités A , B''* — A A ' étant d i f -

férentes de z é r o , le p o l y n ô m e h o m o g è o e 

A ¿c' H- A'/ ' 4- A" + 2 B/z -h 2 + 2 B'̂  xy 

p o u r r a être t ransformé en cette somme a lgébr ique de 

carrés 

Dz^ 

e t , par s u i t e , l ' é q u a t i o n proposée deviendra 

' { K X ^ W Y - H W Z Y [ ( A A ^ — B̂ '̂̂ ) R ( A B — B^ B̂ ^ ) Z P 

A A ' F A A ' — 

( 4 ) { 

O r , les coeff icients A , F sont supposés de m ê m e signe \ 

d 'a i l l eurs , la d i f férence A A ' — B ' e s t pos i t ive ^ donc les 

trois termes 

( A^ + B V 4-B^zy [(AA^ — -h (AB — B^B")zp 
A ' A ( A A ' — B " ^ ) ' ' 

sont à la fois ou posit i fs o u négat i fs . C e l a p o s é , si l ' inva-

r iant D a u n signe contra ire à ce lui de F , la surface r e -

présentée par l ' équat ion (4) ne peut être imaginaire puis -

que l ' intersect ion de cette surface par le p lan 

(*) La transformation dont il s'agit ici n'offre qu'une application par-

ticulière d'une théorie très-remarquable qui est due à M. Hermite. Les 

propositions élémentaires de cette théorie ontété exposées dansla dernière 

édition du Pro{>ramn;c <\nG j 'ai publié avec M. Roguct. 
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est u n e h y p e r b o l e dont la project ion sur le p l a n des y « a 

p o u r équat ion 

[( AA^ - - B'' ')J + ( AB ~ B̂  B'')zp Dz» 
.. A ( AA' — B''^) ^ — ® • 

P a r c o n s é q u e n t , cette surface est u n hyperboloïde à deux 

nappes. 

Q u a n d l ' i n v a r i a n t D a le m ê m e signe que le terme i n -

dépendant F , l ' équat ion (4) n 'admet a u c u n e solution 

r é e l l e , p a r c e que le p r e m i e r m e m b r e est la s o m m e de 

quatre carrés précédés du m ê m e s i g n e , et dont l ' u n est 

indépendant des var iables . 

2®. Lorsque les sections sont des ellipses réelles^ fé-

quation proposée représente un ellipsoïde ou un hyper-

boloïde à une nappe suivant que Vinvariant 

A A'A'' -f- 2BB' B" — AB' — A'B'^ — A '̂B''̂  

a un signe contraire à celui du terme indépendant F , 

ou le même signe que ce terme. 

Démonstration. O n p e u t , c o m m e p r é c é d e m m e n t , 

mel tre l ' équat ion proposée sous la forme 

( A^ + BV-4-B'Z)^ [( A A' — B''̂  ) ^ -f- ( AB — B' B'' ) z Y 
A A(AA ' —B ' ' ' ) 

Dz' 
( 4 ) 

AA' — B' 
;4 -F = o. 

Mais A et F ont maintenant des signes c o n t r a i r e s , 

parce que les el l ipses q u i résultent des intersections de 

la surface par les p lans des coordonnées sont supposées 

réelles. D e p l u s , A A ' — B '̂̂  est u n e quant i té positive ; il 

s 'ensuit que si l ' i n v a r i a n t D et le terme indépendant F 

n ont pas le m e m e s i g n e , les trois carres ^ ^ » 
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[( A A ' - B ' " ) / + ( AB - B ' B " ) 3 ? Dz' , 

coefficients posit i fs q u a n d F sera n é g a t i f , et i n v e r s e m e n t 5 

o n e n c o n c l u r a q u e l ' équat ion (4) représente alors u n e 

surface l imitée q u i ne peut être q u u n el l ipsoïde 

L o r s q u e D et F ont le m ê m e s i g n e , d e u x des carrés q u i 

composent le p r e m i e r m e m b r e de l ' équat ion (4) sont 

précédés d u signe -f- et les d e u x autres d u signe — . 11 

e s t , par cela m ê m e , évident que la surface admet des g é -

nératr ices rec t i l ignes ; p a r c o n s é q u e n t , cette surface est 

u n hyperbolo ïde à u n e nappe. C 'es t ce q u ' i l fa l la i t d é -

montrer . 

4 . S u p p o s o n s actuel lement q u e les sections par les 

plans des coordonnées soient des hyperboles . 

O n aura 

les coefficients A , A ' , A' ' pourront être pos i t i f s , négatifs 

o u nuls . N o u s al lons faire voir q u e , dans tous les c a s , la 

surface sera un hyperboloïde à une nappe ou à deux 

nappes suivant que Vinvariant D et le terme indépen-

dant F auront le même signe ou des signes contraires. 

E n admettant d 'abord que les carrés des trois variables 

n e m a n q u e n t pas à la fois , l ' u n des trois coefficients A , 

A ' , A ' ' , par e x e m p l e A , ne sera pas n u l , o n p o u r r a alors 

(*) En prenant pour plans de coordonnées les trois plans déterminés 

par les équations 

Aa: -f- h " y - h B ' z 0, 

(AA' — B ' B " ) ^ = o, z. = o, 

\ 'équation de la surface prendra la forme 

et sous cette forme on reconnaît immédiatement qu'elle appartient à un 

ellipsoïde. 



( 3 . 9 ) 

donner à l'équation proposée la forme 

( A ^ + B V + B ' Z Y [ ( A A ' — B ' " ) R 4 - ( A B - B ' B ' ) 2 Y 

A A ( A A ' — B " M 

( 4 ) 

L a dif férence A A ' — étant ic i n é g a t i v e , on voit que 

les coefficients ~ 5 ^ . — d e s deux p r e m i e r s carrés 
A A ( A A — C ) 

o n t des signes c o n t r a i r e s , et q u ' i l en est de m ê m e des 

d e u x derniers termes — 7 — et F , quand D et F o n t 

AA JtS 

le m ê m e signe. D a n s ce c a s , en fa isant passer ces deux 

derniers termes dans le second m e m b r e de l ' é q u a t i o n , 

c h a c u n des deux m e m b r e s deviendra u n e di f férence de 

d e u x c a r r é s , d ' o ù i l faut conc lure que la surface r e p r é -

sentée p a r l ' équat ion p r o p o s é e , admettant des génératr i -

ces rect i l ignes , est u n hyperboloïde à u n e nappe. 

L o r s q u e D et F ont des signes c o n t r a i r e s , les deux 

D Z' termes — — et F ont le m ê m e s i g n e ; a l o r s , deux 

AA — Jj 

des trois carrés 

( A A : + B V 4 - B ' Z ) ' [ ( A A ' — B^'') J H- ( A B — B ' B^ )̂ Z] ' 

A ' A ( A A ' - - B " ' ) 

D z ' 
A A ' — B ' ^ 

seront affectés d u m ê m e signe q u e F , et si l 'on égale à 

zéro le trois ième c a r r é , on aura l ' équat ion d ' u n plan 

passant par le centre de la surface et dont l ' intersection 

avec la surface sera u n e l igne imaginaire ; par consé-

(*) Supposez que le terme qui a un signe contraire à celui de F soit, par 

exemple, le premier terme ^̂  Les coordonnées des 
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q u e n t , l 'équat ion proposée représentera u n hyperbolo ïde 

à d e u x nappes . 

Q u a n d on a , à la f o i s , 

A ^ o , A' = o, A'' = o, 

l ' équat ion proposée devient 

(5) nByz-h 2B 'a :z+ o, 

et l ' invar iant 

AA' A" + 2BB' B" — AB^ — A' B'̂  — A ' B''̂  

se réduit à 2 B B ' B ' ^ A u c u n des trois coeff ic ients B , B^, 

B'^ ne p e u t être n u l . 

I l est faci le de reconnaître que la surface est un hyper-

boloïde à u n e n a p p e o u à d e u x n a p p e s , suivant que le 

p r o d u i t B B ' B ' ' a le m ê m e signe q u e F , ou u n signe d i f fé -

rent de ce lui de F . 

O n vo i t d 'abord que cette surface est indéf inie dans 

tous les s e n s , puisqu 'on d o n n a n t à d e u x des var iables des 

points communs k la surface et au plan diamétral 

devront vérifier l'équation 

[(AA^ — B"" ) r -h ( AB - • B' B" ) g f Dz^ _ 

A ( A A ' - B ' " ) " ^ ( A A ' - B " ^ ) " ^ 

Or, cette équation n'admet aucune solution réelle, puisque le premier 

membre est la somme de trois carrés précédés du même signe, et que l'un 

de ces carrés est indépendant des variables. 

Au reste, en prenant pour plans de coordonnées les trois plans 

(AB' ~ B " » ) r - f - ( A B - B ' B " ) 2 = 0. 2 = 0, 

Véquation deviendra 

K- o:"- - — k ' ' = h\ 

et il est alors évident qu'ollc se rapporte à un hyperboloïde à deui. 

nappes. 
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valeurs quelconques , la valeur correspondante de la 

troisième variable est constamment réelle. D'ai l leurs la 

surface a un centre unique et n'est pas u n c ô n e , donc elle 

ne peut être que l ' u n des deux byperboloïdes. 

Pour savoir quel est celui des deux hyperboloïdes que 

l 'équation { 5 ) représente, il suffit de remarquer que pour 

les points communs à la surface et au plan 

B j - f - B ' ^ r = o 

mené par le cen tre, on a 

d'où 

O r , si le produit B B ' B ' ' a le même signe que F , l ' é -

quation 

détermine deux droites parallèles qui appartiennent à la 

surface considérée, e t , par conséquent , l 'équation ( 5 ) 

représente un hyperboloïde à une nappe. Si BB'B' ' et F 

ont des signes dif férents, l ' intersection de la surface et du 

plan central B j - h B^x = o est imaginaire , donc l 'équa-

tion (5) se rapporte à un hyperboloïde à deux nappes. 

5 . De tout ce qui précède, nous concluons que pour re-

connaître de quel genre est la surface représentée par 

l 'équation 

Ax^ -h A ' / ' -f- -f- a B j z 4- ^B'xz ^ 2 B ' ' œ y ¥ = o , 

il suffit de déterminer les signes des différences 

B ^ - A ' A % 
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et de l ' i n v a r i a n t 

AA' A" -4- 2 BB' B" AB' — A' B" — A" B"'̂  

d u p o l y n ô m e h o m o g è n e 

ce q u i n 'ex ige aucime transformation de F équat ion p r o -

posée. 

I l est d 'a i l leurs faci le d ' e x p r i m e r les condit ions néces-

saires et suffisantes p o u r que l ' équat ion proposée 

représente u n e surface d ' u n genre déterminé. 

S i l ' o n v e u t , p a r e x e m p l e , q ù e la surface soit u n e l l i p -

s o ï d e , i l faudra que la section faite p a r l ' u n des trois 

p lans coordonnés soit u n e el l ipse réelle^ et de p lus la 

surface devra être l imitée . C e s condit ions seront s u f f i -

santes. 

E n p r e n a n t p o u r p l a n sécant le p lan des xy^ les équa-

tions de la section seront 

2 = o , kx" + A'j^ -4- xy -f- F = o, 

et on e x p r i m e r a que cette section est u n e e l l ipse rée l le 

e n posant 

B'̂ ' — A A ' < o , A F < o . 

S i F o n suppose le terme indépendant F n é g a t i f , ce qui 

est p e r m i s , les d e u x premières condit ions deviendront 

B"^ — A A ' < o , A > o . 

D e p l u s , p o u r q u e la surface soit l i m i t é e , i l faut et suffit 

q u ' o n ait 

AA' A" -f- 2BB'B'' — AB^ — A 'B " — Â B̂'̂ ^ > o (n° 5, 

d o n c , en admettant que le terme indépendant F soit n é -
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g a t i f , les condit ions nécessaires et suffisantes pour que 

l ' équat ion 

A^^ -h A ' H - k" z" -f- iByz + xz 4- -h F = o 

représente une ellipse, consistent dans les trois inégalités: 

A > o , 

A A ' — 

AA'A" + 2BB'B" — AB' — A 'B" — A"B" ' > o. 

Remarque. U n e méthode di f férente de cel le que nous 

avons suiv ie a condui t a u x condit ions 

A + A'-H A " > o , 
AA' + AA" + A'A" — B' — B" — B " > o, 

AA'A" -h 2 BB' B ' — AB' — A'B'^ — A"B"' > o ( *). 

O n p e u t e f fec t ivement déduire ces dernières inégalités de 

celles q u e nous venons de t rouver . 

C a r , e n posant 

D = AA'A" 4- 2BB'B" - AB' — A'B" — A"B"', 
on a 

^ _ ( A A ' B ' " ) [KM' ~ B" ) — (AB — B'B") ' 
A 

(*) Quand les coordonnées sont rectangulaires, la détermination des 

plans principaux et des axes des surfaces du second degré dépend de la 

résolution de l 'équation du troisième degré 

S » — ( A A' -4- A" )S» ( AA'- f . AA" -f- A' A" — B« - B'» - B"») S 

— ( A A ' A"-H 2 BB' B" - AB^ - A' B'^ — = o. 

On a démontré que le premier membre de cette équation doit ofirir 

trois variations de signes lorsque l 'équation du second degré 

kx'^-hk'y^ ^ k" z^ ihxy 2 B ' x 2 - f - = 0, 

représente un ellipsoïde, en admettant que F soit négatif. On a donc les 

trois conditions 

A H - A ' - H A " > o, 

KM H- AA' A' A" — B® — B " — B " ' > o, 

AA' k " -A- ->. BB' B" — AB» - A' B'» ~ A" B ' " > o. 
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et, par conséquent, les inégalités supposées 

A > o , AA' — B ' ' > o , D > o 

donnent 

e t , p a r s u i t e , A " > o . 
O n a aussi 

_ ( AA'̂  — B" ) ( A'A" — B^) - - (A" B̂ ' — BB' 
A " 

d'où 

A'A" — B ^ > o , A ' > o . 

E n addit ionnant les trois inégal i tés 

A > o , A ' > o , A " > o , 
i l v ient 

A - H A ' - f - A " > o . 

D e m ê m e , l'addition des trois inégalités 

A A ' - B " ^ > o , AA" — B ' ^ > o , A ' A " - B ' > o 

donne 
AA' AA" 4- A' A" — B̂  — B" — B"' > o. 

C'es t ce q u ' i l fa l la i t t r o u v e r . 

6 . N o u s avons j u s q u ' à présent admis que l ' équat ion 

proposée contenait u n terme indépendant des variables-, 

lorsqu ' i l en est a u t r e m e n t , cette équation se réduit à 

(5) A^' -H A'J' + 4- 2Bjrz 4- 4- = o, 

et elle ne peut représenter q u ' u n e surface conique o u l 'o-

r ig ine des c o o r d o n n é e s , en supposant toujours q u e l ' i n -

v a r i a n t D n e soit pas n u l . 

Q u a n d les trois di f férences B '̂̂  — A A ' , B'^ — A A " , 

B« — A ' A " ne sont pas à la fois n é g a t i v e s , on trouve au 
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moins une ligne réelle parmi les trois sections des plans 

coordonnés, e t , par conséquent, Féquation proposée ap-

partient à u n cône. 

La discussion se borne donc à Fexamen du cas particu-

lier où les trois différences dont il s'agit étant négatives, 

les sections par les plans coordonnés ne donnent qu 'un 

seul point qui est F origine. 

O n a déjà fait observer (n® 3 ) que dans ce cas le poly-

nôme homogène 

Ajc ' + A ' j ' 4- A^z' 4- 2B/Z -f. 2B'a:z -f- s B ^ ^ j 

peut être remplacé par 

{ A X - H B Y ^ B ' Z Y [ ( A A ' — B " ' ) J 4 ^ ( A B — B ' B " ) Z ] ' 

A A ( A A ' - . B ' " ) 

D z ' 

il s 'ensuit que Féquation proposée revient à 

(6) 
D z ' 

: O. 
' A A ' — B ' " 

Lorsque D et A auront le même signe, les coefficients 

i ' Â Â T ^ r r ^ 
le premier membre de Féquation ( 6 ) seront à la fois o u 

positifs ou négatifs , et alors Féquation (6) n'admettant 

que la seule solution réelle ^ = = = re-

présentera l 'or igine des coordonnées. 

Si D et A ont des signes contraires , les deux premiers 

coefficients \ > . / — s e r o n t positifs, et le troi-
A A { A A — r» ) 



s ième ^ négat i f o u i n v e r s e m e n t , e l i l est é v i d e n t 

q u e l ' é q u a t i o n admettra u n e inf ini té de solut ions réel les, 

e l le représentera donc u n cône ayant son centre à l ' o r i -

g ine ( * ) . 

D ' a p r è s c e l a , on voit que les condi t ions nécessaires et 

suff isantes p o u r que F é q u a t i o n 

représente u n p o i n t sont e x p r i m é e s par ces quatre i n é -

galités 

B ' " - A A ' < o , B" — A A ' ' < o , B ' — A ' A ' ' < o , A D > o . 

G . 

(*) Si, par exemple, D est négatif et A positif en prenant pour plans 

de coordonnées les trois plans 

+ = 0, 

( A A ' - B " » ) r - 4 - ( A B ~ B ' B ' ' ) i î = o, ^ = o, 

l'équation (6) se ramènera à la forme 

d'où 

K» = ( K" z-^-K'y): 

la surface représentée est évidemment un cône dont les génératrices ont 
pour équations 
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SUR LA DIVISION DU CERCLE 
ET SON APPLICATION A LA THÉORIE DÉS NOMBRES , 

PAR J A C O B I . 

( Extrait des Comptes rendus mensuels de l'Académie des Sciences 

de Berlin pour Tannée 1887.) 

I TRADUIT PAR M. E. LAGUERRE-WERLY. ] 

Soient p un nombre premier, x une racine de l ' équa-

tion 

XP ^ I 

et g une racine primit ive de p. Posons en outre 

F (a) =: o; - h 4 - a'- •+• . . . - f - a/""' 
» 

a désignant une racine de l 'équation 

— I 

O n aura 

tzl 

et si l 'on pose 

l 'expression ^ ( a ) sera une fonction entière de a dont 

les coefficients seront des nombres entiers \ on aura de plus 

(*) On doit excepter le cas où une ou plusieurs des quantités a"*, ol*» 

se réduiraient à l'unité. 

Ann. de Mathémat., t, X V . (Septembre 1856.) 2 2 
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Dés ignons par r i î n e rac ine p r i m i t i v e de F é q u a t i o n 

rP-' — I = o , 

et dans Fexpress ion 

r e m p l a ç o n s la quant i té r par le n o m b r e g ; il v i e n d r a , 

si m et n sont des nombres positi fs p lus petits que p — i , 

. . n (w H- /z) , , . 

équation dans laquel le 

n ( / î ) = : 1 . 2 , 3 . . . 

M a i s si m -F- n est p lus grand q u e p — i , on aura 

i>{g) = o (mod. p)-, 

cette dernière proposi t ion const i tue dans les a p p l i c a t i o n s 

u n des théorèmes les p lus féconds de la théorie des n o m -

bres . 

L e cas de m-}-n — p — i doit être excepté . 11 y a p l u s 

de d i x ans que j ' a i c o m m u n i q u é ces théorèmes à G a u s s . 

Je fera i encore r e m a r q u e r que si F o n pose 

g«' (mod./?) , 

on obt ient ces d e u x f o r m u l e s r e m a r q u a b l e s : 

( 1 ) F ( - I ) F ( A ' ) = A - F ( A ) F ( - . A ) , 

( 2 ) F ( a ) F ( 7 a ) F ( 7 ' a ) ^ a - ^ « > F ( a O . 

D a n s la dernière f o r m u l e , y désigne u n e rac ine c u b i q u e 

de l ' u n i t é . S i X est u n facteur i m p a i r de p — i , la p r e m i è r e 

de ces d e u x f o r m u l e s permet de d é t e r m i n e r les f o n c t i o n s 

F ( a ) , dans lesquel les a désigne u n e rac ine 2 de F u -
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tiitié, a u i a o y e n de cel les o ù a désigne u n e rac ine de 

l ' u n i t é . O n obt ient a u s s i ' p o u r F ( — y ) l 'expression 

A - f -B s/—3' 

équat ion dans laque l le 

A l 'a ide des deux mêmes formules , on t r o u v e q u e si a est 

une rac ine p r i m i t i v e 8® de l ' u n i t é et si T o n a 

« S C S — i (mod. 4 ) j 
o n aura 

A / Cj^ 

et de p l u s 

F (a) F (a^) == i ) ^ " ^ ^ ) p 

F (a) F (a^) = ( - i) « (c 4- d y ^ ) F ( - i ) . 

O n obt ient encore la f o r m u l e suivante où y et a désignent 

respect ivement des racines imaginaires de l 'uni té d u t r o i -

sième et du quatr ième degré , 

2 

a' b' OL al OL 

f o r m u l e dans laquel le 

4 
I (mod. 4 ) , a ' s — I (mod. 3), 

M s o ( m o d . 3), 'îy^l p). 

21. 
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Les signés douteux et les valeurs des radicatfx seront 

toujours déterminés par des congruences, ou, s'ils dépen-

dent du choix de l|i racine primitive g , cette dépendance 

sera indiquée d'une manière simple. La loi de cette dé-

pendance est le principe le plus fécond dans l 'application 

à la théorie des résidus des puissances. Je ferai encore re-

marquer que si 

est de la forme 8 aî H- i , C est le résidu minimum par rap-

port au module p du nombre 

-4-i\ //?-h 3\ 5(p—i) 

8 
p — I 

1 . 2 . ^ 
8 

et qu'il est toujours positif ou négatif suivant que, abs-

traction faite du signe, i l est de la forme 4 4 - 3 ou de 

la forme 4 Tî H- i . 

Les fonctions F (a) , que l 'on avait seulement déter-

minées dans les cas où a était ou une racine carrée 

ou une racine cubique ou une racine biquadratiqué 

de l 'unité, sont maintenant déterminées par la formule 

ci-dessus lorsque a est une racine de l 'unité soit du de-

gré 6 , soit du degré 8 ou bien encore du degré 12. 

O n peut donc à priori résoudre complètement les équa-

tions du s ix ième, du huitième et du douzième degré qui 

se présentent dans la division du cercle ; oii n'a besoin 

pour cela que de la décomposition du nombre p en les 

trois formes x^ + H- x^ - h 3 J'ai joint à 

mon travail le tableau de ces décompositions pour tous 

les nombres premiers compris depuis 5 jusqu'à 12,000. 

La formule suivante est d'une grande importance dans 

l 'application de la division du cercle à la théorie des 

nombres. 
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Soient p un nombre premier 3e la forme nX -f- i , jS une 

racine primitive de Tunité du degré X, a une racine quel-

conque de réquation 

soit de plus 

on aura , si X est impair, 

i z i l 

et si X est pair , 

F ( « ) F ( P A ) . . . 

( 4 ) ( p - 0 ( ^ - 3 ) 

= ( - 0 ' P ' F ( - . ) F ( « ^ ) ( * ) . 

L a quantité F ( — i) qui entre dans cette formule est 

toujours égale à 

P — I 

(-.) ^ p. 

Les fonctions ^ sont liées intimement avec les coeffi-

cients du binôme ou les intégrales eulériennes de première 

«spèce, comme le montre la congruence 

^ . . n ( m - h n ) , J V 

La-comparaison de cette congruence avec la formule 

montre qu'i l doit exister entre les fonctions F et les inté-

(*) Ce théorème est analogue à un théorème de Gauss sur les intégrales 

eulériennes, théorèmô dont réceinment Dirichlet a donné une remarqua-

ble démonstration. [Jacobi.) 
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grales eulériennes de deuxième espèce u n semblable rap-

p o r t , de telle sorte que ^ ^ corresponde à F 

J'ai longtemps cherché ce rapport , et j e Vai enfin trouvé 

dans le théorème suivant : 

Remplaçons dans l 'expression F (a) l 'exposant g"" par 

son résidu positif g,,̂  par rapport au module p , en sorte 

que 

- f a ' ^ ^ ' - f - . . . - h a/»-' 

Ne représentons plus par x et a des racines de l ' u n i t é ; 

mais soient x une variable indéterminée et oc un nombre 

congru à suivant le module p . Représentons en outre 

par Y „ l 'expression que l 'on obtient en développant 

et en supprimant dans ce développement les puissances de 

jr supérieures à la ( p — 

O n aura pour une valeur quelconque de a et la valeur 

de m correspondante, 

n«» 

congruence qui doit avoir l ieu quel que soit e t , par 

conséquent, doit être vérifiée isolément par les coefficients 

de chaque puissance de y . T e l l e est la relation cherchée; 

en multipl iant ensemble deux fonctions F , on en déduit 

le rapport indiqué plus haut entre les fonctions ^^et les 

coefficients b inomiaux. Je ferai encore remarquer que dans 

le développement de la (2 puissance de log ( i - h y ) 

si p est u n nombre premier plus grand que 2 m -f- i , le 

coefficient de réduit à sa plus simple expression con-

tient toujours u n multiple de p à son numérateur . 

L a vraie forme des racines de l 'équation 

I, 
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forme que Ton n 'a donnée nullp part j u s q u ' i c i , est la s u i -

vante : 

O n p e u t , comme on sai t , former facilement ces racines 

au moyen des fonctions F ( a ) et par de simples additions. 

S i 1 est u n facteur de p — i et si 

i l est aussi connu que [ F (a n'est fonction que de a. 

Mais on n'a besoin de connaître que les valeurs de F (a ), 

pour lesquelles 1 est une puissance d'un nombre premier. 

Soit par exemple XX' V un facteur de p — i ; supposons 

que X, X', V soient des puissances de nombres premiers 

différents et a , a ' , a^' des racines primitives de Funité des 

degrés X, X', etc. ; on aura 

t ( a a a . . . ) — — ; j-̂  9 
^ ( a , a , a . . . ) 

tp ( a , a ' , a ' ' . . . ) étant une fonction rationnelle de a , a^, 

à coefficients entiers. Si donc on regarde la racine 

{p — de l 'unité comme connue, l 'expression de x 

ne contiendra que des radicaux dont les exposants seront 

des puissances de nombres premiers , ou des produits de 

tels radicaux. Si 

[JL étant un nombre premier, on trouve les fonctiijns F (a) 

de la manière suivante. Posons 

il viendra 

F ( a ) = ( a ) ^ . ( a ) . . . ( a ) F (a/'*). 
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et enfin 

F ( A / - ) 

= V t̂'. ( a / (a/^" . . . (a/ "̂ ' ) ( - i) ^ p. 

L e s [X— I fonctions ^ ne déterminent pas seulement 

toutes les quantités placées sous les signes r a d i c a u x , mais 

encore la dépendance m u t u e l l e des valeurs des radicaux . 

S i T o n remplace a p a r ses di f férentes p u i s s a n c e s , on p e u t , 

au m o y e n des valeurs ainsi o b t e n u e s , e x p r i m e r r a t i o n -

ne l lement F ( a ' ) p a r les puissances de F ( a ), pui sque tous 

les [jl ' '—I quotients s ' e x p r i m e n t toujours p a r u n 

p r o d u i t de p lus ieurs des f x — i fonct ions ^ ( a ) . C ' e s t en 

cela que consiste u n des p l u s grands avantages de la m é -

thode proposée sur cel le de G a u s s ; dans cette dernière 

m é t h o d e , la recherche de la dépendance des dif férentes 

valeurs des radicaux exige u n travai l tout s p é c i a l , d ' u n e 

p r a t i q u e très-pénible à cause de sa d i f f i cu l té , m ê m e p o u r 

de petits n o m b r e s premiers ; p a r l ' i n t r o d u c t i o n des f o n c -

t ions ^ , o n o b t i e n t , a u contra ire , e n m ê m e temps , et les 

quanti tés placées sous les signes r a d i c a u x , et les relat ions 

q u i l i ent entre elles les valeurs de ces r a d i c a u x . O n f o r m e 

les fonct ions par u n a l g o r i t h m e t r è s - s i m p l e ; i l ex ige 

seulement l ' emplo i d ' u n e T a b l e donnant les solutions des 

congruef lces de la f o r m e 

g"'' s 1-4- g''" (mod. p ). 

E n suivant ces règles , u n de mes auditeurs (*) a dans 

(*) A cette occasion, le même géomètre (Rosenhain) a démontré ce re-

marquable théorème : Si a désigne une racine cubique et y une racine c in-

quième de l 'unité; si, de plus, p désigne un nombre de la forme 3o« -h i 

et si l'on pose 

•2/, 



un Mémoire couronné par l 'S^ademie de Ber l in donné la 

résolution complète des équations de la forme x^ = i 

pour tous les nombres premiers jusqu'à i o 3 . 

U n des théorèmes les plus féconds dans la théorie des 

nombres est le suivant. Soient m , m ' , m^, etc. , des nom-

bres positifs et plus petits que p — 1 ̂  désignons par m, , 

nîi , rn- , les plus petits restes positifs que l 'on obtient 

en divisant /m, z/n', im"^ etc . , par p — i . Faisons de 

plus • f 

o ù Si est positif et plus petit que p — i . S i r est le plus 

petit des nombres tZj , ng,.--? ^p-i et si Ton pose 

tous les coefficients de (r) seront des nombres entiers 

divisibles par p et non divisibles par une puissance plus 

élevée de ^ si l 'on pose en outre 

on aura 

L'application de cette proposition donne des théorèmes 

part icul iers , dont j 'a i donné i l y a longtemps dans le 

Journal de Crel le un spécimen concernant l e nombre des 

formes quadratiques réduites des diviseurs de la forme 

équation où l'on a 

A = — 2 , B s H o ( m o d . 5 ) 

et 

A M -
(Jacobi.) 



j ' ^ - h p z ® , p étant un nombre premier de la forme 

4 - 3 (*). Q u a n d j 'aurài donné à ces théorèmes la gé-

néralité dont Us paraissent susceptibles , j 'aurai l 'honneur 

de les commiiniquer à l 'Académie. Ils forment u n l ien 

entre les deux parties principales de la haute ar i thmé-

tique , la division du cercle et la théorie des formes qua-

dratiques. 

J'ai fait l 'application de la division du cercle à la théo-

rie des résidus cubiques et biquadrat iques, et l 'ai employé 

(*) Un théorème analogue a lieu pour les nombres premiers de la forme 

4« - h i ; le nombre des résidus quadratiques compris entre o e t ^ p donne 

alors le nombre des formes. {Jacobi.) 

Le théorème dont Jacobi fait ici mention est ainsi conçu: Tout divi-

seur quadratique de la forme 

r® -h pẑ  

peut se mettre sous la forme 

ax^ -4- bxy -h cy-

ou 
p — ^ac — 

si b est impair, et 

b' 
P ^ a c - j - , 

si b est pair. On peut faire en sorte que b soit plus petit que a et c. Les 
formes ainsi obtenues sont alors des formes réduites, et le nombre des 
classes des diviseurs quadratiques est le même que celui de ces formes ré-
duites. Choisissons ces formes réduites en sorte que, si n est pair, b soit 
impair et réciproquement. Soit N le nombre de ces formes, P la somme 
des résidus quadratiques de p, Q la somme des non-résidus,on aura 

A 

On peut conclure de là que Ton a toujours 

Q > P ; 
si 

3, 

résultat aussi obtenu par M. Diiichlct dans son Mémoire sur les progro;--

sions arithmétiques. \JSolc du Traducteur.) 
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avec b e a u c o u p de s impl ic i té e t Î e faci l i té à la dé^^pns-

tration d u b e a u théorème donné par G a u s s dans son 

d e u x i è m e M é m o i r e sur les résidus biquadrat iques -, i l n ' e n 

a pas fa i t connaî tre j u s q u ' à présent la démonstrat ion, 

q u ' i l désigne c o m m e u n mysterium maxime reconditum, 

et i l y éta i t p a r v e n u v r a i s e m b l a b l e m e n t par u n c h e m i n 

tout d i f férent ( * ) . L a lo i de réciproci té pour les résidus 

c u b i q u e s est de la p l u s grande s i m p l i c i t é , et la démons-

trat ion découle i m m é d i a t e m e n t des formules c o n n u e s de 

la division d u cercle . 

Soient 

L + M v / ^ L ' -f- M ' v / ^ 
et 

2 2 

deux n o m b r e s complexes premiers ( M et M ' sont d iv i s i -

bles par 3 et p e u v e n t être zéro) ^ désignons p a r 

- ( L - 4 - M y / ^ ) 

cel le des quantités 

— i - h v / ~ 3 — I — y / — 3 ,, —_—, — 
qui est congrue à la puissance 

suivant le m o d u l e L -+- M ^ — i , on aura 

i ( L + M v / — 3 ) I \ i ( L ' + M ' v / - 3 ) J 

(*) Ce théorème concerne la réciprocité biquadratique entre deux nom-

bres premiers complexes l e t c - f - J y / — i . M. Dirichlet a démon-
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Le3 démonstralions dé ces théorèmes ont p u être comt^ 

munîquées san]5 difficulté k mes auditeurs dans mes leçons 

de l 'hiver dernier (*) . 

Q u a n d on cherche au moyen de la loi de réciproci té de 

Legendre à reconnaître si un nombre premier est résidu 

quadratique ou non-résidu d 'un autre , on esl obligé de 

décomposer en facteurs premiers chacun des restes obte-

nus et de traiter chacun d'eux en part icul ier . Gauss a 

apporté à la théorie des résidus quadratiques u n perfec-

tionnement essentiel en ramenant par un théorème spé-

cial cette recherche au développement d'une fraction en 

fraction cont inue, sans qu' i l soit nécessaire d'effectuer 

aucune décomposition en facteurs. J'ai complété de même 

la théorie des résidus cubiques et biquadratiques, c'était 

une généralisation qui s 'offrait d 'el le-même. P o u r m o n -

trer en particulier en quoi consiste cette généralisation 

pour les résidus quadratiques, soit p u n nombre impair 

quelconque égal à / , / ' , / ' ^ etc . , o ù / , / ' , / ^ etc., sont 

des nombres premiers égaux ou différents-, j'étends de la 

manière suivante le sens de la bel le notation employée 

tré le premier théorème de Gauss relatif à la réciprocité quadratique de 

ces nombres. 

(*) Ces démonstrations, connues déjà des professeurs Dirichlet et Kum^ 

mer, ont été récemment publiées par le D'' Eisenstein dans le XXVIl^ vo-

lume du Journal de Crelle, page 289, et dans le XXVIII®, page 53. La dé-

monstration de la loi de réciprocité des résidus quadratiques donnés par 

le même géomètre à la page 41 du XXVIII® volume est la même que celle 

que j'ai communiquée à Legendre en 1827, et qu'il a insérée dans la troi-

sième édition de sa Théorie des nombres. Les théorèmes donnés ci-dessus 

sur les formes quadratiques font maintenant partie d'une grande théorie 

Cpndée par Dirichlet. {Jacobi, octobre i845.) 

La démonstration de la loi de réciprocité de Legendre dont parle «ici 

Jacobi est aussi identique avec celle qu'à donnée M. Cautihy en 1829 dans 

le Bulletin de Férussac avant la publication de la troisième édition de la 

Théorie des nombres. M. Serret a introduit la démonstration de Jacobi 

dans la deuxième édition de son Algèbre supérieure. 

( iVoie du Traducteur, ) 
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par L e g e n d r e . S i x est u n n o m b r e p r e m i e r , désigne 

l e p r o d u i t 

(I) (7) (»•••• 
S o i e n t p et p ' d e u x n o m b r e s 3 m p a i r s premiers entre eux 

dont u n au moins soit posit i f ; a , c o m m e pour les n o m -

bres p r e m i e r s , 

tzl^ùiL ( 

C e s formùles donnent la va leur de ^ ^ ^ au m o y e n d u d é -

v e l o p p e m e n t ordinaire de — en f r a c t i o n c o n t i n u e p a r 

u n e règle s imple et essentie l lement di f férente de celle de 

G a u s s . L a déterminat ion de exige seulement q u e 

l ' o n recherche si p elp^ sont rée l lement p r e m i e r s entre 

eux comme on l 'a supposé. C e c i s 'appl ique aussi a u x r é -

sidus b iquadra tiques et cubiques p o u r lesquels j ' a i i n t r o -

d u i t une notat ion semblable. L ' e m p l o i d u symbole général 

j f o u r n i t dans la prat ique de grandes facil ités. 

Q u a n t aux résidus d u h u i t i è m e et d u c i n q u i è m e degré, 

qui exigent des pr inc ipes tout à fait n o u v e a u x , j ' e n ai 

déjà poussé Tétude assez avant 5 aussitôt que j ' a u r a i amené 

la loi de réciprocité q u i les concerne à la perfect ion dé-

s i r a b l e , j e les c o m m u n i q u e r a i à l ' A c a d é m i e . U n e de mes 

premières applicat ions de la d iv is ion d u cercle concerne 

la résolut ion du p r o b l è m e de P e l l par les fonct ions c i r -
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culaires (* ) . J 'extrais d ' u n C o u r s rédigé sous mes y e u x 

par le professeur au g y m n a s e de D a n t z i g , C z a w a l i n a , 

d 'après des leçons q u e j 'a i faites i l y a p l u s i e u r s années , 

les théorèmes suivants : 

Soi t p u n n o m b r e premier de la f o r m e - h i ; dés i -

gnons par a ses résidus quadrat iques i n f é r i e u r s à - et 

pos i t i f s , on aura 

\lp[slP'X -4- = n s i n » ^ 

X et J étant des solut ions de l ' équat ion 

et le signe U désignant u n produi t s 'étendant à toutes les 

valeurs de a. Soi t q u n n o m b r e p r e m i e r de la f o r m e 

8 r i - 4 - d é s i g n o n s par a ses résidus q u a d r a t i q u e s , i l 

v iendra 

/- . ¡ a n n 
^ J — V/2 n sm h T 

4 

o: et ^ étant des solutions de l 'équat ion 

Soient cj et q^ d e u x n o m b r e s premiers de Ja f o r m e 

4/i - h 3 -, supposons en outre q résidu quadrat ique de q' ; 

désignons respect ivement par a et a' les résidus q u a d r a -

tiques positifs de q et de on aura 

tzl.Ùll , faTl a'ïl\ 
4 - 2 ^ ^̂  N S M + — J = = 

(*) Ce problème consiste dans la résolution de l'équation indctermi-

liée 

Euler {Àlcgbre^ tome U) en attribue une solution à Pell. 
( Note du Traducieuy.\ 
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xety satisfaisant à Téquation 

Si X elj ne sont pas pa irs , en cui>ant les équations 

on obtiendra la solution des équations 

— = — I , ^ 

<7«̂  — = 4 - I 

Note du Traducteur (* ) . O n peut consulter sur cette 

théorie les Recherches arithmétiques de G a u s s , septième 

section 5 les Mémoires sur la théorie des nombres, publ iés 

par M . Cauchy dans les Mémoires de VInstitut, tome X ; 

différents articles du même géomètre dans les Comptes 

rendus, et le Mémoire de M . K u m m e r sur les nombres 

complexes [^Journal de M . L i o u v i l l e , tome X V I ) . 

M . Lebesgue a donné dans le même journal des démons-

trations de quelques-unes des propositions contenues 

dans le présent Mémoire de Jacobi. M . C a u c h y a aussi 

publ ié dans le deFérussac (septembre 1829) un 

résumé de ses recherches sur cette partie de la théorie des 

nombres-, on y trouve notamment indiquée l 'application 

à la théorie des résidus de tous les degrés. C e résumé se 

termine ainsi : 

(( J 'observerai , en finissant, qu'ayant donné à M . Ja-

» cobi communication de mes formules , j 'ai appris de 

» cet habile géomètre qu' i l était parvenu de son côté, et 

» en s 'appuyant sur les mêmes pr incipes , à des résultais 

» du même genre. Il a donné quelques-uns de ses résul-^ 

» tats , mais sans indiquer la méthode qui les avait four-

» n i s , dans le tome II du «Toi/maZ de Cre l le . )i 

C*) Le Traducteur, profond investigateur en géométrie et en analyse,, 
possède un esprit d'abstraction excessivement rare chez des jeunes gens. 
On ne saurait trop encourager les travaux de ces hommes d'avenir. TM, 
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O n peut encore c o i ï f u l i e r Mecherches sur la théorie 

des nombres publ iées p a r M . È i b r i dans le tome I X d u 

Journal de C r e l l e , et depuis r é i m p r i m é e s dans k s Mi^ 

moires de V Institut. 

NOTE SllR L'AIRE DU TRIANGLE RECTILIGNE ET L'AIRE 
DU TRIANGLE SPHÉRIQUE COMPARÉES. 

Les cercles inscrits dans le t r iangle rect i l igne et dans 

le tr iangle spliérique div isent c h a c u n les trois côtés en six 

segments égaux d e u x à deux^ dans le t r iangle rect i l igne, 

m u l t i p l i a n t p o u r c h a q u e cerc le la somme des segments 

i n é g a u x p a r le p r o d u i t de ces s e g m e n t s , on obtient le 

carré de l 'a i re d u t r i a n g l e ; dans le tr iangle s p h é r i q u e , 

m u l t i p l i a n t p o u r chaque cercle le s inus verse de la somme 

des trois segments i n é g a u x p a r l e produi t des s inus verses 

de ces trois segments , on obtient u n produit égal au carré 

d u produi t du sinus verse de l 'excès s p h é r i q u e par les s i -

nus verses des trois côtés. TM. 
Remarque. L e ra isonnement q u ' o n l i t dans la note de 

la page 279 n 'est q u ' u n e tautologie. 

S i a et ¿ s o n t premiers entre e u x , a-\-mb.^ û - f -

seront aussi premiers entre e u x . Si l ' o n p r e n d a -f- mb = d 

p o u r p r e m i e r terme et a ' - h b' p o u r second t e r m e , on voi t 

que l 'hypothèse est celle-ci : Dans toute progression a r i t h -

mét ique au delà d ' u n terme q u e l c o n q u e , o n peut t rouver 

u n n o m b r e p r e m i e r . C 'es t dire que dans toute progression 

ar i thmét ique où le p r e m i e r terme et la raison sont p r e -

miers entre e u x , i l y a u n e inf ini té de n o m b r e s p r e m i e r s . 

C 'es t préc isément ce qu ' i l faut démontrer . N o u s y rev ien-

dron s. ( LEBESGU E . ) 



(. 353 ) 

QllESTIOKS^ 

3 4 1 . Soient A B , A ' B ' , A^ 'B^ etc . , u n système de for-

ces en équi l ibre dans u n p l a n . A , A ' , A' ' , etc . , sont les 

points d ' a p p l i c a l i o n ; A B , A ' B ' , e tc . , représenlent les 

intensités et les directions des forces ^ par u n point que l -

conque M d u plan soient menées aux droites A B , A ' I V , 

A " B ^ etc . , des droites M E , MF.' , ME^', e tc . , sous u n 

angle constant a : de telle sorte qu'en faisant tourner 

u n e de ces droites M E ' autour de M j u s q u ' à ce qu'e l le 

coïncide avec M E , alors A ' B ' devienne para l lè le à A B , 

e tc . ; la somme des produits A B . E A - H A ' + A ^ ' B ' ' . 

E^'A'^, e tc . , est constante quel le que soit la position d u 

point M et la grandeur de l 'angle CL , et selon que cette 

somme est p o s i t i v e , nul le ou n é g a t i v e , l ' é q u i l i b r e est 

s t a b l e , p e r m a n e n t ou instable. (MÖBIUS. ) 

3 4 2 . A B G est un tr iangle inscrit dans le tr iangle , 

A est sur hc^ B sur « c , C sur ah \ trois courbes sont d o n -

nées dans le même plan ; A B touche une courbe en y , 

A C touche la deuxième courbe en ß , et B C la troisième 

courbe en a -, on a , pour toute position du tr iangle A B C , 

A Y . B A . C ß _ 

A ß . B v . C a ~ ß B , 6 C . c A 

à démontrer p a r des considérations de statique. 

(MÖBIUS. ) 

3 4 3 . Si et -r- I sont deux nombres premiers a b -

s o l u s , 2 est racine p r i m i t i v e re lat ivement au n o m b r e 

4 P - H 1 . (TCHEBYCHEF.) 

(*) Énoncé par l'éminent arithmologiie dans un ouvrage sur les con-

gruences publié en langue russe à Saint-Pétersbourg, ln-8 de orç̂  pages. 

i848. 

Ann, de Maihcmat., t. X V . (Septembre i85G.) 2 3 
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THEORÈIHE DE LEGENDRE ET DE M. P . SERRET 
SUR LE TRIANGLE SPHERIQUE, 

PAR M . EUGÈNE R O U C H É , 

Ancien élève de TEcole Polytechnique. 

E n rendant compte de l ' e x c e l l e n t ouvrage de M . P a u l 

S e r r e t , M . Proul ie t appel le Fat tent ion sur le théorème 

suivant : 

Si les côtés a , b , c d'un triangle sphérique sont très-

petits par rapport au rayon de la sphère, on peut sub-

stituer à sa résolution celle d^un triangle rectiligne auxi-

liaire ayant pour Vun de ses côtés a et pour angles A , 

B — E , C — E étant V excès sphérique ) : et les deux 

autres côtés de ce triangle ne différeront des côtés cor-

respondants du triangle sphérique que par des infini-

ment petits du second ordre. 

C e t t e proposi t ion p e u t - e l l e , c o m m e l 'af f irme F a u t e u r 

des Méthodes en Géométrie, (( être e m p l o y é e a u x mê-

mes usages q u e le théorème analogue de L e g e n d r e ? » 

L e théorème de M . Serret et ce lui de L e g e n d r e f o u r -

nissent l ' u n et l ' autre u n tr iangle rect i l igne q u ' o n p e u t , 

dans certains cas , subst i tuer au t r iangle sphérique ; voi là 

l ' ana log ie . M a i s L e g e n d r e ne négl ige q u e les quanti tés d u 

q u a t r i è m e o r d r e , tandis q u e M . Serret négl ige celles d u 

second; voi là la d i f f é r e n c e : el le est assez essentiel le p o u r 

q u e les d e u x théorèmes ne puissent pas se prêter aux 

m ê m e s usages. 

B i e n p l u s , lorsqu 'on se b o r n e au second o r d r e , le 

tr iangle de M . S e r r e t est trop par t i cu l ier . 

C o n s i d é r o n s , e n e f f e t , u u tr iangle sphérique A B C 
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dont les côtés sont très^petîts par rapport an rayon àe la 

sphère. 

Supposons d'abord que ce triangle soit rectangle en A , 

et construisons avec les éléments a , B^ C un triangle rec-

til igne A ' B ' C . Les différences 

sont du second ordre , car on a 

S i n - sin - s inB, 
R R 

ou 

h I h' 

R \ 6 R ^ 

à" 

^ i \ • T. 

ï — 

6 R ^ 

b = b' au second ordre près ; 

3". Même calcul pour c — 

Les éléments du triangle rectil igne A ' B ' C ne diffèrent 

donc qu'au second ordre des éléments correspondants du 

triangle sphérique rectangle A B C . O r , si dans le triangle 

rectil igne A ' B ' C on laisse deux éléments fixes et qu 'on 

fasse varier un troisième élément de quantités du second 

o r d r e , les autres éléments ne varieront que de quantités 

de cet ordre 5 on pourra donc se procurer une infinité de 

triangles rectilignes dont les éléments ne diffèrent qu 'au 

second ordre de ceux du triangle sphérique rectangle 

A B C . 

Prenons maintenant un triangle sphérique obliquangle 

A B C ; menons la hauteur A D et formons deux triangles 



( ) 
rectangles adjacents A ' B ' D V A ' C D ' composés , des é l é -

m e n t s 

A ' D ' = A D , A ' B ' M A B , A ' C ' = A C , 

B ' A ' D ' = B A D , C A ' D ' C A D , 

L ' a n g l e B ' D ' C ne di f fère de 7: q u ' a u second ordre , p u i s -

q u e , d 'après le théorème p r é c é d e n t , c h a c u n des angles en 

D ' est égal à -9 a u x quantités d u second ordre près . D o n c 

B ' C n e di f fère de B ' D ' -f- D ' C q u ' a u second o r d r e ; et 

c o m m e ^ d 'après le t h é o r è m e p r é c é d e n t , les côtés B ' D ' 

et D ' C sont égaux à B D et à D C , a u x quantités d u se-

cond ordre p r è s , B ' C n e d i f f è r e q u ' a u second ordre 

de B C . 

D a i l l e u r s , les angles C B ' D ' , B ' C ' D ' étant du second 

o r d r e , les angles A ' B ' D ' , A ' C D ' sont é g a u x à B et à C , 

à des quanti tés d u second ordre près. 

A i n s i le t r iangle rect i l igne A ' B ' C possède, aux q u a n t i -

tés d u second o r d r e p r è s , les m ê m e s é léments que l e 

t r iangle sphér ique A B C . I l suffira donc de laisser fixes 

deux éléments de ce tr iangle rect i l igne et de fa ire var ier 

u n trois ième é l é m e n t de quanti tés d u second o r d r e , p o u r 

obtenir une infinité de triangles rectilignes dont les élé-

ments ne diffèrent quau second ordre des éléments cor-

respondants du triangle sphérique K&C, 



: CEOSIÉTRIE DE L'ESPACE, 
e O N S I D Ë R m O N S SUR LES €01IRRES k DOUBLE C O U R E . 

t . THÉORÈME I . Si Von connaît 

H - 1 ) ( / 7 Î 2 ) ( / 7 Z - H 3 ) — ( / « — — !i){m — ^ - F - 3 ) 

1 . 2 , 3 

groupes de trois valeurs qui satisfont en même temps 

à deux équations dont Vune s'élève au degré m et Vautre 

au degré n ( m n est pas inférieur à n ) , on en déduira 

une infinité de pareils groupes sans avoir recours à ces 

équations ( P l u c k e r , Nouvelles Annales^ • tome V I I , 
p a g e 2 6 6 ) , 

THÉORÈME I I . Soit 

F, = 0 , F2 = O , F„ = o 

un système de n équations homogènes littérales entre 

les n inconnues X4 , Xg,... n^-^Y^est du degré p^, Fs du 

degré p^, F „ du degré Faisons 

. = 
en éliminant les inconnues y on parvient à une équation 

homogène entre les coefficients. Les coefficients de F , 

P 
montent dans chaque terme au degré—') les coefficients 

p 

de Fj au degré—^ etc,, conséquemment le degré de 

Véquation est 

Pn) 
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( C a y l e y , Nouvelles Annates y tome X I I , page 3 9 6 ) . 

Observation. Cet te p r o p r i é t é a m ê m e l i e u p o u r des 

équat ions n o n h o m o g è n e s , car on les rendra telles en r e m -

plaçant z , e tc . , p a r ^^ c h a n g e 

pas les coeff ic ients. 

2 . Une l igne a lgébr ique est donnée p a r Tintersect ion 

de d e u x surfaces a lgébriques ; le degré de la l igne est égal 

au produi t des degrés des deux surfaces : ainsi u n e c o u r b e 

n 'est pas c o n n u e en é n o n ç a n t seulement son d e g r é , i l 

f a u t encore énoncer les d e u x facteurs dont le p r o d u i t 

donne ce degré. Pveprésentons p a r u n e surface de de-

gré m \ alors u n e c o u r b e du v i n g t - q u a t r i è m e degré peut 

résulter des intersect ions de ces couples de surfaces S i 

et S24, Sg et S12, S3 et S g , S4 et S e , et le n o m b r e 

de points q u i déterminent cette c o u r b e sera d i f férent , se-

l o n qu 'e l le est le résultat de l ' intersect ion de l ' u n ou de 

l ' a u t r e des q u a t r e systèmes de couples . 

3 . T H É O R È M E I I I . Une ligne de degré m n donnée par 
Vintersection des surfaces S,«, S„ est délerndnée par un 
nombre de points donné par l'expression 

Zmn [m — n (n — i ) — ( " — 

où m n est pas inférieur à n. 

Démonstration. S,„ et S„ sont données respect ivement 

p a r des équat ions de degré m et n entre les coordonnées 

X, z. So i t 

(m-Hî ) ( w - + - 3 ) - ( m +1—/z) ( m + 2 — n^i^m — n) — 6 

L o r s q u e N groupes de va leurs s imultanées de x^ z sa-

t isfont a u x deux é q u a t i o n s , on e n déduit une inf ini té 
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tf autres groupes y satisfaisant également (théorème I ) ; 

ce qui veut dire géométriquement : si les surfaces S„ 

ont N points en c o m m u n , elles ont encore une infinité 

d'autres points en c o m m u n et la l igne d'intersection est 

déterminée ; or Texpression N étant développée se réduit 

à la forme indiquée. D o n c , etc. 

Corollaire, Si m = ny 

6 

4. Exemples, i®. i , la courbe est plane et Ton 

obtient 

3 ) 

71 = 2 , 

n = 3 , 

N 

N = m (m 4- 2). 

Zmim i) 

5. Prenons d'abord les lignes dont le degré n'est pas 

un nombre premier . 

Soient 

mn = 4 ? « — I , W = 4 > N = I 4 » 

n — 772 = 2, 

mn = 6 , 77 = I , m = N rr: 27 , 

N — 771 = 3 , N = I 5 ; 

7 1 = 1 , 777 = 8 , N = 4 4 Î 

n—iy m = 4y N = 24 ; 

M N = I 0 Y N = I , M = I O ^ N = 6 5 , 

« = — 2 , 7 7 / = 5 , N = 3 5 , 
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mn z=z 11, n -— I , m = 12 , N = 9 0 , 
n = a , m = 6 , N 
n = 3, m - 4 , N - 2 4 ; 

mn = i 6 , n ~ I , m = i 6 , N = I 5 2 . 

n m N = 8 0 . 
n - 4 , m = 4 , N = 4 ^ . 

6. Lorsque le degré de la l igne est un nombre pre-

mier /7, il est évident q u e , lorsque cette l igne est sur une 

surface de degré p , el le est nécessairement p l a n e , car 

mn p, 

on a nécessairement 

m — p, // 1 ; 

mais cette l igne devient gauche pour l ' intersection de 

deux surfaces réglées ayant u n élément recti l igne c o m -

m u n . S o i t , par e x e m p l e , p = 3 ] l ' intersection de deux 

surfaces réglées du second degré ayant une droite c o m -

mune est une l igne gauche du troisième degré. Soit encore 

p = 5 ; l ' intersection d'une surface réglée du second de-

gré avec une surface réglée du troisième degré et ayant 

u n e droite en commun donne encore en c o m m u n une 

l igne gauche du cinquième degré. 

7 . Q u a n d on dit qu 'une l igne est déterminée par un 

certain nombre de points , i l s'agit de points pris au h a -

sard; mais lorsque ces points ont une certaine posi t ion, 

i l peut y avoir indétermination. P a r exemple , une courbe 

plane du troisième degré est déterminée par neuf points ; 

mais lorsque ces points sont les intersections de deux de 

ces courbes , on peut y faire passer une infinité de l ignes 

du troisième ordre: il en est de même pour les courbes 

gauchcs. Ainsi une ligne gauche du quatrième ordre est 



déterminée par huit points. Mais lorsque ces huit points 
sont les intersections de trois surfaces du second ordre, 
il est évident qu'en prenant ces surfaces deux à deux, il 
passe trois courbes du quatrième ordre par ces huit points ̂  
de même pour les lignes dê tout ordre. 

8. Faisant 
mnz=zpy 

on a 

6 N = 3 / ? — H - ( , 2 - 1 ) ( , 2 - 2 ) ( / z — 3 ) ; 

faisant croître n par unités, on obtient successivement 

\ ,2 - h 1 / 

6(N — = • -4-1 ~ 3 ( , 2 — l)(/2 — 2 ) ; 

or p est p lus grand que {n — i) {n — 2) donc N > N ' ; 

on démontre de m ê m e que N ' ^ JN '̂, etc. A i n s i à m e s u r e 

que n croi t , les valeurs de N d i m i n u e n t ) p lus n s 'approche 

donc de m , plus le n o m b r e de points déterminants d i -

m i n u e . 

P a r e x e m p l e , soit 
/? = 6 o ; 

on aura p o u r 

Points déterminants. 

1 . 6 0 . , 

2 . 3 o . . 

3 . 2 0 . . 660 

4 . 1 5 . . 391 

5 . 1 2 . . 

6 . 1 0 . . 



9 . T o u t e s les courbes de degré mn, q u o i q u e d é t e r m i -

tîées p a r des n o m b r e s d ivers de p o i n t s , ont e n c o m m u n 

la propr iété d 'être rencontrées p a r u n p l a n e n mn po ints . 

1 0 . THÉORÈME I V . Venveloppe des plans osculateurs 

d*une courbe à double courbure donnée par V intersec-

tion de deux surfaces S,„, S„ est représentée par une\ 

équation de degré mn [ m n — 2). 

Démonstration, Cette enve loppe est le l i e u des t a n -

gentes. S o i e n t 

F=rro, f=zo 

les équat ions rendues homogènes des surfaces de degrés 

respectifs m , n dont Fintersect ion d o n n e les c o u r b e s , et 

?jTi 5 coordonnées d ' u n p o i n t de la c o u r b e : 

soient encore 

S = : o 

l ' é q u a t i o n d u p l a n tangent à la surface F et passant par 

le p o i n t [ X i j ^ Wt ) ; et 

s =z o 

l ' é q u a t i o n d u p l a n tangent à la s u r f a c e / p a s s a n t par le 

m ê m e p o i n t : alors 

seront les équat ions de la tangente à la c o u r b e passant 

p a r ce m ê m e p o i n t ; F = o , f — o ne c o n t i e n n e n t q u e 

les coordonnées f ixes , / j , , et aux degrés m et n ; 

S = o 5 5 = o c o n t i e n n e n t les m ê m e s coordonnées f ixes 

a u x degrés m — i , iri — i et encore les coordonnées c o n -

stantes au p r e m i e r degré x , y , z^ u. E l i m i n a n t les c o o r -

données Xi ^jx ? 5 ĥ entre les quatre équat ions h o m o -

g è n e s , en considérant x , z^ u c o m m e des coefficients 
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d'après le théorème I I , le degré de Téquation finale est 

/ J J \ 
//?« (m - i ) (/î — i ) — = //27Î( m 4 - « — 2 ) . 

O n n ' a pas besoin d 'avo ir égard aux coefficients des équa-

tions 

F = o , /=o, 

car ce sont des constantes . 

1 1 . P o u r q u ' o n puisse m e n e r d ' u n p o i n t donné une 

tangente à la c o u r b e F = o , / = o , o u , ce q u i rev ient au 

m ê m e , u n p l a n tangent à la surface e n v e l o p p e , i l faut 

q u e le point soit s i tué sur la surface enveloppe que nous 

venons de considérer . L e p o i n t étant donc pr is sur cette 

s u r f a c e , les coordonnées des points de contact qui satis-

font à trois des q u a t r e équations 

F = o , / = o , S = o , s = o 

satisfont à la q u a t r i è m e . Si donc m n'est pas in fér ieur à 

71, le p lus g r a n d n o m b r e de points de contact sera donné 

par le système d 'équat ions 

F = : o , / = Q , S = o . 

A i n s i 77772 (m — i) est le n o m b r e de tangentes q u ' o n p e u t 

m e n e r p a r l e point d o n n é ; c'est la classe de la courbe 

( S , „ , s „ ) . 

Observation, Cet te express ion a m ê m e l ieu lorsque la 

c o u r b e est p l a n e ; alors 

7 2 = I , 

et mil [m — i) dev ient m [m — i ) . 

1 2 . Définition. L ' e n v e l o p p e des p lans n o r m a u x à la 

courbe se n o m m e surface polaire de la cowbe. 

THÉORÈME V . Le degr^é de Véquation de la surface 
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polaire relative a la courbe ( S ^ J S „ ) est 

w/f ( 3/w + 3>i — 4)-

Démonstration, O n trouve F é q u a t i o n de cette surface 

e n é l i m i n a n t X i , j^i ^ Z j , coordonnées d u p o i n t de la 

c o u r b e entre les quatre équat ions 

F = o , f = o , 

{x — X,) dx, [y — jr,) df, {z — z,) dz,i±=z o, 

{x — X.) d^ y,) dy, 

L a d e u x i è m e équat ion est de d e g r é m-^n — i et la t r o i -

s ième de degré — 3 ; d o n c , d 'après le t h é o r è m e l l , 

les o : , , z m o n t e n t au degré 

mnitn -\-n — i ) ( 2 m -f- 2 — 3) | ^ 1 ^ ) 
^ ' ' \m-\-n — I im-^in — v] 

= mn ( 3 w -t- 3 72 ) — 4* 

1 3 . L e p l a n passant p a r la tangente au p o i n t Xi , 

z^ et p a r la perpendicu la i re élevée e n ce point au p lan 

osculateur n o m m é axe du p l a n osculateur a p o u r é q u a -

t ion 

i — X, ) \dy, [dx, d'Xi — ^fi d'X,) - dz, [dy, d^z, — dz, d^,)] \ 

{A)< {dy,d'z, — dz, dy,)'—dx,[dz, d'x,— dx,dH,)]\:=zOy. 

( - f . — z,){dx, {dz, d'x, — dx, d'^z,) — dy,[dy,d'z, —dz.d^y,)]) 

le degré en x^ , z^ se monte à 3 m - f - 3 / z — 5 . 

L ' e n v e l o p p e de ce p l a n a u n e équat ion de degré 

3mn [im 2n — 3 ) . 

14. L e degré de la surface réglée formée par les n o r -

males p r i n c i p a l e s est 

2 mn (2/w -f- 2/2 — 3) ; 

tel est aussi l e degré de la surface réglée formée par les 

C) Duhamel, t. l̂ «', p. 3o8. 
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perpendiculaires au plan osculaleur passant par le point 

15. Application, m^ n = 'x. 

Degré du plan oscillateur. . 8 
Plan normal 3?. 
Plan (A ) . 6 o 

Normale principale 
Axes du plan oscMlateur.. . 4^ 

16. La courbe formée par les centres de courbure est 

donnée par l ' intersection des deux surfaces réglées for-

mées par les plans osculateurs et les plans normaux, 

surfaces dont les degrés sont 

m n [ m - ^ n — 2 ) et mn^Zm-^-Zn — 4)* 

Cette courbe n'est pas l'arête de rebroussement de la sur-

face polaire ; cette arête est sur cette surface et sur celle 

que l 'on obtient en éliminant 0:1, j j , z^ entre les quatre 

équations 

F = o , / = : o , 

(x'-'Xi)dTi 4- ( J — J j ) dri (z — = 0 , 

(.r — + ( j — — = o , 

ce qui donne une surface de degré mn (5m -f- S n — 8), 
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THÉORÈME SUR UXE PROPRIÉTÉ DES RACINES 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

P A R M . B R I O S C H I , 

Professeur à l'universilé de Pavie (*). 

Lemme, Soient , X2 ^n b's n racines supposées 

inégales de l ' équat ion 

E n posant 

^ [x) = {x — xr+i){x — Xr^,). , . (x — X,,) , 

on a 

de la dernière desquelles on d é d u i t , v u q u e 

en' ( y { T \ m' ( T \ ) f ' {^r+2)' . ^f jXn) 

? i^r-t-ij <P • . ? [J^n) — ~TT- r-rTZ N T ? — T ' 

O r on a é v i d e m m e n t 

. y ( . : . ) ( . r , ) . . . (o:,) | (.r.^, ) ^ . . . 

par conséquent 

/ ^\rhi—r) f i^r-^2) " ' f [Xn) l f f ^ \ i / / \ i f f \ 

(*) Nous engageons le lecteur à prendre un exemple particulier, par 

exemple r = 2, n ~ 5. 
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et parce que, en indiquant par D , ^ les produits res-
pectifs des carrés des différences des racines des équations 

on a , c o m m e on s a i t , 

(les quantités D , A , y étant prises avec le signe posit i f ' 

lorsque les n o m b r e s n^ n — r , r seront s o ou = i 

( m o d . 4 ) î et avec le signe négati f dans les autres c a s ) ; 

on aura 

Supposons 

r — n — 2 , 

on aura 
± : A = - — 

e l l e s quantités D , y devront être prises avec des signes 

contraires . D o n c 

V 

mais 

= — + -H + . . .-f- .r„_2), 

par conséquent 

1 
Xn = + + . . . + 

2 

. i V^ J D 
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O r D petit s 'exprimcîr e n fonct ion des coefficîentsr d e F é r 

quat ion d o n n é e , e t 77-;—. . ^ — t t t r est u n e f o n c -

t ion rat ionnel le des racines x^^ ^^ qtie y 

est u n carré 5 on a donc le théorème suivant : 

THÉORÈME. Deux racines quelconques d''une équation 

algébrique du n'"""" degré peuvent être exprimées en 

fonction rationnelle des autres n —-- 2. 

Observation, I n d i q u a n t p a r 

le second m e m b r e de la p r e m i è r e des équat ions (1) , on 

trouve fac i lement que cette fonct ion n ' a que deux v a l e u r s 

( S e r r e t , Algèbre supérieure^ ^^^ ^ j S ) . C e s d e u x v a l e u r s 

sont celles des deux racines , 

P o u r l ' équat ion d u troisième d e g r é , en posant {Alg, 

sup,, p . 2 1 8 ) 

on t rouve 
.Ta = =zO{x,), 

c 'est-à-dire x étant u n e racine q u e l c o n q u e : les trois r a -

cines seront 

P o u r l ' équat ion d u q u a t r i è m e degré , en posant 

_ 1 + + ^ ( t ) v'i^ = s ( ^ o , 

on a 
X,)z=Q{Xs, X^)^ 

D e ces propriétés des r a c i n e s , on déduit que ces é q u a -

tions sont résolubles a lgébr iquement . 

Noie, Incessamment u n e démonstrat ion fort s imple d e 

ce théorème p a r M . A , G e n o c c h i . 
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PROBLÈME S I R CINQ CONIQUES ET CINQ DROITES 
ANHARMONIQÜEMENT CORRESPONDANTES ; 

PAR M . E . D E J O N Q U I È R E S . 

Qiiestiofi, O n donne sur u n plan : i® trois points 

, c 5 c i n q autres points e , J\ g-, A. D é t e r m i n e r u n 

point x t e l , que les c inq coniques c irconscri tes au q u a -

dri latère abcx et passant respect ivement par les c inq 

points d^ e , /', h correspoiîdent anl iarmoniquement à 

u n faisceau de c inq droites données. 

Solutioji, Soit P le sommet du faisceau de c inq droites 

P J , P e , P / , P g : , P/z qui est h o m o g r a p h i q u e à celui des 

c inq droites données. C e p o i n t , comme on sa i t , est u n i -

que et se détermine aisément par Tintersect ion de deux 

coniques qui ont trois points c o m m u n s connus à p r i o r i . 

I l résulte du théorème général de M . Chasles sur la con-

struction de la courbe du troisième ordre q u e les d i x 

points <7, c , o:, e , ^ ¿ Î P sont situés s u r u n e 

même courbe du troisiènie ordre U , qui se trouve déter-

minée par les seuls neuf points connus , sans qu 'on ait 

besoin de fa ire intervenir le point cherché x . 

L e rayon V d correspond a n h a r m o n i q u e m e n t à la co-

nique [nbcxd] qu ' i l rencontre au point d et en u n autre 

point d', C e point appai tenaut aussi à la courbe d u 

troisième o r d r e , se déterminera aisément en n ' e m p l o y a n t 

que la l igne droite et le c e r c l e , puisque les deux autres 

points de rencontre du l a y o n P^^/avec la c o u r b e , savoir 

P et i/, sont déjà connus. La conique [(Lhcxdd') est donc 

ent ièrement déterminée. O n cherchera parei l lement le 

second point de rencontre cJ du rayon V a avec la conique 

Ann. dc Malfnmat., l. XV. 'vOclobrc 18.%.) 
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(abcxe) qui lui correspond a n h a r m o n i q u e m e n t , et cette 

c o n i q u e , dont on connaî t déjà quatre p o i n t s , sera d é t e r -

m i n é e . 

C e l a p o s é , les deux coniques [abcxdd') et [abcxee') 

ont trois points c o m m u n s a , c^ on en conc lura donc 

i m m é d i a t e m e n t le quatr ième x qui satisfait à la quest ion. 

A i n s i le problème est résolu. 

PROBLÈME m LES COURBES DI] QUATRIEME ORDRE; 
P A R M . E . D E J O N Q U I È R E S . 

PROBLÈME. Construire géométriquement la courbe du 

quatrième ordre qui passe par quatorze points donnés 

en supposant que huit de ces points soient situés sur une 

même conique.. 

Soient a , b ^ c d e ^ f g h les h u i t points donnés 

sur vme conique C , et A, / , m , n , o les six autres points . 

Il s 'agit de faire passer par ces quatorze points u n e courbe 

du q u a t r i è m e ordre W . 

Je dés ignera i , p o u r abréger , par B l 'ensemble des 

quatre points a , c , r/, et par B ' ' c e l u i des quatre points 

e , / , g , A , de telle sorte que ( B , /) s ignif iera la c o n i q u e 

déterminée par les c inq points ât, & , c , /i, / , et ainsi des 

autres. 

L a conique ( B ' ' , / ) coupera la courbe du quatr ième 

ordre W e n trois autres points i n c o n n u s z. Je dé-

signerai par B ' l ' e n s e m b l e des quatre points x , 7 , .s 

dont le p o i n t / est seul c o n n u . 

Considérons les deux faisceaux de coniques ( B , B ' ' ) , 

( B , i ) , ( B , / ) , ( B , m ) , ( B , « ) , { B , o ) e t ( B ' , B " ) , 

( B ' , A ) , ( B ' , / ) , ( B ' , » 0 , { B ' , « ) , ( B > ) . 

C e s courbes se correspondent deux à deux a n h a r m o -
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n i q u e m e n t , parce q u ' u n e conique du premier fa i sceau, 

telle que ( B , k) et celle (B ' , k) qui lui correspond dans le 

d e u x i è m e , passent ensemble par un même point k de la 

courbe W . C e c i résulte d 'un théorème général démontré 

par M . Chasles dans les Comptes rendus, tome X X X Y I I , 

séance d u I5 septembre I853 [voir la Note du BédaC" 

teur, p. 372). 
Cela posé , soit P le sommet d'un faisceau de c inq 

droites P Â , P / , V m , V n , P o correspondant anharmoni-

quement aux coniques ( B , A ) , ( B , Z), ( B , m ) , ( B , TZ) , 

( B , o) (point qu 'on sait construire sans d i f f icu l té) , et soit 

V a ' \ e rayon q u i , dans le faisceau de droi tes , correspond 

à la conique donnée ( B , B " ) qui fait partie du faisceau de 

coniques. Enf in , appelons a ' et B ' les deux points d ' inter-

section de ce rayon avec la conique (B ' ' , i) ou ( B ' , B' ' ) . 

Les six droites P a ' , PA , P / , P m , P/7, P o correspon-

dent aussi harmoniquement avec les six coniques (B', B''), 

( B ' , A ) , ( B ' , / ) , ( B ' , m ) , (B ' ,7 i ) , ( B ' , o ) , puisque cel les-

ci correspondent a n h a r m o n i q u e m e n t , comme j e viens de 

le d i r e , aux six coniques ( B , B ' ' ) , ( B , A) , ( B , / ) , 

(B, m ) , ( B , / ¿ ) , ( B , o ) . 

Donc les neuf points z\ a ' , A , / , m , n , o , P déter-

minent u n e courbe du troisième ordre q u i , en vertu du 

théorème fondamental de M . Chasles sur la description 

de CCS courbes [Comptes rendus, i 8 5 3 ) , passe aussi par 

les trois autres points x , y , 2; communs à toutes les c o n i -

ques du faisceau ( B \ B'')', (B ' , A ) , etc. 

Cette courbe du troisième ordre U et la conique 

(B ' , B ' ' ) ont trois points communs déjà c o n n u s , s a v o i r : 

z, a'^ et il s 'agit do trouver les trois autres x ^ y 

et 

P o u r cela , jo ignons par une droite les deux points A et 

par e x e m p l e , et soit q le troisième point de rencontre 

de la droite kl avec la courbe U , point faci le à détermi-

••'4. 
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ner sans tracer la courbe . P u i s regardons Tensemble de 

cette droite et de la c o n i q u e (IV, B^') c o m m e f o r m a n t u n e 

courbe d u troisième ordre U ' . 

L e s courbes U et U ' ont six points c o m m u n s déjà con-

n u s , savoir a ' , A , / , leurs trois autres points 

d ' intersect ion sont précisément les points cherchés x , 

L a question est ainsi ramenée à cel le o ù i l s 'agit de 

trouver les trois autres points d ' intersect ion de deux 

courbes du troisième ordre q u i ont six points c o m m u n s 

connus à p r i o r i , question résolue t r è s - s i m p l e m e n t par 

M . Chasles dans les Comptes rendus de i 8 5 5 , séance du 

3 i d é c e m b r e , et par m o i - m ê m e dans l 'ouvrage int i tulé : 

Mélanges de Géométrie pure, p . i g S . 

Dès que ces trois points x ^ jr, z seront c o n n u s , la c o n -

struction de la courbe W s 'achèvera sans diff iculté. C a r 

toute conique circonscrite arb i t ra i rement au quadri latère 

ahcd déterminera cel le qui lu i correspond a n h a r m o n i -

quement dans le faisceau c irconscr i t au quadri latère ixjz. 

Les quatre points d ' intersection de ces deux coniques 

homologues appart iendront à la courbe W , dont on con-

struira ainsi autant de points q u ' o n voudra. 

A i n s i le problème est résolu. 

Note du Rédacteur, M . de Jonquières s 'appuie sur 

u n théorème de M . Chasles que nous croyons uti le de 

citer textuel lement. 

THÉORÈME GÉNÉRAL. Si Von a deux faisceaux de co-

niques dont les unes passent par quatre points a , b , c , d 

et les autres par quatre points a ' , b ' , c ' , d ' , et que ces 

courbes se correspondent deux à deux de manière que le 

rapport anhannoniquc de quatre courbes du premier 

faisceau soit égal à celui de quatre courbes correspon-

dantes dans le deuxième faisceau^ le lieu de tous les 

points d'intersection des coniques correspondants sera 
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une courbe du quatrième ordre passant par les huit 

points a , b , c , d , a ' , c ' , d [Comptes rendus^ 

t. X X X V I I , i853, semestre, p. 278). 

Soient 
r=0, V z=z o 

les équations de quatre côtés d'un quadrilatère ^ 

r, = 0, i, o, Ui = Oy r, rrr O 

les équations des quatre côtés d'un second quadrilatère : 
les faisceaux de coniques passant respectivement par les 
sommets des quadrilatères ont pour équations 

a rs -h uv = 0 y 

a r, Ui = o. 

Le paramètre variable a étant le même, les faisceaux se 
correspondent anharmoniquement. Donc, éliminant a , 
on a 

rsUi -f- = o, 

pour le lieu cherché du quatrième ordre et passant par les 
huit sommets des quadrilatères. 

NOTE 

Sur l'aire d'uu poljgoue plan et sur Texpressiou de celle aire en foiicliou 

des Goordonuées des sommets ; 

PAR M . E . P R O U H E T . 

On définit ordinairement l'aire d'une figure plane en 
disant que c 'est la portion de plan limitée par son con-

tour. Mais cette définition n'offre plus de sens raison-
nable lorsque ce contour, fermé d'ailleurs, présente des 
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points doubles, comme cela a lieu dans les polygones 
étoiles. Il est cependant possible d'étendre la notion de 
superficie de manière à la rendre applicable à tous les 
cas. 

2. Soient A l , A g . , A,, les /¿ sommets consécutifs d'un 
polygone, soit PM un rayon vecteur dont l'extrémité P , 
que nous nommerons le pôle, demeure fixe pendant que 
l'autre extrémité M se meut sur le périmètre dans un sens 
déterminé, A j , A^,..., A„ par exemple. Le rayon vecteur 
étant d'abord en PAi et venant ensuite en PAg, nous di-
rons qu'il a engendré ou décrit le triangle P A j A g , de 
sorte que le point M , revenu à sa position initiale après 
avoir parcouru tout le contour, aura décr i t tr iangles . 

Or les sinuosités du contour pouvant faire que PM 
tourne tantôt dans un sens que nous nommerons direct, 
tantôt dans le sens opposé ^ il sera naturel de considérer 
comme positives les aires décrites dans le premier sens, 
et comme négatives celles qui sont décrites daus le mou-
vement rétrograde. Cette convention est déjà faite en mé-
canique et son introduction en géométrie offre de grands 
avantages, comme le montrera la suite de cet article. 

3. D'après cela, si le polygone est convexe et lepóle 
P pris dans son intérieur, tous les triangles seront décrits 
dans le meme sens et leur somme algébrique se réduira, 
suivant les cas, à ± Taire du polygone, le mot aire étant 
pris encore dans son acception ordinaire. 

Si le pôle est extérieur, tous les triangles ayant quel-
que portion de leur surface dans rintérieur du polygone 
auront le meme signe, tous ceux qui sont entièrement si-
tués hors du polygone auront le signe opposé, et il est 
visible que la somme algébrique des triangles de première 
et de seconde espèce sera encore égale à dz la surface du 
polygone. 

4. Ces résultats conduisent naturellement à la défi-
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nilion qu'il convient d'adopter et qui est la suivante: 

Uaire d'un polygone plan est la somme algébrique 

des triangles engendrés par un rajon vecteur dontVex^ 

1 rémité fixe est placée en un point quelconque du plan et 

dont Vautre parcourt le périmètre du polygone dans 

un sens déterminé. 

Toutefois, pour justifier complètement cet énonce, il 
faut démontrer que l'expression ainsi définie demeure la 
même en grandeur et en signe pour un même sens de ro-
tation, quel que soit le pôle. C'est ce que l'analyse suivante 
mettra hors de doute. 

5. Considérons, en premier lieu, un triangle P A j A ^ 
dont l'un des sommets, pris pour pôle, soit à l'origine 
de coordonnées rectangulaires. Désignons par x , , les 
coordonnées du point A j et par x̂ j,, Ja celles du point A j . 

En supposant d'abord que le triangle soit tout entier 
dans l'angle Y O X , et que l'on ait x̂ ŷ̂  ^ J i 5 on trou-
vera sans peine pour l'aire absolue 

par conséquent, si Fon désigne x^ j o — par [ i , 2] 
et si en énonçant un triangle, on marque par l'ordre des 
lettres le sens dans lequel le côté Ai A^ est parcouru, on 
aura 

PA, A^irr , 2 ] , 

d'où résulte 

PA^A. ~ —PA,A2 = — ^ [ 1 , 2 ] , 

et, par conséquent. 

P A . A . = : 1 [ 2 , I], 
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puisque 

On voit par là qu'en écrivant dans les crochets les indices 

dans le même ordre que dans le premier membre, le se-

cond membre prend de lui-même le signe convenable. 

6, Maintenant, si l'on suppose que les axes primitifs 

tournent d'un angle a , le second membre conservera la 

même valeur, comme on s'en assurera sans peine en met-

tant à la place des nouvelles coordonnées leurs valeurs en 

fonction des anciennes, d'où résulte que la formule dé-

montrée pour une position particulière des axes est vraie 

pour une position quelconque. 

7. Considérons actuellement un polyg one A l , A2 9 
A3, . . . , A;,. Des rayons vecteurs étant menés à tous les 

sommets, on aura 

PA.A, — , 2}, 

P A . A , = = : 1 [ 2 , 3 ] , 

PA„ -, A„ ^ [ / i — I , /z], 

PA„A. i j , 

d'où 
PA, A, -h PA, A3 PA3 A, -h . . . -f- PA„ A, 

Le premier membre (en ayant égard aux rotations in-

diquées par Tordre des lettres) est ce que nous nommons 

Taire du polygone relative au sens A i , A 2 A , ^ , On a 

donc en désignant Taire par S , 
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Telle est donc l'expression de l'aire dans le cas le plus 

général possible. Le second membre, que nous savons 
déjà être indépendant de la direction des axes, est, en 
outre, indépendant de leur origine, comme on s'en as-
sure en transportant cette origine en un point quelcon-
que. Les dénominations adoptées plus haut se trouvent 
donc complètement justifiées. 

8. La formule que nous venons de démontrer exige seu-
lement que le polygone soit fermé. Les côtés peuvent 
d'ailleurs se couper d'une manière quelconque, plusieurs 
sommets peuvent se réunir en un seul sans que la formule 
cesse d'être applicable, pourvu que le périmètre puisse 
être considéré comme un fil non interrompu qui, partant 
du point Al et passant successivement par les points Ag, 
A 3, etc., finit par revenir au point de départ. 

D'après cela, un polygone de n sommets pourra être 
considéré comme ayant azi, 3/z,..., hn côtés. Il suffira 
de concevoir que le fil revenu en Ai recommence à passer, 
et dans le même ordre, par les points Ag, A3, etc., et cela 
un nombre quelconque de fois , pourvu qu'il finisse par 
s'arrêter au point de départ. 

9. L'emploi des signes -f- et — pour distinguer les 
aires engendrées par des rotations directes ou inverses 
doit avoir l'utilité de ces sortes de conventions qui est 
de réunir dans un même énoncé un nombre souvent con-
sidérable de théorèmes du même genre. En voici quelques 
exemples sur lesquels le lecteur pourra s'exercer. 

A , B, C , etc., désignant des points distribués comme 
on voudra dans un plan et ABC l'aire du triangle dont 
les sommets sont A , B, C , on aura : 

Pour cinq points : 

ACE. ABD = ABE. ACD - r ABC. ADE, 

(Théorème de Fontaine. ) 
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(ABCDK)' — (ABC + BCD -f- CDE + DEA -f EAB). ABCDK 

-f- ABC. BCD + BCD. CDE -h CDE. DEA 

+ DEA.EAB -f- EAB.ABC = 

(Théorème de Gauss.) 

Pour sept points : 

ABE. ACF. ADG ABE. ACD. AFG -h ABC. ADE. AFG 

4- ACF. ADE. ABG ACD. AEF. ABG 

H-ADG.ABC.AEF. 

(Théorème nouveau.) 

Il sullira de démontrer ces égalités dans le cas fort 
étendu où le polygone ayant pour sommets les points con-
sidérés est convexe. Démontrées pour ce cas, elles devi ont 
se réduire à de véritables identités quand on y substituera 
les valeurs des aires en fonction des coordonnées, et dès 
lors elles auront lieu quelle que soit la disposition des 
points considérés. 

S O L U T I O N D E L A Q U E S T I O N S U R UN J E U D E C A R T E S 

(voir t. XIV, p. 168); 

P A R M . L A B B E P E P I J N . 

Réponse. Soit t le plus petit nombre entier qui satis-
fasse à l'inégalité 

ce nombre t sera le nombre demandé. 
Solution, Après la première distribution, la carte dé-

signée pourra occuper un rang quelconque dans le paquet 
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OÙ elle se trouve^ mais après la seconde distribution , les 

cartes provenant des 9 paquets situés au-dessous ou au-

dessus du paquet r̂  occuperont les 4 piemières et les /g 

dernières places de chaque paquet, élant égal à la par-

lie entière de la fraction c'est-à-dire 

fi) 

Ainsi le rang ŝ  occupé par la carte désignée dans le pa-
quet i\ sera compris entre les deux nombres 

U et m — -f- I. 

Généralement, désignons par le nombre des cartes 
qui se trouvent au-dessus et au-dessous de la carte dési-
gnée après t distributions dans le paquet r̂ . On aura évi-
demment 

/ \ I l ^ ^ 

et le rang Sî ^ qu'elle occupera dans le paquet sera 
compris entre les deux nombres et m — /¿̂ i -f- i . 

La formule (2) donnera successivement 

Mais si l'on observe que la partie entière du quotient 
d'une division ne change pas quand on remplace le divi-
dende par un nombre qui n'en diffère en plus que d'une 
quantité plus petite que l'unité, on aura 

n .tu -A \ 
I n I i (! .¡il Hr 1 

1 - F A / ^ 

/, ^ E 

7. ffi H-

' N — I 

q .m [n' — T 

_ fr Zy.//̂  I \ ^ 
' \ n^ ' n — i r 
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et i;ériéralenieiil 

72—1 I 

or le rang étant compris entre les deux nombres et 
ni — -f- I , si Ton veut qu'il soit égal h p -h ^ ^ il faut 
et il suffit que Ton ait = p'̂  car alors on aura 

w — /f -f- 1 = /? -h 2 , 

et le nombre entier compris entre p et -f- 2 ne pourra 
èlre que le nombre p i . 

Le nombre t devra donc satisfaire à l'inégalité 

/ q,m — I 

En remplaçant n — i par p par ? et rédui-
m — 1 

2 

sant, cette inégalité peut se mettre sous la forme sui-
vante : 

m 
I 

n I 
O^ - < ! • 

2 

D'ailleurs il est évident que cette inégalité est équiva-
lente à la suivante 

( 3 ) 

Le nombre demandé t est donc le plus petit nombre 
entier qui satisfasse à la formule (3). c. Q. F . n. 
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T R I S E C T I O N D E L ' A N G L E , 

PAR M . p o u d r a . 

M. Chasles, dans son Cours à la Sorbonne, a donné 
cette solution fort élégante de Tancien problème de la 
trisection de l'angle. 

Soit l'arc ah pris sur un cercle dont le centre est o. 
Soit porté sur cet arc, de a vers un arc quelconque ¿z///, 
et de h vers a un arc hm^ = i,am. Prenons sur la circon-
férence un point fixe c quelconque et menons les droites 
om, cnii. Il est évident qu'il en résultera l'angle 

aom =• hcm^. 

Pour diverses positions du point m sur la circonférence , 
il en résultera autant de points m̂  correspondants, et, 
par suite, à chaque rayon om correspondra une autre 
droite cm, telle, que les angles ao/?/, bcm^ seront tou-
jours égaux; donc les points o et c seront les centres de 
deux faisceaux homographiques tels , que les rayons ho-
mologues se couperont en des points n dont le lieu géo-
métrique sera, par conséquent, une section conique cou-
pant la circonférence au point a , tiers de l'arc ah. 

Ou peut ajouter quelques détails à cette solution. 
Prenons pour le point C celui qui est diamétralement 

opposé au point h. En construisant la courbe des points 
il sera facile de voir que : 

1®. Le côté ao de l'angle est une tangente à la courbe; 
2°. Une parallèle à ao menée par c est une seconde 

tangente; 
3®. Il en résulte que co est un diamètre et le point C , 

milieu de co, sera le centre ; 
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La droite ca est une parallèle à une asymptote ; 
Une perpendiculaire en c à cette droite ca est une 

parallèle à l'autre asymptote; 

6°. Les droites C x , Cy menées par le centre, parallè-
lement à ces droites, seront les asymptotes-, 

7®. Les bissectrices CA , CB des asymptotes seront les 
axes de la courbe -, 

Cette courbe est une hyperbole équilatère dont on 
connaît de suite le centre et les axes, etc.; 

Cette courbe coupe la circonférence en quatre 
points dont l'un est celui c connu , les trois autres seront 

, «3 qui seront tels, que a(Xi --:^~de l'angle aob ; 

rtag sera le tiers d'une circonférence plus «oè, et enfin 
acc^ sera le tiers de Tangle 36o® — aob. 

Puisqu'on connait de suite le centre et les axes de l'hy-
perbole équilatère qui résout le problème de la trisection 
de l'angle, on peut (^mployer toutes les méthodes connues 
pour tracer cette courbe, sans avoir besoin de recourir à 
la construction des deux faisceaux ci-dessus. 

Note du Rédacteur. 

Compas trisecteur. M. Répécaud, colonel du génie 

en retraite, a inventé cet instrument. Il est fondé sur ce 

principe. Soit l'arc ABC moindre que i8o degrés et O le 

centre. Si le rayon OB coupe la corde AC en un point E 

tel que l'on ait 
AE = AB, 

alors 

arc AB = ^ arc AC. 

Si l'on prolonge le rayon BO jusqu'à ce qu'il coupe de 

nouveau la circonférciK e en D , on aura aussi 

DE = DC; 

il esl facile de trouver un îel point D à Taide d'un com-
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pas, dont une branche passe constamment par C et dont 
la tcte se meut sur la circonférence jusqu'à ce que la 
condition DE = DC soit satisfaite : les deux branches 
portant des divisions égales , cetle égalité se vérifie à vue. 

Supposons que le point B soit quelconque. Porloiis la 
corde AB sur la corde AC , de A en E , et menons P)E ; la 
perpendiculaire abaissée du centre c sur la corde AC ren-
contre BE en un point I ; il serait curieux de connaître le 
lieu de ce point I ; lorsqu'il coïncide avec C , il sert à opé-
rer la trisection. 

2®. M. le docteur Toscani, professeur de physique au 
lycée de Sienne (Toscane), fonde la trisection sur le lieu 
géométrique d'un podaire du cercle. Soit C le centre et 
V un point fixe, extrémité de l'arc à trisecter. Prolon-
geons le rayon OV d'une longueur VP = OV ; projetons 
le point P sur toutes les tangentes au cercle; T étant le 
point de contact et P' la projection correspondante de P , 
lorsqu'on aura 

VF' VT, 
a lors 

angle V F angle CVP'. 

Q U E S T I O N S . 

341. Un point fixeO est donné dans un angle plan du 
sommet A ; par O on mène une transversale rencontrant 
les côtés de l'angle en B et C ; 5 et ŝ  étant les aires des 

triangles OBA, O C A , la somme est constante, de 
s 

quelque manière qu'on mène la transversale. (MANWHEIM.) 
345. f [ x ) = o est une équation algébrique à coeffi-

cients entiers ^ s i / ( o ) e t / ( i ) sont des nombres impairs, 
l'équation n'a aucune racine E«//ÈRE. ( G A U S S . ) 
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DEUX P R O B L È M E S SLIR L E S S U R F A C E S DU D E U X I È M E D E G R É ; 

PAR M. p o u d r a . 

PROBLÈME I. Une surface du second degré étant donnée 
par neuf points, on demande de lui mener : un plan 
tangent par un de ces points ; par une droite exté-
rieure. 

Soient 1 , 2 , 3 , 4 5 5 6 9 8 , 9 les neuf points donnés. 
On veut avoir le plan tangent à la surface au point 9. 

On détermine d'abord la courbe gauche du quatrième 
degré qui passe par les huit points i , 2 , 3 , 4 5 5 , 6 , 7 , 8 . 
Par 9, on fait passer deux plans qui coupent cette courbe 
chacun en quatre points, lesquels avec le point 9 déter-
minent deux sections coniques. Le plan passant par les 
deux tangentes au point 9 à ces deux coniques sera le 
plan cherché. 

Remarque. Il n'est pas nécessaire de tracer les deux 
coniques. Car soient m ^n^ /J, </ et 9 les cinq points qui 
déterminent une de ces coniques. On sait que la tangente 
en 9 à cette conique, plus les trois droites 9/2, 9;?, 9^, 
forment un faisceau dont le rapport anharmonique 
est égal à celui des quatre droites 7719, mn ^ mp ^ mq. 
Donc, etc. 

Pour mener à la surface du deuxième degré un plan 
tangent pai* une droite extérieure L , il faut prendre sur 
cette droite deux points « et & ; par la droite a g mener 
trois plans sécants qui détermineront trois coniques, à 
chacune desquelles par a on mènera deux tangentes; on 
déterminera ainsi six points de tangence qui appartien-
dront ainsi à la scction conique , courbe de contact de 
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la surface du deuxième degré et du cône circonscrit dont 
a est le sommet. On déterminerait de même la courbe de 
contact d'un autre cônc circonscrit dont h serait le som-
met. Ces deux sections coniques se couperont en deux 
points. Les plans passant par la droite L et ces deux 
points seront les plans tangents cherchés. 

PROBLÈME IL Deux surfaces du deuxième degré étant 
données par g points, on demande de déterminer leur 
commune intersection. 

Soient I , 2, 3 , 4 9 5 1 6 , 7, 8 , 9 les neuf points de la 
première et 1', 2', 3', 5', 6', 8', 9' ceux de la se-
conde surface. On commence par déterminer dans chacune 
de ces surfaces la courbe du quatrième ordre qui passe par 
les huit points i , 2 ,3 , 4, 6 , 7 , Set 1', 2'-» 4', 6', 7', 
8'. Puis par la droite 99'qui joint les points restants, on 
fait passer une suite de plans sécants; chacun d'eux dé-
termine dans les surfaces deux sections coniques dans 
un même plan^ qui se coupent généralement en quatre 
points appartenant à la courbe cherchée qui sera ainsi 
évidemment du quatrième ordre. Donc, etc. 

Par les huit points i , 2 , 3, 4 ? ^ ^ 6 , 7 , 8 on peut faire 

passer = 28 hyperboloïdes ayant la même courbe 

d'intersection. 
Pour déterminer cette courbe, on fait passer un hyper-

boloïde par la droite (i , 2) et par les six points restants 
3 , 4 , 5 , 6 , 7, 8, puis un second par la droite (7, 8) et 
par les six autres points i , 2 , 3 , 4 , 5 , 6. On peut ainsi 

8 
prendre = 28 droites différentes qui, prises chacune 

2 

à part, forment avec les six points restants un hyperboloïde. 

Ann. de Mathémat,, l. XV. (Octobre i85G.) ?.5 
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Donc ce nombre est de 28. Remarquons que chacun de 
ces hyperboloïdes contient deux des points donnés sur 
une même génératrice. 

D I S C U S S I O N D UNE ËQl ATION N V M É R I Q I E DU SECOND D E G R E 

A T R O I S V A R I A B L E S (Sni lc d'one prfœière Noie) 

( Toir page 322 ). 

Dans la discussion de l'équation du second degré à trois 
variables, nous avons admis l'existence d'un centre uni-
que -, on a vu comment la nature de la surface se déter-
mine, alors, au moyen des signes des invariants 

AA' — , AA" — B'% k! k" — B ,̂ 

A A' A'' -t- 2BB' B" — AB̂  — A' B'̂  — A" B''^ 

Quand il n'y a pas de centre, la valeur de 

A A' A' + 2 BB' B ^ — AB̂  — A' B'̂  — A" B"̂  

est nulle, mais, dans ce cas, les signes des valeurs de 
AA' — k k " — B'% A' k!' — B̂  font immédiatement 
savoir de quel genre est la surface considérée. 

En eiïet, dans le cas dont il s'agit, l'équation proposée 
ne peut représenter que l'un des deux paraboloides ou un 
cylindre parabolique. 

Si la surface est un paraboloide hyperbolique, il faut 
que parmi les trois sections par les trois plans coordonnés 
il y en ait au moins une du genre des hyperboles, puis-
que les trois plans coordonnés ne peuvent être à la fois 
parallèles à l'axe de la surface. Donc, parmi les trois dif-
férences kk! — AA'' — B'% k' A'' — B̂  il y en aura 
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au moins une dont la valeur sera négative. Cette condi-
tion est d'ailleurs suffisante pour que l'équation proposée 
représente un paraboloïde hyperbolique, car l'autre pa-
raboloïde et le cylindre parabolique ne peuvent donner 
lieu à une section du genre des hyperboles. 

Si la surface est un paraboloïde elliptique, l'une des 
sections par les plans coordonnés sera une ellipse réelle 
ou imaginaire ; par conséquent,l'un des binômes A A ' — 
AA'' — B'% A'A'' — B' sera positif. Et c'est là une con-
dition suffisante pour que l'équation proposée représente 
un paraboloïde elliptique. 

Enfin, lorsque la surface est un cylindre parabolique, 
les valeurs des expressions AA' — B"% AA" — B'% 
A' A!' — B̂  sont nulles toutes trois. 

Nous ne dirons rien du cas particulier où l'on trouve 
une infinité de centres, la discussion de l'équation ne 
peut, dans ce cas, olïrir aucune difficulté. G. 

O I E S T I O N S . 

346. Dans le premier quadrant la somme des sinus 
d'un nombre quelconque d'arcs,divisée parla somme des 
cosinus de ces mêmes arcs, donne un quotient compris 
entre la tangente du plus grand de ces arcs et la tangente 
du plus petit de ces arcs. 

347. Soit donnée 1 équation 
^ AX^M-Y . _ /X - H A- = O 

qui ne renferme que des puissances impaires ; il y a une 

racine réelle comprise entre i — ^ v ^ ' 

( T C H E B I C H E F ) . 

i>.5. 
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N O T E S SUR QUELQUES QUESTIONS DU P R O G R A M M E O F F I C I E L . 

II. 

Génératrices rectilignes de rhyperboloïde à une nappe 

et du paraboloïde hyperbolique, 

Hyperboloïde à une nappe.— Le centre de la surface 
étant pris pour origine, l'équation sera de la forme 

( 1 ) A a:' -i- A' + A" -h 2 B rz + 2 B' .rz H- 2 B" .rj -I- F =r o. 

i . Quand l'une des trois différences 

B'^' — AA', B'̂  — A A'', B̂  — A' A" 

est nulle, ou, ce qui revient au même, lorsqu'une des 
trois sections par les plans coordonnés est du genre des 
paraboles, on tire immédiatement de Véquation (T) de 
la surface les équations de ses génératrices rectilignes. 

Soit, par exemple, 

AA'rzrO, 

on aura identiquement : 

A 

et l'équation (i) deviendra 

A" + 2B JZ + 2B' .r: + + + F = O, 
A 

d'où 

A î (A "2 H- 2 B 7 4- 2B' x) = — AF - ( A.r + B"/) '• 
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Le produit AF est nécessairement négatif, autrement 
le plan z — o qui passe par le centre ne couperait pas la 
surface , ce qui ne peut avoir lieu puisque cette surface 
est un liyperboloide à une nappe. Donc 

— AF — (A.r H- B V ) ' 

est le produit des facteurs réels 

V — AF -h Ao: H- B ' > , s/— AF — A.r — B"y. 

Par conséquent, en nommant« , o deux constantes arbi-
traires, les équations des génératrices rectilignes seront, 
pour Tun des deux systèmes : 

Az = a (v^— AF 4- A.r -h 

-f- 2B7 + AF — A.r — B 'V ) . 

Et, pour l'autre : 

A - r - B V ) ; 

k"z 4- 2 B / -h 2 B'x = ^isj— AF + A.r 4- B" j ) ' 
o 

Comme exemple, considérons Téquation 

r ' + -î- -f- — 'T'Z 4- 4 — ï = o. 

En faisant 

o , 

on a 

ou 
( .r- f - 2/)^ I — o , 

équation qui représente le système de deux droites paral-
lèles. 

Pour déterminer toutes les autres génératrices recti-
lignes de la surface, on remarquera que l'équation pro-» 
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posée revient à 

z^ + lyz ~ xz= i — {x 

d'où 

z(z -h — x) = {i H- — 

De sorte que les génératrices rectilig^es de l'un des deux 
systèmes seront représentées par 

2 = a (l - h + 2 X ) , 

z-^ 2/ — j r—~(i ~ X — 2j ) . 
a 

Pour les génératrices appartenant au second système, 
on aura 

z 2.r ~ X = -h r -h 2 j ) . 
6 

2. Si aucune des trois différences B''^—A A', B'®—AA'V 
B* — A' A'̂  n'est nulle, on pourra déterminer les équa-
tions générales des génératrices rectilignes en transfor-
mant l'équation (i) proposée, comme nous allons l'indi-
quer. 

Remarquons d'abord que cette équation revient à 

(2) . r / ; + j / / z / / + 2 F = O , 

en posant 

(3) /J = 2A 4- 2B'' r 4- 2B' z, 

(4) f ; = : 2 B V -f- y 4 - 2Bz, 

(5) / / = 2 B ' 2 B J R 4-2A'Z. 

Les dérivées/^'5 , // peuvent être considérées comme 
trois nouvelles variables liées aux anciennes x .^y ^ z par 
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les relations (3), (4 ), (5) , et il est clair que ces relations 
permettent d'obtenir l'équation de la surface en fonction 
de trois quelconques des six v a r i a b l e s o : , j , z-̂  
il suffit pour cela d'éliminer les trois autres entre les 
quatre équations ( 2 ) , . . . , ( 5 ). 

Parmi les différentes formes que l'on peut ainsi donner 
à l'équation de la surface, il en est une qui se prête facile-
ment à la détermination des génératrices rectilignes parce 
qu'elle ne contient que les carrés des variables et un seul 
des trois rectangles. Cette équation s'obtient en prenant 
pour variable une seule des trois anciennes coordonnées, 
z par exemple, et les dérivées f J i f J relatives aux deux 
autres x , j . 

Les quantités à éliminer sont x*, y^ fj'^ réliniination 
doiiiie pour résultat l'équation 

^ i A//^ - -iW'fJfr' + k ' f j^ + 
^̂ ^ I o, 

dans laquelle D représente rinvariant 

AA' A" + 2 BB' B'' — AB' — A' B'̂  — A" 

Il est à remarquer que cette équation se déduit, par une 
règle très-simple, de l'équation proposée 

( 1 ) A^ ' -f- 2 E"xx -h k'y' A" B/z 4- 2 Wxz 4- F == o, 

Car la partie A//^ — 2 1 3 ' ' / ^ / / + A ' q u i renferme 
les dérivées^^/, relatives h y et x s'obtient en rempla-
çant X par f y aij par — f j dans le trinôme 

qui, dans l'équation (1) proposée, représente Tassemblage 
des termes contenant seulement/ et x . Le terme indépen-
dant 4 ( A A ' — se forme en multipliant le ternu; 
indépendant des variables de l'équation proposée par le 
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quadruple de rinvariant (AA' — B"-) du même trinôme 

Ax^-i- x f A ' 

L'application de cette règle montre que la surface peut 
être aussi représente'e par chacune des deux équations : 

I A V J ' - 2 B 7 - / / 4- A//-^ 4- 4 Dj^ 

^̂ ^ f 4 - 4 ( A ' A ' ^ - ~ B ^ ) F = : o , 

lorsque les invariants AA" — B'^, A'A" — B̂  ne sont pas 
nuls. 

3. Au moyen de Tune quelconque des équations trans-
formées (7) , ( 8), (9), il est facile d'obtenir les équations 
générales des génératrices rectilignes de l'hyperboloïde 
à une nappe. 

En considérant, par exemple, l'équation (7) , nous dis-
tinguerons deux cas, suivant que B"^ — AA' sera positif 
ou négatif. 

i^. Supposons qu'on ait B"̂  — A A ' > o et que les 
coefficients A , A' ne soient pas nuls. 

Le trinôme Af/'— f j f j 4- M f j ' se décompose 
alors en deux facteurs réels du premier degré qui sont 

et 

A / / 

A 

De plus D et (AA' — B"^) F ont des signes contraires, 

car autrement le plan 

A / / (B'' + 

qui passe par le centre dc T hyperboloïde, couperait la sur-
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face suivant une ligne imaginaire dont l'équation se-

rait 

Donc le binôme 

4 D Z ' - H 4 ( A A ' — 

est aussi décomposable en deux facteurs réels du premier 
degré. S i , pour fixer les idées, on suppose F positif, ces 
facteurs seront 

4 [ z V̂ D 4- — A A ' ) F ] 

et 

[ Z S J D - V ' C B " ^ — A A ' ) F ] . 

De là on peut conclure qu en nommant a , 6 deux con-
stantes arbitraires, les génératrices rectilignes auront 
pour équations 

I [ - A A ' ) F - 2 V ' D ] , 

A// — ( B " ~ V ^ B ' ' ^ - A A ' ) / / 

A// 
A 

ou 

A// — ( B " 

A / / - ( B " — V/B"^ — A A ' / / 

A 

Lorsque A = o, Féquation ( j ) devient 

A'/,'^ - 2B"//// + ~ == o, 

ou, en supposant toujours F positif, 

/ / [ A ' / / - 2 B V / ] = 4 [ V ^ F 4 Z S / D ] I B'^ ^/F - Z S / D ] ] 
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on en tire immédiatement les équations des généralrices 
rectilignes. 

Lorsque B"^ — AA' •< o, le trinôme 

n'est plus dé(!omposablc en facteurs réels du premier de-
gré , mais on peut alors le remplacer par la somme des 
deux carrés 

( A / / - B V / ) ' (AA' - B " ' ) / ; -

' Â ' 

et Téi]nation (7) deviendra 

(A// 

4ADZ ' -4- 4 ( A A ' - B ^ ' O AF = o . 

Les deux premiers Lcrmes 

sont évidemment positifs; quant aux deux derniers 
4 AD:3% 4(AA'— B")' AF, ils doivent être négatifs puisque 
l'équation repiésente un hyperboloïde à une nappe (*). 
11 s'ensuit qu(̂  c liacune des deux expressions 

et 
(AA' - 4 (AA' — B''^) AF 

est décomposable en deux facteurs réels du premier degré. 
Cette décomposition donne , comme on sait, les équations 
des génératrices rectilignes. 

Ì. Paraboloide hy perbolique. Nous supposerons main-

el) Il faut que AF soit négatif pour que le plan z — o coupe Thyperbo-

loide suivant une lijne réelle, et AÜ doit ótre négatif parce que l'hyper-

i)oloïdo à une nappe est une surface illimitée dans tous les sens. 
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tenant que Féquation générale 

A x ' - h A ' / ^ - f - - t - 2Bjz 4- 2 B' 
0 

représente un paraboloïde hyperbolique. Ainsi D = o , 

et de plus Tune des trois sections de la surface par les 

plans des coordonnées étant nécessairement du genre 

hyperbolique, Tune des trois différences B''^ — A A', 

B'® — AA' ' , B® — A'A' ' sera positive. On aura, par 

exemple, 
B'̂  — A A ' > o . 

Pour déterminer dans ces deux conditions les généra-

trices rectilignes de la surface que l'équation (i) repré-

sente, nous allons donner une autre forme à cette équa-

tion. 

Posons 

2Ca:4-2C'/4-2C' '2 4 - F = y 

et désignons par F^', F^, FJ les dérivées du polynôme 

homogène 

+ k'y^ -H A"z' 4- 2B7Z 4- 2 B'xz 4- 2 B'' xy. 

On aura 

(2) F i = 2 A 2B'Z, 

(3) f ; 4- 2 A '7 4- 2Bz, 

(4) f ; = 2B' X 4- 2B r 2A"Z. 

Et l'équation (i) pourra d'abord s'écrire ainsi : 

(5) x f ì + j f ; 4- z f î h- 2<j> = o. 

S i , entre les quatre équations (2), (3), ( 4 ) , (5), on 
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óVimmex^ f , F/ en ayant égard à la condition D = o, il 
viendra 

(6) AF;' — 2 B" Fi F; -I- A'F;' = 4 ( B'̂ ^ — AA' ) (p. 

Le premier membre de cette dernière équation se dé-
duit immédiatement du trinôme 

par Tapplication de la règle énoncée (n°2, page 391); 
quant au second membre, on voit qu'il s'obtient en mul-
tipliant l'assemblage des termes du premier degré et du 
terme indépendant de l'équation proposée (1) par le qua-
druple de la différence B"̂  — A A'. 

Cette différence étant positive, le trinôme 

AF;' — 2 B " F Í F ; 4 - A ' F ; ' 

est décomposable en deux facteurs réels du premier de-
gré, qui sont, lorsque A n'est pas nul, 

AF; — ( B'^-f- s/B''^— AA') F; 

et 

AF_̂  — ( B ' ^ — — A A Q F1 

Et, par conséquent, on a pour les équations des géné-
ratrices rectilignes : 

AF; — (B" — AA') F; 

ou 

AF^ — (B" — sjB"' — AA') Fx _ 4 (B''^— AA') ^ 

A j ; — (b" — v/B^»~-Z'AA') F; _ 
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en désignant toujours par a et ê deux constantes arbi-
traires. 

Lorsque 
A = o, 

on a 

AF;.'-' — 2 B'' F; F; + A' FÌ [ A' F; - 2 B'̂  F; ] 

et 

Les génératrices rectilignes ont alors pour équations 

Fi = a ^, A' FL ~ 2 B'' f ; = Ì — , 
a 

OU 

F;=r4êB"s A ' F i — = 

5. Prenons pour exemple l'équation complète 

— -}- 4 4- Q-yz -h Gxz l^xf 

-h Sx — 4/ — 2Z + 1 = 0 , 

qui représente un paraboloïde hyperbolique. 

L'intersection de la surface par le plan des xy est l'hy-

perbole 
— j ' H- i'^r 4- ~ 4J 4- ï = o. 

On a 

A = : I , I , = B ' ' - A A ' = 5. 

Donc, en nommant F / , F / les dérivées par rapport à x 
et Y de l'assemblage des termes du second degré de l'é-
quation numérique proposée, cette équation pourra s'é-
crire ainsi 

F ; ' - 4FÌFP - F^ = 20. (8^ ~ 4 J - 4- I). 

Le trinôme 
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est le produit des facteurs réels 

et 
Fi : 

par conséquent, les génératrices rectilignes de la surface 
ont pour équations 

a 

F ; - ( 2 + v / 5 ) F ; = a ( 8 x - 4 j - 22 + 1 ) ; 

ou 

f ; - ( 2 + V5) = 

6. Considérons encore l'équation 

-f- -h 4/2 H- 1XZ 4- 4^7 4- ^ — 3 z — 2 = o, 

qui se rapporte de même au paraboloïde hyperbolique. 
En coupant la surface par le plan des xy on obtient 

riiyperbole 
4 + — y — 2 = o. 

Les coefficients A , A', B" ont pour valeurs o , 4 ^ ^ ? 

d'où 

Donc l'équation proposée revient à 

4f; ' - 4 F; F; = i6 - J 4- - 2) 

ou 

F; [F.; - F;] = 4 (.r + 3z ~ 2). 
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On en conclura que les équations des génératrices recti-

lignes sont 

a 

O U 

G. 

D E S C R I P T I O N DU C A D R A N S O L A I R E D E D I J O N ^ 

P A R M . A L E X I S P E R R E T , 

Professeur à la Faculté de Dijon ("). 

Ce cadran se compose : 

1°. De deux dalles rectangulaires ahcd., cdef chacune 
de 1 mètres de long, de i mèi re de large et placées bout à 
bout-, la ligne de contact cd la direction est-ouest 5 la 
méridienne est tracée au milieu par une ligne gravée, ab 
est au côté sud et e/ au c ôté nord ; 

De vingt-quatre blocs distribués sur la circonfé-
rence d'une ellipse qui entoure les dalles et sur lesquels 
sont gravées les heures en chiffres romains-, 

3 .̂ Enfin, de quatre blocs octogonaux placés en de-
hors des heures XII et \ I marquant les points cardinaux 
par les initiales N , E , S , O. Ainsi entre N et E sont les 
heures I , II, III, etc., et entre E et S sont les heures 
VII, VIII, I X , etc. 

Les douze signes du zodiaque sont gravés sur les dalles. 
Les distances du milieu des lettres et des signes à la 

(*) Le célèbre inventeur du système des marées souterraines. TM. 
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ligne inférieure ah sont pour 

J Janvier . . 
m 

. 0 , 1 0 D = Décembre. 
m 

0 , 2 5 

F = Février. . . 0,60 N = Novembre. o , 8 5 

M — M a r s . . . . . i , 4 o 0 = Octobre... 1 , 7 0 

A Avril .. . . 2 , 3 O S = Septembre. 2,60 

M — Mai , 3 , i 5 A = Août 3 , 3 5 

.T — Juin . 3 , 7 0 J Juillet... . 3 ,85 

pour les signes X au bas, ^ et ^ X et % 

i"\o5, T et mètres, et n)) PÎ et 3"',5o 

S 3^",90. 

Les signes équinoxiaux sont sur la ligne cd. 

Quant aux blocs sur lesquels sont marquées les heures et 

dont les bords intérieurs sont sur une ellipse dont le demi-

grand axe EO = 5'",70 et le demi-petit axe SN = 78, 

leurs dimensions sont à peu près les mêmes. Le bord inté-

rieur varie de o"',5oeto"',52 , le bord externe est de o"",54 

et les bords latéraux de o"',52. 

Ces blocs ne sont pas également espacés. En mesurant 

l'espace qui sépare deux sommets intérieurs voisins, on 

trouve pour la distance de 

XII à XI olc)o 

X I à X o,83 

X à l X 0 , 7 6 

IX à VIII 0 , 7 1 

VIII à VII 0 , 6 0 

VII à VI 0,60 

VI à V o , 6 5 

V a IV 0,60 

I V à l I I . . , 0 , 6 0 

III à II 0,81 

II à 1 0,86 

I à XII o,qo 
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L'autre côté n'est pas symétrique, car on trouve de 

XII à X I , de XI à X , de X à I X , etc., les nombres 
o-,89, 0^87, o-,68, o- ,66, o-,Gi , 0^,62, etc. 

Les observateurs placent une canne verticalement sur 
la méridienne vis-à-vis la lettre initiale du mois dans le-
quel on est. L'ombre de cette canne se projette sur 
l'heure. 

Il est bien entendu que ces dalles et ces blocs de pierre 
sont enfoncés dans le sol̂  qu'ils affleurent d'une manière 
peu sensible. 

Quant à l'historique de ce cadran,deux mots suffisent. 
Il a été construit, il y a une trentaine d'années, sur le 

terre-plein en face de la porte Guillaume, par M. Cau-
mont, architecte. Ce terrain ayant été bouleversé vers 
1840 pour y établir le château, le cadran fut enlevé-, il a 
été replacé^ il Y ^ deux ans, à Textrémité de la grande 
allée de notre belle promenade du Parc et sur le bord de 
la rivière d'Ouche. 

T H É O R I E B U C A D R A N S O L A I R E D E D I J O N , S A G É N É R A L I S A T I O N ; 

P A R M . P E A U C E L L I E R . 

Concevons uu cercle placé dans le plan de Féquateur 
céleste et une droite passant par son ccnlrc et dirigée sui-
vant l'axe du monde. Il est visible que la position du So-
leil à un instant quelconque est déterminée par une droite 
passant par deux points : le premier situé sur l'axe du 
cercle et à une distance du centre égale au rayon mul-
tiplié par la tangente de la déclinaison-, le second situé 
sur la circonférence à l'extrémité de l'arc qid répond à 
l'angle horaire et compté à partir du méridien. 

Ann. de Maihémat., t. XV. (Novembre 2 6 
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Si Fou perspective la figure précédente d'un point pris 
d'une manière quelconque dans l'espace, on voit que 
Tombre du style passant par ce point fixe et la perspec-
tive du point de déclinaison, passe par celle du point 
horaire. S'il s'agit d'un plan comme surface du cadran, 
les points de déclinaison sont sur une droite, perspective 
du trigone; les points horaires ont pour lieu une section 
conique. On lira l'heure par l'intersection de cette courbe 
avec l'ombre d'un style passant par le point fixe et le 
point de déclinaison correspondant à l'époque de l'année. 

Dans le cas particulier où le point précédent est supposé 
à l'infini dans le sens vertical, la projection conique de-
vient cylindrique et orthogonale si elle se fait sur un 
plan horizontal. C'est le cas du cadran de Dijon; sa 
ligne horaire est une ellipse dont le demi-grand axe 
étant égal à A , le demi-petit axe est A sinL; L étant la 
latitude du lieu. Les points de déclinaison sont sur le 
petit axe dirigé suivant le méridien et distants du centre 
d'une quantité égale à AtangDcosL, en appelant D la 
déclinaison. Enfin les abscisses des points horaires situés 
sur Tellipse sont représentées par A cosP, P désignant 
l'angle horaire du Soleil. 

On s'assure aisément que le coucher du Soleil répond 
à une normale menée à l'ellipse par le point de décli-
naison. 



( 403-6 ) 

S U R M T H É O R È M E D E S N O M B R E S , 

P A R M . L E B E S G U E . 

LEGENDRE, Théorie des Nombres, t . H, p. I44-

A B C D PROBLÈME. Dans un carré divisé en 

E F G H ^^^^^ cases suivant la figure ci-jointe, in-

scrire seize nombres A , B , C , . . . Q , qui 

I K L M satisfassent aux conditions suivantes : 

N O P Q I». Que la somme des carrés des nom-
bres soit égale dans chacune des quatre lignes horizon-
tales, égale aussi dans chacune des quatre lignes ver-
ticales et dans les deux diagonales, ce qui fait dix 
conditions-, 

2°. Que la somme des produits deux à deux, tels que 
A E , BF, C G , DH, soit nulle à l'égard des deux premières 
horizontales, comme à l'égard de deux horizontales quel-
conques, et qu'il en soit de même à l'égard de deux lignes 
verticales , ce qui fait douze conditions. 

On aurait donc en tout vingt-deux conditions à rem-
plir et seize inconnues seulement. Cependant Euler re-
marque qu'il y a une infinité de manières de satisfaire à 
ce problème et qu'il en possède la solution générale, et il 
en a donné pour exemple le carré suivant : 

68, — 2 9 , - 3 7 , 

— ' 7 . 3 i , 79 r.- 32, 

59' - 2 3 , 6 1 , 

— H î Th 8,, 49-

L'analyse de ce problème n'a pas été publiée et il est 
26. 
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Pour que ces sommes soient égales a la somme des carrés 
en diagonales, il faut joindre ces deux équations 

4- ahpq -h fihrs acpr -f- acqs 

-f- adps -r adqr-{- bcfjr -h bcps 

-h hdqs -h bdpr cdrs -f- cdpq --- o, 

— abpq — ûbrs acpr acqs 

— adps — (idqr— bcqr — bcj)s 

-4- hdqs -i- biipr — cdts — cdpq m o, 

d'où se tirent les deux suivantes : 

[ac -h bd) {pr-\- qs) — o, 

[ab 4- ccl) [pq rs) -h [adbc) [ps -h qr) o. 

De là deux déterminations qui laissent encore six lettres 
arbitraires 

( I ) } > r q s o , 

(II) — d [pq + rs) — b [ps -f- qr) 
' c b {pq -i- rs) -{- d [ps -h <7/ ) 

» Développons un exemple en posant 

~ 6, 7 ™ 3, /• = I, .V — — 2. 

Comme il vient 

a — i6r/ ^b 

c — 9^/ 

soient 

d = 0 y ¿ = 1 , a ~ y 

et le carré qui satisfait à toutes les conditions svia 
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7 3 ! + 6 5 | 
1 
L „ 

— 53 -+- 3i + 107 + 4 i 

- 8 9 1 
- 67 -h 1 

i 
- 6 7 

- 65 - 35 + ro3 
1 

La somme des cariés en colonnes horizontales ou ver-
ticales est 16900, et si les nombres étoient divisés par i3o, 
les sommes se réduiraient à Tunité. 

» Pour ceux qui verraient avec peine la répétition des 
deux nombres 65 et OY, J ajouterai un autre carre en 
nombres encore plus petits, 

•+ 6 8 — a<j + 4« - 37 
! 

- . 7 + 3 . 7 9 + 3 2 

4- 5 9 I 4 - 2 8 — 2 3 

— 11 ~ 7 7 -t- 8 + 4 9 

où la somme des quatre carrés est 8515. 
)) Noter que dans ces figures les quatre carrés des an-

gles et les quatre carrés moyens produisent encore la 
même somme [Com. colL^ t .P ' ' ,p . 44i)-» 

iV la page 45o du même volume, à propos d'une autre 
question d'analyse indéterminée, on lit ceci : 

Non dubito fore plerosque, qid mirahuntiir, me in 
hiijusmodi quœstionibus evolvendis, qiias nunc quidem 
siunmi geometrœ aversaii videntw\ operam consumere ; 
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'Verum equidem faterí cogor, me ex hujusmodi investì" 

gationious tantumdem fere voluptatis capere, quam ex 

profundissimis geometria^ sublim ¿oris speculationihus, 

Ac siplurimum studii el laboris impendí in qucestioìàbus 

gravioribus evolvendis, hujusmodi "variatio argumenti, 

quandain mihihaudíngratam recrcationem ajferre soleta 

Ca^terum analy sis subliniior tantum debet lìietliodo Dio-

phantece, ut nejas videatur eam penitus repudiare (*). 

348. Etant donnés une eonioue dont les foyers sont 

et F ' el un point quelconque M dans rinléi ieur de celte 

conique^ si Ton mène MF rencontrant la conique en A 

et B et MF' rencontrant la conique en C et D , on aura 

I I i l 

MA MB ~ MC i ^ ' 

Lorsque le point M est extérieur, les sommes sont rem-

placées par des différences. ( : M A I S ] \ H E I M . ) 

349. Si une équation du tioisième degré et sa dérivée 

ont toutes leurs racines rativjnnelles, les racines a , c 

de la première équation seront données par les formules 

fl en /72 -f- /z, b = mu} -j- //, c ^ 1 nm h y 

h el u étant des nombres rationnels. (PHOUHEÏ.) 

350. Etant donnée une fonction homogène complète de 

degré p entre n variables, racines d'une équation de degré 

n également donnée, les coefficients uuméricjues de la 

fonction étant tous égaux à Tunité; trouver la valeur dc 

la fonction exprimée en fonction des coefficients de Féqua-

t i o n . (AYHOIVSKI.) 

C*) l\énéx.ions à moditcr par c rlaitib ĵ éomèlre!;. 1m. 
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S O l l T I O N DE LA «MESTION I X . 
( voir p. 2aS} ; 

PAR M. MORIN, 
Ancien notaire (*). 

I I \ 
Prenons i - j crannée pour unité de temps. On a, 

d'après la formule connue et conserv-ant la notation adop-
tée (p. 258) : 

1". 

4-1 

U 
» 

n 14 — I A «y 

nb 
1 i 4 - ~ 

n 

. nb rd' 
hmite — — 

a e' — \ 

4°. La dérivée de cette fonction est positive; ainsi elle" 
croît avec r. 

11 s'est glissé une Caute {ypoffraphique. Il i'aut liie - au lieu de — 
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5®. La limite pour r=z o est 

-h re'' 

N O U V E A U X T H É O R È M E S S U R L E S É Q U A T I O N S A L G É B R I Q U E S ; 

PAR ÉMILE MATHIEU, 
Ancien élève de l'École Polytechnique. 

Supposons donnée une équation algébrique de degré m, 

¿7 = o ou F (x) = o , et donnons à la variable x des va-

leurs croissant en progression par différence dont la rai-

son soit h 

. . . , x^—'ih, X, - - //, -̂ 'o -h , -H nih, . . . . 

Le polynôme F (x) prendra les valeurs 

Formons ensuite les différences premières, deuxiè-

mes, troisièmes,..., correspondantes aux valeurs 

que prend F (x), Tobjet principal de ce Mémoire est de 

démontrer que : 

1°. L'équalion 

F o 

n'a pas plus de racines plus grandes que que la suite 

n'a de variations. Si le nombre des variations est plus 

grand que ce nombre de racines, la différence de ces 

nombres est un nombre pair. 
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L'équation 

F (.r) o 

n'a pas plus de racines plus petites que Xq , que la suite 

n'a de variations. Si le nombre des variations est plus 
grand que ce nombre de racines, la différence de ces 
nombres est un nombre pair. 

Je déduirai aussi de la théorie des différences le théo-
rème de Budan, et je montrerai qu'avec les différences 
on peut résoudre le même problème qu'avec les dérivées 
qui entrent dans le théorème de Budan, 

I N T R O D U C T I O N . 

L Indiquons une fois pour toutes les notations que 
nous emploierons. 

Le polynôme algébrique que nous considérerons dans 
tout ce Mémoire sera du m'̂ ""' degré et sera appelé tantôt 
Il, tantôt F (x). 

Les dérivées premières, deuxièmes,..., de ce 
polynôme seront ainsi désignées 

Substituons dans le polynôme F (.r) les termes de la pro-
gression suivante par différence dont la raison est// : 

le polynôme F (.r) prendra les valeurs 
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que nous désignerons aussi par les notations 

¿¿û, « , . . ^ Itp, . . . 

Ainsi 
Up = F (xo -f- ph ) 

et 
ph). 

Formons les différences premières des termes de la 

suite 

nous les écrirons ainsi 

. . . , fio — ~ ii-i, — — A , . . . , 

Ainsi en générai 

et 

de même 
A'Up z=z ^ — Al/p 

et 
— A — A ii_p ; 

et ainsi de suite. 
Nous aurons souvent à considérer les deux suites 

«0 , A «0, Â  «0 , • • n «0 
et 

Les termes de la première suite sont donnés par les for-
mules 

AUo~Y h} — F(^o) — 
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vX les termes de la deuxième suite sont dQnnés par les 

formules 

(p(a7„ h) = (xo), 

— (̂ 0 — /O = • • • , 

IL Rappelons les formules 

/ n (n — i) 
Un ~ «0 -f- AWo 4 A' z/o -h 

I . 2 

n in — I). . . (« — m i ) 

1,2.3. . tu 
A'" //„ 

I n (n — i) 
i A" ~ ~ H -+-... 
\ 1.2 

IB) ' f 
I . 2 . 3 . /> 

X X̂ ) \ ( X A-

~/l ' / TT2 

/ X — X„ 
M - I - I 

A'" u, 

1.2.3...A 

IIL u est aussi don né par la formule 

(D ) -

X — 1 X — f X — X,, . \ A'" 
—, / — ; f t • • • —7 h w — l ) ^ 

\ h ' \ h \ h j \ .2.3...m 
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Pour démontrer cette formule, on démontrera d'abord 

la généralité de celle-ci : 

nin i) 
A -H ^ A' - f- . . . 

1.2 
-f- 1). . . ( « -4- — l) 

- h —^ ^ ^^ A/> -V 
I . 2 . 3 . . . ' 

Cette formule peut être écrite symboliquement 

et pourra se démontrer d'une manière tout à fait ana-
logue à la formule (A). Cette formule démontrée, on en 
déduira la formule (D) de la même manière qu'on a 
déduit la formule (C) de la formule (A). 

IV. Etant donné le polynome F ( x ) , proposons-nous 
d'exprimer les dérivées 

en fonction des différences 

A , Â  , . . . , A"' . 

Nous avons 

(M) Y (x ^ œ,) F U,) xr (x,) + — F' (x,) -4-... . 

Nous avons aussi 

\ 
7 "i.o. 

Soit eliangé dans celte formule x en r -f- , il vient 

F (.r -+-x,)~F {>0) -f- i A - h ^ 

.r X 

\ A'-' ¿¿„.2 

I . 2 

A3 

1 . 2 . 3 



( 4i4 ) 

Ordonnant par rapport aux puissances croissantes de 

X , nous avons 

( N ) 

h \ i 2 3 
A'" u_ 

• 7? 

' 1? 

^-h I 4-2 
1.2 ^ ' l .2.3 

(l .2 -h I . 3 -f- 2 3 ; 
1 . 2 . 3 . 4 

1.2.3 ^1.2.3.4 

2 4- 1.3 -t- 1.4 \ Â  
34-2.4+3.4; 1.2 

Eu égalant les coefficients des termes de meme degré 

dans les expressions (M) et (N) de F (x + .ro), il vient 

, , , 
m 

1.2 
+ - ( 1 + 2 ) 

[.2.3 

li^r'yx, 

1.2.3 

-f- (i .2 -h 1.3 H- 2.3) 

A'' II- , , ,̂ A" 

A ' u_ 
1.2.3.4 

4". . . , 

- I -

1 . 2 . 3 . 4 

I.24-I.34-I.4\ 
+ 2.34.2,44-3.4; 1.2.3.4.5 

^ous pouvons maintenant procédera la démonstration 

d(>s ihéo renies qui font Fob jet de ce Mémoire. 
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P R O P O S I T I O N Î . 

Théorème. 

La suite 
i/o, , 

a au moins autant de variations que la suite 

Si le nombre des variations de la première suite est plus 
grand que le nombre des variations de la deuxième, la 
différence de ces deux nombres est un nombre pair. 

Nous commencerons par établir deux lemmes. 
Lemme 1. — A , B , C , . . . , T , U étant des nombres 

quelconques positifs ou négatifs , la suite 

A, B, C , . . . , T, U 

a au moins autant de variations que la suite 

A 4 - B + . . . - { - T - i - U , B-4- C H - . . . - f . U , . . . , T + U , U , 

(jue nous appel lerons suite dérivée de la première. 

En effet, posons 

A + B-hC-4- . . . -hT-t -U-ha = o. 

Le polynôme 

(i) Il X"'-h T . .-f-B^r'-'-h 

sera divisible par x — i , et le quotient de ee polynôme par 
X — I sera 

U.X'"-' -f- IJ 

-hT 
r"'-' + . . -i- U 

-+-T 

+ B 

-h U 

T 

B 

H - A 
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Si Ton multiplie le polynôïne ( 2 ) par x — i , on aura le 

polynôme (i)-, donc le polynôme (i) a au moins une va-
riation de plus que le polynôme (2). Donc dans le cas le 
plus défavorable où a serait de signe contraire à A , la 
suite 

A, B, C , . . , U 

aura au moins autant de variations que sa suite dérivée, 

Lemme II. — Soit la suite composée de m termes 

A, B, C , . . . , I , K, T, U 

Cl sa suite dérivée 
A -I- B 4- . . . -h U , . . . , I - f - K 4-. , . 4- Il, 

' ^̂  I K 4- L 4- . . . 4- IJ , . . . , T 4- U , U; 

je p;;se la suite 

(r) A, B , . . . , I, R 4 - L - 4 - . . . 4 - U , . . . , T 4 - U , U, 

formée des n premiers ternies de la suite (a) et des fii — n 
derniers termes de la suite (Z?), et je dis que la suite [a) 
a au moins autant de variations que la suite (c). 

En effet, soit 5 le nombre des variations de la suite 

A, B, C , . . . , I , K, 

cl L r.ombre des variations de la suite 

K , . . . , T, U ; 

la suite [o') aura s t variations. D'après le lemme 1 , 
la suite 

K 4- L 4-. . . 4- V, . . . T 4- U, U 

u'ii pas plus de / variations. Alors coiisidéions les deux 

hypollièses : 

Si les quanîités ci K 4-E-f-. . .-+- IJ sont de 
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même signe, la suite 

A, B, C , . . . , I , K 

a le même nombre de variations que la suite 

A, B, C, . , I , K + T-4-. . . + U ; 

donc la suite (c) n'a pas plus de .s H- i variations. 
Si K et K-|- L + . . . -f- U sont de signe contraire, 

la suite 

K - h L - f - . . . + 11,. .. , L + U , IJ 

ne peut pas avoir t variations, elle en a au plus t — i , la 
suite 

A, B , . . . , I , K + L + . . + U 

aura s — i ou 5 + i variations. Donc la suitiî (c) n'a pas 
plus de («̂  -f- i) + ( i — i) variations ou ^ + i variations, 
et le lemme est démontré. 

Ces deux lemmes établis, démontrons la proposition 
qui nous occupe sur un polynôme d'un degré déterminé, 
le quatrième par exemple-, il sera facile de reconnaître 
que la démonstration s'étend à un polynôme d'un degré 
quelconque. 

Multiplions par les nombres 
I I I I , . , 

-9 0 9 T '̂t écrivons la suite 
1 2 3 4 

A'fi^-, 
«0, 5 5 

4 

Formons les quatre derniers termes delà suite dérivée 
de la suite ( A ) , et les plaçant sous les termes de même 
ordre de la suite (A) , nous avons le tableau 

A ' U , A^U 

3 - 4 

2 3 
Â  « , A'u 

H 

A' " 

4 
Ann. de MalhtDiai , l, w. ( Novembre iSfiG.) 2'J 



( ) 
11 est évident que la sui le 

(i) Wo, 

présente le même nombre de variations que la suite (A) ; 
donc , d'api ès le lemme II, la suite (i) a au moins autant 
de vai'iations que la suite 

A Â  A-"̂  A-' 
u^ 1 1 ^ ! . - ? 

I 2 3 4 

— + - X - + - 4 ' - 3 - + T ' 

Multiplions les trois derniers termes de cette suite res-
I I I 1, 

peetivement par et remarquant que 1 on a 
1 2 3 

A/̂ „, 

1 2 3 4 

nous anions cette autre suite 

A"̂  / / . A - ' II. Â  Il 
] ' 1.2 1.3 1.4 

(B) 

^ T 4 ' 

Formons les trois derniers termes de la suite dérivée 
de la suite (B), elles plaçant sous les termes de même 
ordre de la suite (B), nous aurons le tableau 

1— .r > I o 
i .2 1.:) i.f\ j 2.3 

' A '« 
3..; 

Remarquons que l'on a 

-h 2-f-l . - + ( 2 . 3 4 - 1 .34- 1.2) ^ 
1 2 ^ ^ I .2.3 ^ 1 . 2 . 3 . 4 
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Donc, d'après le lemme II , la suite (B) et à fortiori la 
suite (i) ont au moins autant de variations que la suite 

fC) 
i 

«n , 5 5 

i A ' ' + + ̂  
I . 2 

Â  u 

3.4 

Multiplions les deux derniers termes de la suite (C) par 

et agissant comme précédemment, nous formons le 

tableau 

AF'(^o) 1 . 2 . 3 ^ ^ I . 2 . 3 . 4 

- 4 - 3 4 - 2 4 - I ^ 
1 . 2 . 3 ^ M .2.3.4 

2 T 3 . 4 

2. 3 .4 

Or on a 

2 3 
4 - 3 4 - 2 4 - 1 ) ^ = 

^ 1 . 2 3 . 4 1.2.3 

1 . 2 . 3 . 4 1.2.3.4 

Donc la suite (C) et à fortiori la suite (B) et la suite (r) 

OUI an moins autant de variations que la suite 

«0, - • ) 1 —- ? -•- - - -

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

Donc enfin la suite 

a au moins autant de variations que la suite 

F"(.r,), {x,). 
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De plus , si le nombre de variations de la première suite 

est plus grand que le nombre de variations de la deuxième, 
la différence de ces deux nombres est un nombre pair. 
Car ces deux suites commencent et finissent par le même 
signe. 

P R O P O S I T I O N I I . 

Théorème. 

L'équation 
F( .r ) rn O 

n'a pas plus de racines plus grandes que Xo, (jue la suite 

n'a de variations. Si ce nombre de variations est plus 
grand que ce nombre de racines, leur différence est lUi 
nombre pair. 

Soient V le nombre des variations de la suite 

//o, A'" 

v' celui des variations de la suite 

r le nombre des racines plus grandes que Xq^ On aura 

F (x 4- X,) ^ F {xo ) 4- ^ F (.r,) + F" (-'o) 4-.... 

D'après le théorème de Descaries, 

F (.r 4-^0) ^ o 

n'a pas plus de racines positives, que la suiie 

F ' ( x o ) , . . . , 

n'a de variations ; donc 

¥{x)=o 
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n'a pas plus de racines plus grandes que que la suite 

!i'a de variations, et, d'après le même théorème, v — r 
est un nombre pair. D'après le théorème précédent, v 
n'est pas plus petit que donc Téqualion 

F(.r)=:o 

(Ta pas plus de racines phis grandes que Xo, que la suite 

n'a de variations. De plus, si ce nombre de variations est 
ulns grand que ee nombre de racines, leur différence est 
un nombre pair. Car nous venons de remarquer que 
v' — / est un nombre pair 5 d'après le théorème précé-
dent V — e si ui) nombre ]>air, donc la somme de ces 
lieux nombres v — r est un nombre pair. 

P R O P O S I T I O N l i t . 

Théoreme. 

La soi le 

a an moins autant de permanences que la suite 

En effet, posons 
F [x) a:,), 

lious aurons 

/(.r — x,) — II, 4- «̂ü 

.r„\ /x — x^ \ 
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Changeons x — Xo en — x H- Xq , nous aurons 

/ ( — -f- ) = «0 — ~ j 

Soient , A'̂  , . . . , les difiéreiices de la 
fonction y ( — X x^) analogues aux différencias , 
A® w_2,. . . , A'"¿¿_,„ de la fonction / (x — Xo), il viendra 

/(— x-h Xo) ~ n, -f- ) ^'¿f , 

-f-

En comparant ces deux expressions de / ( — x - h . 
j'aurai 

Oi' la suite 
Wo, 

a au moins autant de variations que la suite 

/ ( o ) , ^./^(o), / ' ' ( o ) , ±/('")(o). 

Dont' la suite 

( « ) «0, — A Mo, A"̂  , — A-̂  Mo, . . . ±: A'" 

a au moins autant de variations que la suite 

^h) 

Alors, si aucun terme n'est nul ni dans la suite (a) ni 

dans la suite (Z>), il est clair que la suite 

u, , A Mo , «0 , . . • , A'" «0 
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a au moins autant de permanences que la suite 

Si quelques termes étaient nuls, on remplacerait dans les 
suites [a) et [b) ces termes nuls par des signes, de ma-
nière à avoir le plus de permanences possibles, ce qui ne 
changerait pas le nombre de variations de ces deux suites, 
et alors il est clair que la suite 

, A U,, , . . . , A"' 

a au moins autant de permanences (jue la suite 

F(.r,), T i r , ) , . . . , 

après que 1 on a remplacé les termes nuls par des signes 
de manière à avoir le plus de variations possibles. 

P R O P O S I T I O N I \ . 

Théonurie. 

L'équation 

n a pas plus de racines plus petites que x^, que la suite 

iio, — A/¿y, Aui.y . . , 

n'a de variations. Si le nombre des variations est plus 
grand que ce nombre de racines, leur différence est un 
nombre pair. 

Considérons comme dans le théorème précédent l'équa-
tion 

D'après la proposition II , l'éqnation 

/( - J- -i o 
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n'a pas plus de racines plus grandes que x̂ ,̂ que la suite 

n'a de variations. Si ce nombre de variations est plus grand 
que ce nombre de racines , leur différence est un nombre 
pair. 

Or il est clair que Féquation 

/ ( — X -4- •̂ 'oj ~ <> 

a autant d(î racines plus grandes que Xq, que l'équation 

o 

ou 

a de racines plus petites que Xo, et la suite 

M,, A'M..-,, 

n'est autre que la suite 

My , A Mo , A" M̂, , A'' Mo , . . , . 

Donc la proposition (;st démontrée. 

PllOPOSlTIOJN \ . 

Thco!ème de Budan. 

Etant donnée une équation 

F [x ] — o 

de degré m , si a est plus grand que h , la différence entre 
le nombre des variations des deux suites 

n'est pas plus petite que le nombre des racines comprises 
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entre a et Si le premier nombre est plus grand que le 
second, leur différence est un nombre pair. 

Soit 0 la différence b — a , posons 

n étant un nombre entier; afin de ne pas contrarier nos 
notations, posons aussi 

et substituons dans F (x) les nombres croissant en pro-
gression par différence 

Xo , Xy ~ x̂  ĥ  = .To -4- 2 /i , . . . , 

— b z=z x\ nli. 

Supposons h assez petit pour (jue deux racines consé-

cutives de réquation 

F(x)r=rO 

diffèrent de plus de h. ^ il y aura au plus une racine com-
prise entre deux termes consécutifs quelconques de cette 
progression par différence. 

Formons ensuite les différences premières, deuxièmes, 
troisièmes, etc., et disposons-les ainsi: 

Us 

1 "•/J-4-1 

Au, 

Au 

AUo 

A'""' 

A— 

A"'-' 

A"'-» u 'P—m+-2 

A'" Û rn 

A'" M 

'P—m 

Un A' A— A'" Un. 

J'appellerai suite (.r^) l'ensemble des termes formé par 



( ) 
la prejïiière ligne horizontale, suite (x, ) celui des ter-

nies formé par la deuxième, el ainsi de suite. 
Il est facile de reconnaître que chacune de ces suites 

est la suite dérivée de la précédente -, par conséquent (pro-
position I , lemme I) la suite (x^+i) a au plus autant de 
variations ({lie la suite (x^). Désignons par le nombre 
des variations de la suite (x^) et par v̂ +x celui de la suite 

), nous aurons 

S'il y avait une racine entre x^ et x̂ ^^ '̂t û ^̂  seraient 
de signe contraire : donc la suite [Xp) et la suite (Xp+i ) , 
commençanl par des signes contraires et iinissant par le 
même signe, on m; pourrait avoir 

Vp — = o, 

donc on aurait 

Soit p. le nombre des racines comprises entre a et h 
et supposons que la première soit comprise entre x^ et 

la deuxième entre av et x^+j,..., la entre 
Xt et Xt+i nous aurons 

('o — r, ^ o, c, — p, > o, . . . , i'k — ^ I ,. . . , 

vt — ^ I ,. . . , — o. 

En ajoutant ces égalités et inégalités membre à membre, 

nous aurons 

Or nous avons 

AUp-., ~ ¥ (xp) F {Xp — Al 

Ii' 
Xp ) - — V ( ) 4- . . V ( ' ^ 
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Nous pouvons écrire ainsi les valeurs de ces différences : 

= {Xp) -f- h^], 

Donc si nous supposons h suflisamment petit, 
'̂" '̂p-m seront de même signe que 

F̂ ^ (Xj^),..., F̂ '"̂  i^p)' Donc aussi, en supposant h suffi-
samment petit, sera le nombre de variations de la 
suite 

F(x„), F('«)(xo), 

et le nombre des variations de la suite 

Donc enfin la différence entre le nombre des variations des 
deux suites 

( 1 ) F ( ^ ) , r^ia),..., 

(2) F'{/;), F'' , 

n'est pas plus petite que le nombre des racines comprises 
entre a et b. 

De plus, si le nombre des variations de la première 
suite est plus grand que le nombre des variations de la 
deuxième, la différence de ces deux nombres est un 
nombre pair, 

En effet, remarquons que 
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D'après cela, si le nombre ¡x des racines comprises entre 
a et b est pair, F (a) et F ( è ) seront de même signe ^ 
et les suites (i) et (2) commenceront et finiront par 
le même signe; donc — est pair, donc enfin 

— n̂ — est un nombre pair. 
On voit de même que si ¡x est impair, — est uu 

nombre impair, et — — ¡x est un nombre pair. 
Dans la démonstration précédente, on n'a supposé 

nulle aucune dérivée de F (x) pour x = a elx b. Suj)-
posons maintenant que dans la suite 

F(a), F ( - 0 ( « ) , F(")(«),. 

(a),..., 

tous les termes compris entre [a) et (a) 
s'annulent. Au lieu de substituer a dans la suite 

F(x) , 

on substituera a — // et -f- //, et si Ton suppose h suffi-
saïuiîientpetit, les signes de cette suite ne pourront être 
ahéi és dans le passage de x~ a — /¿à x ~ h cjue 
dans la partie qui se trouve entre (x) et (x). 

11 sulfira donc de comparer les signes des deux suites 

( (rz - / O , F(«)(« — — A ) , . . . , 
j YC^-PV^a- h), 

4- h). 

En développant ces fonctions , il sera facile de reconnaître 
que F̂ "̂  [a h), F̂ ""̂ ^̂  (a + /z),..., F̂ ""?̂ ^ {a-\-h) sont 
tous de même signe (a) si /i est suffisamment 

petit. On reconnaîtra aussi que si /i est suffisamment 
petit, F "̂-'̂ ) (a — /z) est de signe contraire (a). 
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(a — h) est de même signe, (« — A) de 

signe contraire, et ainsi de suite. 
Nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce cas parti-

culier; nous nous bornerons à dire que si la suite (3) a 
u variations de plus que la suite (4), l'équation 

F(.r) = () 

a u racines imaginaires. 

P R O P O S I T I O N M . 

Tliéorèmc, 

Supposons que les deux suites 

u,, A , Â  , . . • , A'" , 

présentent les mêmes signes ou même seulement le même 
nombre de variations; je dis que ce nombre de variations 
est le même que celui de la suite 

Soient p le nombre des variations , q le nombre des 
permanences de chaque suite (a). Soient p ' le nombre des 
variations, q' le nombre des permanences de la suite [a). 
(Proposition!), p n'est pas plus petit que (proposi-
tion III) , q n'est pas plus petit que q'\ donc, puisque 

P - 7 ---= P 

on a 

p—p' et q — q. 

Corollaire. — En se rappelant la proposition V, on voit 
(jue si h est suffisamment petit pour que les deux suites 

i i/o, 
( «0, AWo, A - . . , 
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présentent le même nombre de variations , et qn il en soit 

de même pour les deux suites 

j Un, . . . , ^'"Un-.m, 

i AUny à^'lln, 

la différence entre le nombre des variations des suites (a) 
et des suites (¡5) n'est pas plus petite que le nombre des 
racines de F (x) = o comprises entre x^ etx^. Si la diffé-
rence entre le nombre des variations des suites (a) et des 
suites ((3) est plus grande que le nombre des racines com-
prises entre x^ et x„ , la différence de ces deux nombres 
est un nonibi e pair. 

mm m QUELQUES QUESTIONS DI¡ P R O G R A M E O F F I C I E L . 

III. 

Sinij}lification de Véquation générale du second degré 

par la transformation des coordonnées, 

La réduction de l'équation générale du second degré à 
trois variables, telle qu'elle esl ordinairement exposée, 
dépend de la théorie des plans prijicipaux. Pour parvenir 
à cette réduction, ou a fait un raisonnement qui contient 
à la fois les deux assertions suivantes : a Dans toute sur-
)) face du second degré il y a au moins un système de 
)) cordes principaies; — le plan qui divise ces cordes en 
» parties égales peut être à une distance infinie, n Nous 
n'avons aucune objection à faire contre une manière de 
parler dont le sens est connu de ceux qui s'en servent, 
uous dirons seulement que la forme qu'on a donnée au 
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raisonnement dont il s'agit met, assez mal â propos, en 
doute l'existence d'un plan principal, puisqu'en réalité ce 
plan existe et que c'est précisément en le prenant pour 
plan de coordonnées qu'on arrive par le moyen le plus 
simple et le plus direct aux simplifications proposées. 

Il nous a donc semblé utile d'établir à priori cette pro-
position fondamentale : 

Dans toute surface du second degré il y a au moins 
un plan diamétral perpendiculaire aux cordes quil di-
vise en parties égales. 

Nous prévenons que par cette dénomination de corde, 
nous entendons une droite limitée, dont les deux extré-
mités se trouvent sur la surface que l'on considère. Il est 
clair qu'un plan qui divise en parties égales un système 
de cordes ne peut jamais être à une distance infinie. 

De plus, il sera supposé que l'équation générale 

i A -i- Ay -h + 2Bjs 2B'XZ 

représente une surface réelle et du second degré; ainsi 
les coefficients A , A', A'', B , B', B̂ ' ne seront pas nuls à la 
fois. 

1. Pourque la surface représentée par l'équation (i) 

admette des cordes parallèles à une direction définie par 

les équations 

X = mz, y — nz y 

il suffit que la substitution de mz et nz k x elj dans les 
termes du second degré de l'équation (i) donne à z^ un 
coefficient autre que zéro. Car si le coefficient de n'est 
pas nul, les équations du second degré qui déterminent 
les points d'intersection de la surface et des droites paral-
lèles à la direction [ x = mz y — nz^ n'auront aucune 
racine infinie. Et par conséquent, en menant par les dif-
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férents points de la surface des parallèles à 

[x = mZy 

ces droites rencontreront chacune la surface en un second 
point 5 donc, elles détermineront un système de cor-
des. 

On voit de meme que si le coefficient de z^ était nul, la 
surface n'admettrait pas de cordes parallèles à la direction 
définie par les valeurs de rn et de TZ. 

La substitution de mz ^ nz k x ^ y dans l'équation (i) 
donne à z"- le coefficient 

A -h A ' 4 - A " 2B/2-f- sB'aw mn 

ou 

[km + B') w 4- -f-A'« 4- B) /z 

ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que la sur-
face admette des cordes parallèles à la droite 
Y z=:nz'\ consiste dans l'inégalité 

i ( A - h B̂ ^ « 4 - B ' ) w 4 - 4 - A ' / z 4 - B ) « 

Quand cette inégalité a lieu, le plan diamétral qui est 
représenté par l'équation 

( ( A m 4 - B ' ' « 4 - B ' ) a ? 4 - ( B ' ' m 4 - 4 - B)/ 
^ ^̂  j 4- (B' m 4- B/z 4- A'' ) 4- Cm 4- C /z 4- = o, 

ne peut être à une distance injinie; cela résulte évidem-
ment de ce que les milieux des cordes sont à des distances 
finies, et d'ailleurs l'inégalité (2) montre qu'on n'a pas à 

(*) Il y a toutefois exception pour les points où les droites considérées 
seraient tangentes à la surface. 
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l a f o i s 

-h A'«-h B = o, 

B'w 4- B/2 -f- A'' = o. 

2. Occupons-nous maintenant des plans principaux. 
Quand les coordonnées sont rectangulaires, pour que 

le plan diamétral (3) soit perpendiculaire aux cordes 
qu'il divise en parties égales, il faut qu'on ait 

(Aw -+-B/2+ 
et 

{Ti'̂ m-i- A'n -hB) — { B'm + B/z -4- A" ) 

ou, en posant B' m -j- B ti -j- A'' = 5, il faut qu'on ait : 

km -4- B' = sm 

et 

B"/W A'72 4- B=: 

Ces dernières équations reviennent à 

et donnent 

( 5 ) 

En remplaçant m et n par les expressions précédentes 
dans l'équation 

que l'on peut écrire ainsi : 

( i — A ' ) —BW—B'W==O, 

Ann, de Mathémat,, t. XV. (Novembre )855. ) 28 



( 434 ) 
il vient 

Puis, en effectuant les multiplications indiquées et or-

donnint, on a l'équation 

(7) 
— [A-f-A'-f-

-4- [ AA'-f A A'̂ -f- A' h!'— B'̂ — B'"̂  — B''̂ ] s — ï) - o. 

dans laquelle D représente le polynôme 

AA'A'' H- 2BB'B'' — AB̂  — A' B'̂  ~ A '̂B''̂  

A chaque racine de l'équation {7) , réelle et différente 
de zéro, correspond au moins un système de cordes prin-
cipales, et, par conséquent, au moins un plan principal. 

En effet, si la racine s est réelle, les valeurs de m 
et7z, (4) et (5), ne peuvent être imaginaires-, donc la 
droite 

[x •= mz^ X = nz] 

existe. De plus, la surface admet nécessairement des cor-
des parallèles à cette droite , si s n'est pas nulle, car en 
vertu des relations 

W m -h B/z-h A" 

Am-^-B'' n-hB' — sm, 

B ^ n - h A ' n B = 5/2, 

l'inégalité (2) (page 432) devient 

(w» -V/z' -f- 1)5^0 : 

et il est évident que cette inégalité a lieu lorsque est dif-
férente de zéro. 

Quant à l'équation du plan principal correspondant, 
on l'aura sous sa forme la plus simple en remplaçant dans 
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Féquation (3) les trinômes 

B'm -hB/2 -h A^, 

A m -f. B'' « 4- B', 

B' nt -H A'n -f- B 

par s, sni^ sn. Celte substitution donne 

(8) (ma:-hr?j-hz)s -hCm -h iV n -{- o 

S'il parait utile de faire enlrer dans l'équation de ce 

plan les cosinus a , 6, y des angles que la direction des 

cordes [ j : = mz, y~nz'\ forme avec les axes des y , z 

on substituera à M, AZ les rapports - , et l'équation pré-

cédente deviendra 

(9) + 72)^4- Ca 4-C'6 4-C"7 czr O. 

Les valeurs de a , 6, y satisfaisant aux conditions 

ê 

7 7 

sont nécessairement réelles et ne peuvent être nulles 
toutes trois. Donc si la râcine s est différente de zéro, 
l'équation (9) représentera un plan qui n'est pas à une 
dislance infinie. 

D'après cela, pour démontrer que la surface a au moins 
un plan principal, il suffit de faire voir que l'une des 
trois valeurs de s est réelle et différente de zéro. Or, l'exis-
tence de cette valeur résulte des deux propositions sui-
vantes : 

i^. L'équation (7)3 ses trois racines réelles; 
Ces trois racines ne peuvent être nulles à la 

fois (*). 

On a donné de la première de ces propositions plu-

(*) En admettant toujours que réquation de la surface soit du second 
degré, c'est-à-dire que les six coefficients A, A', A", B , B', B" ne soient 
pas nuls, 

28. 
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sieurs démonstrations diflérentes ̂  celle que nous allons 
exposer est due à M. Cauchy, 

Nous admettrons d'abord que les trois coefficients B , 
B', W ont des valeurs différentes de zéro. 

Reprenons l'équation en s sous la forme 

^̂ ^ 1— [ — A) + B'̂  {s — A') + 2 BB' B''] = o, 

et nommons a , è les racines réelles et inégales de l'équa-
tion du second degré 

Il est facile de reconnaître que le premier membre de 
l'équation (6) prend le signep/wi ou le signe moins ^ sui-
vant qu'on substitue à l'inconnue s la plus petite ou la 
plus grande des racines a eib. 

En effet, chacune de ces deux substitutions réduit le 
premier membre de (6) à 

— A') + 2BB' B'']; 

cette expression peut s'écrire ainsi : 

- ' [B̂  {s - AY -4- B'̂  {s - A) — A') -f- 2 BB' B'̂  {s - A)] ; 
(s A ) 

et, ayant égard à l'égalité supposée 

elle devient 
I 

J — A 
[B^s-Ay-h h'' B'' H- 2BB' B''(SA}] 

C) Ces racines sont ^ ^ A — A')'-f-4B"% on voit qu'elles 

ont des valeurs réelles qui ne peuvent être égales qu'autant que R" = o el 
A = A'. 
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O U 

i — A ' 

On voit que son signe est le même que celui de 
s — A 

Or en supposant a è , on a 

( « ~ A ) < o 

et 

par suite 

et 

I 
< 0 . 

( 6 - A ) 

Donc le résultat de la substitution du plus petit des deux 
nombres (a et è) a le signe plus et le résultat de l'autre 
substitution a le signe moins. 

Si, de plus, on observe que le premier terme de l'équa-
tion (6) ordonnée étant positif, le premier membre de 
cette équation devient nécessairement positif pour de très-
grandes valeurs de 5, et négatif pour des valeurs conver-
gentes vers — 00 , on en conclura que l'équation (6) ad-
met une racine réelle plus grande que une seconde 
racine moindre que a et une troisième comprise entre a 
et 

Ĉ ) Car 

a — k ^ 4- (A — A')] 

6 - A = - [\/(A-AT-H-4B'" ~ (A - A'} ]. 



( 438 ) 
La démon sir a lion précédente suppose que l'expression 

- A)' 

ne se réduit à zéro pour aucune des deux substitutions de 
a et h à i . Si l'un des deux nombres « , è , par exemple a , 
annulait cette expression , le nombre a serait évidemment 
racine de l'équation (6) ; la racine plus grande que h exis-
terait encore : il n'en faut pas davantage pour que Téqua-
lion ait ses trois racines réelles. 

Dans la réduclion de l'expression 

+ B ' ^ ( - - A ' j -h 2BB' B' ' ] 

à la form^; 

% 
( . V - A ) ' 

il a été impliciteinenl admis que les substitutions de a et 
h à .y n'annulent pas .v— A 5 ce qui exige que B̂ ^ ne soit 
pas nul (*). Si B̂ ^ — o et qu'il n'en soit pas de même 
des deux autres coefiicients B , B'^il suffira, pour que le 
raisonnement qu'on a fait soit encore applicable, de don-
ner à l'équation (7) l'une ou l'autre des deux formes 

( . V -

— — A ' ) 4- B"-̂  (.V— A " ) 4- 2BB' B'̂  ] = O , 

— [ B̂  (.y — A ) 4- A " ) 4- BB' 

Lorsque deux des coefficients B , B', B'' sont nuls, par 

C") Quand B" est nul, Toqualion du second degré 

(s - A ) (5-A ' ) -B"^r=--0 , 

dont les racines ont été désignées par a <it b, donne 

s = 5 = A' ; 

Donc l'un des deux {nombres a, b. substitués iv réduit à zéro le facteur 
f — A. 
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exemple B, B', réquation (6) devient 

elle a pour racines K" y a , b. 
Enfin lorsqu'on a 

B^rO, B"::r:0, 

réquation proposée se réduit à 

et les valeurs de s sont A , A , A '̂. 
Ainsi dans tous les cas les racines de l'équation en s 

sont réelles. 
11 reste à démontrer qu'elles ne peuvent être nulles 

toutes trois lorsque la surface considérée est du second de-
gré. 

Si les trois racines de l'équation 

— ( A 4 - A : ' - F - A " 

4 - ( A A ' A A ' ' 4 - A ' A ' " — B ^ — B ' ^ — B " ' ) s — D o 

étaient nulles, on aurait les égalités 

A 4 - A ' 4 - A ' ' o, 

A A ' 4 - A A ' 4 - A ' A ' ^ — B — — B - - o, D o, 

et comme, en retranchant du carré de la première le 
double de la seconde, il vient 

A'̂  4- A" 4-- A-' --h '2 B-' 4- a B"̂  4- B''-' ~ o, 

il faudrait que les six coefficients A , A', B , B', B" 
fussent nuls. Par conséquent, l'équation de la surface se 
I éduirait au premier degré; ce qui est contraire à Fhypo-
thèse. 

Il est donc démontré que, dans toute surface du second 
degré, il y a au moins un plan principal. Et on sait com-
ment/ni plaçant dans ce plan deux des axes coordonnés 
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réquation générale de la surface peut être réduite à sa 

forme la plus simple (*). G . 

SUR LES SURFACES DU SECOND ORDRE, 

PAR M . ESPRIT J O U F F R E T , 

Élève du Lycée Saint-Louis (classe de M. Faurie). 

1. Posons 

OÙ 1 doit prendre successivement les quatre valeurs 1 , 2, 
3 , 45 A et B seront des fonctions linéaires homogènes h 
quatre variables x^ ̂  x.2-, y x,,. 

Posons aussi 

où encore X et M doivent prendre chacun successivement 
et de toutes les manières possibles les valeurs i , 2, 3 , 4 
avec la condition liJ. ~ x̂k-̂ û sera la fonction générale ho-
mogène du second degré des mêmes variables x. 

Nous adopterons pour désigner les diverses dérivées de 

u (et des autres fonctions que nous aurons à considérer) 

la notation de M. Hesse, savoir 

du du^ 

Si n o u s considérons les rapports — ? —, — comme les 
X^ X^ Xi 

(*) M. Kummer prouve que le dernier terme de l'équation au carré des 
diiTérences de l'équation aux axes principaux est la somme de sept carrés ; 
lesquels, pris avec le signe opposé, sont sous le radical des racines de la 
réduite, lesquelles étant imaginaires, les trois racirtes delà proposée sont 
réelles ( Crelle. t. XXVI, p. 268 ; i843 ). /m. 
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coordonnées d'un point, les équations 

A o, B = o 

représenteront des plans, et l'équation 

U=2 0 

sera l'équation générale des surfaces du second ordre. 
Pour abréger le discours, nous dénommerons ces plans el 
les surfaces pâr les lettres A , B , M. 

2. Les deux plans A et B coupent la surface u suivant 
deux courbes (réelles ou imaginaires) par lesquelles nous 
pouvons faire passer une infinité de surfaces du second 
degré dont l'équation générale est 

Il 4- m AB if o. 

On peut déterminer m de manière que la suriace soit 
un cône. Pour cela , il faut égaler à zéro le déterminant A 
de la fonction On connaît la composition de ce déter-
minant qui contient vingt-quatre termes dont chacun est 
le produit de quatre facteurs tels que 

l'équation 

A ~ o 

paraît donc être du quatrième degré en et c'est en effet 
ce qui a lieu dans le cas général où l'on considère deux 
surfaces quelconques du second degré. Mais ici cette équa-
tion se réduit au second degré. 

En effet, la fonction A jouit de cetle propriété, que si 
l'on permute les deux derniers chiffres des indices entre 
deux facteurs de l'un de ses termes et qu'on change le si-
gne, on obtient un autre terme de A. Par exemple, ie 
terme t^ij, P'gaj 3̂3? donne naissance aux trois sui-

(*) Voir Bertrand, Algèbre, inédit., p. 483. TM. 
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vants 

î ll i'zi <̂43 > -4- »'43V — l̂i »̂33 

et l'ensemble de ees quatre termes peut s'écrire 

(a) (<'33 <̂44 — 4̂3) [̂ ii — 

La fonction A est donc la somme de six produits tels que 
(a) -, or il est facile de reconnaître en remplaçant les v 
par leurs valeurs que dans le premier de ces facteurs le 
terme en nî  fourni par 1̂ 44 est détruit par celui que 
fournit ^̂ 341̂ 42, et de même dans le second facteur. 

La fonction A est donc du second degré en m, de sorte 
qu'il y a seulement deux cônes (proprement dits) enve-
loppant les deux courbes A et B ). 

(*) L'équation 
A = 0 

étant généralement du quatrième degré, on peut dire que, dans le cas 
actuel, deux racines deviennent infinies. Pour ces valeurs infinies de m, 
la fonction se réduit k AB; ainsi deux des quatre cônes qui envelop-
pent la courbe d'intersection de deux surfaces du second degré dans le 
cas général se réduisenl, lorsque cette courbe se compose de deux co-
niques, à un seul qui est le système de deux plans dans lesquels se trou-
vent les deux coniques et dont le sommet est indéterminé sur la droite 
d'intersection de ces plans. 

Le théorème général est dû à M. Poncelet {Propriétés projectives, page 
395 ). Plucker {System der Geomelrie des Raumes^ § i4 ) le démontre de la 
manière suivante qui permet de voir très-clairement la réduction de deux 
cônes à un système de plans dans le cas que nous considérons : 

La détermination simultanée de deux surfaces du second degré dépend 
de dix-huit constantes. Ce nombre se trouvant dans les équations 

( TT -h X -+- p H- = o, 
( t t ' H - x ' - h p ' - t - ( 7 ' = o, 

où Py q, r, s sont des fonctions linéaires des coordonnées courantes e tu , 
X, etc., des constantes, il est clair que les équations représentent deux 
surfaces générales du second degré. Éliminant successivement l'une des 
quatre fonctions p, /-, s entre ces équations, nous avons 

, I p] 

I [ p' -n: ] p' [ p' yj q^ -h [ p' n ] s^ — o, 

M TT J/̂ - -4 f t' / 1 7" -4- c 1 ' - O, 
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3. Cela posé, je me propose de démonlrer (analytiqUe-
ment) les théorèmes suivants : 

1°. Si la ligne suivant laquelle se coupent les deux 
plans A et B tourne dans un plan fixe, la ligne joignant 
les sommets de ces deux cônes tourne autour d'un point 
fixe. 

2°. Si la première ligne est fixe, la seconde est aussi 
fixe. 

3®. Si la première ligne tourne autour d'un point fixe, 
la seconde tourne dans un plan fixe. 

4. Les coordonnées du sommet (ou centre) du cône 
qui correspond à la racine m' vérifient les équations 

= w, -h m' (A^'i + B/7,) O, 

= Ih -f- ni' (A¿>2 -f- Ba )̂ = o, 

^^^ ^ v^ — m' {Ab, -h BiZa) = o, 

Mj -f- m' (Abi -h Bfli) — o, 

Chacune de ces équations représente un cône qui passe par la courbe 
d'intersection des surfaces (i). Ces quatre cônes ont pour sommets les 
quatre sommets du tétraèdre formé par les plans 

p — Of r~o, s = o. 

Supposons 

= = <7' p' 

les équations (1) deviennent 

TT p^'/ ^^ -h p ( -4- >. S® ) = O , 

TT' p- -T- y/ ff^ -H p' ( r- -H / ) = o, 

et les deux surfaces se coupent suivant deux coniques situées dans lesr 
plans représentés par 1 equalion 

[TTO' H-Lx' p']f =- O. 

Or les deux dernières équations (2) se réduisent à une seule qui est aussi 

[TT/s ' [Xp"\ = 0. 

Ajoutons que chaque face du téti'aèdre est le plan polaire du sommet 
opposé. 
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d'où nous déduisons 

- h B f l , A b i - h B a , A63-H Bi/3 A ¿4 

équations qui élant indépendantes de m'sont vérifiées par 
tous les sommets. Ce sont les équations que nous emploie-
rons pour démontrer nos théorèmes 

5. Pour démontrer le premier théorème, nous avons 
besoin des équations de la droite qui joint les sommets des 
deux cônes. Ces équations sont faciles à oblenir. Eu effet, 
les relations {2) donnent 

En supprimant le facteur - 5 nous avons un système li-

néaire qui doit être vérifié par chacun des deux sommets 
et qui représente par conséquent la droite joignant ces 
deux sommets. Les équations à cette droite peuvent s'é-
crire d'une manière plus courte 

^^ [h,Ci,] [b,a,] [b,a,] 

en désignant comme d'ordinaire les binômes alternés par 
des crochets. 

Cela posé, soit 

un plan fixe, et posons 

B — P 

c'est-à-dire 

ceci exprimera que les deux plans A et B se coupent sur 
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le plan fixe P. Substituant dans la première des fractions 

(3), nous avons 

a^ — Uj ax ^ u^a^ — «2 
(/?, na^) flj —' -H na-i) A, fla — p-xa,^ 

et comme chacune des fractions (3) se déduit de la pré-
cédente en augmentant les indices d'une unité, le sys-
tème (3) deviendra 

w, «2 — «2 « I u^ — ih â __ — u^ 

p.a^ — p^a, p^a^—p^Oi'^ p^a^p^a^'^ 

or il est évident que si nous posons 

(4) 
P^ Pi p, Pk 

équations qui déterminent un point fixe , ce système sera 
identiquement vérifié indépendamment des a, La droite 
(3) tournera donc autour de ce point fixe quand la droite 
AB tournera dans le plan P. 

6. Soient 

les équations d'une droite fixe. Posons 

B = P H- m' Q 

c'est-à-dire 

ce qui exprimera que les deux plans A et B passent par 
cette droite, et substituons dans les équations (2) (qui 
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sont maintenant préférables aux équations (3) en ce 
qu'elles ne contiennent pas les variables a et i à la fois 
au numérateur et au dénominateur) 5 ces équations de-
viennent 

(A - h 4- (A /?' -hB/?) ( A B)/?2 4 - {An'-h B n) g, 

Ui 

( A 4- B)p, H- (An' + Bri)q, 

— g, — ii^qi 

__ «3 g, 

•~(A 4-B) (73-/^3 q.)' 

{A-hB)(p,g, —p, g,) 

Nous avons donc 

équations qui représentent une droite fixe. 

Cette droite se nomme la polaire réciproque de la droite 

P Q . 

7. Soient 

les équations d'im point (ixe. Posons 

A f = P 4- M Q 4 - « B , 
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d'où 

pour exprimer que les plans A el B passent par ce point. 
Les équations (2) deviennent, en posant, pour abréger 
récriture, 

A m' -j- B /w = M, 
An + Bri = N, 

tt, «2 
(A H- B)/y,-+-M^,-+-Nr,~"(A-f-B)/?2H- M-72-+- N / 2 

(A H h- B ) p^ -f- M 73 4- N 7-3 

(A H r -H M 74 -H 
[Uy q.,] 

- ( A H 

['¿2 g,] 

( A -
[«3 g,] 

I [Ui 72] [r-2 73] — [112 g3] [n q,] 

~ A + B [p^q2][r,q;] — [pa qz][n ^2] 

A -h B [p.qs][r,q,] — [pz q,] [r, q,] 

Prenant les deux dernières fractions , nous avons 

— q3][nq2] _ q,] - [u, q,][r,q,] 

[Pig2][r,q,] — [P2gz][ng2] [p. g,][/-a g,] — [pz 74][^29^3] 

ou 

[«2 73], [''2 74] 

équation qui représente un plan fixe. 
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Ce plan se nomme le plan polaire du point P, Q , R. 

8. Si nous supposons que les deux plans A et A' coïn-
cident, le cône enveloppant les deux courbes A et A' de-
vient circonscrit à la surface et les deux derniers théorè-
mes donnent les suivants : 

Si par une droite on mène différents plans et par les 
courbes d'intersection de ces plans avec la surface des 
cônes tangents à celle-ci, le lieu de ces cônes est une 
droite. 

Si par un point fixe on mène différents plans et par 
les courbes d'intersection de ces plans avec la surface des 
cônes tangents à celle-ci, le lieu des sommets de ces cônes 
est un plan. 

Ce sont les théorèmes connus sur les plans polaires, 
les seuls qu'on démontre ordinairement. Voir un article 
de M . L e n t h é r i c [Nou\^elles Annales de Mathéma-

tiques^ tome VII) où ils sont déduits de leurs récipro-
ques. 

Remarque. Le mode de démonstration que nous avons 
employé pour démontrer les théorèmes énoncés au n® 3 
peut être employé identiquement de la même manière 
pour démontrer les propriétés correspondantes des po-
laires planes ; car le système plan de deux droites corres-
pond au cône de l'espace. 

AVIS. 

Des élèves nous ont adressé de bonnes solutions de 
questions proposées dans ce journal \ elles paraîtront en 
décembre et janvier prochain. 
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NOTES SUR QUELQUES QUESTIONS DU PROGRAHME OFFICIEL. 

IV. 

Recherche des racines entières d'une équation à 

coefficients entiers. 

Quand Téqualion proposée est d'un degré assez élevé 
et que son dernier terme admet un grand nombre de di-
viseurs , les épreuves auxquelles on soumet ces diviseurs 
dans la recherche des racines entières peuvent conduire 
à faire de longs calculs pour arriver, le plus ordinaire-
ment, à cette conclusion : que l'équation n'a pas de ra-
cine entière5 car, l'existence d'une racine entière, dans 
une équation prise au hasard est un fait exceptionnel. Que 
si, d'une part, la régie générale est que les racines cherchées 
n'existent pas, et que, d'autre part, tous les calculs que 
Ton fait pour les trouver ne servent absolument à rien 
dans la détermination des valeurs approchées des racines 
incommensurables qui existent, on en peut certainement 
conclure que la méthode suivie est défectueuse Pour 
suppléer en partie à ce qui lui manque, il conviendrait, 
du jnoins, de la faire précéder de l'indication des princi-
paux caractères auxquels on peut reconnaître qu'une 
équation n'admet pour racine aucun nombre entier. On 
trouve sur ce sujet de très-utiles renseignements dans les 
Recherches arithmétiques de Gauss -, la première section 
contient une proposition générale qui, dans un grand 

(*) La régie que l'on donne en arithmétique pour extraire la racine 
carrée d'un nombre n'a pas le même défaut, puisqu'elle fait connaître une 
valeur approchée de la racine cherchée, lorsque cetté racine ne peut être 
obtenue èxactemeht. 

Afm. de Mathémat., t, XV. (Décembre i856,} 
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nombre de cas, donne des moyens très-simples de recon-
naître que Féquation proposée n'admet aucune racine 
entière. 

Nous allons d'abord établir cette proposition en n'em-
ployant que des termes usités dans l'enseignement élé-
mentaire, et nous montrerons, par des exemples, de 
quelle utilité elle peut être. 

I . f ( x ) OM A x ' " - f - B x ' " - ^ - | - . . . - f - P x - j - Q un 
polynôme à coefficients entiers, et a , b deux nombres 

entiers quelconques^ positifs ou négatifs y dont la d i f f é -

rence ( b — a ) est exactement divisible par un certain 

nombre entier n : si Von remplace successivement x par 

a e i b dans f ( x ) , la différence f ( b ) — f ( a ) des résultats 

de ces deux substitutions sera elle-même divisible par 

n n . 
En effet, les égalités 

-f-. . -f- Q, " 

. . - 4 - P a - f - Q , 

donnent 

f[b) --fia) = A ~ + B ( b^-^ - ' ) + . . . 

Mais on sait que les différences b"' — a'", — a*""*, 
etc., sont exactement divisibles par b — a \ donc 

f{b)-f{a) 

est multiple de è — a , et, par conséquent, multiple de n, 

2 . Si, dans un polynôme f ( x ) à coefficients entiers, 

on remplace successivement la ^variable x par deux 

(*) Voici l'énoncé de Gauss : Soit X une Jonction de V indéterminée x de 
cette forme Ax« Bx^ -h C x̂  H- . . ., A, B, C, etc., étant des nombres en-
tiers quelconques, a, b, c des nombres entiers et positifs.^ Si l'on donne à-i 
des valeurs congrues, suivant un certain module, lès valeurs résultantes pour 
X le seront aussi. (Section 1, n® 9.) 
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nombres entiers quelconques a , b , positifs ou négatifs y 

et qu'on dismise les résultats f ( a ) , f ( b ) de ces substitu-

tions par la différence b — a des nombres substituésj 

les restes des deux divisions seront égaux entre eux. 

Car, soient r et r' ces restes et ^ et ^ les quotients 
correspondants, on aura 

f[a) = [b--a)q r, 

d'où 
f(b)^f{a)=:{b r. 

Or, chacun des deux restes r, r étant moindre que le 
diviseur correspondant [b — a ) , la différence r' — r de 
ces restes est nécessairement plus petite que [b — a)\ 
d'ailleurs (n° ! ) , / ( / ; ) — f [a) est divisible exactement 
par (è — a ) , donc 

d'où 

On démontrerait de même que les restes des divisions 
P̂ *̂  ^̂ ^ sous-multiple quelconque n de 

b — a sont égaux entre eux. 

3 . Si Von remplace successi\>ement x dans le poly^ 

nome f ( x ) à coefficients entiers par les nombres entiers 

consécutifs a , a - H i , a 4 - 2 , e i e . , positifs ou négatifs, et 

quon divise par un ceHain nombre entier n les résul^ 

tats f ( a ) , f ( a - h i ) , f ( a 4 - etc.^ de ces substitutions^ 

les restes des n premières divisions se reproduiront indé-

finiment dans le même ordre. 

En effet, nommons b le terme de la suite 

indéfinie a , a H- i , a 4- a , etc . , il en résultera 

b — a-rzz n. 

Donc (n° 2) les restes des divisions àc f[b) (ilf{a) par 
29. 
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n seront égaux. Dé même, les restes des divisions de 
f [b i) e t / ( a -H i) par n seront égaux puisque 

+ + i) = b ^ a n. 

Et ainsi de suite. On voit donc que les n premiers restes 

se reproduiront indéfiniment dans le même ordre. Il est 

à observer qu'on trouverait aussi les mêmes restes, mais 

dans un ordre inverse, en divisant successivement par n 

les nombres f[a —• i) ^ f [a — i) ^f [a — 'i) ^ etc. Cela 

résulte évidemment de ce qui vient d'être démontré. 

4. Si^ dans le premier membre d\ine équation 

à coefficients entiers, on remplace successivement Vin--

connue ^ par n nombres entiers consécutifs a , a - f - i , 

a - f - 2 , . . . , a 4 - ( n — i ) , positifs ou négatifs, et que les 

résultats de ces substitutions ne soient, aucun^ divisibles 

par U;, Véquation proposée îi*admettra aucune racine 

entière 

Car si a représente un nombre entier quelconque, po-
sitif ou négatif, le reste de la division d e / ( a ) par n sera 
égal à l'un des restes des divisions par n des n nombres 

/ ( « ) , + / ( a 4 - 2 ) , . . . , + i ) ( n « 5 ) ; 

or, d'après l'hypotbèse^ aucun de ces restes n'est nul, donc 
y (a) est égal à un multiple quelconque de /z, augmenté 
d'un nombre plus petit que n et autre que zéro, par con-

(*) « On voit en général que lorsque X est de la forme 

A, Bt, C, etc., étant entiers et n entier et positif, l'équation 
X = : o 

n'aura aucune racine rationnelle, s'il arrive que pour un certain module 
la congruence X = o ne soit pas satisfaite. » {Recherches arithmétiques^ 
section I, n® 11.) 
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séqnentf(a) ne peut être nul. Ainsi l'équation proposée 

n'admettra pour racine aucun nombre entier. 

De là, les remarques suivantes : 

1°. Quand le terme indépendant de Vinconnue d*une 

équation 

à coefficients entiers^ est un nombre impair et que la 

somme des coefficients des termes qui contiennent i in-

connue est un nombre pair, V équation ne peut admettre 

pour racine aucun nombre entier. 

Car les substitutions de o, i k x donnent pour résul-
tats deux nombres y (o) 5 f[i) qui, par hypothèse, ne 
sont,aucun,divisibles parle nombre, 2, des substitutions \ 
donc (n® 4) l'équation n'admet aucune racine entière. 

Comme exemple , considérons l'équation 

.r̂  — 20 + — 12 .r — = O , 

dont le dernier terme — 75 est impair. La somme des 
coefficients des termes dépendants de a: est le nombre 
pair — 165 donc l'équation n'aura aucune racine entière. 

On sait d'ailleurs qu'elle ne peut admettre de racines 
fractionnaires puisque le coefficient de son premier terme 
est l'unité 5 par conséquent, ses racines réelles sont in-
commensurables. 

2®. Si les résultats des substitutions de — 1 , 0 , -f- i à 

l'inconnue x dans le premier membre d'une équation 

à coefficients entiers, ne sont, aucun, multiples de 3 , 

Véquation n admettra aucune racine entière. 

C'est ce qui résulte de la proposition démontrée 4 , 
en supposait a = — i et w = 3. 

Prenons pour exemple l'équation 

— H- — 3.r — 80 = O. 

En remplaçant successivement x par — i , o, -f- i , il 
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vient : 

/ H O = - 9 4 , / ( I ) = ~ 8 2 . 

Aucun des nombres 94 , 80, 82 n'est multiple de 3 , donc 

l'équation proposée n'a pas de racine entière. 

Lorsque la somme des coejfficienls de tous les ter-

mes d'une équation 

/(.r) = o, . 

à coefficient s entiers^ est un nombre impair, Véquation 

ne peut admettre pour racine aucun nombre impair. 

En effet, le reste de la division de / ( i ) par 2 est 
égal à l 'unité, puisque, d'après l'hypothèse, la somme 
des coefficients de tous les termes de Féquation est un 
nombre impair. Il en résulte (n® 3) que si l'on divise par 
2 les n o m b r e s / ( 3 ) , / ( 5 ) , / ( y ) , e l c . , / ( - ,) , / ( - 3 ) , 

f ( — 5), etc., les restes des divisions seront constamment 
égaux à l'unité. De sòrte que si l'on remplace x par un 
nombre impair quelconque, d a n s / ( x ) , le résultat de la 
substitution sera lui-même un nombre impair. Donc l'é-
quation n'admettra pour racine aucun nombre impair. 

Soit, par exemple, réquation 

— 40.̂ ^ 32.̂ 2 — i8.r — 90 = o, 

dans laquelle la somme des coefficients est le nombre im-

p a i r — II5. Les diviseurs impairs 3 , 5 , 9, 15, 45 du 

dernier terme ne peuvent être racines de l'équation. 

G. 

ISote, Cette élucidation de Gauss renferme la solution 
de la question 345 (p. 383). En 1812 , M. Piobert, alors 
élève au lycée Napoléon, classe de M. Dinet, a énoncé ce 
théorème : Lorsque la somme des coefficients est impaire, 
la racine ne peut ctrc paire. Prochainement plusieurs 
démonstrations directes. ¡TM. 
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GOPEXITË DE L'ELLIPSE ET DE LA PARABOLE 

DÉFINIES PAR LA PROPRIÉTÉ FOCALE DE LA TANGENT«; 

PAR M. A . VACHETTE. 

1 . Un polygone plan est convexe s'il est tout entier à 
droite ou à gauche de la direction prolongée d'un quel-
conque de ses côtés : il en résulte que son périmètre ne 
peut ètrel^encontré par une droite en plus de deux points, 
propriété caractéristique de la convexité. Une courbe 
plane, limite des polygones infinitésimaux qu'on peut lui 
inscrire, est convexe dans les mômes conditions. 

2. Le plus court chemin br.isé de A en B, dont le som-
met soit sur C D , a pour sommet le point O obtenu en 

joignant à B le point A', symétrique de A par rapport à CD^ 
tout autre chemin A O ' B est plus long, car A0'-+-0'B 
ou A' O' 4- O ' B est plus long que AO H- OB ou A O B . 

*De part et d'autre du point O , il ne peut y avoir que 
deux chemins brisés égaux ^ du même côté que O', 
AO '̂ 4- ou A' O '̂ -h O ''B est plus grand ou plus pe-
tit que A O ' 4 - 0 ' B o n A ' Ô ' 4 - O ' B ^ de l'autre côté du 
point O , il ne pourra exister qu'un seul chemin brisé 
égal à AO'B. Si la somme AO' 4- O' B = 2« est donnée 
et plus grande que AOB, le point O' est le centre d'une 
circonférence passant par les deux points A et A' et tan-
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genle à la circonférence BI décrite du point B comme 
centre avec le rayon m . Le problême est possible et 
donne deux solutions : il est résolu au IIP livre de la 
Géométrie de M. Blauchet. 

Au pointO , les droites AO et BO font des angles égaux 
avec CD. 

3. Supposons que A et B soient les deux foyers d'une 
ellipse dont le grand axe est a a ; si le chemin minimum 
AOB est plus petit que 2« , CD est une sécante qui ne 
coupe l'ellipse qu'en deux points ^ s'jl est égal à 2 a , CD 
est une tangente n'ayant que le point O commun avec 
l'ellipse, et on voit que la tangente fait au point de con-
tact des angles égaux avec les rayons vecteurs-, s'il est 
plus grand que ia , CD est extérieure à l'ellipse. 

Tout ce qui précède s'applique, sans aucun change-
ment, au cas où la droite CD rencontre en O la droite des 
foyers A et B. 

4. Supposons une parabole qui ait pour foyer le point 
F et pour directrice la droite AB, et examinons les rela-
tions de position d'une 'droite CD et de la courbe. Si le 

I 

p 

c. V v / 
F 

point F ' , symétrique de F par rapport à CD, est du 
même côté de AB que le point F, en menant F ' O pa-
rallèle à l'axe F G , on détermine sur CD l'intersection 
O , point plus rapproché du foyer quede la directrice, 
car on a O F ou OF'C^OI. On peut alors trouj^er sur 
CD deux points seulement qui soient à égale distance 
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du foyer et de, la directrice; l'un de ces points, N-, 
est le centre d'une circonférence passant par les deux 
points F ex F ' et tangente à la droite AB. Le problème est 
possible et donne deux solutions 5 il est aussi résolu au 
IIP livre de l'ouvrage de M. Blancbet. La droite CD est 
une sécante qui ne coupe la parabole qu'en deux points. 
Si le point F'est sur ABjle point O est lui-même le centre 
de la circonférence; il n'y a qu'une solution ; CD est une 

tangente qui fait au point de contact O des angles égaux 
avec le rayon vecteur et une parallèle à l'axe. Si le point 
F 'est de l'autre côté de AB par rapport au point F , le 

, problème devient impossible et la droite CD est extérieure 
à la parabole. 

'r 

Si la droite CD rencontre l'axe au delà du point F en 
O 5 le point F ' occupe la première des trois positions que 
nous avons examinées et CD est nécessairement sécante. 

Note, Ceci revient à ce problème : Le centre, le foyer 
et la directrice d'une conique et une droite étant donnés, 
trouver l'intersection de la droite et de la conique sans la 
décrire. La propriété fondamentale de la directrice fournit 
une solution immédiate. . TM. 
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QIESTIONS. 

351. Soient les équations 

— px^ qx — r = o 

— p' ^ q' r' z=z o 

et posons 

(racines a , a , a ] , 

(racines p, p " ) , 

I a P I a P 1 a r 
D. = I a' I a' D3 = I a' P" 

I a'' I a'' I a'' P 

I a I CL I a r 
D4 = I a' P D5 = I a' P I a' p' 

I a'' P'' I a'' P' I a" p 

A — 27 r ' - h 4 — iSpq r - ^^p^ r — P ' q ' , 

A'= 27 r'̂  -+- 4 _ ,8;/ f/ r' 4- 4//-̂  r' — q'K 

Démontrer que l'équation suivante en t 

1 f r , ri 

a pour racines les quantités D?, D2, D3, D4, D5, D^ 

( M I C H A E L R O B E R T S . ) 

352. Etant donné le volume d'un secteur sphérique, 
quelle est la valeur extrême de l'aire totale du secteur? 
Discussion du problème. 
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SOLUTION DE L A QUESTION 2 9 4 
(voir l. Xl l l , p. 305); 

PAR M. BRIOSCHI, 

Professeur à l'université de Pavie. 

Soient P i , Pg, P 3 P „ , n points matériels d'égales 
masses; G« le centre de gravité de Pi et Pg-, G3 le centre 
de gravité de P3 et de la masse Pi-f- Pa posée en G2 ; G4 le 
centre de gravité de P4 et de Pi -f- Pg H- P3 posées en G», 
et ainsi de suite ; de sorte que G„ est le centre de gravité 
de P„ et de P„_i ; G„ est indépendant de la manière dont 
on prend les masses; désignons par A(/) la distance de 

à P, , la quantité 

1 ( A O ' + 1 ( A3 ) ' + 1 ( A. + . . . + A : 

est constante, dans quelque ordre qu'on prenne les mas-
ses . (STEINER.) 

Observation. Gi est la même chose que Pi : ainsi A j 
est la distance de Pi à Pg. 

Soient Xr-i Jr? Zr les coordonnées rectangulaires du 
point P^ ; a,., (3̂ , ŷ  celles du point G .̂ On a 

/• r r 

C) ^ signifie qu'il faut donner à s toutes les valeurs de la suite 

I 
1 ,2 , 3 , . . . , R. 1M. 
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et 

A^ = ( a,^. — XrY + ( p.-, - + (Vr-. - Zr)\ 

En substituant les valeurs ci-dessus, on aura 

r—i 

( r - I)' A ; = [ 2 - (r - 1) V ('• - Or-] ' 

I I 

r —I 

4-

Mais 

V 1 / —I 

= ( - - - - ^ E , . - ' 

I I I 

par conséquent, si l'on suppose 

on a 

n I —I 

ou 

(0 «. = T — ^ ¿5 - ( T T T r ~ • • • ~ 
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On en déduit tout de suite que 

n 1—1 

«2 Al 4- -f-.. . -h A^ = 2 ' 

1 I ^ 

où ôij est la distance entre les points P , , Py. Le premier 

membre de cette équation se réduira à une constante 

dans quelque ordre qu'on prenne les masses, en suppo-

sant 

«2 = «3 = • • • = «H ; 

or l'équation (i) et ses analogues nous donnent 

/ . X i I / \ 
a i = z [ i — i ) a i - \ — ( 4 - 4 - . . . 4 - a„) ; 

par conséquent, si l'on fait 

. aa = . . . = a„ == m, 
on a 

et 

i — I 
ai =: mn 

i 

Théorème, Il est impossible de trouver quatre carrés 

tels 5 que la somme de trois quelconques moins le qua-

trième fasse un carré. (EULÊR. ) 

Théorème. A B C , triangle sphérique \ O ^ centre de la 

sphère; V i , volume du parallélipipède qui a pour arêtes 

OA', OB' , O C 5 A', B' , C sont les milieux des côtés du 

triangle. S étant l'aire du triangle, on a V = s i n - S . 

(CoRIîÉLItJS K E O G H . ) 
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DEUX THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE SUR LA DROITE 

ET LE CERCLE; 

PAR M. BRIOSCHI, 

Professeur à l'université de Pavie. 

i". Soient 

X — ûr _ y-— h r _ z — Cr 

«r ~ Pr " " tr 

les équations d'une droite Si Ton pose 

Cr 

les conditions pour que quatre droites /i, 4 9 h-i h soient 
génératrices d'un même hyperboloïde à une nappe sont 
données par l'équation 

A, B. CL AI P, 7, 

A2 Bj C2 «2 P2 72 

A3 B3 C3 «3 73 

A4 B, C, â  p4 74 

t;'esl-à-dire par les équations qu'on obtient en égalant à 
zéro chacun des déterminants du quatrième ordre qu'on 
déduit de cette forme. On sait que cela conduit à trois 
seules équations indépendantes (*). 

( * ) Ces 1 étires prises quatre à quatre donnent quinze déternjinants du 
t(uatrième ordre qiii se réduisent'a trois, savoir A,, a,, y, ; Bj, a,,/3j, 
C,,«,./3„-A- TM. 
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La condition analogue dansla géométrie plane est 

C, A, PI 

C2 CLi p, 

C3 «3 p3 

= O, 

laquelle est vérifiée lorsque les trois droites /i, k 9 h pas-
sent par un même point. 

2". Trois cercles A , B^ C étant donnés dans le même 
plan 5 soient : 

lz=o 

l'équation de la droite qui passe parles centres des cercles 
B , C 5 

* 

m — o 

l'équation de la droite qui passe par les centres des cercles 
C , A ; 

l'équation de la droite qui passe par les centres des cercles 

A , B ; e t 

les équations des polaires de T origine par rapport à cha-
cun des cercles A , B , C : l'équation 

¿"k-h m iL-h nv = o 

représente le cercle orthotomique aux trois cercles don-

nés. 

Observation, L'équation de ce lieu géométrique y 
été donnée récemment par M. Salmon {Quarterly Jour--
nal of pure and applied mathematics, dec. i 8 5 5 ) sous la 



forme 
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dk 

dB 

dC 

dk 

dB 

dC 

di' 

d^ 

dB 

dz 

cœ 

dz 

A = o , B = o , C = o étant les équations des cercles. 
On peut assez facilement passer de l'une à l'autre 

forme. 

Q U E S T I O N S . 

3o3. Soit ABCD un quadrilatère coupé par une trans-
versale en a sur le côté AB et en |3 sur le côté opposé CD ; 
soient a ' le conjugué harmonique de a par rapport aux 
points A, B, et (3' le conjugué harmonique de |3 par rapport 
aux points C , D; menons la droite a'jS', faisons une 
construction analogue sur les côtés opposés AC , BD et sur 
les diagonales A D , BC : les trois droites passent par le 
même point. (DE LAFITTE. ) 

354. Soit un point fixe O dans le plan d'un quadrila-
tère. On construit par rapport k ce point les polaires des 
sommets opposés A et D , et le point d'intersection de ces 
polaires*, on fait la même opération par rapport aux som-
mets opposés B et C et par rapport aux points de concours 
des côtés opposés : les trois points d'intersection sont en 
ligne droite. (DE LAFITTE . ) 

355. Par le point fixe O on mène des rayons vecteurs 
aux six points milieux des côtés et des diagonales du qua-
drilatère; par chaque point milieu, on mène une paral-
lèle au rayon vecteur qui va au côté opposé : les six pa-
rallèles se coupent en un même point. (DE LAFITTE. ) 
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STEINER 94, 98, 190 et 195 

"STERN, professeur à Gottingue 23 
STURM 72, 276, 279, 284 et 286 
SUCHET, professeur 260, 297 et 3o3 
SYLVESTER 1/5, 269. 271, 275, 277 et a86 
TCHEBYCHEV (P. ) , professeur à l'université de Saint-Péters-

bourg 238 et 353 
TERQUEM, rédacteur 109, i32, i34, 176, 186, 187, 206 

216, 223, 267, 3i5 et 352 
TORTOLINl, professeur 277 
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TOSCANI, professeur à Sienne 383 
VANDERMONDE 87 
VIEILLE (JULES), professeur 

*VILLARCEAU ( Y V O N ) , astronome 4° et ^46 
»»VIRIEU (DE), régent • • • • 3o5 

VIVIANI et 5S 
WEBER (OSCAR), professeur à Dresde 86 
WERTHEIM, examinateur 287 
WILLICH 
WRONSKI 407 
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QUESTIONS NON RÉSOLUES 

Dans les quinze premiers volumes. 

TOME 11. TOME XIV. 
NOS. Pages. NOS. Pages. 
6 1 

TOME IV. 
48 307 

3i3 
262 
3o5 

93 
TOME V. 

259 
TOME XV. 

120 

TOME VII. 
202 316 

317 
52 
52 

190 246 319 52 
192 368 324 229 
iy3 368 325 229 

i99 
TOME VIII. 

TOME X. 
44 

33i 
333 

243 
243 

240 357 334 243 

245 358 337 290 245 
TOME XI 34-2 353 

251 (échec) 115 343 353 
262 (domino) ii5 347 387 
266 

TOME XII. 
4oi 349 

350 
4 0 7 

4 0 7 

2 7 0 99 35i 458 
280 

TOME XIII. 
327 352 

353 
458 
464 

289 192 354 464 
Ohser\fation, Sur 354 questions, il en reste 35 à résoudre. Les autres 

sont résolues et imprimées, ou bien en manuscrit, et paraîtront en 1857. 
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ERRATA. 

Page 117, ligne 9 en rem., au lieu de 1773, lisez 1713. 

23O, ligne i5, au lieu de (4^ ' + 27 r ' ) , lisez 1.47' + 27/'). 
246, ligne 5 en rem., au lieu rfe R -f- e, lisez R — e. 
a54, ligne i3 en rem., au lieu de valeurs différentes , lisez signes dif-

férents. 
271, ligne 10, degré, ajoutez de l'équation. 
273, ligne 7 en rem., au lieu de 7, lisez 2. 
276, ligne 7 en rem., au lieu de lisez . 

3o5, ligne 8, au lieu de -> Usez 

352, ligne 11 en rem., au lieu de 279, lisez 297. 

t^ARlS. -- IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELîEft^ 
rue du Jardinet, n® 12. 
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Ou Oitide du Calculateur à l'aide de la Règle logarithmique à Uroir, d.ins 
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y opérer toutrs sortes de calculs numériques; par M. 
ingénieur civil, ancien élève de TEcole Polytechnique, Pu n des ciiilj fonda-
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La RÎ^GZiE A CAXXTDXi {Instrument) se vend séparément 5 fr. 
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L'OBMVATOIRE IHPÉRUL DE PARIS, 

PUBLIÉES 

PAR U.-J. LE VERRIER, 
DIRECTEUR DE L'OBSERVATOIRE IMPÉRIAL DE PARIS. 

T o m e ii i-4, « u r c a i a l l e r fin s a t i n é ; 1955« 
Prl iL : f r a n e s . 

OBSERVATIONS MÉTÉOROLOGIOVES 
FAITES 

A L'OBSERVATOIRE IMPÉRIAL DE PARIS 
PENDANT LES ANNÉES 1854 ET 1853. 

In-4®. Prix 4 francs. 
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J. COLLINS ET ALIORUM 
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ou 
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A L'ANALYSE SUPÉRIEURE, 
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JUSTIFICATIVES ET DE DOCUMENTS, 
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Par J.-B. BIOT, Membre de rinslitut, 
et 

F. LEFORT, Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 

In-4° avec figures intercalées dans le texte; i856. Prix : i 5 francs. 

DE LA CARÈNE DU NAVIRE 
ET DR 

" L 'ÉCHELLE DE SOLIDITÉ; 
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Q u a i d e s A u g n s t i n s , 5 5 . 

ËLÉHENTS DE 6E0HÉTRIË, 
PAR S.-F. LACROIX, 

Membre de l'Institut. 

I l * MH., rédigée conrwBiéneiit an Programnes de renseignement dans Us Ljcès, 

Par M. PROUHET, 
Professeur de Mathématiques. 

9BJBMIÈRB P A R T I E , Géométrie plane. (CLASSE DE TROISIÈME.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 

TRE SCRITTI I N E D I T I D I LEONARDO PISANO, pubbl icat i da 

Baldassare Boncompagni secondo la lezione di un 
codice della Biblioteca ambrosiana di Milano. F i -
renze, tipografia galileiana di M. Cellini. i854. — 
Trois écrits inédits de Léonard de Pise, publ ies par 

M. Baldassare Boncompagni, d'après un manuscrit de 
la Bibliothèque ambrosienne de Milan. In-8 de 122 
pages et i planche (voir Bulletin, t. I, p. 173). 

Le premier écrit est intituléi^/05 (i-44) ; 
Le deuxième De Avihus (44-54 ) 
L e iToiûèvoLQ Liber quadratorum ( 5 5 - 1 2 2 ) . 

E n tête d u Flos on l i t : Incipit Jlos L^eonardi Bigolli 

Pisani super solutionibus quarumdam quœstionum ad 

numerum et ad geometriam vel ad utrurnque pertinent 

tium. Il est dédié au cardinal Raniero Capocci de Viterbe, 
créé cardinal au titre de Sainte-Marie en Cosmedin, par 
le célèbre pape Innocent III. Ce cardinal, qui paraît avoir 
aimé et cultivé les mathématiques pures, avait demandé 

Bulletin mathématique, t. II. (Janvier i85G.} I 



à Léonard une copie de ses ouvrages : Quod meorum ope-
rum copiant non prœceptive saltim, quod vos magis dece-

bat, sedsimpliciterpetere fuistisper litterasVestrœSanc-

titatis dignati. ce Vous n'avez pas commandé comme il 
appartenait à votre dignité, mais vous avez daigné de-
mander simplement une copie de mes ouvrages, » Il l'a 
intitulé Flos en honneur de Son Eminence, rayonnant 
d'une éloquence fleurie parmi les savants, /Zo77V/a cleri-
corum elegantia radiantibus^ et aussi parce que plusieurs 

questions, quoique épineuses [nodose) sont exposées 
d'une manière fleurie [Jloride] 5 et de même que les plan-
tes ayant des racines en terre surgissent et montrent au 
jour des fleurs, ainsi de ces questions on en déduit une 
foule d'autres. Il finit par dire qu'il se soumettra aux 
corrections que le cardinal voudra lui indiquer [et me 
ipsum correctioni Dominationis Vestrœ affectuosius 

supponendo). 

On lit ensuite ce nouveau titre : Explicit prologus, in-
cipit tractatus ejusdcm. Ceci a besoin d'explication. 
Il paraît que Léonard mit par écrit les réponses qu'il fit 
aux questions de Jean de Palerme, lors du passage de 
Frédéric II parPise et il adressa cet écrit à l'tmpereur. 
[Cum coram Majestate Vestra, gloriosissime princeps 

Friderice,^ magister Johannes Panormitanus, philoso-

phus vester, ipsis mecum multa de numeris contulis-

set.) 

Le cardinal, ayant eu connaissance de cet écrit, en de-
manda une copie. Alors Léonard fit une seconde édition, 
sous le titre de FloSj qu'il dédia au cardinal, et cette dé-
dicace sert de prologue qui explique le titre Flos explicit 
prologusj et puis commence le traité, Incipit tractatus 
ejusdem. 

La première question est : Trouver un nombre carré 
qui, augmenté et diminué de 5, reste toujours un nombre 
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carré ( p. Léonard répondit à maître Jean que le nom-
bre carré est 

Après avoir longtemps réfléchi sur la solution de cette 
t|ueslion, il vit qu elle tenait à certaines propriétés géné-
rales des nombres carrés, ce qui,dit-il,lui donna occasion 
de composer un opuscule sur les nombres carrés pour 
glorifier Sa Majesté et qui contiendra les raisonnements 
et les démonstrations. 

Et ciim diutius cogitassem unde oriehatur predictœ 

quœstionissolutio, inveniipsam habere originem ex niultis 

accidentibus, quœ accidunt quadratis numeris, et inter 

quadratos numéros y quare hinc sumens materiam, lihel-

lum ineepi componere ad Vestrœ Majestatis Celsitudinis 

gloriam quem L i b e l l u n i Q u a d r a t o r u m intitulavi. 

La seconde question est géométrique : il s'agit de trouver, 
au moyen d'une des quinze espèces de longueurs du X"" 
livre d'Euclide, une longueur x qui satisfasse à la condi-
tion 

x̂  4- -f- lO.r = 20. 

Léonard démontre d'unemanièretrès-rigoureuse qu'au-
cune des quinze longueurs euclidiennes ne peut satisfaire, 
par des considérations géométriques que M. Woepcke a 
traduites avec intelligence en caractères algébriques, qui 
donnent toujours plus de précision etplusde clarté quand il 

C) Nous nous servons de signes actuellement en usage. 
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s'agit de nombres (Journal àe M. Liouville, t. X X , 
i855). En voici la substance. La valeur de x est comprise 
entre i et 2 , donc x n'est pas un nombre entier. 

1®. X n'est pas non plus un nombre fractionnaire ^ 

qu on peut toujours supposer irréductible ^ car on a 

a? _ l a } foa _ + _ 

équation impossible. 

Léonard se sert d'un moyen qui revient au même, mais 

qui est plus long. Il suit la méthode des Arabes, qui dé-

composent la puissance des fractions en une somme de 

fractions ordonnées suivant la puissance négative du dé-

nominateur. Par exemple, 

a, a., aa a^ 

l ) 

les u sont plus petits que à l'exception des qui peut 
surpasser b ; cela revient à écrire les fractions dans un 
système de numération dont la base est h. Ainsi 

«a a, OL-i OL̂  
+ p 

X ne peut avoir la forme s/AI où 7i est rationnelle, 

car 
__ 20 — 2 x^ 

xo ' 

équation impossible. 
3°. X n'est pas de la forme (/« ; on aurait 

I n" m' 
n" -i = 2 — 

1 0 10 • 
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équation dont Euclide démontre Timpossibilité (livre X , 

38). 

Observation, D'après un théorème connu, on peut dé-

montrer directement que l'équation donnée et Véquatîoîi 

— n =zo 

ne peuvent avoir de racines communes. Ce même moyen 
de démonstration est applicable à tous les cas. 

X n'a aucune des formes 

sjln 4-

c e s l i g n e s apotomes, mediale s, binomiales d ' E u c l i d e 

étant exclues, Léonard donne, on ne sait par quelle mé-
thode, cette valeur approchée, d'une surprenante exacti-
tude : 

car, à la manière arabe, il procède par soixantièmes. 
M. Woepcke trouve 

1,368808107821 ; 

réduite en fractions sexagésiniales, il trouve 

i.es de Léonard sont une faute du copiste qui a mis 
3o au lieu de 33, faute qui se reproduit encore dans trois 
autres endroits. ^ 

M. Lebesgue conjecture avec raison que Léonard se 
sera servi de la méthode suivante employée depuis par 
Viète. L'équation n'ayant qu'une seule racine positive, on 

(*) Quia hœc quœstio sjh'i non poluit in aliquo suprascriptorum, studui so-
liilionem ejus ad propinquitatem reduccrc. 
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fait 

l'équation en j n'a encore qu'une seule racine positive , 
dont on trouve facilement la partie entière, et ainsi de 
suite ( T o r t o l i n i , Annali di scienze matemaliche cfisi-

c7ie, aprile i855,p. i55). 

M. Lebesgue fait observer que Léonard a bien vu que 
leTraité des Incommensurables d'Euclide gagnerait à être 
exposé numériquement. Non-seulement i l a vu, mais il a 
fait cette exposition numérique : 

Et quia difficilior est antecedentium et quorumdani 

sequentium lihrorum Euclidis, ideo ipsum X"" lihrum 

glosare incepi, reducens intelleetum ejus ad numerum, 

qui in eo per lineas et superficies demonstratur (p. 3 ) . 

Aussi tous ses raisonnements roulent sur les notiibres, 
qu'il représentait, il est vrai, par des lignes, n'ayant pas 
encore de signes algébriques à sa disposition. Il parle 
algèbre comme les Arabes, mais ne sait pasjl'écrire ; cela 
arrive même quelquefois à des géomètres de nos jours. 

Le célèbre aritlimologue de Bordeaux établit les quatre 
propositions suivantes : 

L P, Q , R , S , m , n étant six nombres rationnels^ et 

fri ^ R 1 , iw 
m 5 n , mn , — n étant pas des carres , 1 équation 

P -4- Q V^/« - h R V^« 4 - S s¡mn — o 

ne peut subsister à moins que Ton n'ait 

car on déduit de celle équation 

PI /¿(K^ W S ' ) ~ 2 (//RS — P Q ) YOT/; 



donc 

de là 

et 

( 7 ) 

(PR —/; ÎQS) (PS ~ Q K ) Z = O , 

PS^ = QRS = « = -5- — ( 9 
n m \ P y 

contraire à l'hypothèse ̂  

PR=:772QS, P Q R = = = 

contraire à l'hypothèse. 

On ne peut donc satisfaire à l'équation qu'en posant 

P = : Q = R = S = 0 . 

II. Si l'équation 

jĉ  H-A 4 - B x + C =1 o 

a ses coefficients rationnels, a , |3, y, /̂ i, n étant cinq 

nombres rationnels, m ^ n'étant pas des carrés, on 

ne peut avoir 

A-r=: a 4-p V^ 4-7 

à moins que ¡3 ou y ne soit nul. En effet, on a 

= a' 4 - V ^ 4 - 7 ' s/« H-
^ /̂Z y/̂  y/^, 

les a , |3 , y, cî sont des nombres rationnels. 
Substituant ces valeurs dans l'équation donnée et éga-

lant à zéro les coefficients des irrationnels et la quantité 
rationnelle, on obtient quatre équations. Les coeffi-



( 8 ) 
cients de ^m et s/n donnent 

7" --h A7 ' -H By = o, 
de là 

Mettant pour jS'', y'' leurs valeurs, savoir 

p" — p ( 3 â  -f- /// -f- , y"= 7 ( 3 a' -f- «7^ 3 p-' ) , 

on obtient 

on ne peut mettre 

donc l'on a 
fi — o ou 7 — o . 

Si l'équation 

4- A x ' -h B J7 H- C == o 

n'a que des coefficients rationnels , il n'y a pas de racine 

de la forme V« H- jS V̂ ^ -f- 7 V̂ /i, à moins que (3 ou y ne 
soit nul. 

Car on a 
{x' -h Bxy ^{Ax' — cy — a ; 

faisant 

on trouve 

Al et Bi sont rationnels. 
Cetle équation n'a pas de racine de la forme 

a 4- p H- 7 
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à moins que ¡3 et y ne soient niils. Donc l'équation n'a 

pas de racine de la forme y/« 4- (3 sfni y ^n, 

IV. Supposons 
7 = 0, 

l'équation 

- h A j : - - H B X - f - C = o 

ne peut avoir une racine de la forme a -f- |3 v'/7i,àmoins 

d'avoir une racine réelle, car elle a aussi pour racine 

a — j3 slm-̂  et a , par conséquent, un faicteur rationnel 

du second degré , donc aussi un facteur rationnel du pre-

mier degré. On démontre de même que l'équation n'a pas 

une racine de la forme V a -h |3 s!m à moins que l'équa-
tion anjr n'ait une racine rationnelle. 

Il suit de tout ceci que l'équation de Léonard n a au-
cune racine de ces quatre formes 

a + p V 'w - f - 7 s/riy V a - h P V ^ - h 7 y/^, 

a 4 - p V ' w , v « 4 - p v ' w ; 

ce sont les irrationnelles du X® livre d'Euclide. 
Voici la troisième et dernière question proposée par 

maître Jean : 
De tribus hominibus pecuniam communem haben-

tibus (p. 1^). Inpalatio vestro Pisis coram Vestra Ma-

j es taie. 

Nous traduisons la question, avec M. Boncompagni, 
en langage algébrique. 

Trois hommes ont en commun une somme inconnue 15 

la part du premier est - i ; du second 4 ^ , et par consé-

quent du troisième ~ t. Voulant déposer cette somme en 

lieu plus s\xY(ad tutiorem tocum)^ ils prennent au hasard 
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[Jortuitu] le premier x qui n'en dépose que ^ , le se-

cond y et n'en dépose que , et le troisième z et n'en 

dépose que -Z'^de sorte que la somme déposée se monte à 

+ g et lorsqu'ils retirentce dépôt, chacun en 

prend le tiers; il s'agit de trouver les valeurs àe x ^y^ z. 
Faisons 

c'est u qu'il appelle la chose [posiii rem)» 

J.c premier a gardé ^ x et reçoit u ; donc on a 

I I 
-X -=. - t — a\ 

de même pour le second 

c t pour le troisième 

5 

|3e là on tiie 

•t' 4 - )• + 2 — ^ = ' 10 lO ' lO lO 

X t — 1 U , 

I 3 
y r~ — t — y 2 2 

1 6 
z 

= 1 ' -

F _ 
1 /-» 

problème indéterminé. 
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Il pose 

M = 7, 

siponatur rem esse FIL 

On a 

J : = 3 3 , J = l 3 , 3 = 1 . 
Ces équations traduisent fidèlement la suite des raison-

nements de Fauteur. Il dit qu il y a trois modes de solu-
tions qu' i l a donnés in lihro nostro quem de Numéro 

eomposui. C'est son Traité de Abaco, 
Les nombres sont écrits tantôt en chiffres romains, 

tantôt en chiffres arabes. 

La suite prochainement. 

T R A I T É D E G É O M É T R I E , publié à Paris en I 8 5 5 en langue 
polonaise-, par M . G,-H, iVi'EI^ENG^ZOW/r/, examinateur 
au Lycée impérial de Saint-Louis {*). 

Pendant qu'en France il y a une tendance à rendre la 
géométrie de plus en plus industrielle à vouloir même en 
faire une branche de la mécanique, à ne s'en servir que 

¿A^ r̂iv, on doit applaudir à l'homme de cœur qui 
reste fidèle au culte de Y idéal, tel qu'il a été professé par 
les Platon, les Euclide, les Archimède, tel qu'il est re-
ligieusement observé au cours supérieur de la Sorbonne. 
L'auteur m'a expliqué le contenu que de bonnes figures 
dans le texte font presque deviner. Comparez et jugez. 

Ce Traité est divisé en dix livres^ les cinq premiers 
renferment la géométrie plane, et les cinq derniers la géo-
métrie de l'espace. 

Le ZiVre I contient quarante théorèmes, savoir : la 
théorie des perpendiculaires, des parallèles , l'égalité des 

(*) Geornetija, przer G.-H. Nieweglowskiego. Posnan, i854 in-8 de 
.\'ie pages. 
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polygones et la symétrie des figures planes. Nous y re-
marquons entre autres le théorème : Deux polygones 
équilaléraux entre eux sont égaux lorsqu'ils ont, excepté 

t r o i s , tous les angles homologues égaux. L a d é m o n s t r a -

tion du théorème énoncé d'une manière aussi générale ne 
se trouve pas, que nous sachions, dans nos Traités fran-
çais [voir les Nouvelles Annales, t . X I , p . 4 6 2 ) . C e 

livre contient aussi quatre problèmes résolus. 

Le Livre II traite du cercle et renferme trente théo-
rèmes et vingt-quatre problèmes. L'auteur y établit la 
méthode des limites et celle ài Arhosgast dont il se sert 
dans le cas des incommensurables. La mesure des angles 
(îst exposée avec toute l'étendue et toute la clarté désira-
bles. On a placé idi les quadrilatères inscrit, circonscrit 
et ex-circonscrit. Parmi les problèmes, nous remarquons 
c e u x - c i : Diviser Vangle droit en t rois parties égales. 

— Construire le triangle dont on connaît la hauteur^ 

la médiane et la bissextrice, partant toutes trois d'un 

même sommet. — Étant donnés trois points A , B , C sur 

un plan, trouver le quatrième D d'oii les distances A B , 

B C soietit vues sous des angles donnés, etc. 

Le Livre III traite de la mesure des polygones et de 
leur similitude avec tous les détails désirables. On y 
trouve l'aire d'un triangle en fonction des trois côtés ou 
des trois hauteurs en fonction des rayons inscrits et ex-
inscrits. L'aire d'un quadrilatère inscriptible. La théo-
rie des transversales. Les centres de similitude. Cercles 
réciproques. Ce livre renferme quarante-huit théorèmes 
et trente et un problèmes. Parmi ces derniers, nous re-
marquons la construction des racines d'une équation du 

deuxième degré et celle de \/N. — Partager un trapèze 
en parties proportionnelles aux lignes données par des 

parallèles aux hases. — Construire un quadrilatère in-
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scriptihle dont on connaît les quatre côtés, — Trouver 

le lieu des points également éclairés par deux points lu-

mineux,— Le lieu des points d'où. Von voit deux cercles 

donnés sous un même angle, — Tracer sur le tenain 

une parallèle à une droite donnée, etc, — Sur un poly-

gone donné, circonscrire unpolygone semblable à un po-

lygone donné d'un même nombre de côtés. E n f i n l ' a u -

teur y a donné tous les problèmes des contacts des cercles 
et des droites. 

Le Liî re //^traite des polygones réguliers convexes et 
étoilés, et de la mesure de la circonférence el du cer-
cle. Du maximum des figures planes. Ce livre renferme 
vingt-trois théorèmes et seize problèmes avec des appli-
cations numériques. On y fait voir en quoi consiste la 
quadrature du cercle. 

Le Li^re V s'occupe des propriétés segmentaires. On 
y voit la division harmonique, le rapport anharmonique, 
l'axe radical, les polaires , les faisceaux, l'involution et 
la division homographique. Ici se trouve le problème 
d ' u n cercle tangent à trois cercles donnés r é s o l u direc-

tement^ c'est-à-dire que l'on donne immédiatement le 
centre et le rayon du cercle cherché -, la solution est ainsi 
amenée au dernier degré de simplicité. Ce livre, composé 
de vingt-trois théorèmes et de neuf problèmes, contient 
aussi l'hexagone inscriptible et circonscriptible et est ter-
miné par les trois sections coniques. 

Le Lwre VI traite des plans et des angles solides. 
L'ordre que l'auteur y a suivi nous a paru logique. Il 
traite d'abord des droites et plans perpendiculaires, puis 
des plans perpendiculaires entre eux^ ensuite viennent 
les droites et plans parallèles, les plans parallèles entre 
eux^ enfin les angles solides. Ce livre contient quarante-
huit propositions. 

Le izVre VII traite des polyèdres y de leur mesure el 
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similitude, de la symétrie en général, et enfin des centres, 
axes et plans de similitude. Ce livre se compose de trente-
huit théorèmes et de neuf problèmes. Nous y avons re-
marqué le théorème d'Euler, avec ses conséquences, et 
quelques théorèmes nouveaux sur l'égalité et la simili-
tude des p y r a m i d e s , c o m m e : Deux pyramides sont équi-

angles entre elles lorsqu'elles ont, excepté un, tous les 

angles dièdres homologues égaux et pareillement dis-

posés, — Deux pyramides équiangles entre elles sont 

semblables.^ etc.— Le volume d'un tronc de paralléli-

pipède a pour mesure le produit de la section droitepar la 

moyenne arête latérale. Les problèmes sont terminés par 
celui des alvéoles. 

Le Livre Vil, de la sphère, contient quarante-quatre 
théorèmes et vingt problèmes. C'est un livre très-impor-
tant et qui contient beaucoup de détails. On y donne la me-
sure des angles solides, les théorèmes de Lexell et de 
Steiner, le quadrilatère inscriptible el le contact de cer-
cles sur la sphère. Parmi les problèmes, nous remarquons 
le tracé de la tangente sphérique à un cercle donné et ce-
lui de la tangente sphérique commune à deux cercles 
donnés. Enfin la résolution du problème ; Construire 
un triangle sphérique dont on connaît deux côtés et 

Vangle opposé à Vun d'eux^ C'est surtout la discussion 

de ce problème qui nous a paru très-remarquable par sa 
simplicité. Il esl bon de connaître et d'apprécier ce pro-
blème que le Programme officiel a exclu de l'enseigne-
ment en donnant une singulière raison de cet ostra-
cisme scientifique. 

Le Livre IX traite de la mesure des trois corps ronds 
et des polyèdres réguliers II renferme vingt-neuf théo-
rèmes et treize problèmes. La surface d'un cylindre, 
d'un cône de révolution, d'une zone, et par suite d'une 
sphère, est donné avec toute la rigueur désirable. Nous 
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y trouvons cet utile théorème : La surf ace latérale d'un 
cône oblique y qui provient d\n cône de révolution^ est 

égale à son volume divisé par le tiers de la distance de 

Varête du cône au point où l'axe perce la base. O n a 

donné dans ce livre la quadrature des polygones sphéri-
ques et des fuseaux sphériques, cylindriques et coniques 
de révolution 5 le volume d'une pyramide sphérique et 
d'un onglet sphérique , cylindrique ou conique. A l'occa-
sion des polyèdres réguliers, on a bien fait de mentionner 
les polyèdres réguliers étoilés de Kepler et de M. Poin-
sot, comme aussi les polyèdres semi-réguliers appelés cor/75 
d'jircliimède, Le dernier problème donne le rayon des 
sphères inscrite et circonscrite en fonction du côté d'un 
polyèdre régulier, et réciproquement le côté, l'apothème, 
la surface et le volume de ces polyèdres en fonction du 
rayon de la sphère circonscrite. 

Le Livre X parle des surfaces courbes en général très-
succinctement, du plan tangent, des plans polaires, des 
plans radicaux. Des trois sections coniques. Des sections 
anti-parallèles. Intersection d'une sphère et d'un cône 
ou d'un cylindre; ligne d'entrée et de sortie, etc. Enfin 
les projections aconic[ues ou perspectives. Polaires dans 
les coniques. Le livre est terminé par ce problème : Me-
ner la tangente par un des cinq points dHune conique qui 

n'est pas tj^acée. 

Chaque livre est suivi des énoncés de plusieurs théo-
rèmes à démontrer et de plusieurs problèmes à résoudre, 
choisis parmi ceux qui demandent quelque réflexion et 
un certain degré d'intelligence. 

Le livre est terminé par trois notes sur la théorie des 
parallèles, la quadrature du cercle et l'involution, qui 
méritent d'être lues. 

Quoique étranger à la langue slave, nous enregistrons 
avec une grande satisfaction cet inventaire de l'état ac-
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luel de la science comme elle devrait être enseignée dans 
nos lycées. Nous félicitons la patrie de Copernic de cette 
riche et estimable production. 

O . TERQUEM , rédacteur. 

-jg-— 

BIOGRAPHIE. 

H E N R I - C H R I S T I A N S C H U M A C H E R . 

Né dans le hameau de Bramstedt, en Holstein , le 3 sep-
tembre 1780. Son père Andréas était conseiller royal de 
Danemark-, la famille est venue, dans le xvi® siècle, de 
Westphalie en Danemark. Après divers emplois, il fut 
nommé bailli de l'arrondissement de Bramstedt où H.-C. 
Schumacher est né; et ensuite il fut maire (amtmann) à 
Segeberg, où il eut un second fils, Andreas-Anton-Friede-
rich Schumacher. La mère était veuve d'un frère du cé-
lèbre géographe Busching. Les deux frères reçurent la 
première éducation à la maison. Schumacher montra dès 
Tenfance une prédilection pour les mathématiques qu'il 
apprit dans le cours de Wolf. Il étudia le droit à Kiel et 
fut reçu en 1806 docteur en droit à Gottingue. De là il 
passa quelques années comme précepteur dans une mai-
son en Livonie. A son retour, il fit la connaissance du 
comte de Reventlow, curateur de l'université de Kiel, 
qui lui donna les moyens de se livrer entièrement aux 
mathématiques et à l'astronomie. Il passa quelques années 
à Gottingue auprès de Gauss. En 1811, il fut nommé 
professeur d'astronomie à Copenhague où Bugge était di-
recteur. Avec la permission du roi, il accepta en 1812 la 
place de directeur à l'observatoire de Mannheim, se ma-
ria avant son départ avec Christine-Madeleine , née de 
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SchoDii, dont il eut quatre fils et trois filles; l'aîné et le 

plus jeune des fifs le précédèrent dans la tombe. Bugge 

étant mort , il fut nommé à sa place et fit les cours d'As-

tronomie en latin, et il vint à Paris et à Londres en 1819, 

en 1826 à Munich, et tous les ans il alla visiter Olbers 

à Brème. 

Il forma comme disciples: MM. Gunlaa, professeur 

en Islande; Nissen; Deichgraf, à Tondern ; Hansen , di-

recteur à Gotha ; Claussen, directeur à Dorpat; Peters, 

professeur d'astronomie à Königsberg; et Petersen, son 

aide à l'observatoire d'Altona depuis 1827 (*). 

Se sont exercés sous lui les directeurs : Olufsen à Co-

penhague ; Sélander, à Stockholm ; Svanberg, à Upsal ; 

Fuss, à Vilna; Agaardh, à Lund; Gould, à Cambridge 

(Amérique septentrionale) ; son fils Richard Schumacher, 

MM. Old, Sonntagg, Quirling. 

Il est mort le 28 décembre i85o à 11 heures et demie 

du matin, d'une bronchite, et est enterré à Altona, à 

côté de sa mère morte 1« 3o octobre 1822. Son frère An-

dréas est au service militaire du Danemark. 

Ouvrages de Schumacher, 

\ . B r a h é ( T y c h o d e ) Observaiiones cometœ anni 

1 5 9 5 , Uraniburgi habitce^ e d i d i t H . - C . S c h u m a c h e r . 

In-4, Altona; i845. 

2 . Ephemeris of the distances of the four planets 

Venus y Mars^ Jupiter and Saturn from the Moons cen-

ter for the years 1 8 2 2 to i 8 3 o ; to which are added tables 

for finding the latitude by Polar-Star for i 8 2 i - 3 o . 

Copenhague,1820-28. 

3 . Ephemeris of the distances of the four planets 

(*) Mort en i855. 

BuUetin mathématique, t. II. (Février iS56.) 2 
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Venus, Mars, Jupiter and Saturn from the Moons cen-

ter in the year 1829. Copenhague , 1827. 

4 . Ephemeris of the distances of the four planets 

Venus, Mars, Jupiter and Saturn from the Moons cen-

ter for the year i833.In-8; Copenhague, i83i . 
5 . Distances of the Sun und the four planets Venus, 

Mars^ Jupiter and Saturn from the Moon, for the years 

i835 , i836, 1837, 1838. 4 volumes in-8-, Copenhague, 
1834. 

6. Tables auxiliaires astronomiques p o u r T a n n é e 

1827. In-8, Copenhague. (En français.) 
7. Idem, pour les années 1825-1827. 3 vol in-8. (En 

allemand. ) 
8. Idem, pour les années 1827-1829. In-8. (En alle-

mand. ) 
9. Idem, pour les années 1820-1829. 10 vol. in-8. 

(En allemand.) 
1 0 . Collection de Tables auxiliaires. 2 v o l . in-8. C o -

penhague, 1822. (En allemand.) 
11. Journal of observations made for ascertaining 

the time of the place in the observatory which was erec-

ted at Helgoland for that purpose. I n - 4 ; A l t o n a , 1 8 2 5 . 

1 2 . Delatitudine speculœ Havniensis. I n - 4 ; A l t o n a , 

1827. 
1 3 . Geometric der Stellung. U e b e r s e t z v o n H . - C . 

Schumacher. 2 vol. in-8 ; Altona, 1810. (Traduction de 
la Géométrie de position de C a r n o t . ) 

1 4 . M e l i o l a ( A . ) . Tables des Logarithmes-nombres 

(anti-logarithmes), avec une préface de Schumacher. 
In-i2', Altona, 1840. (En allemand.) 

15. Tabula in qua inveniuntur logaritlimiconormalis 

(/?,) radicœ terrestris (r) cum ángulo intercepto (v) datœ 

latitudini astronomicœ [q) respondentes. I n - 4 ; C o p e n -

hague. 
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16. Chelius (G. K ) . Maasse u gewichtsbuch. Livre 

des Poids et Mesures. 3® édition, par J.-F. Hansehild, 
avec une préface de Schumacher. In-8 ; Frapcfort-sur-
Mein, i83o. 

17. Réseau irigonométrique du duché de Holstein. 

Dessins à la plume sous la direction de Schumacher. 
1 8 . Trigon, naet construert under direction of prof 

Schumacher i Hertogdommet Lauenberg ^ of P . Stef-

fens. Dessin à la plume du réseau trigonométrique du du-
ché de Lauenbourg. 

1 9 . S t r u v e ( W . ). Sur la dilatation de la glace, d ' a -

près les expériences faites à Poulkova en i845 et 1846 
par Schumacher, Pohrt et Moritz. In-4', Saiiit-Péters-
bourg. (En français. ) 

2 0 . Astronomische Nachrichten^heraux^ \o\\ H . - C . 

Schumacher. Vol. I - X X X I I , in-4. Altona, i823"i85o. 
(Nouvelles astronomiques.) (Prix : 460 francs.) 

Inédit. Traité de cinq pages Sur une méthode de 
Gauss de calculer les orbites des planètes. 

Inédit. Solution mathématique du problème: Connais-
sant les hauteurs observées de deux étoiles trouver leur 

latitude. 

Inédi t . Observations à la lunette méridienne faites 

à Mannheim et à Copenhague en 1 8 1 3 et en 1 8 1 5 . ( E n 

allemand. ) 
I n é d i t . Journal des observations à Vobservatoire de 

Mannheim en i8 i3 et en i8i4-

Inédi t . Traité de la détermination du temps par les 

azimuts. 

Observation. Celte liste est extraite du catalogue de li-
vres et cartes composant la bibliothèque de feu H.-C. 
Schumacher, etc. F® partie : Sciences mathématiques, 
physiques et naturelles. En vente aux prix marquées chez 
A. Asher et C®, à Berlin. In-8 de 147 pages; i855. 
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Ce catalogue, excellente production bibliographique, 
renferme 2556 articles, dans lesquels les ouvrages mathé-
matiques sont compris depuis 874 jusqu'à 1762, en tout 889 
ouvrages mathématiques. Collection formée par un simple 
particulier. Notre Observatoire, fondé par Louis XIV, suc-
cessivement royal, national, impérial, nonobstant ces ti-
tres officiels, n'a pas ce qu'on peut appeler une biblio-
thèque. On n'y trouve même pas la collection complète 
de la Connaissance des Temps ni VAnnuaire du Bureau 

des Longitudes. Il est urgent de faire disparaître cette 
honteuse lacune. Chaque année une somme devrait être 
portée au budget pour fonder une bibliothèque astrono-
mique à l'Observatoire. On devrait même y transporter 
les ouvrages astronomiques de la Bibliothèque impériale. 
C'est là leur véritable place (*). Ces mesures sont dignes 
de l'illustre directeur qui s'est donné la sainte mission 
de relever l'astronomie en France, et de ramener les 
temps des Cassini, des Lacaille, des Lalande: 

¡NOTICE HISTORIQUE SUR LA DUPLICATION Dll CliBE. 

L'influence immense de ce célèbre problème sur les 
progrès de la géométrie chez les Grecs nous engage à en 
donner un historique succinct, d'autant plus qu'il pré-
sente de bons sujets d'exercice. Dans cette vue, nous 
supprimons les démonstrations-, aucune ne dépasse la 
portée d'un bon élève de mathématiques supérieures. 

(*) Une bibliothèque universelle entraîne infailliblement avec elle un 
désordre universel ; plus elle s'enrichit, moins on y trouve ce qu'on 
cherche. On rendrait à la Bibliothèque impériale un service immense en 
y laissant seulement les ouvrages purement littéraires, philosophiques, 
historiques, et en distribuant les ouvrages scientifiques parmi les biblio-
thèques spéciales de Paris. 
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Nous prenons pour guide cette excellente monographie: 

Historia problematis de cuhi duplicatione sive de in-

vcniendis duabus mediis continue proportionalibus inter 

duas datas; auctore Nicolao-Theodoro Reimer , philos, 
doct., Gottingue^MDCCXCVIII (1798), in-8 de xvi-222 
pages. 

C'est le développement d'une dissertation inaugurale 
que le savant auteur avait publiée au même endroit deux 
années auparavant. 

Ei^atosthène (—202), ayant construit un instrument 
pour la résolution du problème, le suspendit, comme of-
frande, à l'une des colonnes d'un temple, et y joignit une 
description en vers. Ptolémée Èvergète (III) (de — 247 à 
— 222) en ayant entendu parler, voulut en avoir une 
connaissance plus détaillée. Eratosthène lui écrivit une 
leítre que nous a conservée, probablement dans son en-
tier, Eutocius d'Ascalon (-f-4^0 dans son Commentaire 
sur les deux livres d'Archimède relatifs à la sphère et au 
cylindre. 

On trouve cette lettre et le poëme dans le livre I des 
Scholarum tnathematicorum àe J{dim.\xs ^ d a n s l ' é d i t i o n 

d'Archimède, d'Oxford, p. I 4 4 Î aussi dans les oeuvres 
de Viète, édition de Schooten , p. 348, mais avec quelques 
fautes. 

Cette lettre contenant des renseignements sur l'ori-
gine du problème, nous en donnons la traduction ainsi 
que celle du poëme (*). 

A U R O I P T O L É M É E , É R A T O S T H È I N E , S A L U T . 

((On dit qu'un ancien tragique a mis en scène Minos fai-
sant construire un tombeau pour Glaucus. Ce roi, en ap-
prenant que le tombeau aurait cent pieds sur toutes les di-

(") Elle a été faite par mon iils Alfred, élève au lycée Saint-Louis, et 
revue, ainsi que les passages grecs, [)ar iM. Vincciil, membre de l'institut. 



( 22 ) 
mensions, dit à l'architecte : « Tu proposes un tombeau 
» trop petit pour le logis d'un roi ; qu'il soit doublé. » 

» L'architecte ne se trompa point quant à la forme 
.qui effectivement devait être cubique; mais il s'aperçut 
qu'il avait commis une erreur en doublant les côtés. En 
effet, en doublant les côtés , la surface devient quadru-
ple et le volume octuple. Il s'informa auprès des géomè-
tres pour savoir par quel moyen on pourrait doubler le 
cube en conservant toujours la forme cubique. Ce pro-
blènte fut appelé la duplication du cube, attendu qu'étant 
donné un cube , il s'agissait de le doubler. 

» Tous pendant longtemps restèrent indécis, lors-
qu'Hippocrate de Chio imagina qu'en prenant deux 
droites dont la plus grande fût le double de la plus petite , 
et insérant entre ces droites deux moyennes en propor-
tion continue , on parviendrait ainsi à doubler le cube: 
de sorte qu'il ramena une question difficile à une autre 
qui ne l'était pas moins. Quelque temps après, une peste 
étant survenue dans l'île de Délos et l'oracle ayant or-
donné de doubler un des autels , les Déliens rencontrèrent 
la même difficulté. Ils envoyèrent auprès des géomètres 
de l'académie de Platon , pensant y trouver ce qu'ils cher-
chaient. Ceux-ci se livrèrent à d'activés recherches pour 
trouver deux moyennes proportionnelles entre deux li-
gnes données ; et Ton dit qu'Archytas de Tarente résolut 
le problème en employant des demi-cylindres , et Eu-
doxe au moyen de certaines lignes courbes. Tous trai-
tèrent la question théoriquement ; mais aucun ne put 
trouver une solution réalisable dans la pratique, excepté 
Ménechme qui y est parvenu depuis peu, et encore 
très-péniblement. Quant à nous, nous avons imaginé un 
instrument d'un emploi facile avec lequel on trouvera, 
non-seulement deux moyennes, mais encoie autant qu on 
en voudra. Au moyen dc cet instrument, étant donné 
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un solide quelconque compris sous des faces parallélo-
grammes, nous pourrons le transformer en un cube, et 
plus généralement transformer une figure en une autre 
semblable, en augmentant les dimensions sans changer 
la forme. C'est ainsi que nous pouvons donner la forme 
cubique, par exemple, aux autels et aux temples, aux 
vases qui servent à mesurer les liquides et les choses sè-
ches , de façon à pouvoir déduire des côtés de la figure 
la capacité du cube (*). Cetle invention sera très-utile pour 
augmenter la force projective des machines qui servent à 
lancer des traits, des pierres, etc.: car il faut alors tout 
augmenter proportionnellement, les épaisseurs , les lon-
gueurs, les ouvertures, les cordages, etc., si l'on veut 
conserver la similitude; et tout cela ne peut se faire sans 
la recherche des moyennes. » 

P O E M E . 

(( Mon cher, si tu veux doubler un cube ou transformer 
exactement une figure solide, voici ce que lu dois faire. 
Soit qu'il s'agisse de mesurer une enceinte, une cave ou 
une citerne de grande dimension , tu le pourras en faisant 
mouvoir deux règles moyennes proportionnelles entre 
deux extrêmes parallèles. Ainsi ne te fatigue pas avec les 
opérations difficiles des cylindresd'Archytas, ou avec les 
trois sections du cône de Ménechme, ou même en décrivant 
les lignes courbes du divin Eudoxe. Avec ces planchettes , 
lu construiras facilement une infinité de moyennes, en 
commençanl parla plus petite. O Ptolémée, heureux père 
d'être le compagnon de jeunesse de ton fils et d'avoir pu 
l'orner de tous les dons chers aux muses en même temps 
qu'aux rois ! O Jupiter céleste, que ce soit de ta propre 
main que plus tard il reçoive le sceptre ! Que tout s'ac-

C) Les autels de Jéhova n'étaient pas des cubes, mais formaient la moi-
tié ou le double d'un cube (Exode 27; Paralip. 2,/i). Ainsi le cube est un 
type païen, et le prisme droit à I)ase carrée un type jéhovisle. 
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complisse ainsi, et qu'en voyant celte offrande , on dise : 
C'est un hommage d'Eratosthène de Cyrène. » 

Nous reviendrons plus loin sur l'instrument et sur sa 
description. 

L'auteur tragique dont il s'agit est évidemment Euri-
pide (- 480 ) qui a fait une iragédie ayant pour sujet la fa-
ble de Glaucus. Le célèbre philologue hollandais Walke-
naër a complété ainsi le second vers : 

àiçrXua-ioç t<rrù), rov ku'ocv (r^uxîîs. 

[Diatribe defragm. Euripid.^ p . 2o3.) 

Telle est l'origine fabuleuse. Plutarque ( — 66), dans son 
écrit sur le génie familier de Socrale, raconte ainsi l'ori-
gine historique. Au siècle de Platon ( — 45^) 5 «ne peste 
ravageait l'île de Délos el toute la Grèce. On consulta l'o-
racle de Delphes. Apollon répondit qu'il voulait qu'on lui 
élevât un autel double en volume de celui de Délos ( et 
de même forme cubique. Les architectes firent la faute in-
diquée par Eratosthène ; et Philoponus (-+-617) ), dans 
son Commentaire SMv les Analytiques d'Aristote (Venei., 
i534, p. 24) d'oià ce récit est tiré, dit que plusieurs 
placèrent un cube sur un autre et firent ainsi un parallé-
lipipède. La peste continuant, le dieu , consulté une se-
conde fois, fil la même réponse 

Mais écoutons l'inimitable, le délicieux Amyot. Pla-
ton esl allé en Egypte pour converser avec les prêtres. 
Un nommé Sammias, son compagnon de voyage, raconte 
ce qui arriva au retour. 

(( Ainsy que nous passions le long de la Carie, quel-
ques gents de l'isle de Délos nous rencontrèrent qui 

C) De là le nom de problème déliaque. 
(**) Johannes Alexandrinus Christianus, surnommé Phlloponus à cause 

du grand nombre de ses écrits. 
C *̂*) Il est probable que c'est Platon qui a Îait souiller cette réponse ù la 

Pythie. Ramus, dans l'endroit cité ci-dessus, dit que la Pythie TixaToyî t», 
platonise. 
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Îeireiit requesle à Platon, comme estant bien versé et 
exercité en la géométrie, de leur souldre un oracle es-
trange et fasclieux à entendre que Dieu leur avait donné. 
La teneur de l'oracle estait, que les Déliens et tous les 
aultres peuples grees auroyent cessation de leurs maulx 

et misères quand ils auroyent doublé bon autel qui es-

(oit au temple de Délos, Car ils ne pouvoyent imaginer 

que vouloit dire la substance de cest oracle , et si se fei-
rent moquer d'eulx, quand ils cuidèrent doubler la struc-
ture et iabricque de cest autel : car en ayant doublé 
chasque costé, ils ne se donnèrent guarde qu'ils avoyent 
i'sfict un corps solide huict fois aussy grand comme il 
estoit auparavant, par ignorance de la proportion qui 
double telle grosseur. Si recoururent à l'ayde de Platon 
en ceste difficulté. Et lui , se soubvenant du prebstre 
égyptienleur dict, que Dieu se joüoit aux Grecs,qui mes-
prisoyent les sciences, comme en leur reprochant leur 
ignorance, et leur commandant d'estudier à bon escient, 
et non pas par dessuz en la géométrie : parce que ce n'es-
toit pas œuvre d'entendement morose, nez que veist trou-
ble, ains qui feust extresmement exercité en la science 
des lignes, que de sçavoir trouver deux ligues moyennes 
proportionales : qui est le seul moyen de doubler un 
corps quarré en augmentant esgualement toutes ses di-
mensions : et quant à cela, que Eudoxus le Gnidien, ou 
Helicon le Cyzicenien, le leur rendroyent par faict : 
mais au reste Dieu n'a voit que faire de ce redoublement. 
Là n'y estoit pas ce qu'il vouloit dire-, ains qu'il com-
mandoit aux Grecs de quitter les armes pour converser 
^ c c p e s j e s Muses, en addoulcissant leurs passions par 
Testude des lettres et des sciences , et ainsy se comporter 
ensemble en prouffitant, et non pas en portant dommage 
les uns aux aultres. » ( P L U T A R Q U E , traduction d'Amvot, 
édition de Bastien, t. XIV, p. 375.) -
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Cette réponse stimula extraordinairement le zèle de 

ses disciples, et il les engagea, pour résoudre le problême 
par une proportion doublement continue, à étudier les 
courbes résultant de l'intersection des solides. Proclus 
(-1- 412) dit (dans son Traité du genre des courbes sur 
la quatrième définition d'Euclide) : 

Tfl» sTipi r^v Tù^iv ùp^iv XetCoyru Trctpu nx^ù))ioç 

(p. igdel 'édit . de Baie). 

Platon s'occupa le premier de la section. Il s'agit ici 
non pas des coniques, mais des sections des surfaces 
en général. Et Proclus [ibid, p. 3i) , suivant en cela Gé-
niinus ( — 100)5 attribue même les sections coniques à 
Méneclime , disciple de Platon, et les spiriques à Perseus : 
E7rivoi7<r0cLt txvtuç rùç rojttctÇy rkç (Àv utto Mèval^^ôu rècç KCûviicètç, 

r<W 'uzro nép(rea>ç [ràç ff^uptKotç ). 

(( On pense que de ces sections, les unes, savoir les coni-
ques, ont été trouvées par Ménechme, et les autres, les 
spiriques, par Perseus. J) 

D'après la lettre d'Eratosthène, il paraîtrait que c'est 
Hippocrate de Chios, le premier auteur d'éléments de 
géométrie et le célèbre inventeur des lunules ( — 45o), 
qui le premier ramena le problème à l'insertion de deux 
moyennes géométriques. On trouve même dans Proclus 
une phrase très-remarquable, en ce qu'elle semble don-
ner la clef des porismes et en attribuer l'invention à Hip-
pocrate de Chios : 

Uparov (puTt rav ùçfo^ovfAivm tîjv uTFccycûyyjv 

TFCtriO-xarOoci ïTijroKpecTfjy TO» X7ov. (p. 5Q.) 

(( On dit qu'Hippocrate de Chios est le premier qui ait 
opéré le transport des figures embarrassées (sans issues ). » 
K'est-ce-pas ce qu'on nomme aujourd'hui des méthodes 
métamorphiques, ou le transport [ctT^uyaiyti) de propriétés 

coinnies d'tme figure fac ilc aux figut es compliquées ( par 
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exemple, des cercles aux coniques) ? Les théorèmes qui pro-

curaient ces passages étaient des porisrnes ('»̂ «f'/Ç», frayer 

un passage) ; telles sont aujourd'hui les propriétés segmen-

lairesou fasciculaires, etc. 

Avant de s'adonner à la géométrie, Hippocrate exer-

çait le négoce avec tant d'impéritie, qu'il s'y est ruiné, 

victime des fraudes des percepteurs byzantins de l'impôt 

du 5o® (2 pour 100) sur le revenu {̂ tvrtjKoo-roXÔyoty 

Pappus ( — 3oo) donne quatre solutions : celles d'Éra-

tosthène, delNicomède, de Héron, et la sienne (lib. HI , 

p . 8 , de la traduction de Commandin. Bologne, 1660). 

Il décrit une seconde fois sa solution pour en montrer 

l'emploi en mécanique, dans la préface du V H P livre 

(pages 449-463). 

Eutocius , d'Ascalon en Palestine (-h 600), auteur 

d'un Commentaire sur les deux livres de la sphère et du 

cylindre d'Archimède, ramène à la duplication du cube 

la question où il s'agit de construire une sphère équiva-

lente à un cône ou à un cylindre. Outre les quatre solu-

tions de Pappus, il en rapporte sept autres : celles d'Archy-

tas, Platon, Ménechme, Apollonius de Perge, Philon de 

Byzance, Diodes et Sporus. Ainsi l'antiquité nous a 

transmis onze solutions que nous allons décrire succinc--

tement en langage moderne. 

i . P L A T O N ( — 

Soit tm trapèze AECD, rectangle en C et en E -, si les 

deux diagonales A C , DE se coupent à angle droit en B , 

on aura 

DB : BC = BC : BE — BE : AB ; 

donc B C , BE sont deux moyennes proportionnelles entre 

AB etDB. Si donc ces detix dernières lignes sont données, 

on les met à angle droit en B; ensuite on a un instru-
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ment formé dedeux montants ajustés perpendiculairement 
sur une traverse; on applique cet instrument sur Té-
querre ABD et on le mène jusqu'à ce que la condition 
géométrique soit satisfaite. 

2 . ARCHYTAS ( — 4 O O ) . 

AB est le diamètre d'un demi-cercle que nous suppo-
sons horizontal et AC une corde inscrite ; c'est entre AB 
et AC qu'il faut insérer deux moyennes géométriques. 
Soit D l'intersection de AC prolongé avec la tangente 
menée en B. Sur la demi-circonférence ACB comme base , 
imaginons un demi-cylindre vertical, et sur AB comme 
diamètre un demi-cercle vertical, au-dessus du plan ho-
rizontal; supposons que ce demi-cercle tourne autour de 
l'arête du demi-cylindre qui passe par A , il engendre un 
tore. Désignons par M la courbe à double courbure, in-
tersection du tore avec le demi-cylindre. Supposons que 
le triangle rectangle ABD tourne autour de AB comme 
axe; l'hypoténuse AD décrira un cône. Désignons par N 
l'intersection de ce cône avec le cylindre ; soit K l'inter-
section des deux courbes M et N, et I la projection de K 
sur la base du demi-cylindre; I sera évidemment sur la 
demi-circonférence ACB ; on aura 

AB : AK = A K : A I = A I : AG. 

C'est le premier exemple d'une courbe à double courbure 

qu'on i^encontre chez les Grecs C'est une belle question 

de stéréotomie à proposer aux candidats pour l'École Po-

lytechnique. 

Archytas, ami de Platon, était stratège des Tarentins (*). 

Horace Ta immortalisé dans celte ode (lib. I , od. 28) : 

Te maris et tcrrœ^ niimcroquc carentis arenœ, 

Mcnsorcni cohibcnt, Archrta. 

(*) U a péri dans un iiaulVago. 
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C'était une opinion répandue daift l'antiquité et consi-

gnée même dans la Bible , qu'il n'existe pas de nombre qui 
puisse exprimer le nombre des grains de sable existant sur 
la terre , opinion qui n'aurait jamais eu cours si les An-
ciens avaient eu un système chiffré. Arènaire d'Archi-
mède a pour unique but de prouver le contraire. 

3 . MÉNECHME ( — 4 ^ 0 ) . 

Deux solutions : la première par l'intersection d'une 
parabole et d'une hyperbole ; la seconde par l'intersection 
de deux paraboles. Solutions extrêmement remarquables. 
Elles sont le premier exemple de lieux géométriques, en 
usage encore aujourd'hui, et montrent que l'invention des 
trois sections coniques est bien due à Ménechme ; et c'est 
ce qu'Eratosthène, dans le poëme rapporté ci-dessus, 
nomme la triade (*) de Ménechme. Il obtenait ces cour-
bes en coupant le cône droit par un plan perpendiculaire 
à une arête. L'angle au sommet étant droit, il obtenait 
la parabole; aigu, l'ellipse-, obtus, l'hyperbole. Apol-
lonius a montré le premier qu'on pouvait obtenir la 
triade sur un cône oblique quelconque, certaines hyper-
boles exceptées. 

Ménechme, disciple d'Eudoxe de Cnide et auditeur xle 
Platon , était frère de Dinostrate, l'inventeur de la qua-
dratrice. 

4-. HÉRON D ' A L E X A N D R I E ( — I 5 2 ) . 

Soit ABCD un rectangle et E le centre de ce rectangle; 
au sommet B on applique une règle rencontrant les côtés 
C D , C A , prolongés respectivement en F et en G ; on fait 
mouvoir cette règle jusqu'à ce qu'on ait EF = E G ; alors 
on aura 

AB : AG = AG. : DF DF : BD; 

on a donc ainsi deux moyennes entre AB et BD ou entre 

CD et C A . 

(*) Ce mot n'est pas dans la prose de la lettre. 
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Dans la construcRon des machines de guerre , cata-

pultes, balisles, etc., les Grecs prenaient pour calibres 
le diamètre de la corde tendue (rovóí), ou, ce qui revient 
au même, le diamètre du trou par lequel on passait la 
corde : ce diamètre servait de module à toutes les dimen-
sions de la machine. Les diamètres étaient proportion-
nels aux racines cubiques des poids lancés. Il suffit d'une 
lecture superficielle de \Arénaire pour se convaincre 
combien était pénible, sans l'aide de chiffres, l'ex-
traction des racines. Aussi les Anciens ramenaient ces 
opérations d'arithmétique à des constructions graphiques. 
C'est pour cet usage technique que Héron indique cette 
construction dans son Traité intitulé : BíXotícükÍ.^ De la 
fabrication des traits, qui fait partie de la collection pu-
bliée par Thévenot sous le titre de Feteres malliemati-
ci{^). Pappus donne aussi cette construction. 

On sait, d'ailleurs, que Fextraction d'une racine cu-
bique et l'insertion de deux moyennes géométriques sont 
deux opérations que l'on peut appeler identiques 

Héron était élève du célèbre constructeur Ctésibius, 
dont la vie a été publiée par Bern. Baldus (Aug. Vindel. 

I 6 I 4 , in-4). 

5 . PHILON D E BYZÀNCE ( — I 5 2 ) . 

Soit ABCD un rectangle; sur la diagonale AC comme 
diamètre on décrit une circonférence qui passera par ]> 
et D; en B on applique une règle coupant la circonfé-
rence en E et les côtés DC, DA, prolongés, en F et en G ; 
on fait mouvoir la règle jusqu'à ce qu'on ait BG = E F ; 
alors on a 

BC : FC = FC : AG = AG : AB. 

Philon était aussi élève de Ctésibius. 

(*) Ce titre peut induire en erreur: il y a les pneumatiques, les aulo-
wrt̂ iîs, t'ic.: il faudrait dire Mechanici veieres. 
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6 . A P O L L O N I U S D E P E R G E ( — 2 4 7 ) . 

ABCD est un rectangle, E le centre du rectangle; de 
ce point comme centre, on décrit un quadrant F G ren-
fermé entre les côtés AB , AC prolongés; lorsque la corde 
FG du quadrant passera par le point C , on aura 

AB : AG = AG : DF = DF : CD. 

Cette solution ne diffère pas de celle de Héron. C'est à 
tort que Montucla dit qu'Apollonius a fait emploi des co-
niques. 

7 . E R A T O S T H È N E ( — 2 7 6 , n a i s s a n c e ) . 

Soit un premier trapèze AA'BB' rectangle en A et B ; 
un second trapèze adjacent BB' CC ' rectangle en B et C , 
et de telle sorte que les sommets A', B', C sont en ligne 
droite, et les diagonales A ' B , B' C sont parallèles ; un 
troisième CC'DD' adjacent au second: les sommets B', 
C/, D'sont en ligne droite, et les diagonales B ' C , C D 
sont parallèles , et ainsi de suite. Pour fixer les idées, ne 
prenons que trois de ces trapèzes, on aura 

kk! : BB' r= BB' : CC = C C : DD' ; 

de sorte que B B ' C C sont deux moyennes géométriques 
entre AA' et DD'. Ces deux dernières lignes étant don-
nées, Eratosthène a inventé un instrument nommé 
mésolahe (*) , pour réaliser cette construction et trou-
ver les intermédiaires BB', C C . Cet instrument était 
formé d'une plinthe en bois, d'ivoire ou d'airain, sur 
laquelle sont placées trois planchettes rectangulaires très-
minces : celle du milieu est fixe, les deux autres sont mo-
biles dans des rainures pratiquées le long des côtés de la 

(*) MsToxaSov, instrument qui prend les moyennes, de //éo-o» et ^a/xêavw. 
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plaiîclielte iixe, et on fait mouvoir les planchettes mobiles 
jusqu'à ce qu'on obtienne la figure géométrique décrite ci-
dessus. Si les lignes données surpassent les dimensions de 
l'instrument, on les réduit proportionnellement. On voit 
aisément qu'on peut construire un semblable instrument 
pour insérer autant de moyennes géométriques que Ton 
veut. On comprend maintenant ce qu'il dit dans sa des-
cription poétique : que cet instrument peut servir à trans-
former les solides, par exemple , à trouver des cônes équi-
valents à des sphères, etc.; à mesurer toutes sortes de vo-
lumes. Les planchettes mobiles sont ce qu'il nomme des 
règles. Cette partie est assez obscure. On voit qu'Eudoxe 
de Cnide, auditeur et compagnon de Platon en Egypte, 
a aussi donné une solution du problème par l'intersec-
tion de certaines courbes. Elle ne nous est pas parvenue, 
et devait être très-belle à en juger par l'expression 
divine (*) dont se sert Eratosthène. Toutefois Eu-
tocius dit que la solution d'Eudoxe est si défectueuse, 
qu'elle ne mérite pas d'être décrite ; et, en elïet, il la sup-
prime. C'est qu'il s'agit probablement d'une seconde so-
lution purement mécanique. 

8 . INICOMÈDE ( — i 5 o ) . 

Inventeur de la conchoide [Nouvelles Annales, t. II, 

p. 2 8 1 ) , il inventa un instrument pour décrire cette 

courbe (EUTOCIDS, lib. II, page i46, édition d'Ox-

ford). Il se sert de cet instrument pour trouver deux 

moyennes géométriques entre les droites AB, BC. Il 

construit le rectangle ABCD. Soit F le milieu de BC. 

Il mène en F , au-dessus de BC, une perpendiculaire sur 

BC, et construit le triangle rectangle CFG oti l'hypo-

ténuse CG est égale à ~ AB ; en C on mène CL parallèle 

(*) Toutefois l'épithète OÎOUÎ?«? s'applique à Eudoxe et non à sa méthode: 
le divin Eudoxe. 
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à BG, et par le point C , à Taide de Tinstrument eon-

ehoïdal, on mène la droite GHI de manière que la par-

tie HI inscrite dans l'angle que forme CL avec BC pro-

longée soit égale à ^ AB-, on mène la droite ID rencon-

trant BA prolongé en M. On aura 

AB : I C = : I C : MA = M A : BC. 

9. DIOCLÈS ( — looou — 200). 

Auteur de la cissoïde. On n'est pas d'accord sur le 
temps oii il a vécu. Mais Pappus parle en divers endroits 
de la cissoïde, il est vrai, sans nommer Dioclès, nous 
en dirons la raison plus loin (lib. IV, prop. 3o, p. 35; 
lib. III, prop. 4 î P- 7) 'i Dioclès est donc antérieur à cet 
auteur. D'ailleurs Proclus (p. 3i), transcrivant Geminus, 
parle de la cissoïde, et (jeminus est du siècle avant 
Jésus-Christ. 

Soient AB, CD deux diamètres rectangulaires d'une 
circonférence, de sorte que ACBD sont les sommets du 
carré inscrit; à partir de D, prenons de part et d'autre 
deux arcs quelconques DE, DF égaux; menons la corde 
BE et abaissons de F une perpendiculaire FH sur le dia-
mètre AB, et soit G le point 011 celte perpendiculaire 
rencontre la corde BE. Le lieu du point G est une cis-
soïde et l'on a 

AH : HF r= HF : HB HB : HG. 

Ainsi, entre AH et HG, on a les deux moyennes HF, 
HB. La courbe étant tracée, on comprend l'usage qu'on 
peut en faire pour la solution du problème, 

La cissoïde est une courbe à branche iniinie asympto-
lique; mais les Anciens ne connaissaient, du moins ne 
considéraient que la portion de la courbe située dans l'in-
térieur du cercle. 

Bulletin maihcmatique, t. II. (Mars i856.^ 3 
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1 0 . PAPPUS ( - 1 - 3OO). 

Au conimencement de ses Collections. Sa construction 
fourmille de fautes typographiques. Elle est plus exacte 
dans Eutocius. 

Il s'agit de trouver deux cubes qui soient dans un rap-
port donné. 

Soient O le centre et AOB le diamètre d'une demi-cir-
conférence, OC un rayon perpendiculaire au diamètre 
AB; je prends sur OC un point D qui divise le rayon de 

manière que l'on ait ^ égal au rapport donné; on mène 

BDqui rencontre la circonférence en E. Au point A , on 
attache une règle mobile rencontrant la corde BE en F ; 
le rayon OC en G et la demi-circonférence en H , et on la 
fait mouvoir jusqu'à ce qu'on ait F G = GH ; alors on 
aura 

ô c ' _ OC 

Le point F appartient à la cissoïde; Eutocius remarque 
avec raison que cette construction ne diffère pas essen-
tiellement de celle de Dioclès. Il parait que Pappus l'a 
compris ainsi, car il a soin de parler de la cissoïde, mais 
sans citer Dioclès (voir p. 33). 

i l . SPORUS 4 O O ) . 

Dans quelques manuscrits , on lit Sporus Nicœnus. 
Sa construction ne diffère pas de celle de Pappus. 
Reimer {voir p. 21), à la fin de son ouvrage, donne la 

liste suivante des auteurs modernes qui se sont occupés 
de cette question : 

1 . Nicolas de Cusa (i5oo). Opéra, Parisiis, volume H, 

p . 4 2 . 

2. Johannes Vernerus (ad calcem Libelli super viginti 
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duohus elemenrns conicis, Nureoi. , iS^a). II nomme les 

propositions, des éléments [voir Kastner, t. I I , p. Sa) . 

3. Orontius Finsßus Delphinas [Planispliœrum geo-
graphicum. Lut. Par., i544? Tractatus, i556) parle 
des deux moyennes. 

La solution de Finseus a été démontrée fausse dans les 
ouvrages suivants : 

4. Pet. Nonius Salaciensis. Opera, Basil., iSp'i. 
o. Joan. ButeonisDelphinatiei Opera geometrica.hn^-

duni, 1554. 
Ii était moine et disciple de Finseus. L'ouvrage est dé-

dié au cardinal de Tournon, et daté du couvent de 
Saint»Augustin. Il réfute aussi une construction indi-
quée par Stifel dans son arithm. intégra et donne une mé-
thode ingénieuse d'approximation. 

Soit à construire 
11 construit le parallélipipède 

<7, A, 2 /7, 

ensuite les parallélipipèdes 

a v/2, a y/2, a^ 

a h 1-, a sjij 

a y/8, a IJ^j a Ijo. 

Tous ces parallélipipèdes sont équivalents à p, q 
étant les trois côtés d'un parallélipipède, les suivants 
sont 

s/pq^ P} 

le rapport 

— = s!M V ? 

va en diminuant ; donc le parallélipipède s'approche tou-
jours d'un cube. 

3. 
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6. Viète, édition de Sclioolen , p. 242.*' 
7. Joann. Bap. Villalpandus. Hieronymi Pradi et Joan. 

Bap. Villalpandi e Soc. Jesu In Ezechielem explanation 
nes, t. II, p. 289. Romse, 1606. 

8. Claude Richard. Aut., i645. 
9 . J o h a n n i s M a l t h e r u s . Problema Deliaciim de cubi 

duplicatione, nunc tandem post infinites prestantissimo-
rum mathematicorum conatus expedite et geometrice so-
lutum. Franc., 1619. 

10. Renatus Franciscus Slusius. Mesolabium seu duœ 
mediœ proportion ales inter extremas datas, per circulum 
el infinitas hyperbolas vel ellipses el per quamlibel exhi-
bitas. Leodii-Eburonum, 1662 ; in-4-

1 1 . H u g e n i u s C h r e s . De circuii magnitudine inventa. 

Lug. Batav., i654. 

1 2 . T h o m a s Hobes ius . Quadratura circuii, cubatio 

sphœrœ, duplicatio cubi. A m s t . , 1 6 6 9 ; in-4. 

1 3 . Thomas H o b b e s i i Quadratura circuii.^ cubatio 

sphœrœ, duplicatio cubi,- conjutatio a J. W a l l i s i i . 1 6 6 9 ; 

Oxonii; in-4. 
14. Isaac Barowius. Led. op tic œ.luOnà.., 1674« 

15. Vincentius Viviani. Delocis Florent., 1707. 
1 6 . La duplication du cube.^ la trisection de Vangle 

et rinscription de Vheptagone régulier dans le cercle, 

par M. Comiers Prévost. Paris , 1677. 
17. La duplication du cube par le cercle et la ligne 

droite, ou résolution géométrique en cinq manières du 
problème proposé par M. Comiers, le tout démontré par 
une méthode aussi particulière que facile à concevoir et 
par des raisons si fortes, qu'elles ne laissent aucun lieu 
de douter de la certitude de la résolution qui est fondée 
sur les mêmes principes qu Euclide donne dans ses JÎ/é-
me/ii5,-par M. Brunet, avocat au Parlement de Provence. 
Paris, 1682. 
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1 8 . Nuovo metodo geometrico per* t r o v a r f ra d u e 

linee rette date infinite medie continue proporzionali, di 
Paolo-Mattia Doria. In Venezia, 1715. 

\ 9. Dimostrazione del luogo ove terminano le linee 
cubiche ricercate nel libro intitolato, Nuovo metodo, etc. 
Napoli, i j i S s 

20. Lettera del signor D. Paolo-Mattia Doria indrizzala 
al signor Giacinto di Cristoforo, nella quale si dimonstra 
ehe la parabola ApoUoniana in qualunque modo che si 
descriva, non è linea geometrica; e che in conseguenza 
di ciò sono false tutte le altre curve. Ausi., 1718. 

21. Tomo primo delle Opere matematiche di Paolo-
Mattia Doria nel qual si contengono la duplicazione del 
cubo et altre opere, etc. In Venezia, 1722, et tomo se-
condo. Venezia, 176... 

2 2 . Duplicationis cuhi Demonstratio a P a o l o - M a t t i a 

Doria inventore, celeberrimi» Regiie Societatis Angliae 
censurse exposita. Hac latina editione maximopere aucla. 
Venetiis, 1770. 

2 3 . De circuii quadratura et de cuhi duplicatione, 

cvim similium aliarum rerum accessione / Demonstraiio-
nes geometrica?, D. D. D. majestati sanctissimae regime 
Matris Virginis ab Philippo de Carmagninìs , in philoso-
phia et medicina Doctore. Fiorenti«, 1751-, et aussi en 
italien, même année 1751. 

2 4 . Solution du problème déliaque., d é m o n t r é e pat 

Jacques Casanova de Seingald, 'bibliothécaire de M. le 
comte de W aids tei n , seigneur de Dux, en Bohème. A 
Dresde, 1791. 

2 5 . B i e r i n g ( C h r . - H e n r . ). Historia problematis cubt 

duplicandiy specimen historico-mathemalicuin. Haunia^, 

1844-, in-4. 
2 6 . K n i e ( J . - G . ) . Theorischen prakt Losung der 

zwéi geometr. aufgahen, etc. S o l u t i o n i h é o r i c o - p r a -
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tique des deux problèmes : i ® insérer deux moyennes pro-
porlionnelles entre deux droites données avec la multi-
plication du cube uu nombre donné de fois ; 2® quadrature 
du cercle et vice-versâ à Taide de deux instruments. 
Breslau, 1848 , grand in-4. 

Doria ( n° a 2 ) prétend construire les deux moyennes par 
des droites. M.Sturm a donné le premier une démonstra-
tion rigoureuse de l'impossibilité defairecetteconstruction 
par la droite et 1(; cercle. L'illustre géomètre m'a dit 
avoir simplifié cette démonstration et communiqué cette 
simplification à MM. Hermite et Bertrand auprès des-
quels j'ai fait des démarches sans succès. 

Observation, M. Woepcke avoue que c'est une opinion 
(îrronée de croire que les Grecs ont construit des équa-
tions du troisième degré [Algèbre d'Omar Alkhayyami, 
p. X I I . ) . Il est évident que les Grecs, ne connaissant pas 
le calcul par équations, ne pouvaient songer à construire 
des équations. Mais si l'on ne se tient pas aux mots, aux 
sons, et que l'on s'attache à l'idée, il n'est pas moins évi-
dent que les Grecs ont construit des équations cubiques 
binômes el même, au moyen de rinslrument d'Eralo-
sthène, des équations binômes de tous degrés, du moins 
mécaniquement. Il est vrai que les Arabes ont été plus 
loin : auraient-ils fait ce second pas, si les Grecs n'a-
vaient pas fait le premier? On remarque que les hommes 
(jui passent plusieurs années à étudier une langue difficile 
et à y acquérir une certaine supériorité, finissent par s'in-
fatuer du peuple qui a parlé cette langue et à s'ingénier 
à lui découvrir toutes sortes de mérites. Il en esl ainsi de 
cetix qui font deTanliquité une étude spéciale, continue, 
eldont le plus grand bonheur est d'appauvrir les Modernes 
el d'enrichir les Anciens. Quand saurons-nous que les 
Grecs, les Arabes ,.!( s Indiens, les Chinois, de même qtie 
les Anglai«. les Allemands, les Italiens, les Français 
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sont des hommes et rien de plus? Dieu a donné la science 
au genre humain; chacun est appelé à y prendre sa part, 
n'importe la longitude, la latitude, l'altitude du lieu 
qu'il habite. La démonstration du théorème de Fermât 
peut se découvrir à Tornéa, à Khiva, à Tombouctou. Pla-
ton aurait-il jamais admis la possibilité du Scandinave 

Abel.^ 

SliR LE PROBLÈME DES BŒUFS ATTRIBUÉ A ARCHIMEDE. 
(Post-scriptum à la Lettre de M. VINCENT) 

(voir t. l", p. 165). 

Pour que les lecteurs pussent tirer quelque profit de sa 
lettre, M. Vincent y a joint le texte rétabli conformé-
ment aux remarques qu'il avait présentées, ainsi que la 
traduction que nous donnons ici. 

n^Yjôùv |3oû5v, a> fetvs, jaÉTjoyjffov, 

^pOVTl^' iTTiO-T̂ O-aÇ, si ¡XBzk/JtC GOfioÇ, 

ITocrffiî up' h Ttc^tOLç 2r/e>ï5ç TTOT s^ôtrxsro vcaov 

&ptvoi^inç, TST̂ ap̂ i aTÎys« «yaffaapisvyj 
5 Xpovfi'J à^^àffffovTa, TÛ fjLsv Isvaoïo yâ)iaxTOç, 

Kuavéw hepov lapLîTopLevov' 

Aïlo yz PT-èv Çav6ov, TÔ âk 7rotxt"Xov' Iv âi e/.ÀCTTW 

2Tt<pst e<7av zKvpot TrlriOeat ^pidôpLSvoi, 

IvpipiSTpinç TOtvçàs 'rsTev)(6Tsç' àpyorptxciç ¡lïv 

10 Kyavfiwv raupwv i^pitŒst Tpircù 

Kat Çavôotç avunoidiv tcouç, w Çstvs, vôrjdov' 
AvTàp xyavÉouç tw TST^arw ts pt.épef 

MixTO^pocov XAL TTS/XTTTW, I'TÎ ÇavÔotfft re Trudtv. 

Tovç vTto'ketTronivovç 7rotxtk6xp(^roiç &.Bpet 

15 Apyevvwv Tauptov EXTW péjost lê̂ 'o/xàTw TS 
Kat ÇavÔotç «UTÎÇ tzugiv itroLî oiiivovç. 

SriXeicicKJL âe (Souat ràc?'e7r).eT0' \t\jYjjTpr/jç //èv 
HGTOCV GVfxnKfTïjç xvavsïîç «yé^yjç 
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Yw rpttàTo} rs ¡lipn TSTpaiw «Tjoexèç Itroct, 

20 A'JToLp xuàvecce tw TsrpàTw TS Trà'Xtv 

M£XT0̂|3Ô£«)V xat Tré̂TTTW OfJLOV ¡lépSL tffàÇoVTO* 
2ÙV rocvpotç TTocorvjç cî* eîç vopov èp^oiiévnç 

!E«v9oTpt;̂ a)v àyslioç néfimu ¡iépet "h^s x«l g-/TW 
lioiXi"X«i taaptôpiov e^ovT arpsxgç. 

25 [SavOoct â' -hpiBuzîtvTO ^èpovç rphov inp^tijei iîtocc 

Âpysvvflç Tg pépee.] 
Egivg, ffù c?' Hg)<ioio |3oû5v TTOffot «rpgyiç ecttcov, 

Xcoplç ^gv raO^wv Çarpg^éwv àpiôjxov, 

Xwptç «u ÔYj'Xgiae ôcat xarà Xpŵ « exaffrat, 
30 OOx OLÏ^piq xe '\éyot\ ovâ'' àptÔptwv «(^ooqç* 

Où [X'by 7r&) yg (jo^îot; gvaptôpoç ' lBl ^pàÇgv 

K « t i r ' à'Ua (Sowv iîg)^coto 7r«0yi. 

Apy6rpt)^eç raOpot ^gv gTrgt ^«Çatzro 

Kiiavsoiç, IdTOLv'z' l(T6(jLsrpot 

35 Eiç jSàôoç gtç eupdç rg * rà Trgpiptrj/g« TràvT"̂  

rii'iJiTr'XavTO 7r)v̂ 6oç &ptvcx,AÎriç its^ia» 

Eavôol cî' auT' gtç gv xai noLy.tkot ocQpoiaôévreç 

Iiravr' àptêô àî ïjv IÇ Ivô; «pp̂ opgyot, 
IX̂ pL» Tg)̂ giO0vTgÇ TÔ TpiXjOàffTTgĈ OV, OUTS TVpOÇÔVTùiV 

40 AXko^pÔMv Taupwv, OÎÎT' èjnïstTropLévtov, 
TexvTcc (Tvve^svpMV x«l ivt Trpoiniâecrdtv oidpotGOiç, 

Kcà nlïjQicfiv àno^oxjç^ w fgvg, Travroc /xérpa, 
Ep^BO TiD^LOOiV Vtxô ôpoç, ¿(TÔt Tg TTKVTWÇ 

Kexptptévoç TauT^ y ' opiTrvcoç Iv ao^tjp. 

Mon cher ami , si tu es un savant homme, fais bien 
attention à ce que je vais te dire et calcule-nous le nombre 
des bœufs d'Hélios. 

Partagés en quatre troupeaux, en quel nombre pais-
saient-ils dans les plaines delà Sicile , File aux trois an-
gles? 

Divers de couleur, le premier troupeau était d'un blanc 
de lait, un autre brillait d'im noir éclatant, un autre 
avait le poil roux, et enfin le dernier était bigarré. 

Dans chaque troupeau se pressaient de nombreux tau-
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reaux qui présentaient entre eux les rapports suivants : 

Songe bien, mon cher ami, que le nombre des taureaux 
blancs était la moitié et le tiers du nombre des noirs, plus 
le nombre des roux tout entier; que le nombre des noirs 
valait le quart et le cinquième de celui des bigarrés, plus 
encore le nombre entier des roux ; enfin que le nombre 
des taureaux bigarrés était la sixième et la septième par-
tie du nombre des taureaux blancs , plus encore une fois 
la totalité des roux. 

Quant aux vaches, voici ce qui avait lieu : Le troupeau 
des vaches blanches était exactement le tiers et le quart de 
celui des noires, les vaches noires valaient ensemble le 
quart et le cinquième des vaches bigarrées ; les bigarrées 
faisaient absolument un nombre égal à la cinquième 
plus la sixième partie de tout le troupeau des rousses (qui 
accompagnaient les tauieaux au pâturage). [Enfin les 
vaches rousses faisaient le demi-tiers et la septième par-
lie du troupeau des blanches.] 

Maintenant, mon cher, si tu nous dis exactement de 
combien de bètes à cornes se composaient les troupeaux 
d'Hélios , d'une part le nombre des taureaux (bien nour-
ris) , de l'autre celui des vaches, et combien il y en avait 
de chaque couleur, tu n'auras pas à craindre de passer 
pour inhabile ou ignorant en arithmétique. 

Mais ce n'est point encore assez pour être compté 
parmi les savants. Voyons, dis-nous quelques aulres par-
ticularités que présentaient les troupeaux d'Hélios. 

Lorsque la foule des taureaux blancs se mêlait à celle 
des taureaux noirs , ils se rangaient en bataillon carré; et 
alors la somme des premiers rangs formant le pourtour 
produisait un nombre égal à celui qui représente la sur-
face de la Sicile. 

Les roux, au contraire, en serrant leurs rangs avec les 
bigarrés, se formaient en triangle, commençant par Un 
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et allant €p augmentant de chaque côté jusqu'au dernier 
rang, sans cju'il en manquât ni qu'il en restât aucun. 

Quand tu auras trouvé tout cela, mon cher ami, et que 
tu l'auras logé dans ta cervelle ; quand tu nous auras donné 
les valeurs de tous ces nombres, alors marche triomphant 
et glorieux : tu pourras te vanter d'être un fameux sa-
vant. 

BIBLIOGRAPHIE. 
(Vo i r p. 1. ) 

TUE S C R I T T I I N E D I T I D I LEONARDO PISANO. ( S u i t e . ) 

De quinque numeris reperiendis ex prò-
porlionihus datis (p. 20). 

Léonard dit avoir résolu par la même méthode deux 
autres questions qu'il a transmises à Sa Majesté par le 
page Robert [quas per Robertinum ciggiu (sic) domini-
cellum vestrum vestre Majestati transmisi). 

On verra que cette méthode consiste à écrire les in-
connues circulairement. Nous copions ces deux questions 
en écriture moderne d'après M. Boncompagni ^ et en con-
servant la marche de l'auteur. 

i*̂ ^ question. Trouver cinq nombres x , , Xs, 0:3, X4 , 
tels, qu'on ait 

2 o 

( A ) 

I / ' 
— •̂•3 4-̂ (•2:̂ 4-4-̂ -5-1- .̂ -i) 

l / X 
H- 4- •̂ 2) 

I / \ 
= + g('̂ 'i H- •̂ 3)î 
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et il prend à tout hasard [fortuitu] chacune de ces som-
mes égale à 17. II appelle la première inconnue a i la 
cause [causa). 

La première équation donne 

( E ) X, -1- X3 -H 0:4 — 34 — 2 J:, , 

et de là 

(F) x, -h -I- -f- = 34 -H — 2X,. 

Souslrayant de cette équation la seconde des équa-
lions (A) , il vient 

~ (̂ 3 -f- -f- ) = 8 -h ^ -h ^ — .r,. 

Ajoutant ces deux dernières équations, on obtient 

(G) X,-h -h ~ 25 ^ + — 

Sousti^ayant cette équation (G) de Péquation (F) , on a 

( U 1 = 8 - r̂, — -
^ 2 2 

L'équation (G) donne aussi 

(I) .̂ 3 4- J74 4- Ĵ '5 -i- x, = 25 4- ~ -h ^i-f- ^^ — 2 .r,. 

Soustrayant de cette dernière équation la troisième des 

é<|ualions ( A ) , on a 

y (x, 4- 4- 1 = 8 4- - 4- ( I 4- - Vr5 — 2.R,, 

1 , I / I \ 2 
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Ajoutant ces deux équations 

( J ) H- OTj - F - ^ I = I I + ^ -f- 2X5 —• x , . 

Soustrayant cette équation de (I) , 

(K) :r3= + g + — 

L'équation (J) donne 

( L ) o:, = I I 4 - 1 H- Ĵ s ~ - h . 

On déduit de l'équation (H) 
r» t I 

4 - .iCi - i - = o H h 2 jc, H- - ĵ s, 
2 2 

I , , 7 2 1 

' 10 5 10 

Ajoutant cette équation à l'équation (L) , 

Ainsi la quatrième des équations devient 

Il _ 
1 o 3o 

20 
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Les équations (H) et (K) donnent 

.r3 = 22 ^- f - I 2 + ^ ) 071 — 

H- -h J:-; 0 = + 

La sixième des équations (A) devient 

6 9 9 ' 

5 4 . 2 

^ 9 9 

8 ^ i 3 
+ = -p-(N) 

i 5 ' i 5 

Mettant dans cette équation la valeur de x^, tirée de (M), 
on a 

43 
T o _ î 

578^1 = 2023, 

2 

Multipliant cette équation et chacune des équations (H), 
( K ) , ( L ) , (M) par 2, on obtient 

2 J 7 , = 7, 

= 1 7 - 1 - 2^1 — JF5, 

( P ) 
2.V,, 
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Metlaiit clans celte équation 7 au lieu de 2 Xi, on a 

2 = 28, 
= i4-

Si l'on met donc dans les équations (P) 7 à la place de 
2 Xi et 14 au lieu de X5, on obtient 

2J:2=IO, ig, 2J74 = 25. 

Dans tout ceci, Léonard donne le nom de causa à x\ 
et celui de res àxs, à l'instar des Arabes qui, lorsqu'ils 
ont deux inconnues, les distinguent par des noms diffé-
rents (Woepcke, Extrait du /^a/rn'; imprimerie impé-
riale , i853). 

Cette disposition circulaire présente l'avantage de pou-
voir calculer de suite les valeurs des inconnues quand on 
connaît la valeur d'une seule. 

Cet exemple pris au berceau de la science nous montre 
quel immense service l'éciiture algébrique a rendu à la 
langue algébrique. 

De quatuor horninibus et bursa ab eis reperta questio 
notabilis (p. 25). 

C'est la seconde question. 

Quatre hommes ont : le premier x^, le deuxième Xg, 
le troisième Xg, le quatrième besants; ils trouvent 
une bourse contenant t besants, et l'on a 

i-H jc, == 2 -1- 0:3), 
F-f- .r̂  ~ 2 [x^ - H J : , ) , 

/ -f- 2 ( H- j:, ), 
t-{- 7. (x^ -{- X,) : 

il s'agit de trouver les valeurs de X j , x^, Xg, X4, t. 

« Je démontrerai que la question est impossible, à 

moins que l'on n'accorde que le premier homme a une 
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del le . » [Hanc quidem questionem insolubilem esse 

monstrabor, eoncedatur prìmum hominem habere 

debitum.) 

En effet 5 il parvient à l'équation 

équation impossible ; car 

S-x 

Mais en admettant que x^ est une dette, alors 

de là 
Xy I 

x̂  4 ' 

problème indéterminé. Il pose 

— I, 
alors 

= 4, ^3=1, .274=4, t=:ll. 

Dans cette question , 11 nomme bursa Tin connue t -, 
dragma l'inconnue Xi, et res l'inconnue x^. 

De eadem re (p . 28). 

question indéterminée, 

-+- i = a H- X3 ), 

4- i = (« -h + 
J73 - h i = (rt - h H - 07,) , 

A'4 - h i = (« - h 3) (A-, + 07, ) . 
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Léonard dit qu'il faut en général prendre 

-

ce qui donne 

jr, = = « H- 2, r = a' + 3 « + ï . 

Dans l'exemple particulier donné par l'auteur a = 4 ? 

alors 
I = 2 9 . ^ 

.Léonard trouve 

î = : 4 + 6 - | - 8 - H 10 + I; 

mais cette progression arithmétique n'est applicable que 
pour ce cas-là, et pas en généraL 

question. 

4 - ^ ( 4 - ^2) == 1 9 -

Par une suite très-longue de raisonnements très-sim-
ples, il trouve 

, 4 i 44 . 3 3 
^ 5o 5o 5o 

Il prend pour inconnue [res ) X2 4- X3 -, écrit les nom-
bres accompagnés de fractions à la manière orientale : 

— 4 1 1 1 1 au lieu de 4 11 Le numérateur est le 
5o ^ ' 5o ' 5o' 5o 
n o m b r e supra virgam et le d é n o m i n a t e u r suh virga. 

Il dit à l'empereur : « Vous savez que j'ai traité cette 
» question de deux manières différentes dans le Xin"" cha-
» pitre de mon livide , mais ce nouveau mode de solu-

(*) Sans doute de Y Abaque. 
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» tion me plaît mieux que les autres et j'ai voulu en faire 
» part à Sa Majesté. » Pateat quidem Serenitati Vestre 
hanc questionem a me solutam esse in tertio decimo ca-
pitule lib ri mei dupliciter y sed quia hujus solutionis inven-
tio placet mihi pro ceteris modis, volui eam Vestre pan-
dere Majestati, 

Ce serait de la part de Léonard une grande naïveté, 
s'il croyait que Frédéric II ait pris connaissance des deux 
premières solutions et s'enquiert de la troisième. 

De quatuor hominibus bizantios hahentibus (p. 33). 

Cette question est dédiée au cardinal Ranieri. Elle 
donne lieu à ces quatre équations 

-f- -î. (oTj 4 - + ^i) = 33, 

J (^3 4 - 4 - 35^ 

^34- ^ 4 - 4 - JÔ ) = 36, 

5 4 - 4 - ^3) = 37 ; 

, X2, X3, Xi, représentent les nombres de besants 
qu'ont le premier, deuxième, troisième et quatrième 
tomme. Il dit avoir choisi à dessein [studiose) les nom-
bres pour que les inconnues soient des nombres entiers et 
pour montrer que la question est insoluble. Voici sa 
marche, qui est la même pour tout ce genre d'équations. 
Il prend pour inconnue 

4 - .ÎC3 4 - ; 

faisant donc 

-f- 073 -h 0:4 = 3 , 
Bulletin mathématique, t. i l . (Avril i856.) 4 
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¿r, = 3 3 2, 
2 

^t 4 - 4 - 4 - = = 3 3 4 -
1 
~ Z 
2 

= 3 5 

1 

2 
2 

I 

- r -
1 

(J:34- 074 4 - 0 : , ) = 
3 

3 

= 3 3 4 -
i 
- z 
2 

073 4 - 4 - a : , 4-07,)=: = 3 6 

| ( j r 4 4-07,4-072)=: 
1 

= - z — 
2 

3 

074 4 - o:, 4 - 07, = 
2 

• 4 

En suivant le même procédé, il trouve 

5 

8 
Recapitulant 

-h - H = 

+ 4- == ô ^ —• 5 • 

4- 4- = — 3y 

2 

a:, 4 - Ĵ j 4 - = g z — 5 , 
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additionnant ces équations , on obtient 

3 ( :C , - f - 4 - X 3 - f X , ) = 3 ~ 2 — 1 2 , 

+ JC2 - f - 4 - = I — • Z — 4 1 
72 

07, = — 3 — 4 = 3 3 , 
72 

1 37 
2 72 ^ 

2 = 7 2 , 
07, - f 3 6 = 3 3 . 

Ainsi la question est impossible [colligiiur inde hanc 
questionem insolubilem eiie) à moins qu'on n'accorde 
que le premier homme a une dette [debitum liabere) de 
3 besants, savoir la différence entre 33 et 36 (*) ^ ainsi 

07, = — 3 ; 

de là il conclut facilement 

07, = 18, 073 = 25, .r̂  = 29. 

S i , dit- i l , au lieu des nombres 33 , 35 , 36, 37, on prend 
181, i83, 184 , i85, alors 

^ 2 = 9 4 , X 3 = I O 5 , 074=141-

Ce mode de solution est très-remarquable et s'applique 
avec avantage à un système quelconque d'équations 'du 
premier degré de cette forme : 

A-, 4- {O72 4- 073 4-. . o:«) 
o7j 4 - ¿>2 (073 4 - 074 4 - . . . 4 - 07„ 4-0:1) = C2, 

X3 4 - 4 - ^S 4 - . . . 4 - 07„ -H 0 7 3 ) = C3, 

4- ¿'n 4- 07, 4- . . . 4- = 

Idée juste des quantités négatives. 

4-
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De quatuor hominibus qui invenerunt bizantios 

(p. 36). 

Quatre lionimes trouvent une somme de besants; ils 
prennent au hasard le premier Xj , le deuxième x^, le 
troisième Xg, et le quatrième X4 besants. Voulant faire 
égal partage, le premier double la somme prise par le 
second, le second triple la somme au troisième, le troi-
sième quadruple la somme au quatrième , et le quatrième 
quintuple au premier ce qu'il lui reste après avoir dou-
blé la somme du second , et alors les parts sont égales. 

On trouve facilement que les quatre parts seront 

3(0:3 —^vj, — + 

problème indéterminé. Il prend 60 pour la part de cha-
cun, alors 

X, = 8 9 , 

77» 

Queslio similis suprascripte de tribus hominibus (p. 42.) 

Question analogue à la précédente, mais un peu plus 
compliquée. 

Ici se termine la première partie du Flos. 

Epistola suprascriptiLeonardiadmagistrum Theodorum 
philosophum DominiImperaioris (p. 44)-

L'auteur dit avoir composé ce livre à la prière d'un 
ami qui voulait connaître le moyen de résoudre les 
questions sur les oiseaux et autres semblables, énoncées 
ci-dessous, et il dit avoir trouvé aussi le moyen de résoudre 
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ainsi ce qui concerne les alliages des métaux [omnes di* 
versitates consolaminnm monetariim) ( * ) . E n e f f e t , l e 

problème qu'on va lire est aussi une règle d'alliage. 

De avibus emendis secundum proportionem datant. 

Quelqu'un achète des moineaux, des tourterelles et 
des colombes, en tout 3o oiseaux pour 3o deniers. 3 moi-
neaux coûtent I denier, de même 2 tourterelles -, et une 
colombe coûte 1 deniers. On demande combien il y 
avait d'oiseaux de chacune de ces trois espèces. 

Voici le mode de solution de Léonard : 
(( J'ai posé [posui) d'abord trente moineaux pour 

» 10 deniers et j'ai nais de côté 20, différence entre 3o 
» et 10, et j'ai changé un des moineaux en tourterelle*, 
)) l'augmentation par suite de ce changement est d'un 

» sixième de denier 5 car le moineau coûte ^de denier et 

» la tourterelle ~ denier, et ~ moins ^ est - ; j'ai changé 
2 ' 2 3 6 ' - ' ^ 

» derechef un moineau en colombe et j'ai gagné par ce 

» changement i | denier, différence entre 2 deniers et 

)) de denier-, je réduis le tiers en sixièmes , on obtient 
<j 

» Je dois aussi changer les moineaux en tourterelles 

» et en colombes jusqu'à ce que j'obtienne les 20 que 
)) j'ai réservés ci-dessus-, je réduis ces 20 aussi en 

(*) Solamen soulagement, de là ioZa/mm soulagement des douleurs et 
aussi, en terme de droit, indemnité, compensation, et peut-être moneta-
rum consolamen, est améliorer les monnaies, en déterminer le prix in-
trinsèque; en italien, consolar aider quelqu'un. C'est le Tollet-rechnungj 
le calcul'Tollet des arithméticiens allemands; au moyen des jetons à cal-
culer, on tire (Tollet) un métal d'un autre ( Kästner, H/si. ¿eiî lfai//., 
t . I , p . 40). 
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)) sixièmes et Ton a ^ ^ que j'ai divisés en deux parties 

» dont Tune puisse se diviser intégralement par lo et 
)) l'autre par i , et la somme des deux divisions ne doit pas 
» surpasser 3o-, la première est i i o et l'autre lo ; j'ai 
» divisé la première partie, savoir i i o , par lo et la se-
» conde par i , et j'ai eu i i colombes et l o tourterelles, 
» lesquelles retranchées de 3o, nombre des oiseaux, il 
)) reste g pour le nombre des moineaux, et les 9 moi-
» neaux valent 3 deniers, les 10 tourterelles 5 deniers et 
» les 11 colombes 22 deniers-, on a ainsi 3o oiseaux pour 
» 3o deniers. » 

De eodem (p . 4 5 ) . 

Mêmes doimées; mais 3o est remplacé par 29; il 
trouve deux solutions 

Colombes 11, Tourterelles 6 , Moineaux 12 

— 10 — J 6 3 

Item de avibiLS (p. 46)-

Mêmes doimées; mais 3o est remplacé par il dé-

montre que la solution n'est possible que pour un nom-

bre fractionnaire d'oiseaux, savoir : colombes 5 ~ ? tourte-
2 

relies 5 , moineaux 4 

Mais si l'on veut avoir quinze oiseaux pour 16 deniers^ 
on a des nombres entiers. 

Il a encore deux autres questions sur des oiseaux, 
qu'il ramène toujours à partager un nombre entier en 
parties divisibles chacune par un nombre donné, et la 
somme des quotients ne doit pas surpasser un nombre 
donné-, mais il ne donne pas de règle pour opérer une 
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telle décomposition el il finit par ces paroles : Et sic pos-
sumus in similibus etiam in consolamine monetari^m et 
bizantiorum operari, quod quandoqueplacuerit Domina-
tioni Vestre liquidius declarabo, 

Efe compositione pentagoni equaliter in triangulum 

equicrurium datum (p. 49)-

C'est la solution d'un problème de géométrie que Léo-
nard dit avoir trouvée depuis peu [nuper) et qu'il sou-
met à la correction de maître Théodore. 

Un triangle isocèle abc est donné, 

ab ac \Oy ¿c = 12, 

alors la hauteur ah = S] il s'agit de trouver sur ab un 
point d^ sur ac un point g, et sur bc deux points e , / 
tels, que le pentagone adefga soit équilatéral. Des points 
dg supposés trouvés, on abaisse sur la base bc les perpen-
diculaires di^ gl. Il prouve que les deux triangles dei^ 
gfl sont égaux. Il prend pour chose la longueur d'un 
côté du pentagone et trouve successivement 

bd= loxy 

bi = g (lo — x) = 6 — 

I 
ei=z — X. 

IO 

Le triangle rectangle dei donne l'équation 

-I-X'^'î- 12^07 = 64. 
ao 5 

Il multiplie par 2 - et il obtient 

+ 36^07=: 182-. 
7 7 
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X c*est res y x^ census^ et la quantité toute connue 
6 

182 ~ est le dragma. 

La question est ainsi réduite à une règle d'algèbre (ei sic 

reducta est questio ad unam ex regulis algehre). 

Il résout cette équation géométriquement de cette ma-

nière. 

Concevons qu'on ait le carré Hmn dont chaque côté 

soit égal à la chose x\ prolongeons les côtés opposés hn^ 

Im de sorte qu on ait 

wj» = wo = 36 - ; 

l'aire du rectangle klop est 

g 
donc l'aire de ce rectangle est 182 - -, et cette aire est égale 

au produit de 
g 

kl.lo = Im. mo = 182 — 
7 

Désignons par q le milieu de mo, on a donc 

mq = 334^» 

— 2 11 
mq -f- /w. /o = = 517 • 

On a par approximation 

22.44'.33''. 15'''; lq — mq=ml=x 

=r4.27'.24".4o'".5o^\ 

Il faut toujours se rappeler qu'en tout ceci Léonard, à 

l'instar des Arabes, parle algèbre , mais ne Vécrit pas, 
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et ne pouvait pas l'écrire, n'ayant pas less^pés qui com-
posent l'alphabet algébrique. Selon l'eiaéte définition 
de Lagrange, l'algèbre est un calcul par équations^ Les 
Arabes font un tel calcul, mais diseursivement. Il y a 
même des géomètres modernes qui s'imaginent faire de la 
géométrie ancienne ? antiquorum modo, en algébraïsant 
sans alphabet. 

I l dit en t e r m i n a n t : hweni etiam his diebus alias so-

lutiones super similibus questionibus, L ' a l g è b r e appl iquée 

à la géométrie remonte aux Arabes. 

Modus alius solvendi similes questiones (p . S a ) . 

L'auteur revient aux questions numériques dont la 
première roule sur cinq hommes ayant des nombres de 
deniers [denari) qu'il faut deviner à l'aide des données 
suivantes 

1 
X . - ^ - X ^ ^ 12, 

2 

I f 
0C2 -h 2 = 10, 

X3 jXi == 18, 
4 

-h ==20, 

âs + g = 23 . 

Il prescrit un procédé qu'on peut généraliser ainsi. 
Soient les équations écrites circulairement 

a oTi 4- x-t — c^ 

Xi 4- = , 

4- b̂ x̂  =C2, 

«3 4-

0:5 4- ¿4 = , 
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€ 

à 

b 

a 

c b c, 

a a ai 

b b, 
4 JC3 

a 

c b b, b, 
074 

a fl, «2 a a a a, 

b b, b, 
074 

a fl, «2 

c ¿2 c^ 

a a a^ a a, «2 a ai a-i a-^ 

c b b, c. b bs, b-i C2 

a a tty a «i a^ a ai «3 

b b, b, b, 

a a^ a-x a^ 

a <2, flj «3 «4 a «2 a^ a^ ^ 

Xx [««i a-j, a^ a^ -f- bb^ b-i b^ ¿4] 

= ûf, a^ a^Oi^c — Û2 «4 4- a^Of, bbx c^ — a^ bb^ b^c^ 

D e là , p a r clrculatiàn, o n d é d u i t x^^x^, x^.^ x^. 

Le procédé indiqué par Léonard revient à la formation 
des divers termes «j , ag, ¿Za, a^, c , etc. 

On trouve 
^612 

X,— b 5 
721 
218 X2= 10 9 
721 

/ 43 
^721 
^453 

x^= ID 9 
721 
6 1 0 

= 721 

Léonard décompose chaque fraction en deux autres 
ayant pour dénominateurs 7 et io3 ; ses résultats sont fau-
tifs. Par exemple, on trouve 

4938 .612 
721 721 
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el il écrit 

ce qui est faux. 

. 3 87 
07,=: 6 H 1 % , 

7 io3 

lîwestigatio unde procédât inventio suprascripta 

(p. 5 4 ) . 

L'auteur offre de dire à maître Théodore d'où provient 
l'invention précédente, [Et si unde talis inventio procé-
dât habere volueritis, vobis illud^ tanquam domino ve-
nerando, mittere procurabo,) 

C'est ici la fin de la deuxième partie du Flos, Dans 
ces deux parties, Léonard traite principalement de la 
résolution de certaines équations du premier degré. Par-
tout il montre beaucoup de finesse et d'habileté, et l'on 
voit qu'il possédait virtuellement les formules cramérien-
nes : n'oublions pas que nous sommes au commencement 
du XIII® siècle. 

Incipit liber Quadratorum compositus a Leonardo Pi-
sano; anni MCCXXF (p. 55). 

Nous avons déjà vu que c'est une question proposée 
par Jean de Palerme qui a engagé Fibonacci à composer 
ce Traité des Carrés dédié à l'empereur Frédéric IL C'est 
le monument arithmologique le plus précieux que nous 
ait transmis le moyen âge et oii l'auteur, successeur de 
Diophante et des Arabes, se montre esprit indépendant, 
original, créateur et digne précurseur de Fermât; ou 
plutôt du XIII® siècle il faut descendre au xvii® pour ren-
contrer dans Fermât un second Fibonacci. 

Dans tout le cours de cet écrit, il s'appuie sur ces 
deux propriétés : La somme de la suite naturelle des 
nombres impairs est un carré; la différence des deux car-
rés impairs consécutifs est un multiple de 8. 
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I l débute a insi : Consideravi super originem omnium 

quadratorum numerorum, et inveni ipsam egredi ex or-

dinata imparium ascensione. 

De là il conclut qu'étant donné un carré, on peut trou-
ver un second carré qui joint au premier fasse encore un 
carré. Si le carré est impair, par exemple 9 , on fait la 
somme des nombres impairs qui précèdent 9 ; on a 

16 et 9-h 1 6 = 2 5 = 

Si le nombre est pair, par exemple 36, on cherche les 
deux nombres impairs consécutifs dont la somme est 36, 
ce sont 17 et 19; faisant la somme de tous les nombres 
impairs de i à i 5 , on obtient 64 , et 

6 ^ 4 - 3 ' = loS 

et 100 est la somme des nombres impairs de i à 19. 

j4d inveniendos plures quadratos numéros (p. 57). 

Maintenant on peut trouver tant de carrés qu'on veut 
dont la somme soit un carré, par exemple si Ton de-
mande cinq carrés, le premier étant 9 et dont la somme 
soit un carré. Il trouve 

En général, si la somme de n nombres impairs consé-
cutifs donne un carré, on a un moyen de trouver un second 
carré qui joint à ce carré donne un carré. Pour trouver 
ces 71 nombres, il suffit d'avoir un carré impair divisible 
par n. 

Autre moyen. Si 2a-t- i est un carré, 8 a - h 4 sera 
aussi un carré; mais 4^^ -h 8a-h 4 un carré : donc, 
etc. 
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Il démontre par la géométrie que 

(a 4- 1)2 — =(a 4- 1)4- ^ 

et 

(a 4. 

(m'-^n'Y — (m' n'Y =z ^m'nK 

Pour ce dernier théorème, il imite lia constructiort 
d'Euclide, livre X , premier lemme relatif à la proposi-
tion 3o. Il est fort singulier que ce lemme n'est jamais 
cité quand il s'agit du théorème numérique de Pythagore 5 
il contient pourtant la solution générale du problème, 
et cela paraît avoir échappé à tout le monde, excepté à 
Fibonacci. 

Il démontre encore graphiquement d'une manière très-
ingénieuse que le terme sommatoire de la suite des nom-
bres impairs est toujours un carré, et la démonstration 
est fondée en principe sur ce que 

( /2 4- I = A = 2 « 4- I , 
d'où 

= 2 ( 2 « 4 - i ) . . 

Problème (p. 66). Étatit donné un carré égal à la 
somme de deux carrés, décomposer ce carré encore d'une 
autre manière en somme de deux carrés. 

Le procédé graphique revient à ceci. Soit 

alors 

Proposition, Si quatre nombres ^ c ^ dne sont pas 
en proportion et si a®4- b̂  et d^ ne sont pas des car-
tes , on peut décomposer le produit 4- (c® rf^ ) 
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(le deux manières en somme de deux carrés, savoir 

(a' + {ac -h bdy + [ad-^ bc^ 

— [ac — bdy 4- [ad bcY. 

Si a® 4- est un carré, il y a évidemment encore une 
troisième décomposition et une quatrième lorsque c -̂̂ -d} 
est aussi un carré. 

Léonard démontre parfaitement cette importante pro-
position qui lui appartient selon l'observation de 
M. Vfoe^oke [Journal de Mathématiques, t. X X , i855). 
Diophante peut avoir connu cette propriété, mais ne l'a 
pas énoncée, et la démonstration surtout par la méthode 
graphique n'est pas facile. Le nom de Fibonacci doit res-
ter attaché à ce théorème. 

A la page 73, il donne l'équivalent de la formule 

A la page 74, 
a^-^ b'' = c, 

m^ n? — p^ 

Page 76. Somme des carrés de la suite naturelle des 
nombres. Il la trouve d'après ce résultat du calcul aux 
différences 

= à,n,n 1.2/24- 1=6/2% 

d'où 

6 ' 

Page 78. Somme des carrés de la suite naturelle des 
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nombres ip^otr^. D'après le résultat 

A.2«-4-i .ara-f-3.4n-l-4 = ( 2 / 1 + i ) , 

d'où 

Z ( 2 « 4- = 

11 indique de même la somme des carrés des nombres 
pairs et des nombres ternaires, etc., toujours en présen-
tant les nombres par des l%nes et opérant sur ces lignes 
comme nous sur les lettres. C'est Viète qui a remplacé ces 
lignes par des lettres. 

Le problème suivant étant le plus important de ce 
Traité des Carrés, nous allons le donner presque textuel-
lement. Il est précédé de ces deux propositions qui font 
office de lemme. 

Lemme /. Lorsque peiq sont deux nombres premiers, 

pq {p 7) (/̂  — g) 

est toujours un nombre entier, et lorsque p m q sont deux 
nombres quelconques, 

+ — y) 
24 

est un nombre entier. 
Le produit 

4pq (p-hg) [ p - q ) 

renomme congru. Nous verrons la raison de cette déno-
mination. 

Lemme LI, b étant simultanément moyenne arithmé-
tique entre a^ et , entre a^ et , entre a^ et a^^, 
etc., entre et , la somme des 2 n nombres «1, ûJj , . . . , 
a2„ est égale à 2/îi, Si 

b = 2/2, 

la somme des 2 n nombres est un carré. 
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Problème, Trouver trois carrés et uii^||p{iibre tel̂  

qu'en ajoutant ce nombr# au plus petit de lèes carrés, on 
trouva le carré moyen, et qu'en ajoutant ce nombre au 
carré moyen, on trouve le plus grand carré. 

Solution. Nous suivons la marche de Fibonacci, mais 
en prenant des lettres au lieu de lignes. 

Soieîit a et b deux nombres impairs consécutifs^ de 
sorte que 

b a -h à = 2« 4- 2 : 

il s'agit de trouver une suite de nombres impairs consé-
cutifs telle, qu'on puisse la décomposer en deux suites de 
même somme, et que le nombre des termes de la même 
suite soit au nombre des termes de la seconde comme a iè . 
Soit la suite des nombres impairs consécutifs 

(A) — 3 , 2 A ' — I , . . . , 4 - 4 « H-3, 

elle renferme 2 <24- 4 termes. 
La moyenne arithmétique entre le premier et le der-

nier, le deuxième et Tavant-dernier, etc., est 

2a(rt 4- i) ; 

alors, d'après le lemme U , la somme est 

nombre congru, en faisant 

/? = /I 4- 2 , qz= a. 

Soit la seconde suite 

B) 2(2^4-4« + •• 7 8« 4-3. 

Cette suite 1 enferme 2a termes. La moyenne arithmé-

tique est 
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et la somme est 
4a(a -h 2), 

nombre congru. Par conséquent, les deux suites (A) et 

(B) remplissent les deux conditions énoncées ci-dessus. 

Complétant la suite (A) en descendant jusquà Tunilé, 

la somme de i à 2 a ' — 5 est égale à (a* — 2)' ; la somme 

de I à 2 a ' -h 3 est 

(a' -h 2a -+- 2)% 

donc 
(A' — 2 Y ^ C = { A ' - I - 2 A - H 2 ) ' . 

Opérant de même sorte sur la suite (B) , la somme de 
I à 2 -f- 4 a -f- 3 est 

la somme de i à 2 a^ -h 8 a -f- 3 est 

et 
(a' + 2a -j- 2)24- c = 4^ -f- 2)\ 

Le problème est donc résolu. Les trois carrés sont : le pe-

tit carré (a^ — 2) ' , le moyen carré ( a ® 2 a - h 2)®, 

et le grand carré (a® --!- 4^ + 2), et le nombre à ad-

jondre est 

c = 4a(a'^ i)(a -h 2 ) ; 

on l'appelle congru, parce qu'il convient à ces trois cat-

rés qui sont congruents. Fibonacci prend 2, alors 

on a 
c 240 

et 

+-240=: 17% 17' — 2 4 0 = 7% 

17^-1-240 = 23% 2 3 ' — 2 4 o = I 7 ^ 

Fibonacci se servant de lignes est obligé d'entrer dans 

Bulletin maLhémalique, t. II. (Mai i856.) 5 
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Je longues discussions amenées pour les cas où a = i et 
a} — 2 devient négatif, et dans des cas fraclionnaires il 
a besoin du premier lemme. 

Au moyen de signes littéraux, cette discussion est inu-
tile et Ton a en général {Boncompagni, Ann, di scienze 
matematiche, aprii. i855) : 

c^ ^mn [m n)[m — n)^ 

X = m^ H- 72% 

y z=.[m nj — 2 

Z rrr { //? -f- /z V — 2 

+ c a:' 
== 

Hec questio predicta in prologo hujus libri (p. 96). 

Cette question, proposée par Jean de Palerme, est, 
comme nous l'avons vu, de satisfaire aux équations 

Y est le nombre cherché. Multipliant les deux équations 
par on a 

Cherchons un nombre congru de la forme SÎ̂ ®, il suffit 
de prendre dans les formules précédentes 

m =1 5, = 4 ; 

alors 
c 7 20 , 
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d'où 

= i l = 3 - 1 . 
12 12 

(Page 98.) Un carré ne peut être un nombre congru. Il 
établit comme lemme qu on ne peut avoir 

m [m — n) =z n[m 

ou bien 
m' = + 7,mn ; 

on aurait 
/ No im-\-nY 

ce qui est impossible en nombres rationnels. Donc 

mn [m I I ) [m — n) 

ne peut devenir un carré. Mais il faudrait encore dé-
montrer qu on ne peut avoir 

mn = ni^ — n^ ; 

ce qui est d'ailleurs facile, car on aurait 

y A . f ( 'J. m — n y ^ 
Lm^— Lmn + n'=:5n\ = 5; 

' \ m J ' 

impossible. 
On ne peut donc avoir simultanément 

mais la démonstration n'est pas complète. Il faut encore 
prouver : 

1°. Que m, 7i, m -h , m — TI ne sont pas des carrés 
simultanément ; 

2®. Que m^ n^ m^ — n̂  ne peuvent être des carrés. 
Cela ne peut se démontrer que par le théorème de Fer-
mat sur les bi-carrés auxquels Fibonacci n'a nullement 
pensé *, on a eu tort de lui en attribuer la connaissance. 

5 . 
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(Page 100.) Problème, Satisfaire aux équations 

Solution, Soit c un nombre congru aux trois carrés a ' , 
de sorte que l'on ait 

de là 

on a donc 
_u vu tu 

X y z ^ 

(Page 100.) Problème, Satisfaire aux équations 

x^ mx =z y\ 

x'^ — mx = z", 

Solution. 

\m / m 772^ 

\m J m m' 

ce qui revient au problème précédent. 
Théorème. Si l'on a trois carrés impairs consécutifs 

A , B , C , on a 

de même si les carrés sont pairs et consécutifs. D'où Ton 
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conclut que les différences entre les carrés impairs consé« 
cutifs donnent la progression 8 , 1 6 , Sa, etc, et les 
différences entre les carrés pairs forment la progression 
1 2 , 20, 28, 36, etc. 

11 emploie ce théorème comme lemme pour résoudre 
l'équation 

x^ —y"^ a 

Si 

b = a'+- I, 

on a 
x—2a-{-i, 7 = 2« —I, z=2a4-3. 

Si 

on a 

Faisons généralement 

X = m n, y = niy z — m 2n, 

on a 
x"^ — jr' 2 tn + n a 

ẑ  — x̂  2 w 4- 3/2 b 

2 m [h — a) =n[Za — b)j 

équation à laquelle on peut satisfaire d'une infinité de 

manières. 
Un troisième cas particulier est celui 

alors 

X = pqy Z=p\ 

La solution générale de Fibonacci se ramène à ceci : 
Soient An, A«', An" trois termes de la suite naturelle 

des carrés des nombres impairs, les n indiquant lesTangf».. 
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On a, d'après le théorème rapporté ei-dessus, 

hn = Jl(n' — n) [n -h-Ji' — i ) , 

K" — A„/ = 4 — n'){n -{-n" — i); 

on doit donc satisfaire à l'équation 

n' — i) = a [n" --n') [n'^ n" — i). 

Exémple I : 

il prend n = 4; 
alors 

satisfont à l'équation 

A 4 = 4 9 Ï A S = : 8 I , A S = 2 2 5 , 

S I — 49 _ _ 32 2 
225 — 8i i44 9 

Fibonacci fait observer que les solutions fractionnaires 
de l'équation 

— y' _ _ rt 

z» — 'x'' ~~ 6 

donnent aussi des solutions en nombres entiers , car on a 

p^ x^ — 

— p-'x} ~~ b 

Exemple II : 
¿» = 4 3 ? = 11 , 

il trouve 

Fibonacci parvient à ces diverses valeurs par tâton-
nements. Il y a une méthode de solution générale très-
simple, très-directe, déjà employée par Diophante pour 
K cas particulier a = i , è = 3 (Diophante, t. I l , pro-
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blême 20). Mais Fibonacci ne connaissait probablement 
pas Diophante q u i l ne cite jamais. D'ailleurs il ne cite 
qu'Euclide. A-t-il connu Alkharki? c'est fort douteux. Il 
résout ensuite ce problème qui ne présente aucune diffi-
culté ( p . 1 1 2 ) : 

«S 

x* -h X'-i-z'= 

Qiicslw mihi proposita a Magistro Theodoro, Domini 
Imperatoris phylosopho (p. i i4)-

X 4 - J +-24-0:' = «S 

^ 4 - J 4 - 3 4 - j ' 

^ + J 4- z 4- -f- = . 

C'est la dernière question ; le manuscrit est malheu-
reusement interrompu au verso de la feuille 295 de sorte 
qu'on n'a pas la solution complète. Elle a été restaurée 
et généralisée dans un beau travail de M. Genocchi que 
nous donnerons dans ce journal. Ce qui ptécède suffit 
pour justifier la haute importance historique qu'on doit 
attacher à la découverte du prince Boncompagni. On 
trouve on outre, dans l'ouvrage cité ci-dessus [Intorno 
ad alcune opere, etc.), des renseignements curieux sur 
divers personnages. Antonio de' Mazzinghi da Peretola 
(vers i35o) ; DagomarPaulo dell'Abbaco (xiv® siecle) (*) ; 
Jean delU Abbaco, Antoine Coibinelli (xv® siècle), pro-
bablenient de la famille de l'ami de madame de Sévigné, 
et plusieurs autres. C'est un ouvrage à consulter par les 
biographes et les bibliographes. 

(*) On lui doit l'idée de partager les nombrasen tranches de trois chif-
IVeS; povir en laciliter rénonciation. 
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MOTOE SllR l A VIE ET I E S TRAVAUX DE M. CH. STIRM ( * ) . 

C H A R L E S S T U R M est né à Genève, alors chef-lieu du dé-
parlement du Léman , le 6 vendémiaire an XII (29 sep-
tembre i8o3). Sa famille, qui appartenait à la religion 
protestante, était originaire de Strasbourg et avait quitté 
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi 
ses ancêtres deux hommes célèbres auxvt® siècle, Jacques 
Sturm, président [statt-meister) de la république de 
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville 
contre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste , diplo-
mate , théologien, dont le nom se trouve mêlé à toutes les 
querelles littéraires , politiques et religieuses de son épo-
que. 

Le jeune Sturm montra de bonne heure des dispositions 
extraordinaires, et il obtint au collège de nombreux suc-
cès dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec 
une égale facilité les langues anciennes et modernes, la 
littérature, l'histoire. On nous a même rapporté qu'à 
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup 
d'imagination et de sensibilité. Mais à mesure qu'il avan-
çait en âge, il donnait une préférence de plus en plus 
marquée aux études scientifiques. 

M, Sturm quitta le collège en 1818 pour suivre les 
cours plus savants de l'Académie de Genève. Il y eut pour 
professeurs MM. J.-J. Scliaub, le colonel (depuis géné-
ral) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géomètre 

{") On ferait bien de solder l'arriéré et de prononcer les Éloges des 
académiciens morts. Ne leur devant alors que la vérité, il y a là un noble 
stimulant, et c'est pour le Secrétaire perpétuel un devoir pieux à remplir 
ENVERS la mémoire do Lacroix , Le^jendre, Prony, Sturm, lîinet. T M . 
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ëmineiit, avait pour son élève une vive affect 
sait à Ipi prédire uu brillant avisnir. Il eut tel 
vivre assez longtemps pour voir ses prédiètions se S^ifeer» 

En i 8 i p , un grand malheur vint frapper M. Sturm et 
le mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Son père 
mourut dans la force de l'âge, ne laissant aucune fortune 
à sa veuve et à quatre enfants, dont Charles était Taîné. 
Pour venir au secours de sa mère qu'il aimait tendre-
ment, M. Sturm, quoique bien jeune, se livra à ren-
seignement et commença par donner des leçons particu-
lières. En 1823, il entra comme précepteur dans la 
famille de Broglie, où il fut chargé de l'éducation du frère 
de madame de Broglie, fils de la célèbre madame de Staël. 
Il demeura quinze mois dans cette respectable famille, 
dont il eut beaucoup à se louer. 

M. Sturm accompagna son élève à Paris, vers la fin de 
1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire 
de Dijon qui conduisait son fils à l'Ecole Polytechnique, 
Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de 
Gergonne, où M. Sturm avait déjà inséré quelques bons 
articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon 
de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de 
politesses. A vingt ans, de pareilles rencontres, premières 
joies d'une célébrité naissante , ont un charme tout par-
ticulier quiles fait compter parmi les plus grands bonheurs 
de la vie. 

M. Sturm aimait à se rappeler cette époque. Il était 
alors pauvre et presque inconnu. Mais il avait la conscience 
de sa force, et son existence modeste était embellie par 
l'espérance, ce bien souvent préférable au but le plus 
ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait-il 
à sa mère, en relation avec des hommes très-savants et 
très-distingués. Il faut lâcher de m'élever à peu près à 
leur niveau. » 



séjour à Paris fut de courte durée. 
M. S t t t ^ y revînt un an après avec son ami d'enfance, 
M. Daniel Colladon, aujourd'hui professeur à l'Académie 
de Genève et physicien distingué. De 1825 à 1829, les 
deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs 
travaux, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Le 
II juin 1827, une haute distinction venait récompenser 
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathé-
matiques proposé par l'Académie pour le meilleur Mé-
moire sur la compression des liquides. 

M. Sturm était venu h Paris avec une lettre de recom-
mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono» L'éminent 
professeur accueillit le jeune mathématicien avec une 
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une profonde 
reconnaissance, et lui procura des relations utiles. 
MM. Arago, Ampère et Fourier suivaient avec intérêt 
les travaux de M. Sturm et de son ami. Je n'ai pas be-
soin de dire que les jeunes savants étaient obligés d'a-
bandonner parfois la haute théorie pour des occupations 
moins relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la 
prévoyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait 
échapper aucune occasion de leur envoyer des élèves. 

A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui 
quelques jeunes géomètres , dont la réputation commen-
çait à se faire jour et qui ont tenu depuis ce qu'ils pro-
mettaient alors. L'illustre savant les initiait à ses tra-
vaux de prédilection et les entraînait dans la roule où il 
avait fait de si importantes découvertes. M. Sturm subit 
l'heureuse influence de ce maître vénéré, dont il ne 
parlait jamais qu'avec émotion. Il dirigea ses recherches 
vers la théorie de la chaleur et l'analyse algébrique. C'est 
en étudiant les propriétés de certaines équations différen-
tielles qui se présentent dans un grand nombre de ques-
tions de physique mathématique, qu'il trouva son fameux 
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théorème. Cette découverte, publiée en 1 8 2 9 , fit sensa-
tion et plaça son auteur au rang des premiers géomètres. 

M. Sturm accueillit avec joie la révolution de Juillet 
dans laquelle il crut voir Tavénement définitif d'une sage 
liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en 
lui permettant d'entrer dans l'Instruction publique, dont 
sa qualité de protestant l'avait éloigné pendant la Restau-
ration. La haute protection de M. Arago le fit nommer, à 
la fin de 183o, professeur de Mathématiques spéciales au 
collège Rollin. 

C'est de cette époque que date son amitié avec M. Liou-
ville, amitié qui a duré jusqu'à sa mort. 

Le 4 décembre i834, l'Académie des Sciences l'honora 
du grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes 
du programme, être décerné à l'auteur de la découverte 
la plus importante publiée dans les trois dernières an-
nées. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 
3o septembre i833, était relatif à la théorie des équa-
tions . 

En i836, M. Sturm fut nommé membre de l'Acadé-
mie des Sciences, en remplacement de M. Ampère, par 
46 voix sur 52 votants. 

Entré à l'Ecole Polytechnique en i838, comme répé-
titeur d'Analyse, M. Sturm devenait deux ans plus tard 
professeur à cette école. Dans la même année (i84o), pré-
senté en première ligne par le Conseil académique et par 
la Faculté, il occupait la chaire de Mécanique laissée va-
cante parla mort de Poisson. 

M. Sturm était, en outre, officier de la Légion d'hon-
neur (1837), membre de la Société Philomathique, des-
Académies de Berlín (i835) et de Saint-Pétersbourg {i 836),̂  
de la Société Royale de Londres (i 84o). Cette dernière lui 
avait décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur 
les équations. 
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M. Sturm se montrait cligne de tous ces honneurs par 
son zèle à remplir ses diverses fonctions. Doué d'une con-
stitution naturellement forte, il potivait compter sur une 
longue carrière et de nouveaux succès. Malheureusement, 
vers î85 i , sa santé subit une altération profonde par 
suite d'une trop forte application à des recherches diffi-
ciles, et il fut obligé de se faire remplacer à la Sorbonne 
et à l'Ecole Polytechnique. Il reprit ses Cours à la fin de 
iSSa, mais il ne se rétablit jamais complètement. Malgré 
les soins de sa famille qui retardèrent, mais ne purent 
arrêter les progrès du mal, il succomba le i8 décem-
bre i855, à l'âge de cinquante et un ans (*). 

M. Sturm n'était pas seulement un homme de talent, 
c'était aussi un homme de cœur, bon pour sa famille, bon 
pour ses amis, dont le nombre était grand. ((J'ai beaucoup 
d'amis, » disait-il avec un naïf orgueil, et cette parole, qui 
chez tout autre aurait passé pour une exagération, était ri-
goureusement vraie, A ceux que j'ai déjà cités, j'ajouterai, 
sans prétendre à une énumération complète, MM. Lejeune-
Diriclîlet, Ostrogradsky, Brassine, Catalan. M. Faurie, 
d'abord élève, devenu ensuite l'ami intime de M. Sturm , 
mérite une mention spéciale pour le dévouement dont il 
a fait preuve dans les circonstances les plus pénibles. 

Dans sa prospérité, M. Sturm n'oubliait pas les jours 
difficiles et le généreux appui qu'il avait reçu de MM. Am-
père, Fourier, Arago. Il se plaisait à venir en aide aux 
jeunes gens qui débutaient dans la carrière des sciences 
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable. 

M. Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu'il 

(*) Il n'a pas été marié et laisse de modestes économies et un riche 
capital de gloireà unesœur digne d'un tel héritage, malheureusement peu 
ciïïcacc pour rexistencc. Puisse y suppléer un ministre, savant académi-
cien, juste rémunérateur de services consciencieux. Car pour Sturm la 
science étnit un fjut, pour laloulo. elle esl un moy ciu TM, 
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ne connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle était 
vaincue, il révélait tout le "charme d'un esprit fin et origi-
nal. Il était passionné pour la musique des grands maîtres, 
et nous tenons de lui qu'à une époque où ses ressources 
étaient bien faibles, il s'imposait des privations afin de 
pouvoir entendre les chefs-d'œuvre de Rossini et de 
Meyerbeer. 

Comme professeur, M. Sturm se distinguait par la 
clarté et la rigueur. On lui doit beaucoup de démonstra-
tions ingénieuses qui, répandues par ses élèves, ont en-
suite passé dans des livres dont les auteurs ont presque 
toujours oublié de le citer. Mais il était riche, point avare 
et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait-il 
en riant, de ces petits objets! et combien peu m'ont été 
rapportés par d'honnêtes ouvriers ! A la longue, cepen-
dant, le total peut faire, comme on dit, une perte consé-
quente, )) 

Les qualités de M.Sturm étaient bien appréciées par la 
jeunesse intelligente qui suivait ses leçons. « On admirait, 
dit l'un de ses élèves (*), (et j'ajouterai : l'on aimait) cet 
homme supérieur s'étudiant à s'effacer, pénétrant dans 
l'amphithéâtre avec une timidité excessive, osant à peine 
regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré-
gnait-il pendant ses leçons, et on pouvait dire de lui 
comme d'Ândrieux, qu'il se faisait entendre à force de se 
faire écouter, tant est grande l'influence du génie! » 

Enfin, pour achever de faire connaître l'homme éminent 
que nous venons de perdre, nous citerons encore les pa-
roles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou-
ville, le jeudi 20 décembre i855. 

(*) M. Regray-Kelmy, ancien élève de l'École Polytechnique. Voirie 
Siècle du 3o décembre 1855. 
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(( MESSIEURS, 

» Le géomètre supérieur, l'homme excellent dont nous 
accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pen-
dant vingt-cinq ans, un ami dévoué5 et par la bonté 
même de cette amitié, comme par les traits d'un caractère 
naïf uni à tant de profondeur, il me rappelait le maître 
vénéré qui a guidé mes premiers pas dans la carrière des 
mathématiques, rillustre Ampère. 

» M. Sturm était à mes yeux un second Ampère : can-
dide comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des 
vanités du monde ^ tous deux joignant à l'esprit d'inven-
tion une instruction encyclopédique négligés ou même dé-
daignés parles habiles qui cherchent le pouvoir (*), mais 
exerçant une haute influence sur la jeunesse des écoles, 
que le génie frappe^ possédant enfin, sans l'avoir désiré, 
sans le savoir peut-être, une immense popularité. 

)) Prenez au hasard un des candidats à notre Ecole Poly-
technique, et demandez-lui ce que c'est que le théorème 
de M. Sturm : vous verrez s'il répondra! La question 
pourtant n'a jamais été exigée par aucun programme : 
elle est entrée d'elle-même dans l'ensignement, elle s'est 
imposée comme autrefois la théorie des couples. 

» Par cette découverte capitale, M. Sturm a tout à la 
fois simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résul-
tats nouveaux, les élémenls d'algèbre. 

» Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire 
d'importantes recherches sur la mécanique analytique et 
sur la mécanique céleste, que notre confrère a données, 
par extrait seulement, dans le Bulletin des Sciences de 
M. Férussac. 

( * ) Lorsque des Lagrange, des Laplaee, des Poisson, zélés et assidus 
travailleurs, arrivent au pouvoir, il faut s'en féliciter. TM. 
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différentielles et à différences partielles, propres aux 
grands problèmes de la physique mathématique, ont été 
du moins publiés en entier grâce à mon insistance. La 
» postérité impartiale les placera à côté des plus beaux Mé-
» moires de Lagrange » (*). Voilà ce que j'ai dit et im-
primé il y a vingt ans, et ce que je répète sans craindre 
qu'aujourd'hui personne vienne me reprocher d'être trop 
hardi. 

» M. Sturm a été le collaborateur de M.Colladon dans 
des expériences sur la compressibilité des liquides que 
l'Académie a honorées d'un de ses grands prix. 

» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un 
Mémoire sur l'optique, d'intéressantes recherches sur la 
mécanique, et en particulier un théorème remarquable 
sur la variation que la force vive éprouve lors d'un chan-
gement brusque dans les liaisons d'un système en mou-
vement. Quelques articles sur des points de détail ornent 
nos recueils scientifiques. 

» Mais, bien qu'il y ait de quoi suffire à plus d'une ré-
putation dans cet ensemble de découvertes solidement 
fondées et que le temps respectera, les amis de notre con-
frère savent que M. Sturm est loin d'être là tout entier, 
même comme géomètre. Puissent les manuscrits si pré-
cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver 
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle 
ne déparera pas les chefs-d'œuvre que nous avons tant 
admirés. 

» L'originalité dans les idées, et, je le répète, la solidité 
dans l'exécution, assurent à M. Sturm une place à part. 

(*) M. Liouville s 'exprimait ainsi dans un Mémoire lu à l'Académie des-
Sciences le i4 décembre »836, et cependant M. Sturm était son concurrent 
pour la place vacante par le décès d'Ampère. Un pareil fa i t , assez rarer 
dans l 'histoire des luttes académiques , porte avec lui son éloge. 



Il a eu dc plus le boulieur de rencontrer de ces vérités 
destinées à traverser les siècles sans changer de forme, et 
en gardant le nom de l'inventeur^ comme le cylindre et 
la sphère d'Archimède. 

)) Et la mortr est venue nous l'enlever dans la fleur de l'âge ! 
Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Göpel, Eisenstein, 
Jacobi. 

» Ah! cher ami, ce n'est pas toi qu'il faut plaindre. 
Echappée aux angoisses de cette vie terrestre, ton âme 
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, 
et ton nom vivra autant que la science. 

» Adieu, Sturm, adieu. » 
LISTE BIBLIOGBAPIIIQUE DES TRAVAUX DE M. STÜRM. 

A N N A L E S D E M A T H É M A T I Q U E S D E G E R G O N N E . 

1. Tome XIII (1822-23), page 289. — Extension du 

problème des courbes de poursuite. 

Solution d une question proposée par le rédacteur. 
2 . Ibid,, p . 3 1 4 . — Déterminer en fonction des côtés 

d'un quadrilatère inscrit au cercle : i^ l angle de deux 

côtés opposés^ 2^ Vangle des diagonales, 

3. Tome XIV (t 823-24), p. i3. — Étant donnés trois 

points et un plan, trouver dans ce plan un point tel que 

la somme de ses distances aux trois points donnés soit un 

minimum. 

M. Sturm, sans résoudre le problème par des formules 
explicites , démontre, à l'aide de considération emprun-
tées à la mécanique, plusieurs propriétés du point cher-
ché. Il généralise ensuite le problème. 

4 . Ibid,, p . 1 7 . — Démonstration analytique de deux 

théorèmes sur la lemniscate, ' 

Démonstration dedeux théorèmes énoncés par M.Tal-



( ) bot, concernant Texcès fini de Fasymptote d'une hyper-
bole équilatère sur le quart de cette courbe. 

5. Ibid,y loi.—Recherches analytiques sur une classe 

de problèmes de géométrie dépendants de la théorie des 

maxima et des minima. 

Maximum et minimum d'une fonction des distances 
d'un point variable à d'autres points dont les uns sont 
fixes, les autres assujettis à se trouver sur des courbes ou 
sur des surfaces données. 

6 . Ibid., p . 2 2 5 . — Démonstration de deux théorèmes 

sur les transversales, 

7 . Ibid,, p . 286. — Lieu des points desquels abaissant 

des perpendiculaires sur les côtés d^un triangle et joi-

gnant les pieds de ces perpendiculaires, on obtienne un 

triangle d'aire constante, 

8 . Ibid,^ p . 3 O 2 . Recherche de la surface courbe de 

chacun des points de laquelle menant des droites a tjvis 

points fixes, ces droites déterminent sur un plan fixe les 

sommets d'un triangle dont Taire est constante, 

9 . Ibid,, p . 3 8 i . — Courbure d'un filfiexible et inex-

tensibledont les extrémités sont fixes et dont tous les points 

sont attirés et repoussés par un centre fixe, suivant une 

fonction déterminée de la distance, 

1 0 . Ibid,, p . 3 9 0 . — La distance entre les centres des 

cercles inscrit et circonscrit à un triangle est moyenne 

proportionnelle entre le rayon du circonscrit et Vexcès 

de ce ray on sur le diamètre de Vinscrit. 

H. Tome XV (1824-25), p. 100. — Démonstration de 

quatre théorèmes sur Vhyperbole, 

1 2 . Ibid., p . 2 O 5 . — Recherches sur les caustiques. 

Cas où la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux 
Bulletin mathématique, X.W. {Jmn ¡856.) ^ 
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milieux est une circonférence. Propriétés des orales de 
Descartes. 

Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous 
ait laissé M. Sturm et montre ce qu'il aurait pu faire 
dans ce genre s'il l'avait cultivé. 

2 5 o . — Théorèmes sur les polygones régu-

liers. 

Démonstration et généralisation d'un théorème de Lhui-
lier. 

14. p. 309.—Recherches analytiques sur les po-

lygones rectilignes plans ou gauches, 

1 5 . Ibid.^-p, 2 3 8 . — R e c h e r c h e s d'analyse sur les caus-

tiques planes. 

Relations entre les longueurs des rayons incidents et 
réfractés correspondants , prises , l'une et l'autre , depuis 
le point d'incidence jusqu'à ceux oti ces rayons touchent 
leurs caustiques respectives. Rectification des caustique» 
planes. 

lô.TomeXVI, p. 265.—Mémoire suri es lignes du se-

cond ordre, (Première partie. ) 
Propriétés des coniques qui ont quatre points com-

muns. Pôles et polaires. Théorèmes de Pascal et de Brian-
chon. 

17. Tome XVII, p. 177. — Mémoire sur les lignes du 

second ordre, (Deuxième partie.) 
On y trouve les deux théorèmes suivants qui sont une 

généralisation de celui de Desargues : 
Quand deux coniques sont circonscrites à un quadri-

Jatèrcy si Van tire une transversale quelconque qui ren-

contre cette courbe en quatre points et deux côtés op-

posés du quadrilatère en déitx autres points, ces six 

points seront en involution. 
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Quand trois coniques sont circonscrites à un même 

quadrilatère, une transversale quelconque les rencontre 

en six points qui sont en involution, 

B U L L E T I N DES SCIENCES DE FÉRCSSAC. 

M. Sturm a rédigé en 182961 i83o la partie mathéma-
tique de ce Bulletin. 

18. Tome XI ( 1829) , p. 419. — Analyse d'un ¡éé-

moire sur la résolution des équations numériques.'^f^ÎM k 

l'Académie des Sciences le i3 mai 1 8 2 9 . ) 

Ce Mémoire contient le fameux théorème de M. Sturm. 
La démonstration en a paru pour la première fois dans 
\ Algèbre de MM. Choquet et Mayer édition, i832). 
M. Sturm a donné dans le même ouvrage une démonstra-
tion plus simple que celle de M. Cauchy, du théorème 
q u e toute équation algébrique a une racine. 

Voici comment M. Sturm parle de ses obligations en-
vers M. Fourier : a L'ouvrage qui doit renfermer l'en-
semble de ses travaux sur l'analyse algébrique n'a pas 
encore été publié. Une partie du manuscrit qui contient 
ces précieuses recherches a été communiquée à quelques 
personnes. M. Fourier a bien voulu m'en accorder la 
lecture, et j'ai pu l'étudier à loisir. Je déclare donc que 
j'ai eu pleine connaissance de ceux des travaux inédits de 
M. Fourier qui se rapportent à la résolution des équa-
tions, et je saisis cette occasion de lui témoigner la recon-
naissance dont ses bontés m'ont pénétré. C'est en m'ap-
puyant sur les principes qu'il a posés et en imitant ses dé-
monstrations que j'ai trouvé les nouveaux théorèmes que 
que je vais énoncer. » 

19, /¿iVi.,p. — Extrait d'un Mémmreprésenté 

à VAcadémie des Sdencês ( juin 1829). 

Extension du theorème de Fourier et de celui de Des-
6 . 
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caries aux équalioiis de la forme 

Kx"̂  -h. . o, 
dans lesquelles a, ß , y,... sont des nombres réels quel-
conques. 

A la tin de cet extrait, M. Sturm énonce quelques théo-
rèmes relatifs au mouvement de la chaleur dans une 
sphère ou dans une barre. Ils devaient faire partie d̂ un 
Mémoire qui parait n'avoir jamais été rédigé. M. Liou^ 
ville les a démontrés très-simplement dans son Cours du 
Collège de France ( semestre i856). Ce Cours , consa-
cré à l'analyse des travaux de M. Sturm , nous a été très-
utile pour la composition de cette Notice. 

2 0 . Ibid,, p . 2 7 3 . — Note présentée à VAcadémie 

(8 juin 1829. ) 

Réalité des racines de certaines équations transcendan-
tes. Sur les coefficients des séries qui représentent une 
fonction arbitraire entre des limites données. 

Cette Note a été refondue dans d'autres travaux de l'au-
teur. 

21. Tome XII ( 1 8 2 9 ) , p. 3i4. — Extrait d'un Mé-

moire sur Vintégration d'un système d'équations diffé-

rentielles linéaires, (Présenté à l'Académie des Sciences 
le 27 juillet 1 8 2 9 , ) 

Etude des racines des équations qui se présentent dans 
l'intégration d'un système d'équations linéaires. Nombre 
de ces racines comprises entre deux limites données. 

Cet extrait, fort étendu , peut tenir lieu du Mémoire 
lui-même. Dans une note, l'auteur avertit que les coti-
clusions d'un Mémoire précédent [ voir plus haut n® 19) 
s'étendent à un grand nombre"d'équations transcendan-
tes. 
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J O U R N A L DE M . L I O U V I L L E . 

22. Tome I (i836), p. 106. — Mémoire sur les équa-

tions différentielles linéaires du second ordre, ( L u à 
TAcadémie des Sciences le 3o septembre i833.) 

Très-beau Mémoire dans lequel les propriétés des 
fonctions qui satisfont à une équation différentielle sont 
étudiées sur cette équation même. 

Une analyse de ce Mémoire a paru dans le journal 
VInstitut du 9 novembre i833. Le même journal, dans 
le numéro du 3o novembre, contient une Note de 
M. Sturm, qui complète sa théorie. 

23. Ibid.f p. 278,— Démonstration d'un théorème de 

M, Cauchy, (Encommun avec M. Liouville.) 
Théorème sur le nombre des points-racines renfermés 

dans un contour donné. 
2 4 . Ihid,, p . 2 9 0 . — Autres démonstrations du même 

théorème. 

2 5 . Ihid,, p . 3 7 3 . — Sur une classe d""équations à 

différentielles partielles. 

Equations de la forme 
dk-

du dx 

dt ~~ dx 
lu. 

Complément du Mémoire n'̂  22. 
( Voir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 35.) 
26. Tome II, p. 220. — Extrait d'un Mémoire sur le 

développement des fonctions en séries, etc, (En commun 
avec M. Liouville.) 

(Fozraussi Comptes rendus, t. IV ,.p. 675.) 
27. Tome III, 357. Mémoire sur l'optique. 
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Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux 

émanés d'un point et qui éprouvent une suite de réfrac-
tions ou de réflexions. 

28. Tome VI, p. 315.— Note à Voccasion (Tun article 

de M. Delaunay sur la surface de révolution dont la 

courbure moyenne est constante, 

29.TomeVII,p. i32. — N o t e à Voccasion d'un arti-

cle de M, Gascheau sur l'application du théorème de 

M. Sturm aux transformées des équations binômes, 

3 0 . Ibid,^ p . 3 4 5 . — Note sur un théorème de 

M. Chasles, 

Démonstration nouvelle de ce théorème : Un canal in-
finiment petit dont les¡arêtes curvilignes sont des trajec-
toires orthogonales aux surfaces de niveau relatives à un 
corps quelconque, intercepte sur les surfaces de niveau des 
éléments pour lesquels l'attraction exercée par le corps a 
la même valeur. 

3 1 . Ibid,, p . 3 5 6 . — Démonstration d'un théorème 

d'algèbre de M, Sylvester, 

Ce beau théorème complète celui de M. Sturm en don-
nant la manière dont les différents restes se composent 
avec les facteurs simples de l'équation proposée. 

C O M P T E S RENDI3S DE L ' A C A D É M I E DES SC IENCES . 

32. Tome IV, p. 7 2 0 . — Note sur un théorème de 

M. Cauchy relatif aux racines des équations simidtanées, 

(En commun avec M. Liouville.) 
33. Tome V, p. 8 6 7 . — R a p p o r t sur un Mémoire de 

M, Bravais concernant les lignes formées dans un plan 

par des points dont les coordonnées sont des nombres 

entiers, 

34. Tome VII, p. 1143.— Rapport sur deux Mémoires 
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de M, Blanchet relatifs à la propagation M à la polariT 

sation du mouvement dans un milieu élastique. 

35. Tome VIII, p̂  788. — Note relative à des remar-

ques critiques sur les travaux de M, Liouville contenues 

dans un Mémoire dQ M. Lib ri. 

Tome Xni, p. 1046.— Mémoire sur quelques pro-

positions de mécanique rationnelle. 

(i Si les liaisons d'un système de points matériels en 
mouvement sont changées dans un intervalle de temps 
très-court, la somme des forces vives acquises avant cet 
intervalle surpassera celle qui aura lieu immédiatement 
après d'une quantité égale à la somme des forces vives cor-
respondantes aux vitesses perdues dans Ig passage du pre-
mier état du système au second. » 

37. Tome XX, p. 554, 761 et 111%. — Mémoire sur 

la théorie de la vision. 

L'auteur explique comment la vision peut être distincte 
à diverses distances. Les rayons émanés d'un point, après 
avoir traversé les milieux inégalement réfringents qui 
constituent l'œil, forment une surface caustique. Pour 
que la vision soit distincte, il suflit qu'ime partie de cette 
caustique, qui se réduit presque à une ligne mathématique 
et dans laquelle les rayons sont plus condensés que par-
tout ailleurs, vienne rencontrer la rétine. 

38. Tome XXVI, p. 658. — JYoie sur Vintégration des 

équations générales de la dynamique. 

ThéorèmesM'Hamilton et de Jacobi. 
39. Tome XXVIII, p. 66.— Rapport sur un Mémoire 

de M. L. Wantzelayant pour titre : Théorie des diamè-
tres rectilignes des courbes quelconques. 

M É M O I R E S DES S A V A N T S É T R A N G E R S . 

40. Tome V (i834)>p. 2 6 7 . — Mémoire sur la com-
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pression des liquides, (En commun avec M. Colladon.) 

Ce Mémoire a remporté le grand Prix de Mathémati-

ques en 1 8 2 7 . 1 1 a aussi été publié dans les Annales de 

Chimie et de Physique, t. XXII, p. 113. 

41. Tome VI (i835),p. 2 7 1 . — Mémoire sur la résolu-

tion des équations numériques, ( Voir plus haut n® 18. ) 

N O U V E L L E S A N N A L E S DE M A T H É M A T I Q U E S . 

42. Tome X(i85i),p.4i9-— Sur le mouvement d'un 

corps solide autour d'un fioint fixe, 

M A N U S C R I T S . 

43. Un Mémoire très-étendu sur la communication de 

la chaleur dans une suite de Dases, 

44. Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont 
les dix premiers paragraphes seulement ont paru dans les 
Annales de G ergo nne,[Voir plus haut 16 et 17.) 

Ces deux Mémoires sont en état d'être imprimés, et 
M, Liouville a bien voulu se charger de leur publica-
tion. 

Les autres papiers de M. Sturm contiennent des cal-
culs relatifs à des Mémoires déjà publiés, à des extraits 
de ses lectures, et enfin à des recjierches particulières sur 
les équations. La plupart de ces calculs n'étant accom-
pagnés d'aucun discours, il est très-difficile de suivre la 
pensée de l'auteur. On donnera des extraits de ce qu'une 
patiente investigation y fera découvrir d'intéressant. 

COURS DE L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E . 

4 5 . Les Leçons d'Analyse et de Mécanique o n t é t é 
rédigées par des élèves de l'Ecole Polytechnique et auto-
graphiées pour l'usage de cette école. 11 n'en a été tiré 
qu'un petit nombre d'exemplaires. 



Le texte de ces Leçons a été revu et grande 
parlie par M. Sturm et les théories les plù^iini)ortaiites 
ont été rédigées par lui. Leur ensemble formiera quatre 
volumes. L'auteur de cette Notice est chargé de leur pu-
blication, conformément au désir exprimé par M. Sturm 
lui-même. Le premier volume paraîtra le juillet pro-
chain, et les trois autres suivront à des époques très-rap-
prochées. 

E . P R O U H E T . 

BIBLIOGRAPHIE. 

A N N A L E S DE L ' O B S E R V A T O I R E I M P É R I A L DE PARIS , publiées 
par U.-J, Le Verrier, directeur de l'Observatoire. 
Tome P"". Paris,Mallet-bachelier, imprimeiir-libraire 
de l'Observatoire impérial de Paris, quai des Augus-
lins, 55. In-45 V11-419 pages, une planche gravée5 
185 5. Prix : 27 francs ( ). 
Cet ouvrage fait époque. Nous assistons à la résurrec-

tion scientifique de l'Observatoire de France. Monsieur 
le Directeur annonce (v-vi) que chaque année on pu-
bliera les observations de l'année précédente, observa-
tions non pas brutes^ mais réduites, discutées^ comparées 

avec la théorie. Ces opérations, qui sont vitales pour 
l'astronomie, exigent des données précises, la construc-
tion de Tables exactes y commodes, d'une préparation 
longue et pénible. Ces données et ces Tables, en cours 
d'exécution, seront également publiées. En attendant, le 
célèbre directeur insérera dans les Annales, sous le titre 
de Recherches astronomiques des Mémoires sur plu-

(*) Les tomes II et III sont sous presse. 

(**) C'est aussi le titre d 'un ouvrage de Bessel, Àsironomische untersu-

chunf*en. 
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sieui*s poinlsde la science, et des chapitres didactiques 

destiné à résumer les formules et les théories les plus 

usuelles. 

Ce volume commence (1-68) par un Rapport au M i -

jii&tre de rinstruction publique sur l'Observatoire impé-

rial de Paris et projet d'organisation (décembre i854 ). 

On peut distinguer dans ce Rapport trois parties : 
1°. Historique, 

Un exposé historique succinct, lucide, instructif, 
des progrès de la science depuis Hipparque jusqu'à Her-
schel, Olbers, Bessel. L'astronomie complète comprend 
l'uranoscopie et l'uranologie. M. Le \errier fait ressortir 
avec force et raison que l'uranoscopie^ c'est-à-dire l'art 
d'observer avec précision, a créé l'astronomie et en est le 
fondement. Kepler dit qu'il a été mis sur la voie de ré-
former toute l'astronomie par les efforts qu'il a faits pour 
faire disparaître dans l'orbite de Mars une différence de 
huit minutes que présentaient les observations de Tycho 
comparées avec la théorie. Aujourd'hui, depuis l'admira-
ble découverte de Neptune, qui a rectifié les écarts du 
mouvement d'Uranus , dans toutes les planètes les erreurs 
ne s'élèvent plus qu'à quelques secondes; comme elles 
existent partout, on ne peut pas les négliger et il faut 
s'efforcer de les faire disparaître. Ce plaidoyer en faveiu-
àeVobservation est d'autant plus méritoire, que l'auteur 
doit sa célébrité uniquement à des travaux uranologiques. 
La Mécanique céleste, qui a donné une si forte impulsion 
à la théorie, a eu en France la malheureuse conséquence 
de faire négliger et même de faire dédaigner, reléguer au 
second rang l'uranoscopie. On attacha plus d'importance 
à établir des séries convergentes qu'à installer des instru-
ments de précision. Aussi « l'Observatoire de Paris, nous 
» sommes forcé de l'observer, n'a pris aucune part aux 



( 9 ' ) 

» etudes d'a&tronomie sidérale : tout ce grand mouve-
» ment s'est accompli en dehors de lui. » ( P. 3 i. ) On doî t 
ajouter que ce n'est qu'en iSSa qu'on a découvecl «n 
France le premier astéroïde ^ que cette découverte a été 
faite à Paris , en dehors de V Observatoire y par un étran-

ger y intelligent amateur d'investigations célestes (*). 
Décrivant la formation et l'organisation des mondes, 

le style répond toujours à l'élévation du sujet, et rappelle 
souvent, par sa majestueuse simplicité, Laplaee, Fou-
rier, Arago. C'est une lecture agréable à tout homme in-
struit, obligée pour tout professeur de cosmographie. 

État de r édifice et des instruments. 

Il est indispensable, pour la précision, que la tempéra-
ture des salles soit égale à celle de l'air extérieur. « APoul-
» kova, les murailles sont en bois, et la pénétration de la 
» chaleur à travers le toit est combattue par une épaisse 
)) couche de terre glaise. De larges fenêtres, ouvertes en 
» temps convenable, permettent d'obtenir la même tem-
» pérature à l'intérieur qu'à l'extérieur. Ces précautions 
)) n'ont pas été prises à Paris et à l'égard de la salle aux 
» observations. La couverture, entièrement métallique, 

» et disposée en forme de caisson, concentre et transmet 
)) à l'intérieur, dans les beaux jours, une forte portion 
» de la chaleur qu'elle reçoit du soleil. 11 en est de même 
» des murailles, qui sont épaisses et complètement con-
» struites en pierre. Aussi la température de la salle 
)) reste-t-elle presque toujours pendant les nuits, et quel-
» que soin qu'on ait d'ouvrir les fenêtres, plus élevée 
» que la température extérieure. C'est souvent le con-
)) traire pendant le jour. » (Page 19.) 

C) M. Goldschmidt, peintre al lemand. Polymnie a été découverte en 
1854 à l'Observatoire par M. Chacornac, assidu et zélé astronome. 



( 92 ) 
Il est encore indispensable, pour certaines observa-

tions, qu'on puisse se procurer un horizon artificiel, tel 
qu'un bain de mercure qui réfléchisse nettement les ima-
ges. « Or l'incertitude des images est telle, que la plupart 
» du temps il est difficile de les observer. Le mal pro-
» vient ici de deux causes : de la situation de Tobser-
» vatoire au sein d'une grande ville et de la vicieuse 

» construction de l'observatoire lui-même. Lorsque je 
» cherchai, il y a huit mois, à introduire l'usage indis-
» pensable du bain de mercure dans le service régulier de 
» l'Observatoire, aucune observation n'était habituelle-
» ment possible pendant le jour. Dans la nuit, on pou-
)) vait obtenir un bain assez calme; mais alors une voi-
» ture, même assez légère, venait-elle à entrer dans 
» Paris, en franchissant une des barrières Saint-Jacques 
» ou d'Enfer, l'observateur était prévenu de sa présence 
» par une légère trépidation du mercure. Bientôt, en ef-
» fet, on entendait la voiture s'avancer, et lorsqu'elle 
)) était parvenue dans les environs de l'Observatoire, l'a-
)) gitation du mercure était telle, que toute observation 
)) devenait impossible au cercle : souvent même le bruit, 
» empêchant d'entendre les battements de la pendule, 
» forçait l'observateur à la lunette de s'arrêter à son 
)) tour. » (Page 20.) 

Instruments de passage. 

La force de la lunette méridienne de Greenwich est à 
celle de la lunette de l'Observatoire de Paris comme 16 
est à 9, (( c'est-à-dire presque double. Ce fait n'a pas be-
)) soin de commentaire. Nombre de petits astres, que 
» nous ne pouvons voir dans la lunette méiidienne de 
)) Paris, sont observés à Greenvvieh-, et quant à ceux que 
» nous pouvons apercevoir, comme ils nous apparaissent 
» deux fois plus faibles (ju'à Greenwich, il est trop évi-
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(Page 14.) -

Défauts de Vinstrument, 1®. Il existe entre les diamè-
tres des deux tourillons une petite différence. 'iP, L'axe 
de rotation de la lunette n'a pas la stabilité nécessaire. 
3®. L'axe optique de la lunette laisse aussi à désirer. 

Cercle de déclinaison de Gambey, 

(( La lunette du cercle de déclinaison est encore plus 
» faible que la lunette méridienne. Tandis qu'à l'égard de 
» la puissance optique, les instruments de passage de 
» Greenwich et Paris sont dans le rapport de 16 à 9, ainsi 
» que nous l'avons vu plus haut, les instruments qui ser-
» vent à la mesure des déclinaisons sont dans le rapport 
» de 16 à 7! Aussi, tandis qu'à Greenwich les observa-
» tions de toutes les petites planètes peuvent être faites 
» sans difficulté et avec exactitude, il arrive les trois 
» quarts du temps à Paris, qu'après avoir attendiijusqu'à 
» une heure ou deux heures du matin, les observateurs 
» sont réduits à inscrire sur le registre que, nonobstant la 
» beauté du ciel, il leur a été impossible de voir l'astre; 
» ou bien, si l'on est parvenu à l'observer à la lunette 
» méridienne, sa détermination au cercle n'a pu être ef-
)) iectuée, le second instrument étant plus faible que le 
)) premier. Aussi l'observation est incomplète : d'où ré-
)) sultent deux conséquences : un découragement profond 
)) atteint inévitablement les observateurs consciencieux, 
» et, ce qui est plus grave, lorsque les observations sê  
» ront publiées, elles se trouveront, vis-à-vis des obser-
» vations étrangères, dans un état d'infériorité impos-
» sible à supporter. » (Page 18.) 

Grande lunette parallatique. 

Il s'est passé pour cet instrument des choses d'une 



- ^ étrangeté încroyaWe. que le bâtiment, la lu-
nette , le pied et la baœ^PSlt été construits isolément 
sans penser à les m^treeïi Relation. Ainsi les deux tiers 
delà surface du plateau, destinée à porter un poids de 
7 à 8000 kilogrammes, sont en porte-à-faux. Le poids d'un 
homme placé sur le bord de la plaque, lui imprime une 
flexion très-notable (p. 33) ; bien plus , les dimensions du 
pied ont été établies sur une lunette ayant 8 mètres de 
distance focale-, on a reconnu depuis que la distance fo-
cale est plus longue de 8 décimètres. Ciet excès de dimen-
sion a des conséquences fâcheuses ; « car si l'on consi-
» dère quê  tout en remplissant les conditions posées ci-
)) dessus, il faut encore faire en sorte, d'une part, de mé-
» nager à l'astronome une place suffisante pour qu'il 
» puisse observer dans la position verticale de la lunette, 
» et de l'autre, que cette lunette puisse s'abattre dans 
» une position horizontale sans heurter les parois de la 
» coupole. » (Page 34«) 

3^ Palliatifs. 

Dire la vérité à un malade sur sa situation est souvent 
l'acte d'un méchant; lorsque ce malade est une institution 
publique ayant un intérêt national, dire la vérité est le 
devoir d'un bon citoyen, et M. Le Verrier a bien mérité 
du pays en montrant l'état au vrai. Il indique aussi les 
remèdes. Cette troisième partie est la partie faible de ce 
beau Rapport. Les remèdes ne sont que d'impuissants pal-
liatifs , tandis qu'il faut un remède héroïque. Le célèbre 
Directeur déclare que, quoi qu'on fasse, on ne fera jamais 
de l'observatoire actuel qu'un observatoire de second or^ 

dre. (( Mais entreprendre de refaire avec les dispositions 
» actuelles un observatoire de premier ordre, ce qui exi-
» gérait qu'on rectifiât les fondations et qu'on enfît denou-
» velles pour les collimateurs, qu'on modifiât complète-
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» ment la cmi^ruction de la salle elle-même, qu'on ac*-
)) crût enfin le pouvoir optique des instruments en même 
» temps qu'on y introduirait des modifications mécani-
» ques, c'est-à-dire, en un lAoi^ tout changer^ construo 
» tions et instruments, constituerait une entreprise qui 
)) donnerait beaucoup plus de peine et coûterai t beaiucoup 
)) plus cher qu'une construction nouvelle, w (Page ) 

Second ordre n'est pas français. La nation doit être 
partout au premier rang. Pour cela que faut-il faire? 
Écoutons encore M. Le Verrier. « Déjà la Russie s'était 
)) signalée par la culture de l'astronomie, notamment 
» dans l'observatoire de Dorpat, lorsque son gouverne-
)) ment résolut de fonder un observatoire modèle, supé-
» rieur à tout ce qu'on avait édifié jusque-là. L'empereur 
» accorda un crédit illimité pour la fondation du nou-
)) vel établissement, choisit lui-même l'emplacement, et 
)) ordonna que la construction des instruments serait 
)) mise au concours entre les artistes de toute l'Europe. 
» L'exécution de ce vaste plan, confiée à l'un des plus 
)) éminents astronomes de l'époque, ancien directeur de 
» Dorpat, fut digne de la pensée du fondateur. En i838, 
)) l'observatoire était construit, les instruments installés. 
» Sur le crédit illimité accordé pour la construction, il 
)) avait été dépensé une somme de deux millions et demi, 

» indépendamment du prix du terrain. Enfin l'observa-
)) toire recevait une dotation annuelle de quatre-vingt 

n /m7¿e francs. » (Page 12.) 
La position financière delà Franee est-elle moins bonne 

que celle de la Russie? Devons-nous reculer devant une 
dépense que la Russie a faite et fait encore annuellemeiît? 
Les vainqueurs d'Alma seront-ils vaincus à Pulkova? 
Cr©it-on que le souverain qui a achevé le Louvre, changé 
Paris en une ville monumentale, rendu au pays sa pré-
pondérance politique et militaire, croit-on que Napo-
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léonin sera moins bien disposé, se montrera ipoins libéral 
envers la plus sublime des sciences qu'un empereur de 
Russie? Absit, absit. M. Le Verrier n'a qu'à vouloir, et 
bientôt nous verrons s'élever aux environs de Paris un 
observatoire du premier ordre, et bientôt aussi, grâce au 
génie français, il s'y formera des astronomes du premier 

ordre. Une puissante impulsion serait l'établissement 
d'observatoires secondaires dans nos principaux ports, en 
Algérie, dans nos colonies, et surtout dans la Nouvelle-r 
Calédonie, récente possession Que de découvertes à 
faire dans l'hémisphère austral? Nous ne savons rien 
sur les aurores australes: phénomène qui, bien étudié, 
paraît destiné â nous révéler un jour de grands mystères. 

Nous consacrerons un second article aux Recherches 

astronomiques. 

R É C R É A T I O N S M A T H É M A T I Q U E S , composées de plusieurs 
problèmes plaisants et facétieux en fait d'arithmétique, 
géométrie, méchanique, optique et autres parties de ces 
belles sciences. Seconde édition, reveue, corrigée et aug-
mentée. A Paris, chez Rollet Boutonné, au Palais, en 
la gallerie des libraires. MDCXXVI. Petit in-8 de i88 
pages. 
La dédicace est signée H, Van Etten. C'est un pseudo-

nyme. L'ouvrage est du P. Jean Leurechon, jésuite 
lorrain. La première édition est de Pont-à-Mousson, 
1624- Cette seconde édition, de Paris, a été revue la 
même année par Denis Henrion. Il y a deux éditions de 
Rouen (1627 et 1628) -, une autre de Paris (i63o), donnée 

(*) Lire une Lettre de M. Caillet , examinateur hydrographe, contenant 
à ce sujet d'excellentes vues telles qu'on peut les a t tendre d 'un savant si 
compétent , d 'un calculateur si exercé {Annaïes de l^Ohservatoire impérial 

de Paris, tome l«*", page 47 ). 
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quième et dernière édition est de Paris 1661. 

L'arithmétique renferme des questions pour deviner 
des nombres pensés, des objets cachés , etc.; on les trouve 
déjà dans le Lilawati et dans \Anthologie grecque^ et 
plusieurs se sont conservées dans nos Traités d'Algèbre.Le 
74* problème roule sur l'aimant. On y lit (p. 96) : 

« Quelques-uns ont voulu dire que par le moyen d'un 
» aimant ou autre pierre semblable les personnes ab-
» sentes se pourroient entreparler. Par exemple, Claude 
» étant à Paris et Jean à Rome, si l'un et l'autre avait 
» une aiguille frottée à quelque pierre, dont la vertu fût 
» telle, qu'à mesure qu'une aiguille se mouvrait à Paris, 
» l'autre se remuât tout de même à Rome, etc. M 

L'électricité s'est chargée de résoudre le problème posé 
en i636. 

Le problème 86 (p. i43) traite des canons et comment 
on peut lancer des boulets sans pouldre au moyen de la 
vapeur d'eau employée^omme force projective (*). 

Les Récréations mMhématiques de Jacques Ozanam 
(1648, 1694, 1735, la même édition avec la date 1741) 
ont fait otiblier celles du jésuite. On a encore sous le 
même titre un ouvrage de Guyot (Guillaume-Germain) 
en 4 volumes in-8 de 1769. Enfin MontucU a publié 
des Récréations mathématiques^ d'abord sous le pseudo-
nyme de Chanla, géomètre forésien, Paris, 1778, et 
avec les lettres initiales de son nom une nouvelle édition 
en 1790. 

Muser (F.-W) a publié en allemand des Récréations 

«nfAméi/^ue^;Munster,!831 ; etCattois (C) : Calendrier 

mental grégorien o u Curiosités mathématiques, utiles, 

instructives et amusantes, In-12 5 Orléans, i852. 
(*) C'est ce que Perkins a voulu réaliser naguère. 

BuUetin mathématique, t. H . (Juillet i856.) 7 
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D E S MÉTHODES EIÏ G É O M É T R I E , p a r M . Paul Serret, p r o -

fesseur de mathématiques. Paris, Mallet-Bachelier, 
i855. In-8 de xvi-i44 pages. Prix : 6 francs 
Les philosophes distinguent deux grandes routes ou 

méthodes générales propres à conduire à la connaissance 
de la vérité , savoir : l'analyse et la synthèse ; et, suivant 
leur habitude, ils ont beaucoup disserté sur les caractères 
essentiels de chacune de ces méthodes ainsi que sur la pré-
férence qu'il convient d'accorder à Tune ou à l'autre. Les 
géomètres se mêlent rarement à de pareilles discussions : 
d'abord ils ne voient pas ce que la science peut gagner à 
une description minutieuse de l'analyse el de la synthèse, 
car l'important n'est pas de savoir, dans le dernier détail, 
en quoi consiste une méthode, mais plutôt d'en tirer un 
heureux parti ensuite la question de préférence leur 
semble tout à fait oiseuse et même nuisible. Elle revient, 
comme l'observe judicieusement le rédacteur de ce jour-
nal, à se demander ce qui vaiit le mieux de notre bras 
droit ou de notre bras gauche. Jfnsi posée, il n'y a pas 
besoin de philosophie pour la résoudre : le bon sens suffit. 

On prend quelquefois le nom de méthode dans une ac-
ception plus restreinte, et l'on désigne ainsi certains pro-
cédés généraux au moyen desquels on peut traiter toute 
une classe de questions : telles sont la méthode des coor-
données, celle des projections , etc. Toutes sont bonnes 
quand elles conduisent rapidement au but. Les meilleures 
sont celles qui ont le caractère de l'intuition, et qui 
nous font découvrir, presque sans effort, une longue 
suite de vérités. « Pour connaître, dit M. Chasles (**), 

(*) M Paul Serret vient de présenter à l'Académie un Mémoire sur 
la théorie géométrique des courbes à double courbure. Commissaires, 
MM. Cauchy, Bertrand, 

(**) Aperçu historique, page u 5 . 
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si Ton a rencontré les vraies routes de la vérité définitive 
et pénétré jusqu'à son origine, nous croyons pouvoir dire 
que, dans chaque théorie, il doit toujours exister, et que 
Ton doit reconnaître, quelque vérité principale dont 
toutes les autres se déduisent aisément, comme simples 
transformations ou corollaires naturels ; et que cette con-
dition accomplie sera seule le cachet de la véritable per-
fection de la science. Nous ajouterons, avec un des géo-
mètres modernes qui ont le plus médité sur la philosophie 
des mathématiques (M. Gergonne)« qu'on ne peut se 
» flatter d'avoir le dernier mot d'une théorie, tant qu on 
» ne peut pas l'expliquer en peu de paroles à un passant 
}) dans la rue. » Et en effet les vérités grandes et primi-
tives, dont toutes les autres dérivent, et qui sont les vraies 
bases de la science, ont toujours pour attribut caracté-
ristique la simplicité et l'intuition. » 

M. Paul Serret, déjà avantageusement connu des lec-
teurs de ce journal, s'est proposé, comme l'indique le 
titre de son ouvrage, de faire connaître les divers pro-
cédés que l'on peut employer pour résoudre les questions 
de géométrie, et il a pensé avec raison que le meilleur 
moyen de les enseigner était de les appliquer à un cer-
tain nombre de questions choisies. 

La première Partie de l'ouvrage de M. Serret (i-43) 
traite des méthodes relalwes à la géométrie des figures 

finies et est divisée en deux chapitres. 
Le chapitre!®'' (1-21) commence par quelques réflexions 

sur l'utilité d'une classification des méthodes. L'auteur 
ne se dissimule point qu'une pareille classification n'ait 
quelque chose d'arbitraire et que des méthodes données 
comme distinctes ne puissent se confondre dans certains 
cas. Malgré ces inconvénients inévitables, mais dont il ne 
faut pas s'exagérer l'importance, une classification aura 
l'avantage de présenter dans un certain ordre un nombre 

7-
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connaître celui qui convient à la question proposée. 

Après avoir caractérisé en peu de mots l'analyse et la 
synthèse, M. Paul Serret décrit onze méthodes particuliè-
res, mais sans prétendre faire une énuméralion complète. 

Méthode par substitution, qui consiste à faire dé-
pendre la solution de la question proposée d'une question 
plus simple, celle-ci d'une troisième,etc., jusqu'à ce qu'on 
arrive à un dernier problème dont la solution soit évi-
dente ou simplement connue-, par construction, qui 
consiste à substituer à la définition en langage ordinaire 
de certains éléments d'une figure une construction équi-
valente qui met souvent en lumière des relations utiles 
à la solution de la question 5 3® par duplication, quand 
on fait tourner une figure autour d'un axe pour lui don-
ner une position symétrique de celle qu'elle occupait d'a-
bord ; abstraction et généralisation ; par com-

position et décomposition ; 6° par les limites ; par 

réduction à Vabsurde ; 8® par inversion., lorsque, renver-
sant la question, on prend pour inconnues les quantités 
données et réciproquement 5 9® par les lignes, les aires 

ou les "volumes auxiliaires ^ 10° par les solides auxiliai-

resy c'est-à-dire par l'emploi de la géométrie à trois di-
mensions , dans les questions de géométrie plane ; ix^ par 
la transformation des figures. 

M. Serret donne des exemples bien choisis de chacune 
de ces méthodes : mais comme la dernière lui paraît d'une 
importance fondamentale, il lui consacre en entier le 
chapitre II (2i-44) ¿ans lequel il expose les procédés de 
la transformation par rayons vecteurs réciproques. Nous y 
avons remarqué d'élégantes démonstrations des principes 
de la trigonométrie sphérique et un théorème analogue à 
celui de Legendre sur les triangles dont les côtés sont très-
petits par rapport au rayon de la sphère. 
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La seconde Parlie (44"i44) traile des méthodes rela-

tives à la géométrie infinitésimale. Elle esl divisée en six 
chapitres. 

Le chapitre P'̂  est consacré aux tangentes. On y trouve 
un exposé très-complet et très-instructif des méthodes 
d'Archimède, de Descartes, de Fermai et de Barrow. 

Le chapitre II traite des courbes enveloppes et en par-
ticulier des caustiques. 

Dans le chapitre III, on trouve une théorie complète 
du cercle osculateur. M. Serret fait connaître avec un 
grand détail les travaux de Maclaurin et de M. Ch. Du-
pin sur ce sujet. 

Les chapitres IV el V se rapportent à la théorie des 

maxima et des minima absolus ou relatifs. 

Le chapitre VI a pour objet la méthode par décompo-

sition en éléments correspondants. L'attraction d'une 
sphère sur un point extérieur, la rectification des épicy-
cloïdes, la théorie des courbes laulochrones, le théorème 
de Fagnano sont les principales applications que l'auteur 
fait de cette importante méthode. 

En résumé, M. Paul Serret a composé un livre plein 
de choses , et dont nous ne saurions trop recommander la 
lecture aux élèves et aux professeurs. 

On doit savoir gré à l'auteur, dont l'érudition paraît si 
étendue, de nous avoir fait connaître tant de procédés 
ingénieux employés par les .plus grands géomètres des 
temps passés et que notre insouciance condamnait à l'ou-
bli. Il rend en cela un grand service à la science, car, sui-
vant la judicieuse réflexion de M. Poncelet, dans le passage 
qui sert d'épigraphe au livre de M. Serret : (c Ce ne sont 
pas tant les vérités particulières que les méthodes qu'il ne 
faut pas laisser périr. » 

E , P R O U H E T . 
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T H È S E S PRÉSENTÉES A L A F A C U L T É DES SC IENCES DE P A R I S 
pour obtenir le grade de docteur ès Sciences 5 par 
M. Guiraudet, agrégé de l'Université, professeur-ad-
joint de mathématiques au lycée Saint-Louis : 
T H È S E DE M É C A N I Q U E . — Recherches sur le mouvement 

d'un point libre rapporté à des coordonnées curvilignes 5 
suivie d'une proposition de mécanique céleste (attraction 
des ellipsoïdes) donnée par la Faculté. 

T H È S E D ' A N A L Y S E . — Aperçu historique au sujet des 
problèmes auxquels s'applique le calcul des variations, 
jusqu'aux travaux de Lagrange. 

Soutenues le 17 marsi856 devant la Comrtiission d'exa-
men composée de MM.Duhamel, président. Lamé et 
Puiseux , examinateurs. Paris, in-4'de 54 pages. 

Soient trois surfaces données par des équations et ren-
fermant explicitement ou implicitement le temps comme 
paramètre variable. A chaque instant ces surfaces, deux 
à deux, se coupent suivant une ligne 5 les intersections de 
ces trois lignes d'intersection déterminant, généralement 
parlant, la position d'un point, sont dites les lignes coor-

données Ae QG point-, le temps variant, ce point décrit 
dans l'espace une ligne nommée sa tiajectoire; les for-
mules dynamiques font connaître, à chaque instant, la 
vitesse du point, grandeur̂ et direction 5 les forces, accélé-
ratrices et centripètes, qui l'animent, causes efficientes du 
mouvement. 

Le but de cette thèse est de trouver des formules qui 
donnent ces quantités dynamiques considérées dans les 
lignes coordonnées. Supposons que ces lignes soient des 
droites. On peut considérer le point comme se mouvant 

sur une des droites pendant que cette même droite se 
meut sur la seconde droite, qui se meut elle-même sur la 
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troisième droite ; les lois de ces trois mouvements étant 
données, on peut déterminer les trois quantités dynami-
ques relativement à chacune de ces droites et aussi les pres-
sions exercées sur les trois plans passant par les droites 
prises-deux à deux. Les mêmes considérations s'appli-
quent à des lignes coordonnées quelconques-, ce sont ces 
mouvements de lignes coordonnées que le savant auteur 
de ]a thèse désigne sous le nom de mouvements d'en-

traînement, Ils sont extrêmement simples, intuitifs, et 
amènent des formules qui, pour être très-générales , sont 

. pourtant très-symétriques , courtes, élégantes et suscep-
tibles de nombreuses applications. 

L'auteur choisit les surfaces orthogonales-, les lignes 
coordonnées sont des droites. Soient 

les équations de trois de ces surfaces ; les p sont des para-
mètres variables avec le temps. Faisant 

et désignant par R la pression sur la surface R, agissant 
suivant la normale à cette surface, on trouve 

h dt' \dt) '^T] dj [dT/ '^Â] df [dt ) 

2 dh dp dp y 2 dk dp dp^ 

'^T^dp,^ 'dt~ h' dp^ dt ~dt^ 

et deux autres expressions semblables pour Rj et Rg ; ce 
sont les équations (A), et dans une note l'auteur montre 
la coïncidence de ces expressions avec celles de Lagrange. 

Si l'on désigne par t̂ i, , les trois composantes de 
la vitesse des mobiles; par y,, les valeurs des rayons 
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de courbure pour la surface (p) à leurs points dHntersec-
tibn 5 par y^, c les valeurs des rayons de courbure pour la 
surface (pi) à leurs points d'intersection, par ya, les 
valeurs des rayons de courbure pour la surface [p̂  ) à leurs 
points d'intersection-, l'équation pour R se change en 
celle-ci 

2 2 Vifi 
' 3 

où dp est l'arc élémentaire décrit par le point. De même 
pour Rj, Rg. 

Ce sont les équations (B), d'une élégance remarqua-
ble et qui sont le pivot de toutes les déductions. L'auteur 
y parvient d'abord par le calcul et ensuite par des moyens 
géométriques. 

Ces généralités terminent la thèse, mais elle débute par 
des considérations sur des coordonnées polaires planes et 
sphériques qui facilitent la compréhension de vues plus 
élevées. 

La seconde thèse est un exposé historique très-clair 
des travaux sur le calcul des variations depuis Newton 
jusqu'à Lagrange [voir Strauch, Nouvelles Annales, 

t. X, p. 433). Nous répétons pour la centième fois que 
Bernoulli ne s'écrit pas Bernouilli. Il est désagréable de 
voir un géomètre ne pas savoir orthographier un nom 
aussi illustre. Comment un proie laisse-t-il passer un tel 
barbarisme? 

Nous étudions, pour en rendre compte, une thèse fort 
remarquable de M. Houel sur l'intégration des [équations 
fondamentales de mécanique et les applications de la mé-
thode Hamilton aux perturbations de Jupiter. Ce sont des 
travaux qui restent; tandis que le temps, ce formidable 
balai, jettera dans le gouffre de l'oubli le fatras mathé-
matique qui fait invasion de toute part. 
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R A M U S ( P I E R R E DB LA R A M É E ) , SA VIE,SES I B K M W SES 

OPINIONS 5 par Charles Waddingtoriy professeur agrégé 
de philosophie à la Faculté des Lettres de Paris et au 
lycée Louis-le-Grand. Paris, 1855 -, in-8 de 480 pages. 
On entend souvent citer, d'après Royer-Collard, que 

le respect s'en va. Je crois qu'on n'a pas bien compris la 
pensée du philosophe. En effet, le respect, cet hommage 
rendu à la vertu, est un sentiment qui ne dépend pas de 
la volonté. Il nous est imposé par ce tribunal que la puis-
sance divine a érigé au dedans de nous : par la conscience 
qui dicte ses sentences sans nous consulter, et nous fait 
obéir intérieurement, quelles que soient nos actions exté-
rieures . Le respect implanté dans l'organisation ne peut 
pas plus s'en aller que la respiration. Prenez l'homme 
d'Horace, le justum et tenacem propositi virum, celui 
qui persévère à soutenir une cause juste, non-seulement 
au prix de la vie, ce qui est peu, mais ait prix de la for-
tune, de l'existence sociale, du repos, et chacun s'incli-
nera forcément. Tandis que s'il y a des gens dont les 
opinions, les principes, les actions tourneboulent au gré 
de leurs intérêts, de leurs passions et dont les actions 
sont aux antipodes delà morale qu ils écrivent : (/w/ Curios 

simulant et Baechanalia vivant vous pourrez rechercher 
leur protection s'ils sont puissants, accorder de l'estime 
à leur talent, de l'admiration à leur génie, vous pourrez 
leur accorder tout, tout excepté le respect. C'est à ces 
gens que Royer-Colard a peut-être fait allusion , et alors 
son assertion peut se traduire ainsi : Les hommes respec -

tables s'en vont. Quoi qu'il en soit, l'homme d'Horace 
au XVI® siècle, c'est Ramus. Le génie le plus vaste, le plus 
profond du xvi® siècle, c'est encore Ramus. 

Petit-fils d'un charbonnier, fils d'un pauvre laboureur, 
(*) Yox Dei, c'est la conscience. Viifimus in Deo, dit saint Jean , répète 

Mallebranche. La réciproque est vraie aussi. 
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toutefois champion inébranlable de la raison, de la vé-
rité , de la science, profligateur inexorable du vice, du 
mensonge, de Tignorance, restaurateur des connaissan-
ces humaines en Europe, fondateur de l'enseignement 
mathématique en France, tel était Pierre de la Ramée. 
Tel est le résumé de cette vie écrite avec une rare impar-
tialité, dans un style simple et avec une élévation de sen-
timents digne du sujet. Le jeune professeur n'a pas reculé 
devant des investigations pénibles et minutieuses pour 
nous reproduire les moindres linéaments sans confusion 
de cette admirable physionomie d'un athlète de la raison, 
d'un Hercule qui, le premier, a balayé d'un bras vigou-
reux les écuries de la scolastique, et dont la vie a été con-
stamment militante : Socratis prœter cicutam nihil nobis 

admodum abfidt [Schol, math., lib. III). Lutte contre 
la misère, lutte contre des misérables qui, ne pouvant le 
terrasser, l'ont fait égorger. Agé d'environ Sp ans, il a élé 
évenlré, traîné dans les rues le 24 août 1572. Sa dernière 
parole est : Pardonne-leur, ils ne savent ce qiids font, et 
comme chez le Juste de Jérusalem, la plèbe est l'instru-
ment du crime 5 le bras est dans la classe supérieure. 

M. Waddington nous fait connaître le précurseur de 
Galilée, de Descartes. Sans Ramus, auraient-ils pu se pro-
duire? M. Waddington, juge éminemment compétent, 
nous fait connaître l'orateur cicéronien, le grand réforma-
teur de la grammaire, de la logique, de l'enseignement 
des lettres et de la philosophie. Esprit indépendant, Ra-
mus n'admet d'autre autorité que la raison. Amicus Pla-

tOy amicus Socrates, magis arnica Veritas, et tamen istius 

antiquœ philosophiœ severitas nulla unquam in arte major 

quam in mathematis fuit, in quibus nulla autlions eu-

jusquam quantumlibet prœstantis excellentis authoritas 

pro argumente fuerit : ratione opus est eaque necessaria, 

secus ignorantia judicatur [Schol. mathem., l i b . I I I ) . 

(( Aimons Platon, aimons wSorratc, mais plus encore 



( «07 ) 
la vérité. Dans aucune partie de la philosophie ancienne, 
on ne rencontre une telle rigueur que dans les mathéma-
tiques. Là, l'autorité d'un écrivain, quelque distingué 
qu'il soit, ne passe pas pour un argument -, la raison, voilà 
ce qu'il faut et une raison convaincante. Autrement, on 
est taxé d'ignorance. » 

Comtne toutes les natures fougueuses rencontrant d'in-
justes et de sottes résistances, souvent Ramus dépasse 
malheureusement le but. Prochainement nous mettrons en 
regard le géomètre, mais il faut lire M. Waddington et 
écouter M. Cousin : 

(( Quelle vie! quelle fin! Sorti des derniers rangs du 
)) peuple, domestique au collège de Navarre, admis par 
» charité aux leçons des professeurs, puis professeur lui-
» même : tour à tour en faveur et persécuté, banni, rap-
» pelé, toujours suspect, il est massacré dans la nuit delà 
» Saint-Barthélemy, comme protestant et à la fois comme 
» platonicien— Depuis, on n'a pas daigné lui élever le 
)) moindre monument qui gardât sa mémoire; il n'a pas 
» eu l'honneur d'un éloge public, et ses ouvrages mêmes 
» n'ont pas été recueillis. » 

Lorsqu'on élève tant de statues au Louvre, pourquoi 
oublierait-on Ramus? N'est-il pas aussi célèbre, aussi 
connu que Cambiche et Dupéras? N'y-a-t-il pas autant de 
mérite d'avoir donné une direction rationnelle aux études 
dans toute l'Europe que d'avoir tracé une corniche, ima-
giné un entablement? Ramus avec Calvin est un des 
premiers qui aient cultivé la langue française. Pourquoi 
l'Académie française, au milieu de tant d'Eloges, oublie-
t-elle l'éloge de Ramus? Pourquoi un de ses illustres 
membres, qui nous rappelle sans cesse les événements, 
les personnages et surtout le style magique du grand 
siècle; pourquoi M. Cousin ne fait-il pas cesser cet oubli, 
qui est presque de l'ingratitude? 
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L O G A R I T H M I C T A B L E S to seven places of decimals, contai-

ning logarithmic sines and tangents to every second of 
the circle, with arguments in space and time ; by Ro-
bert Shortrede,F. R. A. S , etc. Edinburgh, 1849. In-8, 
titre et preface iv pages, Tables 697 pages. 
Chaque Table contient les logarithmes des sinus, tan-

gentes , cotangentes, cosinus avec sept décimales.et les arcs 
croissant de seconde en seconde depuis o® o' i''jusqu'à 
44® 59' 60", et les arcs [space) sont aussi réduits en temps 
[time) : 4 secondes de temps correspondent à i minute cir-
culaire. Les rectangles qui renferment les qua tre lignes tri-
gonométriques ci-dessus dénommées sont divisés chacun en 
trois colonnes et chaque colonne contient soixante loga-
rithmes ; au bas de chaque colonne, la moyenne commune 
différence est donnée avec les figures décimales. A droite 
de chaque page, on trouve les parties proportionnelles 
en dixièmes de secondes circulaires et en centièmes de se-
condes de temps. Pour le premier degré où les différences 
varient sensiblement d'une seconde à la suivante. Fauteur 
se sert d'un coefficient pour corriger les secondes diffé-
rences , ou bien encore de ces deux formules de Maskelyne 

log sin X = log sin i '' -t- log or" — ^ log sec x , 

log tang X = log tang i log or'' -J- ̂  log séc x , 

X étant un très-petit arc. 
L'ouvrage est terminé par des formules trigonométri-

ques et par les logarithmes et cologarithmes de plusieurs 
constantes qui se présentent dans les calculs arithmétiques 
et tri gonométriques. La première édition est de i844' 
Elle renfermait aussi les logarithmes des nombres de i à 
110000; dans la seconde édition, les logarithmes des 



( »«9 ) 
nombres forment un volume à part. M. Shorlrede était 

employé dans le grand lev^ ^pographique exécuté par 

les Anglais dans les Indes orientales. 

l o a a r i t hMIC T a b l e s , containing logarithms to numbers 
from i to 120000; numbers to logarithms fromoto 100000 

to seven places of decimals ; Tables with centesimal 
and decimal arguments for finding logarithms and an-
tilogarithms as far as sixteen and twenty-five places; 
Tables to five places for finding the logarithms of the 
sums and differences of antilogarithms ; also Tables for 
barometric and thermometric heights : together with se-
veral other Tables of frequent use; by liobert Shor-

tredcy F. R. A. S., capitain, first assistant in the 
great trigonometrical Survey of 4ndia. Edinburgh, 
1849. In-4; préface xxv pages,Tables 209pages. 
La première édition, de petit format, a paru en i844 ? 

celle-ci est considérablement améliorée et augmentée. La 
préface consiste en une introduction. 

1°. Nature et propriétés des logarithmes; théorie ex-
ponentielle. 

2°. Calcul des logarithmes par séries; formules de 
Borda et de Delambre. 

3®. Calcul des logarithmes par la méthode des diffé-
rences . 

4®. Sur le calcul des antilogarithmes ; en rendant compte 
de l'ouvrage de Dodson, le premier qui ait paru sur les 
antilogarithmes, nous donnerons une formule de Legen-
dre pour calculer ces antilogarithmes. 

5°. Sur les Tables pour trouver avec un grand nom-
bre de chiffres les logarithmes et les antilogarithmes. 

6°. Avantages du système de Briggs relatifs à la carac-
téristique. 
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7®. Sur les logarithmes des fractions. 
8®. Construction des Tables pour trouver les logarith-

mes des sommes et des différences des logarithmes. 
Soit d un nombre donné, 

A==log.r, 

A , = d -f- log^ = log X = log^,, 

B = l o g ( l -f-

A — B = log + 

O'̂ — l) A B = B . — 1 6 = log 

AC==C, - r C = log 

X 

I — 

I 4- X 

I — LO- '^ 
1 - X 

on développe AB et AC par les méthodes connues et on 
fait successivement 

€ /=0 , I , o,oi, o ,ooi , . . . . 
La Table I contient les logarithmes avec 7 décimales 

des nombres depuis i à 120000 ; l'argument sexagésimal 
correspondant à chaque nombre est placé dans une co-
lonne serrée à gauche. Les différences et leurs multiples 
sont au bas de la page, ce qui est plus commode que lors-
qu'elles sont placées latéralement (pages 2 à iio). 

La Table II contient les antilogarithmes ou les nombres 
correspondants aux logarithmes; ceux-ci croissent par 
dix-millièmes. Exemples : Aux logarithmes 29800, 29301 
correspondent les nombres 1963360 , 1963405 ; ces deux 
derniers nombres sont écrits dans la même ligne ho-
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rizontale, et la partie commune 196 est seulement écrite 
pour le nombre qui correspond à 29280, où elle apparaît 
pour la première fois (pages 112-195). 

La Table III contient les longueurs des arcs circulaires 
en degrés, minutes et secondes (moitié de la page 195). 

Les Tables IV, V, VI, VII servent à calculer, avec un 
grand nombre de figures décimales, les logarithmes, an-
tilogarithmes et logarithmes de Gauss. On ne peut en 
donner une exposition claire, qu'en ayant les Tables 
sous les yeux (pages 196-203). Elles contiennent les va-
leurs numériques des constantes qui entrent dans les for-
mules. 

La Table VIII donne les logarithmes des produits con-
tinuels des nombres naturels au-dessous de 1000, ou 

log (i . 2 . 3 . . .07) et a; = 1 , 2 , 3 , . . . , 1000 (page 2o5). 

La Table IX, comparaison entre les degrés du thermo-
mètre Farenheitet centésimal. 

La Table X pour la mesure des hauteurs par le baro-
mètre, ayant égard à la latitude, à l'état thermométrique 
et hygrométrique de l'atmosphère (pages 206-207 ). 

La Table XI, mesure des hauteurs par le thermomètre 
avec les mêmes éléments que pour la Table IX (on in-
dique les corrections qu'il faut faire aux résultats d'après 
les expériences de M. Regrfault faites depuis l'impression 
de la Table) ( page 207). 

L'ouvrage est terminé par une Table de constantes 
(page 208). 
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SUR L'ORIGINE DES MOTS CHIFFRE ËT ZÉRO 

(voir page 103) ; 

D'APRÈS J N E S S E L M A N . 

En arabe le mot sifr signifie ce qui est vide et désigne 
le zéro. Cest l'explication que donne un scholiaste sur le 
Khalaset-eUliisah de Beha-Edden et c'est ce qu'on lit aussi 
dans une arithmétique en hébreu du savant israélite Elie 
Hamisrachi, imprimée à Constantinople en i534 (*). 
Ainsi le mot chiffre, quoique ayant changé d'acception, 
vient de l'arabe sifr. En anglais, il a même conservé 
cette acception. Le zéro se lioxsmaà cipher, 

Sahara en arabe signifie un champ, et sahrasifr un 
champ vide, un endroit vide; d'où, selon Nesselman, 
peut venir Ife mot zéro. Le zéro est l'âme de toute numé-
ration écrite. M. C.-L Gerhard t, dans un savant appen-
dice à son ouvrage : Die Entdechung der hohern analysis. 

Découverte de l'analyse supérieure, 1855 , admet l'origine 
indienne, par l'intermédiaire arabe, de notre numération 
chiiï'rée, opinion à laquelle nous adhérons complètement. 
L'opinion opposée n'est fondée que sur une explication 
contestable de passages obscurs, d'une authenticité dou-
teuse. L'origine orientale s'accorde avec toutes les tradi-
tions historiques , claires, s'accorde avec le bon sens. L'o-
rigine occidentale ne s'appuie que sur des devinations, 
sur des déchiffrements de mots énigmatiques : vaste champ 
où l'esprit et l'érudition peuvent se donner carrière. 

Zéro peut venir de ziffer Oj o prononcé comme voyelle 
et par contraction zéro. 

(* ) Élie Misrachi ( l ' o r ien ta l ) étai t chef de la synagogue de Cons tan t i -
nople en 1490Î il ® composé plusieurs ouvrages technologiques. Son Arith-

métique^ été t radui te en lat in par Schrekenfuss et impr imée à Bàie en i546. 
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COMMERCIUM EPISTOLICUM J . C o L L I N S ET AHORUM DE 
ANALYSI PROMOTA, etc., OU Correspondance de J. Col-
lins et d'autres savants célèbres du xvii® siècle, relative 
à l'Analyse supérieure, réimprimée sur l'édition origi-
nale de 171 2 avec l'indication des variantes de l'édition 
de 1722, complétée par une collection de pièces justifi-
catives et de documents, et publiée par J.-B, Biot, 

membre de l'Institut, et F, Lejort, ingénieur en chef 
des Ponts et Chaussées. Paris, Mallet-Bachelier, gen-
dre et successeur de Bachelier, imprimeur-libraire de 
l'Ecole impériale Polytechnique, quai des Augustin s, 55. 
In-4 , xv-293 pages ^ i856. Prix : i5 francs. 

Nemo 171 causa propria sihi testis est. 

( Newton, Becensio lihri^ p. 25. ) 

Une idée n'existe pour le public que lorsqu'elle est 
rendue publique. Car il est impossible de deviner ce que 
les savants écrivent dans leurs cabinets, ce qu'ils se com-
muniquent entre eux dans l'intimité. La publicité seule 
constitue la priorité-, une invention appartient à celui 
qui la fait connaître le premier. Vous auriez beau prou-
ver victorieusement que vous avez eu la même idée il y a 
vingt ans, rien n'y fait. Il fallait publier. On ne doit de 
la reconnaissance qu'à celui qui ne cache pas ses pen-
sées , qui n'en fait pas mystère. Lorsque, ayant trop 
tardé, on a été ainsi prévenu, par esprit de dépit, par 
sentiment de vengeance, on a recours à l'accusation ba-
nale de plagiat̂  à cet effet, des documents intimes sont 
invoqués comme pièces à l'appui : moyen bien précaire. 

Bulletin mathématique, t. U . (Août i856.) 8 
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Comment établir que ces pièces n'ont pas été fabriquées 
pour la cause? qu'elles n'ont pas été altérées, mutilées? 
qu'on n'en a pas supprimé pouvant nuire à la cause? 
Comment peser les témoignages sous le rapport de la 
moralité? comment faire le départ des mauvaises passions, 
des mauvaises intentions? Aussi,dans l'impossibilité de se 
reconnaître au milieu de tant de difficultés, le grand 
public reste indifférent à des discussions qui n'intéressent 
que des vanités blessées, et s'en tient avec raison à l'in-
venteur qui s'est révélé le premier. Ainsi Leibnitz est 
le premier qui ait publié sans aucun déguisement une 
méthode pour calculer les quantités infinitésimales : il 
est donc l'inventeur. On l'a accusé d'avoir appris cette 
méthode de Newton, par conséquent de la lui avoir 
prise. Quoique, comme pièces de conviction, on ait di-
vulgué une collection de documents intimes, sous le titre 
de Commercinin cpistoUcum, etc., le nom de Leibnitz 
ne reste pas moins irrévocablement attaché à la plus 
grande création qui ait jamais eu lieu dans le domaine 
des sciences mathématiques. D'ailleurs M. Lefort montre 
avec une logique irrésistible, sans phrases, que ces docu-
ments empreints des défauts que nous avons signalés ci-
desstis, ne prouvent absolument rien contre Leibnitz et 
prouveraient malheureusement beaucoup contre Newton, 
si l'on ne prenait en considération l'influence d'un mau-
vais entourage qui a habilement exploité quelques expres-
sions ambiguës pour jeter des excitants dans l'esprit d'un 
vieillard. Le génie le plus divin, le plus angélique, con-
tient des éléments terrestres. C'est une triste vérité qui 
ressort de l'historique que nous allons essayer de donner 
de cette malheureuse discussion. Nous croyons utile de 
donner tout de suite les noms des personnages principaux 
et secondaires, avec l'année de la naissance, et classés 
d'après l'année de la mort. 
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Naissance. Mort. 
i55o 

Cavalieri 1598 1647 
1690 

* Gregory (Jacques)... i636 1675 
* Barrow (Isaac) i63o 1676 
* Oldenbourg 1626 1677 
*Borelli (Alphonse). . . 1608 1679 

Ricci 1619 1682 
^Collins 1624 i683 
Brounker 1620 1684 

*SIuze 1623 
Mercator 1660 1687 
Mouton 1618 1694 
Huyghens 1629 1695 

*Waliis 1616 1703 
L'Hôpital 1661 1704 
Hudde i6.. . 1704 ( ) 
Bernoulli (Jacques ) . . 1654 1705 

^Gregory (David) . . . 1661 1708 
"Tschirnhauss.. . . . . . i65i 1708 
*Leibnitz 1646 1716 ( ¡4 nov.) 
Rémoiid de Montmort. 1678 '719 

^Keill. 1671 1721 
1654 I 722 

^Newton 1642 1727 (20 mars ) 
Brook Taylor i685 1731 
Halley i656 1741 

(*) Logarit. canonis, i6i4. 
(**•) Geomelnœ indiv., i635. 
(*"**) Sa Méthode parut en i644- Cursus meth., de Herigone, 
C»»**) Lectiones, 1669. 

C****) Geom.exercitatio, 1666. 

Uesolahum, 1668. 

Sa Uéthode est de i655. 
8. 
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Naissance. Mort. 

Bernoulli ( Jean) , 1667 1748 
Conti (Fabbé) 1677 1748 

*Sloaine i66o 1762 

Les astérisques désignent ceux dont les Lettres compo-
sent le Commercium. 

H I S T O R I Q U E . 

Nous allons d'abord signaler les pièces publiques des-
tinées dès le principe à être publiées, et nous signalerons 
ensuite quelques pièces intimes qui n'avaient pas cette 
destination. 

Pièces publiques, 

4684, octobre. Leibnitz publie dans les Acta Erudito-

/•wm de Leipzig les principes du calcul différentiel sous le 
titre : 

i^ova methodus pro maximis et minimis, iiemque tan-

gentibus^ quœ nec fractas, iiec irrationales quantitates 

moratur, et sin guiare pro illis calcali genus, 

(K Nouvelle méthode pour les maxima et les minima 
et aussi pour les tangentes, qui ne s'embarrasse ni des 
quantités fractionnaires, ni des quantités irrationnelles, 
et nouveau genre de calcul pour ces objets. )> 

C'est la pièce publique ̂  la première en date. Selon l'es-
prit du temps qui laissait toujours quelque chose de mys-
térieux à deviner, l'exposition est très-condensée. L'au-
teur ne donne pas la succession des idées qui ont amené 
ce nouveau genre de calcili, ce qui rend la compréhension 
assez difficile. Il montre la manière d'appliquer le calcul 
différentiel aux problèmes de géométrie, mais il ne men-
tionne nullement le calcul intégral 5 seulement à la fin du 
Mémoire, il y fait allusion en faisant entendre qu'il pos-
sède encore d'autres moyens de solution. 

Et hœc quidem initia sunt tantum geometriœ cujus-
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dam multo sublimions, ad dijîcillima et pulcherrima 

quœque etiam mistœ Matheseos problemata pertingen-

tis, quœ sine ealculo nostro differentiali aut simili non 

temere quisquam parifacilitate traetabit. 

<( Et ce sont là seulement les commencements d'une 
géométrie beaucoup plus sublime, s'étendant même aux 
problèmes les plus difficiles et les plus beaux des mathé-
matiques mixtes, et que d'aventure personne ne traitera 
avec la même facilité sans notre calcul différentiel ou un 
calcul semblable. » 

Cetle rélicence a même donné lieu à une discussion de 
priorité avec Jean Bernoulli. Celui-ci nommait calcul inté-
gral l'inverse du calcul différentiel et se servait de la lettre 
initiale I, tandis que Leibnilz le nommait calcul som-
matoire , et se servait du signe J, Ils firent entre eux un 
compromis qui fut généralement adopté ; on conserva le 
nom donné par Bernoulli et le signe établi par Leib-
nilz (*). 

1687, mai. Première publication des Philosophiœ na-

turalis Principia mathematica, authore I s . N E W T O N , 
Trin, ColL Cantab, Soc. Matheseos prof essore Luca-

siano et Societatis Regalis sodali. Londini^typis Josephi 

Streater, anno 1 6 8 7 . 

La préface est sans date. Mais, dans la seconde édition 
d e 1 7 7 3 , o n l i t : Dabam Cantabrigiœ è collegio S. Tri-

nitatis, Maii 8 , 1 6 8 7 . second livre (section II), 
à la page aSo, on trouve le lemme II, où, pour la pre-
mière fois. Newton explique ce qu'il entend par moments 

ovl fluxions. Il considère des quantités croissant ou dé-
croissant par un mouvement ou un flux perpétuel ; les 

(*) J . Bernoulli , dans la préface de son Mémoire sur le mouvement des 
muscles, reconnaît les droits de Leibnitz à l 'invention du calcul intégral. 
{Opern own., t . 1 ® ^ , p . 9 6 , ) 
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accroissements ou décroissements instantanés sont des mo-
ments ou des fluxions. Il démontre que le moment de A 
étant a, b celui de B, le moment de AB est Aa BJ ; le 

m m 

moment de A" est—A" a, etc. Il n'y a pas de nota-
tions. Ce lemme est suivi de ce célèbre scolie : 

In literis quœ mihi cum geometra peritissimo G . - G . 
Leibnitio annis abhinc decem intercedebant, cum signi-

ficarem me compotem esse methodi determinandi maxi-

mas et minimas, ducendi tangentes et similia peragendi, 

quœ in terminis suvdis œque ac in rationalibus procédé-

ret, et literis transpositis hanc sententiam involventibus 

\^data œquatione quotcunque Jluentes quantitates invol-

vente, fluxiones invenire, etwice versa~\ , eandem cela-

rem: rescripsit vir clarissimus se quoque in ejusmodime-

thodum incidisse, et methodum suam communicavit a 

mea vix abludentem prœterquam in verborum et nota-

rumformulis, Utriusque fundamentum continetur in hoc 

lemmate. 

(( Dans une correspondance que j'ai entretenue il y a 
une dizaine d'années avec le très-habile géomètre G.-G. 
Leibnitz, lui ayant annoncé que j'étais en possession d'une 
méthode pour déterminer les maxima et les minima, pour 
mener des tangentes et faire autres choses semblables, qui 
s'appliquent aux quantités irrationnelles aussi bien qu'aux 
rationnelles et ayant celé l'idée de cette méthode sous des 
lettres transposées renfermant ce sens [Etant donnée 
une équation renfermant un nombre quelconque de quan-
tités fluentes, en trouver les fluxions, et vice versâ^^ 

l'homme célèbre me répondit qu'il était tombé sur une 
méthode de même genre, et il me communiqua sa mé-
thode qui diffère à peine de la mienne, si ce n'est dans les 
termes et dans les notations. Le fondement de l'une et de 
l'autre méthode est contenu dans ce lemme. )> 
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Il est de toute évidence que Newton reçonnait ici pu-

bliquement les droits de Leibnitz. 
Newton démontre tout par une analyse discursive, sans 

algorithme, ce qui en rend la lecture extrêmement péni-
ble et fatigante. Euler lui-même dit n'avoir pu souvent 
comprendre les propositions des Principes qu'en les écri-

vant algébriquement. Aussi cet ouvrage n'a pu avoir qu'un 
très-petit nombre de lecteurs, même en Angleterre. Il est 
à remarquer que par délibération du 19 mai 1686 la 
Société Royale ordonne l'impression immédiate des Prin-

cipes, en beaux caractères, en charge Halley, mais à 
condition que Halley en fera les frais. Il y a là un en-
thousiasme peu dispendieux pour la Société Royale (Ed-
leston, Corresp,, p. xxx). 

La notation si commode de Leibnitz servit à propager 
sa méthode différentielle sur tout le continent et même en 
Angleterre. Dès i685, John Graig emploie la méthode 
différentielle qu'il rapporte toujours à Leibnitz dans son 
ouvrage : Methodusfigurarum curvilinearum quadratu-

ras determinandi.^ London, i685, et en 1696 on voit 
paraître un Traité complet de calcul différentiel sous le 
titre de Analyse des infiniment petits pour Vintelli-

gence des lignes courbes, par le marquis de FHospital; 
ouvrage capital, encore précieux aujourd'hui. On n'y 
trouve rien sur le calcul intégral. Ce n'est qu'en 1698 
que Newton a publié pour la première fois sa notation 

des fluxions, en l'insérant avec les règles du calcul dans 
le tome II des Opéra mathematica deWallis (*). 

1704. Newton publia ces mêmes règles sous forme 
d'introduction à son Tractatus de quadratura curvarum, 

opuscule qu'il joignit avec un autre : Enumeratio linea^ 

rum tertii ordinis, dans la prenrière édition de son Op-

tique, 1704. 

(*) 11 emploie le point supérieur pour les fluxions et le carré pour le» 
quantités fluentes (intégrales). 



( «20 ) Dans ce Tractatus, il donne les différentielles secondes 
et troisièmes avec la même erreur qu'il avait commise 
dix-huit années auparavant dans la première édition des 
Principes (lib. II, prop. X, corol. U). 

Il développe z o^ el trouve 
/z' — n 72- —3/2' H-2 -h /zoz"-̂  -h ooz"-' H ^ ooo . . 

2 6 

et il dit que la différence première de est ce qui 
est juste-, ensuite que la différence seconde est, les zéros 
indiquant des infiniment petits , 

72^ — n 

2 la différence troisième 
ooz«-'; 

g ooo . . . , 
ce qui est faux. 

Jean Bernoulli, appliquant ces formules au problème 
résolu par Newton dans l'endroit des Principes cité ci-
dessus , trouva que sa solution était fausse et toutefois les 
raisonnements justes , et il vit que l'erreur gisait dans le 
calcul où l'on avait pris des différentielles divisées au lieu 
des différentielles (Jean Bernoulli, Opera omnia, t. I, 
p. 535 ^ 1713). 

1699. LodCommeneement de la querelle date de cette 
année. L'auteur est Nicolas Fatio, du château de Duiller, 
près de Genève, assez habile géomètre et esprit orgueil-
leux, très-extravagant (ee qui n'est nullement incompa-
tible), tellement qu'il finit par s'attirer un châtiment 
judiciaire infamant. Huyghens, dont il était le correspon-
dant, lui proposait souvent des problèmes, et, lorsque 
Fatio déclarait ne pouvoir les résoudre, Huyghens s'adres-
sait à Leibnitz qui les résolvait facilement à l'aide de son 
calcul, et Huyghens en instruisait Fatio, dont l'amour-
propre, âme de l'âme des savants, a dû être singulière-
ment froissé. Etabli à Londres, il eut des relations avec 



( ) Newton. En 1699, i^publia sa dissertation Lim(» brevis-

siniideseensus investigado géonietrica duplex^ cuiaddita 

est investigatio geometrica solidi rotundi, in quo minima 

fiat resistentia. Lond., in-4. 
Parlant du nouveau calcul, il s'exprime ainsi, p. 18 : 
Newtonum primwn, ac plurihus annis vetustissi-

muni y hujus calculi inventorem, ipsa ver uni evidentia 

conclus agnosco : a quo utrum quicquam mutuatus sit 

LeibnitiuSy secundus ejus inventor, malo eorum^ quant 

meum, sit judicium., quibus visœfuerint Newtoni Literœ 

aliique ejusdem manuscripti Códices, 

(( Forcé par l'évidence-même des choses, je reconnais 
Newton comme le premier inventeur de ce calcul, et le 
plus ancien de beaucoup d'années. Leibnitz, le second 
inventeur, a-t-il emprunté quelque chose de Newton.̂  Au 
lieu d'énoncer mon propre jugement, je préfère m'en 
rapporter à ceux qui ont vu les lettres et les autres re-
gistres manuscrits de Newton. )) 

Cette malicieuse insinuation, transparente accusation 
de plagiat, fut repoussée par Leibnitz avec beaucoup de 
modération dans les Actes de Leipsig, mai 1700. Nous 
traduisons : 

(( Lorsque j'ai publié, en 1684^ les éléments démon 
calcul, je ne connaissais rien de ses inventions en ce 
genre, si ce n'est qu'il m'avait écrit qu'il pouvait mener 
des tangentes sans faire disparaître les irrationnelles ; de-
puis , Huyghens m'a annoncé qu'il pouvait la même chose, 
bien qu'il ignorât ce calcul; mais ayant vu les Principes, 

j'ai assez compris que Newton avait acquis des proposi-
tions de beaucoup supérieures. Cependant, je n'ai appris 
qu'il se servait d'un calcul semblable au calcul différen-
tiel que depuis la publication des tomes II et III des œu-

(*) De Newton. 
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vres du grand géomètre Jean Walli». Huyghens, voulant 
complaire à ma curiosité, m'envoya tout de suite copie 
de l'endroit où il s'agit de New t̂on. » 

D'ailleurs, déjà en 1686, Leibnitz avait parfaitement 
et avec une grande sincérité , signalé ce qu'il devait à ses 
devanciers. 

1686. Voici comment il s'exprime dans les Actes de 

Leipsig, juin 1 6 8 6 : 

Quod superest, etc, 

(( Afin queje ne paraisse pas vouloir trop m'attribuer 
ou trop enlever aux autres , il me reste à dire, en peu de 
mots , ce que, selon moi, on doit, en ce genre de géomé-
trie, principalement aux grands mathématiciens de ee 
siècle. Galilée et Cavalieri commencèrent les premiers à 
débrouiller les préceptes très-obscurs de Conon et d'Ar-
chimède. Mais la géométrie des indivisibles de Cava-
lieri ne fut que l'enfance de la renaissance de la science. 
Trois hommes célèbres amenèrent de plus puissants se-
cours : Fermât, par sa méthode de maximis et mini-
mis; Descartes, en montrant comment on exprime par 
des équations les rapports des lignes de la géométrie or-
dinaire (car il exclut les lignes transcendantes) 5 Gré-
goire de Saint" Vincent y par plusieurs belles inventions. 
A quoi j'ajouterai la belle règle de Guîdin relative au 
mouvement du centre de gravité. Mais ceux-ci restèrent 
entre certaines limites, que franchirent, s'étant ouvert 
une nouvelle voie, les fameux géomètres Huyghens et 
Wallis. Car il est assez probable que ce sont les travaux 
de Huyghens qui ont fourni à Heuratius (*), et les travaux 

(*) On trouve, dans la Géométrie de Descartes avec les Commentaires 
de Schooten (3® édition, Amst., i683) une Lettre de Henri Van Heuraet : 
De Transmutaiione Unearum curvarum in lineas rectas. La Lettre est du 
i3 janvier 1659. Montucla donne cette méthode de rectification ( l íwí . , 
t . I I , p , i 5 i ) . (PRODHET.) 
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deWal l i s à Neil et à W^reen, l'occa^on de faire leurs plus 
belles inventions, ayant été les premiers à montrer des 
droites égales en longueur à des lignes courbes, ce qui 
pourtant n ôte rien à l'éloge que méritent leurs inven-
tions. Ils furent suivis de Jacques Gregory, Écossais, et de 
Isaac Barrow, Anglais,qui enricbirent merveilleusement 
la scienAde plusieurs beaux théorèmes. Pendant ce temps-
là , Nichas Mercator, de Holstein, mathématicien très-
distingué, exprima, le premier que je sachê  certaine 
quadrature par une série infinie. Mais Isaac Newton, 
géomètre d'un génie extrêmement profond, parvint aux 
mêmes résultats, non-seulement par ses propres forces, 
mais il le découvrit par certain raisonnement général. 
S'il publiait ses méditations, qu'il tient en réserve, nul 
doute qu'il nous ouvrirait de nouvelles roules qui amè-
neraient de grands progrès et profils pour la science. 
Etant encore apprenti dans ces études, il ni'arriva que 
la vue d'une certaine démonstration de l'aire de la sphère 
m'éclaira subitement d'une vive lumière. Car je voyais que 
généralement la figure que l'on obtient en menant des per-
pendiculaires à la courbe (les rayons dans le cercle) et 
les prolongeant jusqu'à l'axe, est proportionnelle à la sur-
face du solide engendrée par cetle figure tournant autour 
de Taxe Étant extrêmement charmé de ce théorème 
(je ne savais que telle chose était déjà venue à la connais-
sance d'autres), j'imaginai loutde suite,dans toute courbe, 
un triangle que j'appelai caractéristique, dont les côtés 
étaient indivisibles (soit, à parler plus exactement,des in-
finiment petits) ou bien des quantités différentielles^ et 
je produisis tout de suite, sans aucune peine,une foule de . 
théorèmes quej'ai rencontrés depuis chez les Grégoire 

(*) C'est celle de Heuraet , comme on peut voir dans Montucla. 
(**) Grégoire de Saint-Vincent et Jacques. 
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et chez Barrow, mais je ne faisais alors point usage du 
calcul algébrique; lorsque je Fai admis, je parvins bien-
tôt à découvrir ma quadrature arithmétique et bien d'au-
tres choses. Toutefois, je ne sais pourquoi le calcul algé-
brique ne me satisfaisait pas dans cette affaire, et pour 
beaucoup de choses que je voulais obtenir par l'analyse, 
j'étais forcé d'avoir recours à des détours par d(||||figures, 
lorsque enfin je découvris un supplément à l'algèbre pour 
les transcendantes, savoir mon calcul des infiniment 
petits, que j'appelle différentiel ou sommatoire ou tétfa-

gonistique, et plus convenablement, si je ne me trompe, 
analyse des indivisibles et des infinis; ce calcul une fois 
découvert, tout ce que j'avais tant admiré auparavant dans 
ce genre, ne me parut plus qu'un jeu et un amusement. )> 

On voit que Leibnitz répond ici d'avance aux perfides 
insinuations de Fatio. 

Tout serait probablement resté là, sans une expression 
et une citation assez ambiguës dont se servirent les rédac-
teurs des Actes de Leipsig, en rendant compte de l'ou-
vrage de Neŵ ton De Quadratura mentionné ci-dessus. 
Ils disent, janvier lyoS : 

Pro differentiis igitur Leibnitianis Z > . Newtonus a d -
hibet, semperque adhibuit fluxiones; iisqiie tum in suis 

Principiis naturœ mathematicis, tum in aliis postea edi-

lis eleganter est usus, quemadmodum et lionoratus 

Fabrius in sua Sjnopsi geometrica motutim progressus 

Casmllcrianœ methodo suhstituit. 

(( Ainsi, au lieu des différentielles Leibnitziennes, 
Newton applique et a toujours appliqué l e sfluxions. Il s'en 
est servi élégamment dans ses Principes mathématiques de 

la nature et ensuite dans plusieurs autres écrits ; de même 
que Fabrius (Honoratus) dans sa Synopsis geometrica a 
substitué les mouvements progressifs à la méthode de Ca-
valieri. » 
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On sait maintenant que cet article est de Leibnitz, 

car son nom se trouve au bas dans une copie conservée 
des Actes (Guhrauer, Biog, v. Leibnitz, p. 3ii-, Bres-
lau, 1846). C'est un grand tort. 

On pouvait croire, en effet, qu'à l'instar dcFabrius, 
substituant sa méthode à celle de Cavalieri, Newton 
avait de même substitué les fluxions aux différentielles. Ce 
n'est certainement pas là le vrai sens, puisque, dans ce 
même journal, Leibnitz avait déclaré en 1700 ( ¿̂ oz>ci-
dessus) que Newton possédait une méthode analogue à la 
sienne. Ce qtti montre bien qtt'on n'admettait pas non 
plus un tel sens , c'est qu'on est resté trois années sans y 
faire la moindre attention. Ce n'est qu'en 1708, dans une 
Lettre sur les forces centripètes adressée à Halley et in-
sérée dans les Transactions philosophiques ( 1 7 0 8 , sep-
tembre et octobre, page i85), que Jean Keill s'énonce 
ainsi : 

Hœc omnia sequuntur ex celehratissima nunc dieruni 

Jluxionum arithmctica, quam sine omni duhio primas 

invenit D, Newtonus, ut cuilihet ejus epistc^s a Walli-

sio éditas legentifacile constahit^ eadem tamen arith-

metica postea, mutalis nomine et notationis modo a D. 

Leihnitio in Actis Erudii^orum édita est, 

(( Tout cela découle de l'arithmétique des fluxions , la 
plus célèbre de notre temps, et dont Newton fut sans au-
cun doute le premier inventeur ̂  de quoi restera facile-
ment convaincu tout lecteur des Lettres de Newton, pu-
bliées par Wallis; et pourtant, ayant changé seulement 
le nom et la notation, Leibnitz publia depuis la même 
arithmétique dans le Actes de Leipsig, » 

1711,4 mars. Hans Sloane, secrétaire de la Société 
Royale, ayant adressé ce volume à Leibnitz en 1710, année 
de la publication, il ne lui parvint qu'en 1711, étant alors 
à Berlin Le 4 mars 1711, Leibnitz accuse réception: il 
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est surpris de ce qu'on ait laissé insérer l'assertion de 
Keill, d'autant que semblable accusation soulevée par 
Fatio de Duiller et repoussée par Leibnitz, avait été dé-
sapprouvée par Sloane dans des Lettres qu'il lui a écrites, 
et, à ce qu'il a appris, désapprouvée par Newton lui-
même. Il pense d'ailleurs que Keill a péché par étourde-
rie, et ne le considère pas comme un calomniateur ̂  mais, 
comme l'assertion est calomnieuse, pour empêcher qu'elle 
ne se renouve*lle , il désire que la Société Royale engage 
Keill à se rétracter Î^Cogor remedium ab incljta vestra 

Socieiate Regia petere). 

Le 2 2 mars 1711, cette Lettre fut lue en partie devant 
la Société Royale. Le 24 mai 17T i, Keill lut sa réponse, 
et ordre fut donné de la communiquer à Leibnitz et de 
l'insérer dans les Transactions dès qu'on aurait la ré-
ponse de Leibnilz. Keill y dit qu'il ne prétend nulle-
ment que Leibnitz ait eu connaissance du nom que New-
ton a donné à sa méthode, ni de sa notation-, mais que, 
d'après deux Lettres de Newton à Oldenbourg, commu-
niquées à I^i^nitz, celui-ci a pu facilement y puiser sa 
méthode, et que n'ayant pu obtenir par le raisonnement 
les formules et les notations de Newton, il y a substitué 
les siennes. D'ailleurs , lui Keill ne fait que repousser les 
allégations hostiles à Newton des rédacteurs Actes de 

Leipsig; que ce n'est pas du tout une calomnie de revendi-
quer pour Newton ce qui lui appartient, savoir d'être le 
premier inventeur, et qu'il n'y a pas lieu à rétractation. 

1711, 29 décembre. Cette Lettre communiquée à Leib-
nitz, celui-ci répondit de Hanovre le 29 décembre : 
(( Qu'aticune personne équitable et sensée ne pouvait 
prétendre qu'à son âge (il avait 65 ans) et après tant de 
travaux il aille se commettre et accepter pour juge un 
homme savant, mais novice, n'ayant pas mandat de juge 
dans cette affaire; que Keill invoque vainement les Actes; 
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qu'on y a toujours rendu justice à chacun ; que lui, Leib-
nilz, et ses amis avaient toujours admis que l'illustre au-
teur des fluxions était parvenu de lui-même à des prin-
cipes semblables à ceux des différentielles. » Il termine 
par ces paroles : 

Itaque vestrœ acquitati committo^ annon coercendœ 

sint vanœ et injustœ vociferationes quas ipsi Newtono 

viro insigni et gestorum optinie conscio, improban ar-

bitrer^ ejusque sententiœ suœ libenter daturum indicia 

mihi persuadeo. 

(( Je laisse à décider à votre équité s'il n'est pas con-
venable de réprimer de vaines et injustes clabauderies, 
qui, je pense, sont désapprouvées par Newton lui-même, 
homme illustre, qui a conscience parfaite de tout ce qui 
s'est fait, et je suis persuadé qu'il donnera volontiers sa 
propre opinion, » 

Le 3i janvier 1712, cette Lettre fut lue à la Société 
Royale et délivrée à Newton. Newton se garda bien de 
répondre à cet appel, et cela probablement pour plusieurs 
raisons : i® il savait mieux que personne qu'il n'avait rien 
communiqué à Leibnitz ; 2° il était convaincu que la no-
tation de Leibnitz valait mieux que la sienne; il voyait 
que sa méthode, comprise par un très-petit nombre de 
géomètres-, restait stationnaire et confinée dans un coin, 
tandis que celle de Leibnitz était en progrès et se pro-
pageait dans toute l'Europe; 4® blessé, avec quel-
que raison, par les expressions malencontreuses, équi-
voques, des Actes de Leipsig, Dans cet état d'irritation, 
il aima mieux déférer toute l'affaire au jugement de la 
Société Royale dont il était président, où siégeaient tous 
ses amis, tous ses partisans, tous ses admirateurs. 

Comme Leibnitz avait appelé de Reill, homme no-
vice, à la Société Royale, un comité de six membres 
fut établi, le 17 mars 1712, pour examiner les Lettres 
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et les Mémoires relatifs à cette discussion, et en faire un 
Rapport à la Société. Ces commissaires étaient : Arbuth-
not, Hiil, Halley, Jones, Machin, Burnef, on y joignit 
Francis Robert le 20 mars, Bonet, l'envoyé de Prusse, 
le 27 mars, etde Moivre, Aston, Brook Taylor le 17 avril. 
Le Rapport fut lu le 24 avril. Le jugement, rédigé en an-
glais et en latin, renferme quatre considérants. Le der-
nier est « que la méthode différentielle est une et la 
)) même que la méthode des fluxions, excepté le nom 
» et le mode de notation, M. Leibnitz appelant diffé-

)) rences ce que Newton appelle moments ou fluxions, 

)) et faisant avec la lettre d un signe non employé par 
» Newton, et, à cause de cela, nous posons que la ques-
)) tion n'est pas de savoir qui a inventé telle ou telJe 
)) méthode, mais qui a été le premier inventeur \ et nous 
)) pensons que ceux qui ont réputé Leibnitz être le pre-
» micr inventeur, savent peu de chose ou rien de sa Cor-
)) respondance avec Collins et Oldenbourg longtemps au-
» paravaiit, ni que M. Newton possédait cette méthode 
» quinze années avant que Leibnilz l'ait publiée dans les 
» Actes de Leipsig, Par ces raisons, nous reconnaissons 
)) M. Newton comme le premier inventeur, et sommes 
)) d'opinion que M. Keill, en avançant la même opinion, 
» n'a pas été injuste envers M.' Leibnitz.Nous soumettons 
» au jugement de la Société s'il convient de publier les 
)) extraits des Lettres et des Mémoires que nous lui pré-
)) sentons, ainsi que ce qui est relatif à cet objet dans le 
)) IIP volume du docteur Wallis. )> 

Ce Rapport, bâclé au bout d'un mois, fut adopté et le 
lotit imprimé sous ce titre : 

Commercium epistolicum D, Johannis Collins et alio-

rum de Analysipromota, jussu Societatis Regiœin lucem 

editum. 

L'ouvrage parut sous format in-4 en 1713 et fut im-



{ 129 ) primé par les soins de Halley à un très-petit nombre 
d'exemplaires distribués aux membres de la Commission^ 
et envoyés à quelques universités et à quelques savants 
distingués de sorte que cette édition est excessivement 
rare. Les frais d'impression, payés à Halley, se montè-
rent â 22̂  2̂ ^ francs). 

La seconde édition, format in-8, est de iy22 avec ce 
titre : 

Commercium epistolicum D, Johannis Collins et alio-

rum de analysi promota jussu S. li, in lucem editum ; 

una cum ejusdem recensione prœmissa, et jadicio pri-

marii, ut ferebatur, mathematici suojuncto iterum im-

pressum. Lendini ex offici fia J. Tonson et J, Watts. 

MDCCXXn. 
A plusieurs exemplaires de celte édition on a mis ce 

nouveau titre, qui n'est qu'un carton : 
Commercium epistolicum de varia re mathematica in--

ter celeberrimos prœsentis secuU mathematicos^ viz 

Isaacum Newtonum equitem auratum. 

[)num Isaacum Barrow, 

jymm Jacobum Gregorium, 

2)num Johannem Wallisium, 

Driurn KellUum, 

i)«"'"/. Collininm, 

Z)«"'« Gulielmum Leibnitsium, 

D"""' Henricum Oldenbourgum, 

jjnum pranciscum Slusium, 

et alios, Jussu, etc, (comme ci-dessus). 
Londini impensis J, Tonson et J, Watts, Prostant 

vénales apud J, Màc Euen ad insigne Georgii Bucha^ 

nani et regione templi Sancti dementis in vico vulgo 

dicto the Strand, 1725. 

L'iniquité de ce jugement est flagrante. On peut appli-
quer à ce tribunal ce qu'on a dit dans un procès triste-
ment célèbre : « Je cliercbe des juges et ne trouve que des 
accusateurs. » Il y a neuf Anglais, et, par dérision, on y 
a adjoint vers la fin deux étrangers. Selon l'observation 

Bulletin miilhémotique, X. U. {Sepiamhre i856.) 9 
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judicieuse de M. Lefort, Moivre, nommé le 17 et se 
prononçant le 24, a dû former son jugement bien vite. 
On n'y rencontre que quatre géomètres. Les autres sont 
des amis de Newton ; c'est le seul mérite qu'on leur con-
naisse*, ils ont jugé sans entendre la défense de l'accusé. 
D'ailleurs, c'est le contraire du dernier considérant qui 
est vrai. La question fondamentale est de savoir qui est 
l'auteur de telle ou telle méthode. La véritable invention 
existe dans la hiérarchie des infiniment petits et dans 
les signes d al f qui s'y rattachent: hiérarchie que la mé-
thode iluxionnelle ne pouvait pas donner et sur laquelle 
Newton avait des idées inexactes qui l'ont amené à des 
résultats erronés On peut remarquer ici deux singu-
larités. D'abord l'original du jugement, écrit entièrement 
de la main de Halley, ne porte aucune signature; ensuite, 
en 1713, en même temps que le jugement, parut aussi une 
2® édition des Principes, sous les yeux de Newton et soi-
gnée par R. Cotes. Non-seulement Newton consérvele 
scolie rapporté ci-dessus, où il reconnaît patemment 
les droits de Leibnitz, mais il améliore cette reconnais-
sance par une addition très-importante ; car, parmi les 
différences qu'il signale entre sa méthode et celle de Leib-
nitz, il ajoute, après notarum formulis, ces mots : et idea 

generationis quantitatum, « et par l'idée de la génération 
des quantités » -, car c'est bien celte idée qui établit entre 
les deux méthodes une différence profonde -, c'est proba-
blement Cotes, éminent géomètre, qui a indiqué cette 
addition fondamentale. Le scolie n'a été supprimé que 
dans l'édition de 1722. Mais alors Newton octogénaire 
avait pour éditeur Pemberton. Il y avait six ans que 
Cotes était mort, la même année que Leibnitz. Il paraît 

(*) Lagrange disculpe Newton {Fonctions analjriifjiLes,^. 246-250; Paris, 
an V). M. A. Genocchi croit que Lagrange a raison : c'est à examiner. 
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qu'on n'a pas envoyé d'exemplaire du Commercium à 
Leibnitz; il ne l'avait pas encore lu le i4 avril 1714̂  H 
voulait publier aussi un Commercium epistolicum où 
il aurait mis les lettres omises et complété les lettres 
tronquées. Les voyages continuels, les occupations mul-
tipliées et la mort arrivée le i4 novembre 1716, ne 
permirent pas de réaliser ce projet qui vient d'être 
exécuté. Car il s'est rencontré un homme d'un savoir 
profond, d'un excellent jugement, animé d'un zèle 
infatigable [indefessus), investigateur toujours conscien-
cieux, qui a établi d'une manière irréfragable, sur piè-
ces authentiques, que Leibnitz est le premier, le seul 
inventeur de son calcul, et que, pour son algorithme, il ne 
doit rien à personne. Cet homme, c'est M. Lefort. Il éta-
blit avec une rigueur apodictique qu'il règne dans presque 
toutes les pièces réunies dans le Commercium anglais une 
foi qui est bien loin d'être bonne, et, malheureusement, 
c'est aussi ce que l'on remarque dans le célèbre résumé 
i^Recensio) qui est en tête de la seconde édition du Com^ 

mercium, résumé que Nevŝ ton attribue à Keill et qu'on 
sait maintenant être l'œuvre de Newton m»ème. On a re-
trouvé l'original de la main de Newton et portant sa signa-
ture. 

Tantœne animis cœlestibus irœl 

Cela ne doit pas diminuer le culte que tout être pen-
sant doit à la sublimité du génie de Newton, supérieur, 
sous quelques rapports, à celui de Leibnitz^ seulement, 
il faut se rappeler que si tous les peuples placent les anges 
au ciel, c'est qu'ils n'en ont pas rencontré sur la terre. 

Dans mie Note biographique sur Leibnitz, nous insé-
rerons les tradîuctions de quelques lettres, pièces impor-
tantes de ce procès. 

Le contient quatre-vingt-cinq extraits de 
lettres trouvées la plupart dans les papiers de Collins, sc-

9-
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crétaire de la Société Royale, mort en 1683, par conséquent 
trente ans avant la publication, et, comme on peut vérifier 
sur la page i i5,les auteurs de ces lettres avaient aussi dis-
paru de la scène du monde. Disons lout de suite que ces 
extraits sont arrangés avec un tel art, choisis, mutilés, 
commentés et annotés avec un tel discernement, et le Re-
censio est écrit avec une logique si serrée, qu'on reconnaît 
partout la présence de Newton. Ceci explique potirquoiles 

no Ht pas signé une œuvre qu'en toute conscience 
ils ne pouvaient regarder comme la leur, et cependant, 
dans le Recensio, Newton proclame cette belle maxime : 
Nemo in causa propria sihi est teslis, ce qui rappelle cet 
aphorisme d'anthropologie : Âliud est scribere, aliad est 

agcre. 

M. Lefort termine cette publication par un sommaire 
aussi curieux qu'instructif des prlncipciux travaux ma-
thématiques qui, ait xviî  siècle, ont préparé l'inventioii 
de Tanalyse infinitésimale; les auteurs sont Cavalieri, 
Descartes, Fermât, Hudde, Ricci, Barrow, Sluze. 

La science doit cette précieuse acquisition à l'illustre et 
vénérable polymathe , ornement de trois Académies, qui 
a aidé de ses conseils son savant petit-fils (*). C'est de-
vant de tels travaux que doivent s'ouvrir les portes de 
l'Académie des Inscriptions. C'est surtout l'érudition qui 
s'attache à l'histoire de la pensée mérite d'être encou-
ragée; là est la dignité humaine. Malheureusement, cette 
érudition se porte principalement sur l'histoire de nos 
actions : là sont nos misères. 

M. Mallet-Bachelier s'est montré digne successeur de 
Son beau-père, en prêtant ses presses à une production 
qui devra prendre place en toute bibliothèque sérieuse. 

Note, Dans le Commercium, on lit (p. loi , édition 
(*) M. Lefort , ingénieur en chef des Ponts et C4haussées, a épousé une 

petite-liWe de M. Biot. 
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de Paris) que David Gregory est le frère de Jacques; les 
biographes disent qu il est le neveu, A-t-il existé deux 
David (*)? 
P R O G R A M M E D É T A I L L É D ' U N C O U R S D ' A R I T H M É T I Q U E , D ' A L -

GÈBRE E T D E G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , comprenant les 
connaissances exigées pour l'admission aux Ecoles du 
Gouvernement et suivi de Notes et des Enoncés d'un 
grand nombre de problèmes ; par MM. Gerono et Bo-

guet. Quatrième édition , entièrement refondue. Paris, 
Mallet-Bachelier, in-8 de 216 p., i856. Prix : 5o^ 
Ce n'est pas ici, comme on pourrait le craindre, un 

squelette décharné, sans muscles, sans nerfs; c'est, au 
contraire, un corps bien organisé où la vie coule partout : 
il y a même un certain charme à monter graduellement, 
sans lacunes, sans brusques transitions, depuis les pre-
miers linéaments de la numération jusqu'aux régions qui 
confinent à la géométrie et à l'algèbre supérieures. Cet 
ouvrage, indispensable pour les élèves studieux, utile 
aux professeurs méthodiques, agréable à tout géomètre, 
ajoute à la haute réputation que les savants auteurs ont 
acquise depuis long temps dans l'enseignement. 

Les définitions sont placées aux endroits convenables. 
C'est ainsi que la définition des mathématiques est placée 
à la page 12, qualité logique bien rare. 

Le Chapitre IX (p. 2 8 ) traite des opérations abré-
gées, approximations numériques , erreurs relatives. 
C'est aujourd'hui la crux de l'arithmétique, des élèves 
et des professeurs. On pourrait faire un gros volume 
de ce qu'on a écrit, et l'on écrira encore, sans dissiper 
complètement l'obscurité , sans diminuer entièrement les 

(*) Page 116, ISec irralionalt's quanlilalcs mot (itiir, clc. ( N'est arrêtée n i 
par les Q [ i i a n t i t é s i rrat ionnelles, etc. ) ( A . GENOCCHI.) 
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difficultés. Cest que l'objet fait partie de la théorie de 
la convei^eiice sériaire ei du calcul des probabilités, 
objets qui exigent Talgèbre écrite, tandis que dans Farith-
tnétique on est tenu à l'algèbre parlée, la plus mau-
vaise, la plus difficultueuse, la plus traînante des algè-
bres. Pourquoi prendre des coucous quand on a des 
locomotives? Aussi je crois que tout ce manège approxima-
tif, utile aux calculateurs de profession, est une sur-
charge inutile aux élèves. Je persiste à croire que le but 
moral de Tédiication des lycées doit être de faire des lo-
giciens habitués à la rigueur géométrique, et cela suffit. 
Qu'on fasse des Manuels à l'usage de& calculateurs du 
Cadastre, du Bureau des Longitudes,de VObservatoire, à 
la bonne heure, rien de mieux, pourvu toutefois qu'on 
en dispense nos élèves Malheureusement in calcula-

torum ditione sumus, et il ne faut pas oublier que vanter 

et vendre viennent du même verbe latin venditare, ce 
qui explique bien des choses. 

Dans le Complément d'Arithmétique (p. 3i), on parle 
du plus grand commun diviseur des fractions , etc.; je ne 
comprends plus ce qu'w veut dire par là. Je me rappelle 
bien avoir lu quelque chose de semblable dans je ne sais 
quelle Arithmétique et l'avoir trouvé complètement inu-
tile. 

A la page 35 , à l'occasion des quantités négatives, on 
parle de conventionssont des hérésies qui, admises, 
ruineraient la certitude de l'analyse algébrique. Les si-
gnes H- et — sont des qualités et non des conventions; 
c'est ce qu'a dit M. Cauchy : la vérité ne perd rien à 
s'appuyer sur une telle autorité [voir p. 1 7 2 ) . 

Chapitre FIJI (p. 58). Séries dérivées. Pourquoi ne 
(*) Les Tables de logarithmes rendent superflues les méthodes ^ ' a p -

proximation nunxérique mille fois sur une . 
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pas donner aux choses leurs véritables noms et appeler 
calcul différentiel et noter comme tel ce qui est calcul 
différentiel? Quand cette superfétation, souverainement 
absurde, du calcul des dérivées disparaîtra-1-elle? quand 
le vœu émis par d'Alembert, il y a cent ans, s'accompli-
ra-t-il dans renseignement? Lorsque le bon sens y ré-
gnera. Ainsi bientôt. 

Trois chapitres (p. 83, 90,91 ) renferment les deux tri-
gonométries. II est singulier, lorsqu'on insiste tant sur 
l'appréciation des erreurs, qu'on néglige complètement 
les diiférenti elles des formules tri gonométriques, dont 
Futilité est vraiment pratique, bien plus que de savoir 
calcuJer à un billionième près tt̂ ^̂S q^ (log 3)^. 

La géométrie analytique ne renferme rien sur le rap-
port anharmonique, sur les transversales, sur les fais-
ceaux^ etc., rien qui puisse préparer à la géométrie su-
périeure professée en Sorbonne. A la page i i3 , on cite 
timidement pôle et polaire. On comprend parfaitement 
qu'il serait injuste de reprocher aux auteurs l'existence de 
cette Honteuse et calamiteuse omission; elle est imposée 
de haut. 

Six Notes précieuses terminent cette remarquable prô  
duction. 

Note / (p. i4i)- Calcul numérique de l'équation 
ax"̂  4- + <7 = o ; 

lorsque a ĉ t très-petit, une des racines devient très-
grande et l'autre s'approche de — c ' e s t cette seconde 
racine qu'on évalue. De semblables évaluations pour les 
équations du troisième et quatrième degré ne seraient pas 
faciles. 

Note II (p. i46). Sur une question d'intérêt com-
posé: 

Un capital de 10,000 francs est placé à intérêts com-
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posés et devient 157,917*^60 au bout de 10 ans 4 naoîs^, 
on demande le taux ? 

Réponse : 4S5o, à un centime près. 
iVbfe///(p, 148). Valeurs de la fonction t^x^c/ 

X variant de — 00 à -h co ; discussion intéressante pour la 
construction de l'hyperbole cubique. Nous ferons remar-
quer que dans VEncyclopédie mathématique, en voie de 
publication, on lit qu'̂ /rï nombre infini divisé par un 

nombre infini donne un quotient fini: énoncé très-sou-
vent faux. Du reste, si l'auteur, pretiant Wronsky pour 
guide, s'est proposé de verser des flots d'encre sur la plus 
limpide des sciences, il a parfaitement réussi. 

Note IF (p. iSa). Plan tangent; démonstration que les 
tangentes en nombre infini qu'on peut mener par un point 
d'une surface à cette surface, sont dans un même plan. 

Note F i53). Conditions pour qu'une équation 
du second degré représente un cône droit; axes rectangu-
laires. 

Note FL Théorie des polynômes bomogènesdu second 
degré. 

Ab lingue leo cognoscitiir. 

Cette Note contient cinq parties. 
i'"̂  Partie, Des déterminants (voir Nouvelles Anna-

les,^ t. X,p. 124; t. XI, p. 307; t. XIII, p. 71). 
11% IIP et IF"" Parties, De l'invariant des polynômes 

homogènes du second degré et du polynôme adjacent; ap-
plications à la géométrie analytique; sur la réduction 
des polynômes homogènes du second degré , à coefficients 
réels, à des sommes des carrés. 

L'invariant est ce que notis avons désigné par L dans 
nos relations d'identité. C'est une certaine fonction des 
six coefficients de l'expression générale d'une fonction 
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homogène quadratique à trois variables. Les dérivées de 
cette fonction par rapport à chacun de ces coeflîcients 
donnent six fonctions dérivées qui, avec la fonction prin-
cipale, renferment toutes les propriétés des coniques. Il 
existe de même un invariant pour les fonctions quadra-
tiques à quatre variables. C'est une certaine fonction ho-
mogène des dix coefficients de l'expression générale d'une 
telle fonction. Les dérivées de cet invariant par rapport 
à chaque coefficient donnent dix fonctions qui, avec la 
fonction principale, suffisent pour trouver les propriétés 
des surfaces du second ordre. Dans cette Note VI on prend 
pour invariant ce qui n'est qu'une de ces fonctions déri-
vées, savoir la dérivée par rapport à la quantité toute 
connue. Donnons un exemple. 

Soit 

en donnant h p ei q successivement les valeurs 1 , 2 , 3 , 4 
et posant 

OPQ = OGP , 
on obtient les dix termes de la fonction homogène qua-
dratique à quatre variables x̂ ^ x̂ '̂  x^, x,, où les rectan-
gles ont le multiplicateur 2 à cause de l'équation 

TTPQ G Q P , 

Prenant les dérivées de a successivement par rapport à 
ces quatre variables , on obtient 

1 du - — w, = a , , X, - f - flr,2.r2 - h 2 dx^ 1 du - — = = «2 = «21 4 - «22 ^2 4 - «23 H- «24 > 2 ax-i 1 du 
- -J- = U^ — a^^ x^ a^^oc-i ¿233-̂ 3 4 - «34 ^4 ? 2 cix̂  
1 du Î741 Xi X42 X-i - f - «43 ^3 -f- «44 
2 dx^ 
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Le déterminant cramérien de ces équations eŝ  l'invariant 
de la fonction ii. 

On a le déterminant 
H = «H «22 «33 «'44 — P-hQ — 2R-+-2S, 
P ~ «f. «22 «L H- «Il «33 «Î 4 -T- «44 3 + «33 «î i 

-+-«22 «4, «Î3-f-«33 «44«;-,, 
Q = «3% 4 - « î 3 « ^ , - f - « 5 3 , 
R = <2,2 a^i ¿7,4 «23 -+- «12 «34 «13 «24 -H «13 «W «14 «24 J 

S = /ï,, 0,3 ¿724 «34 •+• «22 «13 «Î4 «34 + «33 «12 «14 «24 H- ¿744 «13 «13 «23; 
dans chaque terme les chiffres 1,2, 3 ,4 paraissent deux 
fois et pas davantage. Considérant —, Îî comme les 
coordonnées d'un point de la surface w = o , alors a4 est 
la quantité toute connue et l'on a , , , — = au «22 «33 — 3 -h «22 « î 3 — «33 « ; 2 "f- ^«,2 « , 3 «23 • 

C'est cet invariant que l'on considère ici (p. 162) et il est 
insuffisant. Par exemple, il ne p^ut servir à trouver dans 
quel cas l'équation complète 

u = o 

donne un ellipsoïde imaginaire; dans quel cas elle repré-
sente deux plans , un cône, etc. Il existe des relations d'i-
dentité entre les dix fonctions dérivées et qui facilitent les 
calculs. De même pour une surface algébrique de degré m, 
il existe u n i n v a r i a n t , fonction de ^ w H- 2 2 cients avec autant de dérivées partielles. Lorsque l'inva-
riant général est identiquement nul, la surface devient 
un cône (théorème de Otto Hesse, si élégamment démontré 
par M. Brioschi, Nouvelles Annales, t. XIII, p. 402). 
Le déterminant d'une fonction littérale est la valeur 
extrême maximum de celte fonction. La disparition des 
rectangles dans une fonction quadratique est exposée ici 



( '39 ) 
et se trouve aussi dans VAlgèbre supérieure de M. Ser-
ret; il a été l'objet de beaux travaux de M. Sylvester. La 
découverte de ce qu'il appelle la loi d'inertie e^i fonda-
mentale, même'sous le point de vue géométrique [voirie 

beau Mémoire de M. Otto Hesse, Nouvelles Annales, 

t. XIV, p. 467, et Brioschi, t. XV, p. 269). 
Le polynôme adjoint n'est autre que la polaire réci-

proque. Ses propriétés se rapportent à la classe de la 
courbe ; c'est ce que nous ferons voir ailleurs. 

V Partie, Sur la détermination du nombre des racines 
réelles des équations numériques qui sont comprises entre 
des limites données. 

C'est nouveau et très-beau. On lit ici une démonstra-
tion très-simple du théorème Sylvester sur la composition 
des fonctions sturmiennes. Le célèbre analyste a bien 
voulu nous autoriser à insérer cette cinquième partie, et 
sa haute position dans la science et dans l'enseignement 
permettent d'espérer que ce travail agira sur le professorat 
et médiatement sur les élèves, et que tous se familiarise-
ront avec ces mots encore étranges : déterminant, inva-
riant, forme, adjoint, etc. 

Terminons par une observation assez opportune. Les 
géomètres éminents, doués du génie d'invention, ont peu 
d'inclination à lire les travaux d'autrui et se trouvent as-
sez riches de leurs propres idées. Il résulte de là souvent 
qu'en publiant ees idées ils s'exposent, comme on dit, à 
découvrir la mer Méditerranée. A fortiori ceux qui n'ont 
ni génie, ni lecture. 

Note. M. Laguerre-Werly ramène la réduction des 
formes quadratiques à la réduction du système linéaire, 
et parvient ainsi facilement à des propriétés que M. Her-
mite démontre assez péniblement^ par exemple à celles 
de la fonction diteĵ ^dans le beau Mémoire sur les fonc-
tiojîs abéliennes. 
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N O U V E L L E S PREUVES DES O P É R A T I O N S DE L ' A R I T H M É T I Q U E ; ^ 

par Auguste Bouché y professeur de Malhémaliqueŝ  
pures et appliquées au lycée impérial d'Angers. Paris,. 
i856; in-8 de aS pages. 
(( Reconnaître si le résultat d'une opération est exact 

)» ou inexact, et, dans le cas où il est inexact, trouver 
» dans quelle partie de l'opération la faute a été com-
» mise, tel est le double problème que nous allons ré-
» soudre. » 

Ce début explique clairement le but, qui consiste dans 
le contrôle par 9. Les quatre opérations, la multiplica-
tion et la -division abrégées, l'extraction de la racine 
carrée et cubique, sont successivement soumises à ce 
moyen de vérification. H y a des signes certains qui an-
noncent que le calcul est inexact; il n'en existe point qui 
donnent une certitude que les résultats sont exacts. Les 
machines arithmétiques et certaines organisations jouis-
sent seules de ce privilège. L'auteur fait des vérifications 
sur les diverses parties, ce qui peut faire découvrir l'en-
droit où l'on s'est trompé. 

BIOGRAPHIE. 

SIMON LHUILIER. 
Simon-Antoine-Jean Lhuilier naquit à Genève le 

24 avril i^So. Il montra de bonne heure des dispositions 
pour les mathématiques et eut pour professeur Louis Ber-
trand , l'auteur du Développement nouveau de la partie 

élémentaire des mathématiques (*). Ce professeur était si 
(*) Cou nu par sa dcmonslration des parallèles. 
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content des progrès de son élève, qu'il le désigna comme de-
vant être un jour son successeur; mais ce qui était de plus 
grande importance pourlejeuneLhuilier, c'est l'amitiéque 
lui a constamment témoignée son parent, le célèbre philo-
sophe George-Louis Lesage, qui l'aida constamment de ses 
conseils et de ses leçons dans les mathématiques. Ces rela-
tions commencèrent le 26'juini 766, à l'époque oùLhuilier, 
âgé de 16 ans, sortit du collège le premier. Il fut placé comme 
précepteur chez M. Rilliet-Plaatamour, où il resta deux 
années, et suivit les leçons de physique de Lesage en 1768 
et 1769 et aussi celles de M. de Saussure. N'ayant pas de 
fortune, Lhuilier manifesta à son parent le désir de cher-
cher une meilleure condition au dehors. L'occasion s'en 
présenta en 1775.Le célèbreWurtembergeoisChristophe-
Frédéric Pfleiderer ("^j, qui était élève et collaborateur 
de Lesage (1766-1769) , avait été placé en 1766, à sa 
recommandation, comme professeur de mathématiques à 
l'Académie militaire fondée à Varsovie par le roi Stanis-
las-Auguste. Une Commission d'éducation, dont Pfleiderer 
était le membre le plus influent, mit en 1775 au concours 
un projet d'enseignement. Pfleiderer envoya les program-
mes à Lesage, qui aurait désiré que Lhuilier traitât la 
physique. Se défiant de ses connaissances en cette science, 
il préféra les mathématiques, et son ouvrage fut couronné 
et imprimé avec une traduction en polonais sous ce titre : 
Arithmétique pour les écoles palatinales ; Varsovie, 1 7 7 7 . 

In-8. C'est son début, si l'on excepte l'opuscule : Lettre 
en réponse aux objections élevées contre la gravitation 

newtoniennc. Journal encyclopédique, février 1773 . Le 

roi Stanislas fit féliciter le jetme auteur, et le prince Czar-
torinski l'invita à venir à Varsovie faire l'éducation de son 
fils, devenu aujourd'hui le chef de l'émigration polo-

(*) Né en 1736, mort en 1821. 
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naise. LÎiuilier accepta Finvitation. La longue suite d'an-
nées qu'il passa dans la maison du prince fut l'époque la 
plus heureuse de sa vie et aussi la plus féconde en travaux. 
Il publia successivement : 

1. Mémoire sur le minimum de cire des alvéoles des 
abeilles et en particulier sur un minimum-mi ni morum 
relatif à cette matière ( Mémoires de VAcadémie de Ber-
lin, 1781). 

2. De relatione mutua capacitatis et terminonim figu-
ra rum geometriae considerata. Varsoviœ, 1782, in-4-

3. Sur les pyramides isopérimètres (Nov. acta P es-
ters,, I I I ) . 

4. Théorème sur les centres de gravité [ibid, IV). 

5. Exposition élémentaire des principes des calculs su-
périeurs, qui a remporté le prix proposé par l'Académie 
royale des Sciences et Belles-Lettres pour l'année Ï786. 
Berlin; in-4. 

La Commission qui a adjugé le prix était présidée par 
Lagrange. Le principe est celui des limites de d'Alem-
bert. 

6. Examen du Mémoire sur les poids et mesures, où 
l'on se propose d'avoir des étalons ou modèles démesurés 
et de poids qui soient réglés par des principes certains et 
invar iables {Journal encyclopédique, j u i l l e t 1 7 8 5 ) . 

7. Théorème sur les solides plans superficiels [Mém, 
de Berlin, 1780 et 1787). 

8. Sur la décomposition en facteurs de la somme et de 
la différence de deux puissances à exposants quelconques 
de là base des logarithmes hyperboliques, afin de dégager 
cette décomposition de toute idée de l'infini (Mem. de 
Berlin, 1788 et 1789). 

Vers la fin de son séjour en Pologne, il conçut le plan 
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de sa Polygonométne, Etant allé trouver à Tubingue son 
ami Pfleiderer, retourné dans sa patrie depuis 1781 
comme professeur de mathématiques et de physique, ce-
lui-ci lui fît connaître les travaux sur le même objet que 
venait de publier Lexell dans les Mémoires de l'Académie 
de Saint-Pétersbourg. Toutefois, revenu à Genève, il 
publia : 

9. Polygonométrie , ou de la Mesure des figures rec-
tilignes et abrégé d'isopérimétrie élémentaire. Genève, 
1789;in-4. 
^ Pendant les troubles révolutionnaires qui agitèrent 
Genève, Lhuilier jugea prudent de se retirer auprès de 
son ami à Tubingue, où il passa plusieurs années. Il y 
publia : 

10. Principiorum ealculi differentialis et integralis 
expositio elementaris ad normam dissertationis ab. Acad. 
Scient. Reg. Prussica, A. i786prsemii honore decoratœ 
elaborata. Tubingae, 1790; in-4. 

Il revint en 1794 à Genève et publia : 

11 . Examen du mode d'élection proposé à la Conven-
tion nationale de France en février 1793 et adopté à Ge-
nève. Genève, 17845 in-8. 

12. Catéchisme d'Arithmétique, destiné aux écoles 
primaires. 

En juillet 1795 , il fut nommé enfin professeur à l 'A-

cadémie de Genève comme Bertrand l'avait prédit. 

13. Manière élémentaire d'obtenir les suites par les-
quelles s'expriment les quantités exponentielles et les 
fonctions trigonométriques des arcs circulaires [Philos. 
Trans. y 1796). 

Il avait été nommé membre de cette Société pendant 
son séjour à Tubingue. 
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l i . Solution algébrique du problème suivant : A uil 

cercle donné, inscrire un polygone dont les côtés passent 
par des points donnés [Mcm. de Berlin, 1796). 

15. Sur les probabilités [Mém. de Berlin ̂ 79^)-

16. Sur l'application du calcul des probabilités à la 

valeur des témoignages [Mém. de Berlin i797)-

Ces deux derniers Mémoires avec la collaboration de 

Pierre Prévost. 

1 7 . Anleitung zur elementar-algebra. Zwei tbeile. 
Tubingue, 1799-1801-, in-8. -

1 8 . Théorèmes de polyédrométrie présentés à l'Aca-
démie de Paris le avril 1800 (11 germinal an VIII) 
et imprimés en i8o5. 

Contient le principe qui a servi à Carnot 

19. Eléments raisonnes d'Algèbre. Genève, i8o4; 2 
vol. in-8. 

Traduction de l'ouvrage n^ 17, 

20. Eléments d'analyse géométrique et d'analyse al-
gébrique appliqués à la recherche des lieux géométriques. 
Paris, 1809; in-4. (Dédié à son ancien élève le prince 
Czartorinski, alors ministre de l'Instruction publique en 
Russie). 

On trouve de lui, dans les trois premiers volumes des 
Annales de Gergonne : 

21. Analogie entre les triangles rectangles, rectilignes 
et sphériques ( tome I). 

22. Recherche du plan de la plus grande projection or-
thogonale d'un système de surfaces données de grandeurs 
sur des plans donnés de position dans l'espace (tome II). 

(*) Carnot et Lhuilier sont deux géomètres similaires : mêmes qualités, 

mêmes déi'auts. 
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23. Détermination du centre des moyennes dislances 
du triangle sphérique (tome II). 

24. Lieux aux sections coniques ( tome II). 

25. Eclaircissements sur le troisième et le sixième cas 
de la trigonométrie sphérique (tome II). 

26. Solution d'un problème de combinaison (tome III). 

27. Démonstrations diverses du théorème d'Euler sur 
les polyèdres et examen des divers cas d'exception aux-
quels ce théorème est assujetti (tome III). 

28. Mémoire sur la possibilité et la construction des 
polyèdres réguliers (tome III). 

29. Solution d'un problème de probabilité. 
On ignore pourquoi la collaboration de Lhuilier a 

cessé avec ce IIP volume, qui a paru en 1812; car il a 
conservé son activité littéraire jusqu'à un âge très-avancé. 
11 ne prit sa retraite qu'en 1823 à l'âge de ^3 ans. Jus-
que-là il remplit ses fonctions avec une telle conscience, 
qu'attaqué de la goutte , il se faisait porter en classe pour 
donner ses leçons. Plusieurs de ses élèves, parmi lesquels 
fut pendant quelque temps M. Guizot^ se distinguèrent 
dans les carrières scientifiques. Lhuilier donna beaucoup 
de soins à M. Sturm, devenu membre si distingué de 
l'Institut de France. Soigné par un fils et une fille, Lhui-
lier put jouir encore longtemps d'un repos si bien mérité. 
11 chercha toutefois à diverses fois à étendre ses idées. 

30. Expressions de la capacité d'un polyèdre dans ses 
éléments extérieurs [Bihl. univers,^ 1828). 

31. Eléments de la doctrine générale des polygones et 
des polyèdres (manuscrit de 8 pages in-4 sans titre). 

32. Discussion générale des doctrines des polygones et 
des polyèdres, parle professeur Lhuilier,plus qu'octogé-
naire (manuscrit de 3 pages in-4 sans titre.) 

Bulletin malhéwatiqur, t. II. ({)ctof>rc i85G.; io 
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Cependant son intelligence s'obscurcissait peu à peu; 

en certains moments, il eut la triste conscience de cette 

décadence ; il écrivit un jour d'une main tremblante : 

... Je suis hors de saison, 
On ne veut plus d'un être octogénaire. 
Je suis voisin de perdre la raison, 
Je suis un poids qui surcharge la terre. 

Il quitta la terre le 28 mars 184o, âgé de près de 90 ans. 

Note. Cette biographie est extraite des Mittheilungen 

der Naturforsanden Gesellscliaft in Bern, C o m m u n i -

cations de la Société des Explorateurs de la nature de 

Berne, ouvrage périodique d'un haut intérêt et rédigé avec 

beaucoup de talent par le professeur R. W o l f , secrétaire 

de la Société (voir Nouvelles Annales, t. X , p. i63). 

BIBLIOGRAPHIE. 

E L É M E N T S U E M É C A N I Q U E , exposés suivant le Programme 

de M. le Ministre de l'Instruction publique et des Cul-

tes , du 3o août I852 5 pour le baccalauréat ès Sciences ; 

par M. Furiety ingénieur au corps impérial des Mines, 

à l'usage des candidats aux Ecoles spéciales, aux élèves 

des Écoles professionnelles, des ingénieurs, conduc-

teurs et de toutes les personnes qui désirent s'initier 

aux principes de la mécanique pratique. Paris, i856 ; 

in-8 de xx-3i8 pages. P r i x : 6 francs, chez Mallet-

Bachelier, libraire. 

On connaît maintenant deux méthodes pour enseigner 

la mécanique : l'ancienne méthode, celle des couples, la 

nouvelle ou celle des quantités de travail. Nous les dé-
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signons par ce qu elles ont de plus caractéristique. Le 
titre de Fouvrage annonce bien qu'il appartient au nou-
veau système. L'auteur consacre vingt pages d'avertisse-
ment à faire Féloge de ce système et la critique de Tan-
cienne école. L'auteur est élève de cette ancienne école : 
quelque défectueuse qu'on la suppose, elle peut donc 
donner de bons produits. 

Contrairement à l'opinion de d'Alembert, l'auteur 
considère les lois dynamiques et statiques comme des faits 
contingents et non comme des vérités apodictiques. La 
conservation des forces vives a été démontrée par La-
grange, Carnot, etc. 5 il est plus simple, selon M. Furiet, 
d'admettre cette conservation comme axiome, moyen d'a-
bréviation. 

M, Furiet ne fait aucun emploi de l'algorithme algé-
brique et s'en félicite. Nous regrettons de ne pouvoir par-
tager ces opinions. 

Avant d'aller plus loin, comparons les deux systèmes 
mentionnés ci-dessus. Voyons les connaissances qu'exige 
chacun d'eux, ce qui permettra de juger du degré de sim-
plicité de l'enseignement. 

I . Connaissances exigées dans Vancien système, 

I®. Composition et décomposition des forces de trans-
lation et de rotation (couples). 

2®. Équations d'équilibre. 
Forces accélératrices. 

4". Equations-définitions; 

(le dv d^ e 

d̂ de = mvdv, 2 / - f - constante. 

5®. Mouvement hélicoïdal; double cône de M. Poin-
sot. 
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6". Théorie du dioc. 

II. Connaissances exigées dans le nouveau système. 

Composilion et décomposition des mouvements. 

Composition et décomposition des vitesses. 
Composition et décomposition des forces. 
Composition et décomposition des forces accéléra-

u ices. 

Composition et décomposition des travaux élémen-

taires. 

G .̂ Composition et décomposition des quantités de 
travail. 

En outre, forces motrices, forces de lésistance, forces 
vives, etc. 

Les équations-définitions, au lieu d'être ém^e.ç, sont 
parlées et t i aduites en théorèmes qui chargent la mémoire 
d'une foule de notions plus ou moins obscures. 

Il est vrai que depuis qu'on a adopté une unité pour y 
rapporter J(fdeGl qu'on a inventé des instruments pour 
mesurer facilement cette intégrale, la science des ma-
chines s'est éclaircie et s'est beaucoup simplifiée en pre-
nant cette intégrale comme point de départ ; mais ajoutons 
que les machines sont dans la mécanique et la mécanique 
n'est pas dans les machines. Le système du monde, la 
dynamique électrique, magnétique, optique, ne sont pas 
des machines, et il faut pourtant les expliquer. 

Dans ce gouvernement de l'univers physique, on ne 
rencontre ni pistons, ni roues, ni bielles, ni engrena-
ges, etc., et quoique ne faisant usage que de mécanique 
rationnelle, cela ne marche pas moins bien que nos en-
gins de mécanique pratique, et même un peu mieux. 

On connaît la grande collection deBorgnis publiée par 
feu Bachelier; l'ouvrage de M. Furiet est pour ainsi dire 
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un synopsis de celte collection , mais uu synopsis rai -

sonné, méthodique et tenant compte des progrès faits 

dans la science des machines. 

L'ouvrage est divisé eu trente-deux leçons; les quitize 

premières leçons sont consacrées à la théorie fondée sur 

la pratique. 

i" ' Leçon (1-12). Décrit les diverses espèces de mouve-

ments : le pendule, le balancier, les échappements, in-

struments chronométriques. 

IP Leçon (I3-22). Pesanteur comme application du 
niotivement continu; gravitation universelle. 

111'' Leçon (23-33). Plan incliné de Galilée; machitie 

d'Atwood et ses applications. Appareil à indications; un 

pinceau en mouvement trace une courbe sur un plateau 

qui a un mouvement uniforme connu; à l'aide de ce mou-

vement et de la forme de la courbe, on peut trouver le 

juouvement du pinceau el du corps auquel il est attaché-

IF' Leçon (34-4^). Composition des mouvements, 

des chemins parcourus et des vitesses. Balistique. 

F'' Leçon (43-53). Plan incliné; poulies de diverses 

espèces; treuil; courbes à la Vaucansou pour oblenir un 

mouvement de translation à l'aide d'un mouvement dc; 

rotation; une courbe tracée sur un plan vertical lour-

nant el appliquée contre une saillie faisant partie d'une 

tige verticale soulève cette lige et Ton peut tracer la courb(! 

de telle sorte que le mouvement de tratislalion soit uni-

forme. Transmission de mouvement à l'aide de courroies 

et de la chaîne de Yaucanson. 

FP Leçon (54-65). Engrenages: roues, pignons, 
lanternes, crémaillère ; tracés géométriques et pratiques ; 
développantes du cercle. Cette dernière parlie, si im-
portante pour transmettre le mouvement à une grajidc 
distance, exigeait plus dc développements. 
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VIP Leçon (65-74)' Engrenages coniques, vis et son 

écrou, vis sans fin; engrenage de Watt: ce sont des dents 
hélicoïdales en saillie sur une roue qui engrène dans des 
hélices creusées dans une autre roue. On donne la trans-
formation du mouvement circulaire en rectiligne de La 
Hire sans le citer. On ne parle pas de l'engrenage ima-
giné par Olivier. 

Vlir Leçon (75-84). Forces de diverses natures -, dy-
namomètres à ressorts. 

/X® Leçon (85-91). Proportionnalité des forces aux 
vitesses-, unité de force. On définit la masse par la 
quantité de résistance, ce qui est peu clair. Cest le poids 
qui donne la mesure des masses : mais la pesanteur dis-
paraissant , la masse n'en subsistera pas moins. 

Leçon (92-100). Dynamomètre, frein de Prony, 
cheval-vapeur, etc. 

XI% Xll'y XIIP et XIV Leçon ( i o i - i 3 4 ) . Principes 

théoriques sur la composition des forces, sur le centre de 
gravité, etc. 

C'est à la XV® Leçon que commence la mécanique pra-
tique proprement dite. 

Parlant du principe de Carnot, M. Furiet dit : (i On 
se demande comment un principe aussi évident a pu 
faire honneur à son auteur au point d'en porter le nom 
(p. i3 i ) . » Singulière demande! 

Les Leçons X V , X V I , XVII roulent sur les machines 
simples, ayant égard aux frottements, à la roideur des 
cordes, etc., avec les expériences principales qui s'y rap-
portent -, description de diverses balances, peson , pèse-
lettres; le tout assez succinctement. 

L'hydraulique commence à la XVIIP Leçon et finit à 
la XXL' Leçon. En un si petit nombre de pages, on ne 
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peut s'attendre à trouver de grands détails sur les diverses 
espèces de roues, à augets, à aubes, à la Poncelet, tur-
bines, etc. Pour bien comprendre ces engins, il faut les 
connaître. 

Toutes les espèces de pompes, la vis d'Archimède, les 
norias, chapelets, sont l'objet de la X X I P , XXIIP et 
XXIV® Leçon. On considère ensuite le vent comme mo-
teur. On donne des notions sur la mouture du blé dans 
la XXV® Leçon. Des expériences récentes obligent de 
modifier quelques énoncés sur les effets du blutage et la 
formation du gruau. La X X V P Leçon, consacrée aux 
moteurs animés, homme, cheval, bœuf, mulet, ren-
ferme des données curieuses et instructives. Les six 
dernières Leçons traitent des machines à vapeur. On en 
donne d'abord l'historique (XXVIP leçon) dont Tab-
sence ne serait pas regrettée. Viennent ensuite les 
descriptions des machines de Newcomen, de Watt , des 
bateaux à vapeur, des locomotives, etc. ; on explique la 
détente, l'effet simple et double, et comment ce dernier 
est remplacé par des tiroirs qui communiquent simtilta-
nément avec le condenseur et avec la chaudière, et alter-
nativement en sens opposé. 

L'auteur termine ainsi : 
« Nous n'avons du faire qu'une esquisse rapide des 

» principes de la mécanique et présenter les faits géné-
» raux de la science seulement, avec les objets dont elle 
» s'occupe, non avec leurs dimensions réelles, mais pour 
» ainsi dire réduites. » 

On a, en effet, ici beaucoup de faits et de données nu-
mériques qu'il est commode de trouver réunis et les con-
naissances pratiques de l'auteur inspirent toute confiance. 
L'ouvrage sera consulté avec fruit par ceux qui ne sont 
pas étrangers à la langue de la technologie et qui connais-
sent les engins, au moins de vue. 
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M E M O R I A INTORJNO AD A L C U N E T R A N S F O R M A Z I O N I D ' I N T E -

GRALE M U L T I P L I C I ; dcl sigiiOF Aîigelo Genocchi ( ju i l -

l e t , i 8 5 3 ) . 

On parvient souvent, au moyen de transformations, 

à ramener une équation à une autre de degré moindre ; 

d'une manière analogue, par des procédés métamorplii-

ques, on ramène souvent une intégrale à une autre d'une 

multiplicité moindre, quelquefois intégrable ou du moins 

évaluable lorsque l'intégrale est définie, cette dénomina-

tion étant prise dans un sens général, c'est-à-dire lors-

qu'il existe une certaine relation entre les variables indé-

pendantes. De grands géomètres se sont occupés de cette 

matière, et dans les derniers temps MM. Lamé , Catalan, 

W . Roberts, etc. Le but du présent Mémoire est de par-

venir aux résultats obtenus par ces géomètres à l'aide de 

transformations uniformes et très-simples. Il ne nous est 

pas permis d'entrer dans de grands détails et nous devons 

nous borner à citer un spécimen. 

Soit 9 une fonction des n variables indépendantes Xx, 

Xa,. . . , assujettie à la relation 

+ = 
et soit l'intégrale multiple 

dx^ dXi dx¿. . . . S-
Posons 

a, Xr= pjr; 

r prenant successivement les valeurs i , 2, 3 , . . . , w, les a 

sont des constantes, et supposons 
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nous aurons 

d'où 

«2. . . «n-1 al dx, dx.,. . . dxn-x = dy, dy^. .. dy^^,, 

j p i = ^̂  . . J dy, dy,... dy,,^, 

a;, a, a.,. . . ^ 

Par ce genre de considérations, l'auteur parvient fa-
cilement aux intégrales données dans le Journal de 
M. Liouville par M. Catalan, t. IV, p. 333, et par 
M. William Roberts, t. X I , p. 201 et à l'aire de rdl ip-
soïde donnée par M. Cayley dans le même journal, 

t. x i n , p . 267. 

La IP Partie traite des intégrales abéliennes, c'est-à-

dire des intégrales f ^ ^ y P et R étant des fonctions en-
^ j s/R _ . _ 

tières de L'auteur prend pour équation de condition 

¿ïj fl, ^ ^ ^n-l 

On voit que c'est là une généralisation des coordonnées 
elliptiques de M. Lamé ; faisant 

= 3, 

Fauteur parvient à des relations entre des fonctions ellip-
tiques et à de très-beaux théorèmes, dont plusieurs sont 
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connus, mais démontrés ici d'une manière très-uniforme 
et fort simple. Puissions-nous inspirer le désir de lire 
cette instructive et attrayante production ! 

T A B L E S OF L O G A R I T H M S OF T H E N A T U R A L NUMBERS FROM I 
TO 108000, by Charles Bahhage, esq. Fellow R. S. 
L. , etc. Stereotyped. London. Printed for J. Maw^man, 
1827, by William Clowes. Grand in-8. Préface et Intro-
duction XX pages , Tables 202 pages. 

Ces Tables sont à 7 décimales et ne contiennent que 
les logarithmes des nombres. 

L'ouvrage est dédié à M. Colby, lieutenant-colonel du 
génie, ami de l'auteur, qui a examiné avec lui beaucoup 
de Tables logarithmiques. 

Voici les précautions prises pour assurer l'exactitude 
de l'impression. 

Un exemplaire de Callet (7 décimales) a été comparé avec 
les Tables in-folio de Vega (10 décimales), et,lorsque par 
suite de celte comparaison la dernière décimale de Callet 
a dû être augmentée d'une unité, on l'a marquée à l'encre 
rouge, et cette dernière décimale était ensuite imprimée 
avec un point au-dessous du chiffre. Chaque première 
épreuve de ces Tables a été lue trois fois et : 

Conférée avec les Tables marquées de Callet. 
2®. Conférée avec les Tables de Hutton, 4® édit., 1804. 

Conférée avec les Tables de Vega in-folio. 
4®. 2® épreuve. Conférée avee les Tables de Vega de i 

à 100 000 et les derniers 8 000 avec les Tables de Callel. 
5®. Les premiers 20000 avec la Trigonometria bri-

de Briggs. Folio, Goudse, i633. 
Alors cette épreuve a été stéréotypée et les épreuves des 

planches étaient conférées : 
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6°. Avec les Tables de Vega jusqu'à 47 5oo. 
7®. En entier avec les Tables de Gardiner. In-4 ; Lon-

don, 1742. 
Les Tables de Taylor. In-4, 1792. 

9°. Et encore par divers lecteurs avec ces [dernières 
Tables. 

C'est M. Colby qui a surveillé et dirigé toutes les colla-
tions à partir de la quatrième. 

Dans les Tables de Vega avec i o figures décimales il y 
en a 73 terminées par 5oo ou 499 9 terminées par 
4999 et 5ooo et 2 par 49999 ^̂  5oooo. Pour lever le doute 
qtii pouvait en résulter sur la 7® décimale conservée, il 
fallait des Tables avec i5 figures. M. Babbage se rendit à 
cet effet à Paris, et grâce à Laplaee, Bouvard et aux au-
tres membres du Bureau des Longitudes, il put consulter 
les célèbres Tables manuscrites calculées sous la direction 
de Prony et conservées à l'Observatoire, et il exprime le 
vœu que ces treasiires of calculation puissent être ren-
dus indestructibles par la stéréotypie, vœu qui pourra 
être exécuté en 2440 quand nous aurons un observatoire 
digne de la France. 

De la comparaison faite avec la coopération de M. Col-
by de toutes les Tables existantes, M. Babbage déduit 
ces douze règles : 

L La clarté et la facilité de la lecture ne dépendent pas 
seulement de la grandeur du type, mais de la proportion 
entre ce type et les intervalles entre les lignes horizon-
tales. 

IL Les chiffres de même hauteur ou à peu près sont 
préférables à ceux où quelques-uns tombent au-dessus et 
d'autres en dessous de la ligne (*). 

(*) Qu'un auteur anglais préconise l'usage des chiffres anglais, c'est-

à-dire de chiffres ayant tous une égale hauteur, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

et les préfère aux chiffres français d'inégale hauteur i 2 3 4 5 6 7 8 9 0 , 
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III. Les filets verticaux séparant les colonnes ne doi-
vent pas être placés au milieu de l'espace blanc qu'on mé-
nage entre chaque colonne, mais près de la colonne de 
gauche, de sorte que chaque série verticale de chiffres 
est précédée d'un espace blanc, disposition favorable à 
la vue. 

IV. Lorsqu'une partie de la Table doit être séparée du 
reste d'une manière plus saillante, un seul filet mince 
est plus en évidence que deux filets maigres adjacents 
(C'est ce qui a lieu dans Callet pour séparer les minutes 
des nombres ). 

V. Les chiffres qui servent d'entrée doivent être dis-
tingués soit par la position, soit par la grandeur, de ma-
nière à frapper l'œil rapidement. 

Dans les Tables de Babbage, les quatre premières déci-
males sont d'un plus grand type que les autres, de même 
les chiffres placés au haut et au bas de chaque page. 

VI. Lorsque les dixièmes, centièmes , millièmes res-
tent les mêmes dans plusieurs lignes, on ne les imprime 
qu'une fois; sous plusieurs rapports, il vaudrait mievix 
les répéter. L'œil n'aura pas besoin de chercher. 

cela s'explique par la lon^fue habitude qu'il a de lire les premiers. Mais 
il suffit de comparer les deux types pour comprendre et justifier la pré-
férence que les mathématiciens français ont toujours accordée aux. chif-
fres qui , par l e s différences de leurs hauteurs, attirent et fixent mieux 
l'attention et offrent par là moins de chances d'erreur. Ainsi soit le 
nombre 1327698—1327698, écrit avec les deux genres de types : il est évi-
deut que les chiffres dvi second sont plus distincts et partant plus lisibles 
que les premiers. Soutenir le contraire, ce serait dire qu'il est plus facile 
de lire une pn(je de majuscules qu'une page imprimée en minuscules or-
dinaires : ce qui est contraire à l'opinion et à l'expérience de tous les ty-
pographes. Aussi l'imprimerie Mallet-Bachelier, en restant dans la voie 
des saines tradil ions, a constamment reçu les encouragements de nos plus 
grands géomètres, 

(BAILLEUL, Directeur de l'imprimerie Mallct-Bachelici. ' 



Dans les Tables de Babbage cetle règle n'a pas été ob-
servée, on s'est aperçu trop tard de son utilité. Elle est 
observée dans toutes les petites Tables in-12. 

VII. Lorsque au milieu d'une même ligne la troisième 
décimale change, il faut indiquer ce changement par un 
signe quelconque sans déplacer les quatre derniers chif-
fres. 

M. Babbage indique ce changement au moyen de la 
quatrième décimale écrite en petits caractères. 

Par exemple, le logarithme de 23334 est 3679892 , les 
trois premiers chiffres sont 367; le logarithme du nom-
bre suivant de la même ligne , savoir celui du nombre 
23335, est 3680078; on voit que le troisième chiffre 7 
est changé en 8; cela est indiqué en écrivant 0078 où le 
premier des quatre chiiïres est en petit caractère. Dans 
les Tables de Callet, cette indication consiste à abaisser 
0078 au-dessous de la ligne et à laisser une partie blan-
che, ce qui est désagréable à la vue. 

VIII. Lorsqu'un renseignement additionnel peut être 
donné dans la Table sans augmenter le volume ni la dé-
pense, il faut le donner, à moins que cela ne distraie trop 
l'attention des recherches les plus fréquentes. 

La réduction des nombres en degrés, minutes, secondes 
est une addition utile. Ces résultats sont placés à la gau-
che de chaque page, mais sont séparés des nombres par 
une large ligne noire. Les minutes sont en plus gros ca-
ractères que les secondes ; les unes et les autres sont en 
plus petits caractères que les nombres ; chaque page ne 
contenant que 5o nombî es et non 60 comme dans Callet, 
l'indication des trois premiers chiffres des nombres en 
tète de la Table devient plus facile. 

Une autre addition est d'indiquer si le logarithme est 
par excès. Alors on a placé un point sous la 7̂ ' décimale, 
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moyen très-simple et de facile exécution et qui devrait 

être généralement adopté. 

IX. Chaque page doit être encadrée par de larges filets 
ou par des lignes de diverses couleur. 

Chaque Table doit avoir un titre courant en tête de 
chaque page et aussi concis que possible. 

X . Il faut éviter que les chiffres d'une page ne détei-
gnent sur le côté opposé. 

Cela arrive souvent lorsque le volume est broché avant 

que l'encre ne soit entièrement sèche. 

XI. Il faut éviter, par la même raison, de prendre un 
papier trop transparent. 

XII. Un papier coloré rend les caractères plus distincts 
qu'un papier blanc (*). 

M. Babbage a essayé des papiers de diverses couleurs et 
teintes. Toutes les personnes qu'il a consultées ont donné 
unanimement la préférence au papier de couleur, mais 
il y a diversité sur la teinte. Il a donné la préférence 
à la couleur jaune. Les tables sont imprimées sur du pa-
pier jaune. 

(*) Cette assertion n'est vraie qu'en ce sens qu'une teinte moins vive 

que le blanc fatigue moins la v u e ; mais en soi el le ne rend pas les carac-

tères plus distincts. ( B A I L L E U L . ) 
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BIOGRAPHIE. 

N E W T O N . 

Isaac Newton est né à Woolsthrope près Grantham 

(Lincolnsliire) le 25 décembre 1642, à i ou 2 heures du 

matin, en temps de pleine lune. 

13 ans {i655). — Est envoyé à l'école de Grantham. 

14 ans (i656), — Est retiré pour vaquer à des travaux 

agricoles. Lit des ouvrages mathématiques en gardant les 

moutons. 

18 ans (1660), — Renvoyé à l'école pour se préparer 

au collège. 

19 ans (1661). — Admis comme suhsizar dM collège de 

la Trinité à Cambridge. Devient sizar, 

22 ans (1664). — Observe deux halos autour de la 

lune. 

23 ans ( i665, janvier). — Prend les premiers degrés 

(B. A.)-, JohnPulleyn est le tutor de Newton: chaque 

professeur peut choisir son pupille. — 20 mai. Mémoire 

sur les fluxions; il se sert du point^ différentiation 

d'une équation à plusieurs variables. — i3 novembre, 

application aux tangentes des courbes. 

24 ans (1666,aSmars).—Apprend à polir les verres,fait 

un prisme ; découvre l'inégale réfrangibilité des rayons ; a 

l'idée du télescope à réflexion, qu'il reprend deux ans 

après ; forcé de quitter Cambridge à cause de la peste. 

Pendant le temps de ces expériences pour maintenir son 

attention, il vivait de pain et de quelques verres de vin 

d'Espagne (sec). Les écoliers boursiers, tel était Newton, 

recevaient pendant ce temps 3 sh. 4 d- par semaine. 
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25 ans (1667). — Fcllow minor. Obtient une chambre 

devenue depuis la sacristie. 

26 ans (1668 ). — Fellow major en mars et maître ès-
arts (M. A.) en octobre. 

Il était le vingt-troisième sur une liste de i43 signée par 
le pro-rccteur Thomas Burnet, auteur de la Theoria teU 
luris sacra. 

Fait un télescope à réflexion : 6 pouces de long ; ouver-

ture un peu plus de i pouce, verre plan convexe, épais-

seur g ou ~ de pouce, force amplifiante 4o. 

27 ans (1669). —̂  Lettre sur son télescope à son ami 
Francis Aston. — 31 juillet, son ouvrage De analysi en-
voyé par Barrow à Collins. — 29 octobre. Nommé pro-
fesseur Lucasien (chaire établie le 19 décembre i663). 

Objets d'enseignement: géométrie, arithmétique, as-
tronomie, géographie, optique, statique. D'après les sta-
tuts : une leçon d'une heure une fois par semaine et deux 
fois par semaine pendant deux heures; le professeur doit 
laisser accès libre auprès de lui. 

28 ans (1670). — Sommation de séries harmoniques; 
solution du problème d'annuités. 

29 ans (1671). — Construit son second télescope à ré-
ilexion; existe dans la collection de la Société Royale. — 
21 décembre. Est proposé comme membre de la Société 
Royale; perfectionne la méthode des séries infinies. 

30 ans (1672). — Elu membre le 6 janvier. — 2 fé-
vrier. Lettre à Oldenbourg annonçant sa découverte sur 
la lumière. Anecdote sur le combat naval du 28 mai entre 
les Anglais et les Hollandais. D'après le bruit du canon, 
il annonce, étant à Cambridge, la victoire des Hollan-
dais.— 10 décembre. Lettre à Collins contenant l'histoire 
de sa méthode des tangentes citée dans la 3̂  édition des 
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Principes \ au lieu de deux autres lettres à Leib-

nitz dans les deux premières éditions; cette lettre en-
voyée à Leibnitz le 26 juillet 1676 (*). 

31 ans (1673).— Désire se retirer de la Société Royale. 
Dans une lettre à Collins, il dit ne pas connaître assez le 
français pour lire sans dictionnaire. 

32 ans (1674? 20 juin). — Lettre à Collins; la vitesse 
horizontale du boulet n'est pas uniforme. 

33 ans (1675 , 29 janvier). — Demande à être exempté 
de payer la rétribution hebdomadaire à la Société Royale 
(i schelling); il obtient l'exemption à raison de sa posi-
tion gênée. Explication des couleurs dans les bulles de 
savon et plaques minces. La libration de la lune, dans une 
lettre à Mercator. Longueur d'un arc elliptique. 

37 ans (1679). — Propose le 28 novembre une expé-
rience pour constater le mouvement de la terre par la 
chute des graves, devant tomber à Test de la verticale.— 
18 décembre. Charles Montagu est immatriculé comme 
scholarixvi collège de la Ti^inité. Montagu, comte d'Hali-
fax , devenu veuf, prend pour diriger sa maison Catherine 
Barton, d'une beauté remarquable, nièce de Newton, 
veuve du colonel Barton; elle épouse Conduitt. Le comte, 
étant devenu ministre d'État, nomme Newton intendant 
de la Monnaie Détermine la courbe décrite sous 
l'action d'une force centrale. 

42 ans (1684> août). — Montre à Halley quelques 
théorèmes sur les lois des mouvements célestes. 

43 ans (1685, avril 2 5). — Détermine les attractions des 
masses et complète la démonstration des lois de la gravi-
tation. Finit le IP livre des Principes, dans l'été. 

{*) Fameuse pièce au procès (vo/r le Commercium epistolicum, p. 89 et 

ï 9 1 , édition de Paris). 
(**) Montagu est né en 1661 et mort en 1715. 

ilullciin mathématique, t. II. (Novembre i856.) I I 
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44 ans (1686). — Premier livre des Principes fmsi^ 
nuscrii) présenté à la Société Royale. — 2 juin, Halley 
entreprend Tinlpression des Principes à ses frais. 

45 ans (1687).— Publication des Principia y ers IslÜu 

de Tété. Prix : 5 et 10 scliellings {voir de Moivre, JSÏî-

toire de l'Académie, Éloge, 

46 ans {1688), — Quitte le collège de la Trinité. 

47 ans (1689).— Nommé un des députés de l'Université 
de Cambridge au Parlement-Convention (Laplaee, Sys-
tème du Monde, p. 372-, Paris , 1824). Les principes du 
système social furent posés dans Tannée suivante, et 
Newton concourut à leur établissement. Première con-
naissance avec Locke. Huyghens présente à la Société 
Royale sa théorie de la double réfraction. Prorogation du 
Parlement. 

48 ans (1690). — Lettre à Locke sur la corruption de 
deux passages de l'Ecriture. [Historical account of two 
notable corruptions of Scripture, ) 

49 ans (1691 ). — Lettre à Locke sur Daniel et l 'Apo-

calypse. 

51 ans (1693). — Commencement de sa maladie. Ecrit 
une lettre singulière à Samuel Pepys; demande à ne plus 
être de ses connaissances. Se plaint de ne plus n^nger ni 
dormir. 

51 ans (1693). — Lettre à Pepys sur le problème des 

chances. 

52 ans (1694). — David Gregory vient à Cambridge 
consulter Newton. — septembre. Visite Flamsteed à 
Greenwich qui lui montre cent cinquante observations 
de la lune. Correspondance entre eux. Lettre à Flamsteed: 
équation parallatique de la lune. Lettre à Flamsteed : 
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équation lunaire du soleil. Tablés de réfraction. Moyen 

mouvement Ĉ es satellites de Jupiter. 

53 ans (1695). — Tables des réfractions terminées. 
Parallaxe horizon taie de la lune*, équation de Tapogée et 
de Texcentricité. 

54 ans {1696). — Est nommé intendant de la Mon* 
naie [wa^denship) par le ministre comte d'Halifax, ami 
de la nièce de Newton, devenue épouse de Conduitt. 

55 ans (1697). — Solution de deux problèmes de Ber-
noulli. 

57 ans (1699). — Associé étranger à l'Académie des 
Sciences. 

58 ans {1700). — Mémoire sur Téquinoxe vernal. 
Changement de calendrier. 

59 ans (1701). — Échelle de chaleur. Elu par l'Uni-
versité de Cambridge député au Parlement. Renonce à sa 
place de professeur et de fellow. 

60 ans ( 1 7 0 2 ) . — Lunœ theoria, publ iée dans VAs-

tronomie de G r e g o r y . 

61 ans (1703). — Président de la Société Royale. 

62 ans (1704). — Miroir ardent. Publication de ['Op-

tique en anglais . 

63 ans (1705). — Actes de Leipzig. Expression équi-
voque. Commencement de la polémique. — Janvier. 
Nommé chevalier par la reine Anne; vient trop tard à 
Cambridge pour y soigner son élection. N'est pas re-
nommé député au Parlement. 

64 ans (1706). — Edition latine de VOptique, Traduc-
tion de Samuel Clarke. Newton fait présent à Clarke de 
5oo liv, sterl. Moivre soigne et revoit la traduction. 
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65 ans (1707). — Coopère aux statuts de la chaire PÉi-

mian. Le D'̂  Plume, archidoyen de Rochester, prît tant 
de plaisir à la lecture du Cosmoîhèoros de Huyghens, 
qu'il légua 1800 liv. sterl. pour fonder une chaire d'as-
tronomie à Cambridge. Cotes fut le premier professeur 
élu le 16 octobre 1707. 

67 ans (1709).— Commencement de sa correspondance 
avec Cotes pour la 2® édition des Principes, 

71 ans (1713). — 2® édition des Principes, au milieu 
de l'été, i''® édition du Commercium epistolicum, 

72 ans (1714). — Longitude. Affaire des longitudes. 

76 ans (1717). — Rapport sur la monnaie, par suite 
les guinées réduites de 21 sh. 6 d. à 21 sh. 

79 ans (1718). — 2"̂  édition de VOptique, 

79 ans (1721). — 3̂^ édition de VOptique. 

80 ans (1722). — Attaque de la pierre. 

82 ans (1724). — Lettre à Halley sur les comètes. Pré-
pare une 3® édition des Principes. 

83 ans (1725). — Attaque de goutte. Conversation 
avec Conduitt sur la formation des corps planétaires. 

84 ans {1727, 2 mars). — La dernière fois à la séance 
de la Société Royale demande pourquoi l'astronome royal 
Halley n'a pas envoyé la copie de ses observations an-
nuelles. 

Mort le 20 mars entre i et 2 heures du matin, laissant 
une fortune évaluée à 81,821 liv. st. 16 sh. 10 deniers 
= 016,420 francs partagés entre huit parents 5 une biblio-
thèque de 4^000 volumes vendue 4oo liv. ster., et 100 pa-
quets de brochures. 

(Extrait dc Correspondance of sir Isaac Newton, etc., by Edlestone j i85o.) 
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NOTICE HISTORIQUfi 

SUR LA RESOLUTION DE L'ÉQIIATION DU TROISIÈME DEGRÉ; 

D'APRÈS, C O S S A L L , t . H , p . 9 6 - 1 8 4 ( * ) . 

Les Indiens les Grecs et les Arabes savaient résoudre 
les équations binômes du troisième degré. Cette résolu-
tion se ramène immédiatement à une simple division ou 
à une extraction de racine carrée ou cubique. On doit la 
résolution d'une équation trinôme du troisième degré 
aux Italiens du xvi® siècle. L'histoire de cette découverte 
jette un grand jour sur les mœurs et l'état des, mathé-
inaticieii||^u temps. Les combats singuliers apportés en 
Occident par les Barbares du Nord, qui se livrent malheu-
reusement encore aujourd'hui dans les champs de l'hon-^ 

(*) Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell' algebra. Storia, 

critica di nuova disquisitione analitiche e metafisiche arrichita di D. Pietro 

Cessali, C. R. Deux volumes in-4.1®^ volume 1797, BgG pages. 11® volume 

1709 , 492 pagres. Dalla reale tipografia Parmense. 

Le P. Cessali, de l'ordre des Théatins, né en 1748 , est mort à Vérone 

en i 8 i 5 . 

C^*) M. Libri cite une soUition^de l'équation du troisième degré contenue 

dans un manuscrit du xiv® siècle : solution fausse donnée par analogie avec 

la solution des équations du second degré. Exemple : 

px^ ~ ax -4- ¿>, 
on donne 

'm-

( Hist. des Mathém.f t. II, p. 2 i 3. ) 

La disparition de M. Libri est une perte .déplorable. C'était un vrai 
savant. 
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neur (*),existaient aussi alors dans les champs de la science. 
On se portait des défis publics, non-seulement p^m* ac-* 
quérir de la gloire, mais aussi dans l!intérêt de l'existence. 
Le vaincu, perdu de réputation, ne trouvait plus de dis-
ciples : tandis que le vainqueur était appelé par diverses 
cités R venir professer et à expliquer les auteurs classi-
ques. Dès lors les inventeurs se gardaient bien de divul-
guer leurs découvertes; car, munis de ces armes secrètes, 
il trouvaient plus avantageux de proposer des questions 
dont la solution reposait sur l'objet de ces découvertes. 
Pourtant ce secret intéressé porta malheur, comme nous 
l'allons voir, au célèbre Tartaglia , véritable auteur des 
formules qu'on s'obstine à nommer formules de Cardan, 

Paccioli, dans son ouvrage {**) qui a paru en i494î ^^ 
VIIF chapitre du V P traité de la VHP distinction, énu-
mérant les équations biquadra tiques, dit: Ma de capì-
toli de numero cosa et cubo composte over ^ numero 

censo e ciibo. over de numero cubo e censo de censo non 

se possut finora troppo bene formare regole generali 

per la disproporzioimlita fra loro, perche fra loro non 

(") Dénomination dérisoire! Comment un homme vivant sous l'empire 

de l'Évangile peut-il tenir à honneur de tuer %ori semblable pour se ven-

ger d'une injure consistant le plus souvent en une parole Wessante. On 

ferait disparaître ce vestige de barbarie féodale, en le flétrissant par une 

perte des droits politiques, par une exclusion des fonctions publiques. 

(**) Sunima de arithmetica, geometria, proportioni e proportionalita. In-
folio, écriture gothique. A la fin, on lit ; 

Con spesa e diligenlia e opijicìo del prudente huomo Paganino de Paganini 
da Brescia : nella excelsa cita de Venezia, con gratia del suo excelso domi-
Hìo che per anni x proximi nell altro in quello la possi restampare ne altrove 
stampata in quello portarla sotto pena in dittagratia contenuta negli anno de 
nostra salute MCCCCXClll ali io de novembre, Augustino Barbadicn, screnes-
sima principe di quello. — Frater Lucas de Burgo, sancti Sepulcri ordinis, 
Minorwn et sacre theologie humijis professor, suo parvo ingenio ignaris còm-
paticns hanc Summam Arithrnetice et Geometrie proportionumque et propor-
tionalitatum edidit ac iwpressorihus assistens die noctuque pro posse manu, 
propria castigavit. Laus Deo (voir Nouvelles Annales, t. XII, p. 39). 



^no intavalli eif uali. Cela signifie en écr i tme mc^erne 
que les trois équations 

n := ajc 

n = ax'-i- bx\ 

n = bx^ 

né peuvent encore j us qu aujourd'hui être généralement 
résolues. Il donne une singulière raison de cette impossi-
bilité : c'est qu'entre x et x^ il y a un milieu, c'est x^ 
[média el censo), tandis qu'entre le nombre et la chose x 
il n'y a pas de milieu. 

Néanmoins, il ne croit pas à une impossibilité absolue. 
Aussi un nommé Scipion Ferro ou dal Ferro, né à Bo-
logne où, au dire d'Alidosi et de Cardan, il enseignait 
les mathématiques, de 1496 à 1326, réussit à résoudre 
l'équation de la forme 

et il en communiqua la pratique à son élève Antonio 
Maria Fiore ou dei Fiore. 

C'est tout ce qu'on sait de cette découverte, dont on 
ignore complètement la méthode. Il ii'eti est pas ainsi de 
la découverte de Tàrtaglia, sur laquelle on a beaucoup de 
renseignements donnés par lui-même dans son ouvrage : 
(^uesîte et inventioni diverse. 

Ce sont des questions adressées à Tartaglia par diverses, 
personnes, avec les réponses, le tout sous forme de dia-
logues. Les huit premiers livres roulent sur la balistique, 
la fortification , l'art militaire, la mécanique, etc. (*). 

Le IX® et dernier livre porte pour titre : Sopra la 
scientia arithmetica, geometrica et in la prafica spécu-

lation de algehra et almucahalay volgarmcnle delta 

C ) La partie balistique a été traduite par M. Rieflel, professeur à 

' École d'artillerie de Vincenries. 
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Regola de la cosa, over Arte maggiore et massime deÚá 

inventione de Capitoli de cosa e cubo equal a nu^ 

mero, et altri suoi ederenti et dependenti, et simeliñente 

de censi et cubi equal a numero et suoi dependenti^ 

qualli dalli sapienti sono stati giudicati impossibili (*). 

Cardan se sert aussi du mot pour designer 
une équation. On voit qu'il s'agit de la résolution des 
équations cubiques de ces deux formes 

et 
x^ -i-px^ z=z q. 

On arrangeait les équations de manière à ne renfermer 
que des termes positifs dans chaque membre , et une équa-
tion ainsi arrangée était considérée comme l'en-té te du 
problème, Capitulum. 

Ce livre renferme quarante-deux questions; la quator-
zième a été proposée en i53o par Zuane de Torrini da 
Coi qui tenait école d'arithmétique à Brescia. Il de-
mande: I® de trouver un nombre qui multiplié par sa racine 
augmentée de 3 fasse 5, et semblablement de trouver trois 
nombres tels, que le deuxième surpasse le premier de 2, 
([ue le troisième surpasse le deuxième de 2, et que le pro-
duit des trois nombres soit égal à looo. Selon l'écriture 
actuelle, on parvient aux équations 

x̂  -f- 6vt'' 4- = l ooo. 

Tartaglia répond qu'il possède une règle générale pour 

(*) La première éditiou est de i546, in-4. ^̂ ^ ^ ^̂  • 

Stampata in Vcnetia per Venturina Btiffinelli ad instantia et requisitione 

et a proprie spese de Nicolo Tartalea Brisciano autore, nel mese de Luio^ 

l'anno de nostre salute MDXLVf. 

('ardan ie nomme da Colle et da inolia; Ziiane pour Giovanne; Ics 

Vénitiens changent souvent le '̂̂  en z ; mazore pour maggiore. 
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résifudre la quesiioii du cube et des censi égaux à un 
nombre; mais, pour plusieurs raisons, il veut, pour le 
présent , se taire [per al presente voglio tacere per più 

respetti) ; quant à la seconde question, il avoue ne pas en 
connaître la solution, mais qu'il est bien loin de la croire 
impossible, et commence par dire vertement à Zuano : 
« Je sais que les professeurs de Brescia vous craignent 
et vous fuient, parce que, pour vous faire passer pour 
un grand mathématicien, vous leur faites des questions 
que vous-même ne savez pas résoudre, et je parie dix du-
cats contre cinq qu'il en est ainsi de vos deux questions. 
C'est un procédé dont vous devriez rougir. » [FA circa do 
ve dovi resti alquanto a rossire,) 

Cette question X X V fut portée à Venise, où Tartaglia 
était professeur, par un nommé Antonio de Cellatica, et, 
dans sa question X X V , lo décembre i536 , Tartaglia an-
nonce qu'il a trouvé la solution de l'équation 

+ // = mx^ 

le lendemain du jour oïl il a trouvé la solution de l'équa-
tion 

x^ -+- mx^ = n. 

Nous ferons observer une fois pour toujours que Tarta-
glia ne fait usage ni de nos signes ni de nos exposants. 
Comme les Ai^abes, il parle des capitoli et ne les écrit pas ; 
dans son langage, la cosa c'est l'inconnue, le censo c'est 
le carré, et le cubo c'est le cube (*) ; ainsi, pour exprimer 
la dernière équation, il emploie cette locution : cubo e 
censi egual a numero, et ainsi des autres. 

Cependant Antonio Maria del Fiore, ce disciple de 

Scipion Ferro dont nous avons parlé ci-dessus, se vali-

ci) Cardan nomme aussi l'inconnue res et a u s s i d u \ avhQp onere ; 

on ne posait qiic des quanlilés positives. 
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tait de venir humilier Tartaglîa'pour sa prétendue habileté 
dans la solution des problèmes. Tartaglia, sachant que dei 
Fiore n'était qu'un arithméticien sans aucune connais-
sance théorique, ne tint aucun compte de ces vànteries; 
mais ayant appris que dei Fiore était en possession de 
la règle générale de résoudre le chapitre [capilole) du 
cube et de la chose égale au nombre, qu'un grand maître 
lui avait enseigné, il y a une trentaine d'années, il com-
mença à avoir des craintes, s'appliqua à ce chapitre, et 
parvint à en trouver la solution le i4 février i535 , et le 
lendemain il trouva la solution des équations 

x^zzipx q y 

X'' -f- mx'^ = 71, 

jc* -I- n = mx^ 

Bien lui en prit. Car, huit jours après cette découverte, 
le 11 février 1535 , dei Fiore vint à Venise où Tartaglia 
professait alors, et lui porta un défi public qui fut ac-
cepté. Del Fiore déposa chez le notaire Jacomo Zambelli 
trente questions et une certaine somme d argent; Tarta-
glia en fit autant. Celui des deux qui, au bout de trente 
à quarante jours, aurait résolu le plus de questions serait 
déclaré vainqueur et gagnerait la somme déposée. Voici 
les trente questions de dei Fiore, telles qu'elles sont énon-
cées dans la question X X X I des Quesiti, 

1. Trouver un nombre qui ajouté à sa racine cubique 
fasse 6. 

2. Trouver deux nombres en proportion double (x, 2x) 
tels, que si l'on multiplie le carré du grand nombre par 
le plus petit nombre et qu'au produit on ajoute les deux 
nombres^on obtienne 4o. 

3. Trouver un nombre qui ajouté à son cube fasse 5. 
4. Trouver trois nombres en proportion triple (x , 

9x) tels , que le carré du plus petit multiplié par le plus 
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grand et ajoutant au produit le nombre moyen, la somme 
soit égale a 7. 

5. Deux hommes mettent en société un capital de 
900 ducats; le premier met la racine cubique du second. 
Quelle est la part de chacun? 

6. Deux honimes gagnent ensemble 100 ducats ; le gain 
du premier est la racine cubique de la part du second. 

7. Trouver un nombre qui ajouté à deux fois sa racine 
cubique fasse 13 • 

8. Trouver un nombre qui ajouté à trois fois sa racine 
cubique fasse ï5. 

9. Trouver un nombre qui ajouté à quatre fois sa racine 
cubique fasse 17. 

10. Partager i4 en deux parties dont l'une soit la ra-
cine cubique de l'autre. 

11 . Partager 20 en deux parties dont l'une soit la ra-
cine cubique de l'autre. 

12. Un joaillier vend un diamant et un rubis pour 
2,000 ducats; le prix du rubis est la racine cubique du 
prix du diamant. 

15. Un juif prête un capital à cette condition qu'à la 
fin de l'année on lui payera pour intérêts la racine cubique 
du capital. A la fin de l'année, le juif a reçu 800 ducats, 
capital et intérêt. Quel est ce capital ? 

14. Partager i3 en deux parties telles, que le produit 
de ces deux parties soit égal au carré de la plus petite 
partie multipliée par elle-même, 

15. Quelqu'un vend un saphir pour 5oo ducats et J 
gagne la racine cubique de son capital. 

Les quinze autres questions reviennent à partager les 
nombres 7, 1 2 , 9 , 25, 26, 28, 27, 29, 34? 12, 100, 
i4o, 3oo, 8io, 700 chacun en deux parts dont l'une soit 
la racine cubique de l'autre. 
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On voit que toutes ces questions amènent à Féquation 

x^ -I- px z=. q. 

Aussi Tartaglia les résolut toutes en moins de deux heu-
res , et Fiore ne résolut aucune des trente questions po-
sées par Tartaglia -, du moins il ne voulut pas communi-
quer ses solutions et ne s'en rapporter qu'au jugement de 
ses amis. C'était s'avouer vaincu. Tartaglia se contenta 
de la gloire et renonça au prix. 

On ne connaît que les quatre premières des trente ques-
tions posées par Tartaglia. On les trouvera plus loin. 

Tel est le récit que fait Tartaglia à Zuane di Coi [que^ 
sito X X V ) , mentionné ci-dessus, qui s'était rendu à Ve-
nise, le 10 décembre i536, pour prier instamment Tar-
taglia de lui donner communication des trente questions 
qu'il avait proposées. Tartaglia dit qu'il n'en avait pas 
gardé de copie, mais qu'en allant chez le notaire et lui 
offrant une légère rétribution [donate gli una gentilez--
za) en aurait une copie -, mais, eu tout cas, il refuse-
rait de donner les solutions , de crainte que ces solutions 
ne fassent trouver la règle. Toutefois, il lui donna les 
quatre premières questions. 

1°. Trouver une quantité irrationnelle telle, qu'en ta 
multipliant par sa racine carrée augmentée de J\o, le pro-
duit soit égal à un nombre rationnel donné. 

Trouver une quantité irrationnelle telle, qu'en la 
multipliant par 3o moins la racine carrée de cette quan-
tité, on obtienne un nombre rationnel donné. 

3®. Trouver une quantité irrationnelle telle, qu'en y 
ajoutant quatre fois la racine cubique, on obtienne i3. 

4®. Trouver une¡quantité irrationnelle telle, qu'en en 
soustrayant trois fois sa racine cubique, il reste lo. 

Les autres cjuestions sont restées inconnues, mais elles 
rotilaient sttr la géométrie, l'algèbre. 
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Zuane vit tout de suite, ce qui annonce même une cer-

taine perspicacité, que la première question mène à l'é-
quation 

x"^ -h mx'^ = il, 
la deuxième à 

m'̂  x'̂  =r x̂  4- n, 
la ti'oisième à 

x^ -f- mx = n, 
la quatrième à 

X^ mx -h /i . 

Comme il était tard, Tartaglia Tengagea à rester avcc 
lui à souper. Zuane lui dit qu'il était invité chez un sien 
cousin. Piqué de ce refus, Tartaglia lui dit : Attendez que 
le désir me vienne encore que vous restiez [Aspetti quanto 
voglia, elle voglio, che restati), 

Zuane se mit en vain l'esprit à la torture pour trouver 
les solutions, et il retourna le 16 décembre vers Tarta-
glia et renouvela ses supplications. Tartaglia lui dit que 
ses découvertes lui avaient coûté beaucoup de peines et 
qu'il ne se croyait pas tenu de les publier sans en tirer au-
cun honneur, aucun profit; qu'il savait d'ailleurs qu'il 
n'était pas licite de vouloir ensevelir totalement de telles 
inventions; que son intention était que , lorsqu'il aurait 

'fini d'autres travaux , de tout publier. Pour montrer 
qu'il n'attachait pas une importance exagérée à ses dé-
couvertes , il fit cette offre à Zuane : « Pour chaque pro-
blème que vous me donnerez et avec la solution, si je 
n'ai pu la trouver, je vous donnerai en échange une de 
mes formules générales. » Zuane accepta ei proposa tout 
de suite ces deux questions : i® dans tout triangle rec-
tangle la somme des deux côtés de l'angle droit est égale 
à l'hypoténuse plus le diamètre du cercle inscrit ; dans 
un triangle ABC on a AB = i 3 , B C = 14, C A = : i 5 ; 

(*) 11 était occupé à traduire Euclide. 
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sur la hauteur A D , on prend dans Tintérieur D F == 3 ; 
on mène la droite BF et on la prolonge jusqu'à ce qu'elle 
rencontre AC en E. Trouver les segments AE et CE (*). 
Tartaglia lui répond : (c Tout cela est si facile, que si vous 
me donnez une heure de temps, je vous en donnerai la 
solution. A cette occasion je vous rappellerai que Fannéç 
dernière me furent apportées de votre part trois questions, 
dontl'une était ainsi conçue: Trois hommes ont acheté cha-
cun une certaine quanti té de livres de viande dont la somme 
est 20 livres-, la quantité moyenne est égale au produit des 
extrêmes, et le produit des deux moindres quantités est 8 ; 
et, selon votre habitude, vous ne pouvez en savoir la solu-
tion puisqu'elle est impossible Enfin vaincu par les 
prières et les serments, Tartaglia lui donna la solution 
de sa première question pour le cas particulier où le nom-
bre rationnel est 2888, et il lui dit qu'alors la quantité 
irrationnelle est 78 — v^3o8; en effet, on parvient à 
l'équation 

== 2888 
et 

x — ^ 1 -h 

De retour à Brescia, Zuane i nfléchissant sur cette solu-
tion, en trouva de semblables-, ainsi il trouva pour l'é-
quation -{- = 72 , 

i4 — v'S^, JC — iH- V/73, 

et pour l'équation H- 72 = 8 

(*) u sul'lit de prendre un triangle dont les trois côtés et l'aire soient 

rationnels; alors les hauteurs et les segments formés par ces hauteurs sur 

les côtés sont rationnels. Posons 

les trois côtés sont — 4- P^ Q% -f- P" -h Q \ 
Cette question exige la résolution d'une équation du quatrième degré. 
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Sa solulion de l'équation 

jc^ -h mx^ = 4 

revient à prendre 

x" — _ 2 — I); 

c'est le cas particulier où l'on aurait dans l'équation 
11:=. mx^ : 

on part d'une forme de la racine pour trouver l'équation 
correspondante à cette racine (*). Enilé de cette préten-
due découverte, Zuane écrit à Tartaglia, en date du 8 
janvier i537, lettre d'une extreme insolence, déniant 
la primauté de ses découvertes, et dit qu'en donnant cinq 
sols pour chacune de ses trente réponses à del Fiore, elles 
auraient été très-bien payées. Tartaglia dédaigna de ré-
pondre; mais Zuane étant revenu à la charge le 17 février 
1537, Tartaglia lui annonça qu'il eût à cesser toute cor-
respondance, et que s'il veut obtenir des explications, il 
n'avait qu'à se rendre de sa personne à Venise. 

Ici finit la première partie de la vie militante de Tar-
taglia. Dans la seconde partie, la plus célèbre, il eut à 
lutter contre un homme de science universelle, d'un gé-
nie souvent très-pénctrantj d'une extravagance souvent gi-
gantesque, muni de beaucoup de ruse, d'astuce et de peu 
de conscience : tel était Cardan. Tandis que Tartaglia, 
enfoncé dans Euclide et Archiniède, d'un caractère can-
dide, croyant naïvement que dans les affaires du monde 
la ligne droite est la plus courte, devait succomber, et il 
a succombé. 

(*) Tartaglia ne fait pas cette observation , d'où Cossali est tenté de 
croire qu'à la fin de i536 il ne possédait pas encore de règle générale. 
Mais sans la connaissance de cette règle générale, comment aurait-il pu, 
en moins de deux heures, résoudre les trente questions de del Fiore? 
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Zuane venait de quitter Brescia pour se transporter à 
Milan, où il fut bien accueilli de Cardan qui lui céda 
même un de ses cours. 11 l'entretint de Tartaglia et de 
son invention. Cardan , occupé de publier son Ars mag-
na, et vivement excité pour le duel algébrique de Tar-
taglia etde dei Flore, voulait enricbii son ouvrage de la 
découverte de la nouvelle invention. Il chargea un li-
braire,Zuan Antonio de Bassano, de prier de sa part Tar-
taglia : 

i" . De lui envoyer la résolution de l'équation 

De vouloir bien lui résoudre les sept questions sui-
vantes : 

1 . Partager lo en quatre parties proportionnelles dont 

la première soit 

2. Partager lo en quatre parties proportionnelles dont 

la seconde soit 2. 

3. Trouver quatre nombres en proportion continue 

dont le premier soit 2 et dont la somme du second et du 

quatrième fasse lo. 

4. Trottver quatre nombres en proportion continue 
dont le premier soit 2 et dont la somme du troisième et du 
quatrième fasse lo. 

5. Trouver six nombres en proportion continue dont 
le second soit 2 et dont la somme du premier et du qua-
trième fasse lo . 

6. Partager lo en trois nombres continuellement pro-
portionnels et dont le produit du premier par le second 
fasse i6. 

7. Trouver un nombre qui multiplié par sa racine 

carrée augmentée de 3 fasse 21. 
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iqueslioiis amènent respectivement aux équations: 

1 . - h 2 X 4 - 2 = IO. 

•^..¿ijljf -}- ix" 4- 2:1: -I- 2 =r lox. 
S i l ^ S j ' ^ ' i , 2.r^ 4 - 2 a : = 1 0 . 

4. 2 z= 10. 

5. . 4- 2 = loor. 

7. 4" 3 = 21. 

Cardan promit d'insérer la solution du cube et de la 
cl^se égale au nombre dans son ouvrage sous le nom de 
Tarta|lia, ou bien, si tel est son désir, de garder le secret. 

C'est l'objet de la question [quesito) X X X I du 2 jan-
vier 1539. 

Le libraire, pour appuyer sa demande, fit ressortir la 
haute position médicale et géométrique de Cardan , qui 
faisait à Milan un cours public sur Euclide avcc tant d'é-
clat, que le marquis del Vasto l'en avait récompensé et 
qu'il était maintenant sur le point de publier un bel ou-
vrage sur la pratique de l'arithmétique et de la géométrie. 
Tartaglia répond que lui-même projetait un ouvrage sur 
l'algèbre, et qu'il préférait publier ses découvertes dans son 
propre ouvrage que dans celui d'autrui \ qu'il ne donnerait 
pas ses trente solutions, parce qu'elles serviraient, à un 
savant homme comme Cardan , à trouver la règle; quant 
aux sept questions, elles ont été évidemment dictées par 
da Coi , maintenant à Milan ; les deux det^nières sont les 
mêmes que celles que da Coi lui a adressées il y a une 
année ; qu'il est impossible qu'on ait la solulion à Milan , 
puisqu'on n'y sait pas même le cube et la chose égale au 
nombre t et les sept questions mènent à des équations [capi-
toU) beaucoup plus compliquées. Il donna au libraire copie 
des <juestions de del Fiore et renvoya pour les siennes 
chez le notaire. 

Iiulletinmalhémali<jue,X.\\. (jyécemhTe i85C.) 1 2 
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Cardan, irrité de ce refus et de cette allégation, écrit, le 

12 février iSSp, une lettre dictée par le ressentiment et 
la colère. Il lui reproche d'èire, non moins que Zuano, 
un présomptueux, d'avoir la folie de se croire quelque 
chose d'important, qu'il n'est pas au sommet de la monta-
gne, qu'il n'est qu'au pied, dans la vallée, et autres re-
proches semblables. Ensuite il se résume en quatre points. 

i^. Il trouve singulier que Tartaglia attribue ses sept 
questions à dal Coi (il le nomme Zuane Colle) : comme 
s'il n'y avait personne à Milan sachant en faire de sembla-
bles -, lui , Cardan, le savait avant que dei Colle sût comp-
ter jusqu'à l o , s'il est aussi jeune qu'il le dit. 

2 .̂ Que Tartaglia croit parler à des écoliers lorsqu'il 
prétend qu'une seule des trente questions d'Antonio étans 
résolue, les sept questions le sont également 5 que les trente 
questions se réduisent à la résolution de x^ -h x = n 
et non pas à a:® -f- mx == n-, qu'en voulant paraître mer-
veilleux dans notre art auprès du libraire , il s'est montré 
ignorant auprès des connaisseurs 5 toutefois Cardan veut 
bien ne pas le croire ignorant, mais seulement présomp-
tueux. 

3®. Que Tartaglia avait dit au libraire qu'une des sept 
questions résolues, toutes le seraient : chose complètement 
fausse et injurietise-, qu'il parie 100 écus que Tartaglia 
n'est pas capable de réduire ses questions ni à une seule, 
ni à deux, ni même à trois. — Au fait, Tartaglia n'a rien 
dit de semblable au libraire. C'est de l'invention de Cardan 
pour avoir un prétexte de récriminer, ou bien le libraire 
n'a pas compris ce que Tartaglia lui a dit. 

4°. C'est une question de balistique où Cardan et Tar-
taglia raisonnent d'après la physique du temps et se 
trompent l'un et l'autre. 

(*; En style de Cardan : La radice pronica media. 
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Et il finit par lui adressér ces deux nouvelles questions : 
i^. Partager ip en quatre parties formant une pro-

portion continue, telles que leurs carres fassent ensemble 
60; donné mais non résolu par fra Lucca (Paccioli). 

Deux hommes font société et chacun gagne le cube 
de la dixième partie de son capital. 

Il déclare mettre les solutions sous cachet, et si Tar-
taglia ne sait pas les résoudre, on lui remettra les solu-
tions à condition qu'il donnera une des solutions des sept 
questions. 

Mais Tartaglia ne fut pas dupe cette fois-ci et lui dit 
nettement : Puisqu'il demande la solution de sa première 
question, c'est qu'il n'est capable d'en résotidre aucune. 
Il lui donne la solution de la première de ses deux der-
nières questions; mais , quant à la seconde, elle exige la 
solution de l'équation cubique et qu'il ne la donnera 
pas; que Cardan veut l'attraper comme font les Bohé-
miens {corne costumano le cingheni). 

Cependant il se montre plus libéral qu'envers del Coi, 
et lui indique dix des trente questions : d'abord les quatre 
déjà mentionnées ci-dessus, puis les suivantes : 

I®. Couper une droite de longueur donnée en trois 
segments avec lesquels on puisse construire un triangle 
rectangle. 

oP, Couper une pyramide tronquée eu trois parties 
égales. 

Inscrire géométriquement un carré dans un triangle 
scalène. 

4®. Un tonneau est rempli de vin pur; on en retire 
chaque jour deux seaux qu'on remplace par deux seaux 
d'eau; au bout de six jours , il y a moitié vin et moitié eau. 
Quelle est la contenance du tonneau? 

Cardan voyant que ni les injures, ni les subterfuges ne 
pouvaient réussir, changea de plan, eut recours aux 
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louanges et au mensonge. Dans une lettre du 19 mars 
1 5 3 9 , qui c o m m e n c e i^div Messer Nicolo mìo carissi-

mo, il lui dit qu'il ne doit pas prendre en mauvaise 
part ses observations. Il rejette le tort sur dal Colle (c'est 
ainsi qu'il nomme ici dal Coi) , qui , venu à Milan, lui 
a donné une idée défavorable du caractère de Tartaglia, 
et se plaint de l'ingratitude de ce dàl Colle qui à quitté 
brusquement Milan, abandonnant soixante élèves qu'il 
lui avait procurés. Enfin il termine sa missive par inviter 
Tartaglia à venir à Milan le plus promptement possible. 
Le marquis del Vasto , Mécène très-libéral, auquel il avait 
remis de la part de Tartaglia deux instruments de son 
invention, désirait ardemment l'enlretenir. — 11 est pro-
bable que tout ceci n'était qu'un stratagème. Quoi qu'il en 
soit, après avoir hésité quelques instants, Tartaglia se 
rendita Milan et accepta un logement dans la maison de 
Cardan. Leur entretien du 29 mars i539 est l'objet du 

¿¿e5/io X X I X . Comme le dialogue est caractéristique, 
nous en donnons la traduction : 

CARDAN . Je suis bien aise que vous soyez venu au mo-
ment où le marquis est allé à Vigevano-, cela nous per-
mettra de causer et de raisonner ensemble de nos aflaires 
jusqu'à son retour. Certes, vous vous êtes montré de par 
trop peu complaisant de n'avoir pas voulu me donner la 
règle que vous avez trouvée sur l'équation (¿7 capitolo) de 
la chose et du cube égal au nombre , lorsque je vous en 
ai si instammetit prié. 

NICOLO TARTAGLIA . Je vous dirai que j'ai fait l'avare 
non pas tant pour cette simple équation et pour les choses 
qu'elle m'a fait trouver, mais pour celles que cette équa-
tion doit faire découvrir; car c'est une clef qui ouvre la 
voie à l'investigation d'une infinité d'autres équations, et 
si je n'étais pas occupé aiijourd'hui à traduire Euclide (je 
suis déjà arî ivé au XIIP livre), j'aurais déjà trouvé uiie 
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règle générale pour beaucoup d'autres équations; mails 
dès que j'îaurai terminé mon travailsurEùclide, j'ai des-
sein de composer un ouvrage de pratiqiie, avec une nou-
velle algèbre, dans laquelle je publierai non-seulement 
mes inventions sur les nouvelles équations, mais beaucoup 
d'autres que j'espère découvrir, et je veux même encore 
montrer le moyen d'en découvrir beaucoup d'autres, ce 
qui, j'espère, sera une chose très-utile^ très-belle. Et ce 
qui fait queje refuse de la communiquer à qui que ce 
soit, c'est qu'en ce moment je ne puis y donner aucun 
soin (comme je l'ai dit, étant occupé d'Euclide). Et si je 
l'enseignais à quelque esprit spéculatif (comme est Votre 
Excellence), il pourrait facilement découvrir d'autres 
équations et les publier coinme de son invention, ce qui 
gâterait complètement mon affaire. C'est là la cause*qui 
m'a forcé d'être si impoli envers Votre Excellence : d'au-
tant plus qu'elle est occupée à imprimer un ouvrage sur 
une semblable matière et qu'elle m'a écrit vouloir insérer 
mes inventions sous mon nom dans cet ouvrage. 

CARDÁN . Mais je vous ai écrit aussi que si vous n' êtes pas 
content, je m'engage à tenir la chose secrète. 

N . TARTAGLIA . Quant à cela , il m'a été impossible de 
vous croire. 

CARDAN . Je vous jure sur les saints Evangiles de Dieit 
et comme vrai homme d'honneur que si vous m'enseignez 
vos inventions , non-seulement je ne les publierai jamais, 
mais encore je les noterai pour moi en chiffres, afin qu'a-
près ma mort personne ne puisse les comprendre. Si 
vous voulez maintenant me croire, croyez-le; sinon, lais-
sons cela. 

N. TARTAGLIA.S Í je n'ajoutais pas foi à un tel serment, 
je mériterais certainement d'être regardé comme un 
homme sans foi ; mais j'ai résolu d'aller à Vigevano pour 
trouver monsieur le marquis, parce que voilà déjà trois 
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jours que je suis ici et que je m'ennuie d attendre; à mon 
retour, je vous promets de vous découvrir tout. 

CARDAN . Puisque vous allez voir monsieur le marquis, 
je veux vous donner une lettre (*) afin qu'il sache qui 
vous êtes; mais avant de partir, je veux que vous me 
montriez la règle que vous m'avez promise. 

N. TARTAGLIA . J'y consens. Mais sachez que pour pou-
voir en toute occasion imprévue me rappeler mes opéra-
tions, je les ai mises en vers ; si je n'avais pas pris cette 
précaution ; elles me seraient souvent sorties de la mé-
moire ; et quoique ces vers ne soient pas très-hons, peu 
m'importe: il suffit qu'ils me servent à me rappeler la 
règle chaque fois que j'en ai besoin. Je veux vous en don-
ner une copie par écrit, afin que vous soyez bien sûr que 
je TOUS ai bien donné mon invention telle qu'elle est. 

I. Quando che'l cubo con le cose appresso, 

Se aggagUa a qualche numero discreto. 

Trovati dui altri differenti in esso, 

Dapoi terrai questo per consueto 

Che'l ìor produtto sempre sia eguale 

Al terzo cubo delle cose netto. 

o. El residuo poi suo generale 

Belli lor lati cuhi ben sottrati 

Vorrà la tua cosa principali, 

4. In el secundo de cotesti alti, 

Quando che'l cubo restasse lui solo, 

Tu osserverai quest*altri contratti, 

«Î. Del numer farai due, tal part'a vaio 

Che Vuno e Valtru si produca schietto 

El terzo cubo delle cose in stelo, 

G. Delle qual poi, ptr commun precetto, 

Ĉ ) ( ' d a montre bien que le désir du marquis de voir Tartaglia est une 
pure invention de Cardan. 
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Torrai li lati cubi insieme giontì, 

Et colai somma sarà il tuo concetto, 

7 . El terzo poi de questi nostri conti 

Se solve con secondo, se ben guardi 

Che ser natura son quasi congionti, 

8. Questi trovai, et non con passi tardi 

Nel mille cinquencente quatro et trenta 

' Con /andamenti ben saldi e gagliardi. 

Nel citta dal mar intorno centa. 

N o u s allons essayer une traduction avec Texpl icat ion 

q u i la rende inte l l ig ib le . 

I . Quand le cube joint avec les choses, 

Égalent quelque nombre donné, 

Trouve deux autres dont la différence tienne lieu du nombre. 

Explication, Soit 

posons 

t — u :=. q . 

S. Après tu feras, selon l'usage, 

Que leur produit soit toujours égal 

Au cube du tiers des choses. 

Explication. Pose 

5. Ensuite le résidu général 
Des côtés de leurs cubes 
Donnera ton inconnue principale. 

Explication, 
•i,- y — 

t élu sont inconnues auxi l ia ires , x est r inconi iue pr in -

cipale. 

Dans la seconde de ces opérations, 
Lorsque le cube reste seul, 
Tu observeras ces autres préceptes. 
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Explication. Lorsque x^ =px -^q. 

Du nombre, fais deux parts de manière 
Que Tun et l'autre produisent exactement 
Le cube du tiers de la chose. 

Explication. 

(i 
= tu= 

6. Ensuite par un précepte connu 
Tu mettras ensemble les côtés des cubes 
Et cette somme sera ce que tu cherches. 

Explication. 

X z=z \lt sju. 

7. Puis la troisième de ces opérations 
Se résout par la seconde, si tu remarques bien ^ 
Qu'elles sont quasi conjointes par leur nature. 

Explication. 
x^ -h q —px-, 

elle se déduit de la seconde x^ px -h q en prenant q 
négativement. 

8. J'ai trouvé ces choses, non à pas tardif, 
En mil cinq cent trente-quatre. 
Sur des fondements solides et vigoureux, 
Dans la cité entourée de la mer. 

Cela est si clair, que, sans autre exemple, je crois que 
Votre Excellence comprendra le tout. 

CARDAN . Je l'ai quasi compris jusqu'à présent; partez, 
et, lors de votre retour, je vous ferai voir si je l'ai com-
pris. 

N. TARTAGLIA . Maintenant qne Votre Excellence s'ap-
plique à ne pas manquer à la foi promise, car si, par 
malheur, Votre Excellence manquait de foi envers moi, 
soit en imprimant dans votre ouvrage, soit autrement, 
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même en y mettant mon nom et me proclamant l'inven-
teur, je vous promets et vous jure que jê ferai imprimer 
immédiatement après quelque chose qui ne vous sera pas 
très-agréable. 

CAHOAN . Ne doutez pas que je ne tienne ce que je vous 
ai promis. Allez et soyez tranquille. Donnez cette lettre 
de ma part au marquis. 

N . T A R T A G L I A . Je me recommande. 

C A R D A N . Bon voyage. 

N . T A R T A G L I A [à part). P a r ma f o i ! j e n ' i ra i pas à 

Vigevano, mais je vetix retourner tout de suite à Venise, 
advienne que pourra. 

Ici se termine le quesito XXXIV. 
9 avril. Dans le quesito suivant, Cardan lui témoigne 

sa surprise de ce qu'il a subitement quitté Milan sans voir 
le marquis, seigneur si généreux et qui était revenu pour 
le Samedi Saint; lui annonce que son ouvrage, presque 
terminé, paraiua la semaine prochaine; et il finit par 
cette prière: a J'ai trop présumé de mes forces: je ne 
comprends pas entièrement votre règle et vous prie de 
m'envoyer la solution de cette équation -4- 3 a: == lo. » 
A cela Tartaglia répond, le 23 avril, qu'il avait promis 
à ses amis d'être sans faute de retour à Venise pour le Sa-
medi Saint, et que Cardan s'est trompé sur le sens du der-
nier vers du second tercet en posant 

tandis qu'il faut poser 
(i y 

alors 

i = y / 2 6 4 - 5 et u = : — 5, 
d'où 

x = v/26 -— V 5 -f- v^26. 
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11 résout de même Téquation 

-f- JT = I I , 

mais ne fait aucune mention de la multiplicité des ra-
cines. 

12 mars. Cardan lui envoie son premier ouvrage d'al-
gèbre avec prière de ne pas trop le répandre pour ne pas 
nuire au libraire, et renouvelle sa promesse de ne pas 
parler des découvertes de Tartaglia. 

27 mars. Réponse de Tartaglia qui s'excuse sur ses 
occupations et sur une indisposition de n'avoir pu que 
jeter les 3̂ eux sur l'ouvrage de Cardan et y signale pour-
tant une grosse erreur sur une règle pour extraire la ra-
cine cubique par approximation. Cardan pose 

10 juillet. Quesito XXXVII . Mapbio Paviciani, un 
disciple de Tartaglia, résidant àBergame, lui écrit qu'un 
de ses amis de Milan lui annonce que le médecin Cardan 
avait publié un second ouvrage d'algèbre où il a parlé de 
nouvelles équations qui ne sont probablement pas autres 
que celles de Tartaglia. 

19 juillet. Tartaglia répond qu'en effet ces équations 
nouvelles ne peuvent être autres que les siennes-, qu'il en 
est extrêmement contrarié, et que le proverbe ne ment 
pas qui dit : Quello che tu non voi che si sappia^ nel dire 

ad alcuno, (Ce que tu ne veux pas que l'on sache, ne le 
dis à personne. ) 

4 août. Quesito X X X V I I l . Cardan se plaint de ee que 
Tartaglia a laissé sans réponse plusieurs de ses questions; 
qu'il comprend bien la règle, mais qu'il ne sait plus s'en 
tirer lorsque le cube du tiers delà chose surpasse le carré 
de la moitié du nombre, et lui demande la résolution de 
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réqiiation 

C'est ce qui est devenu si célèbre sous le nom de cas 
irréductible, La racine — 2 se présente sous une apparence 
irrationnelle. Quant à l'extraction de la racine cubique 
par approximation [voir ci-dessus), il y a dans son ou-
vrage d'autres règles pour cela et qui sont très-exactes. 

7 août. Tartaglia ne pouvant résoudre la difficulté et 
déjà irrité, fait une réponse assez impertinente-, veut 
faire accroire à Cardan qu'il applique mal la règle et lui 
dit que ses secondes règles d'approximation ne valent pas 
mieux que la première. 

18 octobre. Cardan écrit : Tartaglia a-t-il perdu l'es-
prit, peut-être à force d'étudier et de lire ? que lui est sûr 
de bien comprendre la règle; il veut parier 100 écus 
contre 25 qu'il sait résoudre l'équation 

X ^ I 2 J 7 - f - 2 0 . 

Tartaglia ne veut plus répondre. 
S j a n v i e r 1 5 4 0 . Quesito X L . Cardan 3iYerlii fraternel-

lement {çuantof7ntello)Tarta^lia. que ce diable de Zuane 
dal C o l l e [quel diavolo de messer Zuane Colle) v ient 

encore d'arriver à Milan, ayant appris que je voulais lui 
céder un de mes cours, celui d'Arilhmétiqu?e ; se croyant 
un homme fort, je l'ai examiné et ne le trouve pas ce 
qu'il croit être; je vous avertis qu'il possède votre équa-
tion de la chose et du cube égal au nombre et celle de la 
chose et du nombre égal au cube, et se vante que, lors 
de son séjour à Venise, il est entré en discussion avec dei 
Fiore, et, par cette voie, il est parvenu à ce qu'il cher-
chait; la discussion lui a fait connaître la nature de l'é-
quation, et, après diverses conjectures, aidé d'un de ses 
compagnons, il a trouvé la solution. Sachez qu'il a encore 
t i w v é la racine cubique de 10 -h V^ioS; elle est égale à 
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I -f- ; el aussi 

et delà 

yjio — \/io8 —sJ lo — y/ioS = 2. 

Je vous engage à chercher la règle, je n'ai pas pu la 
trouver. Je vous avertis encore qu'il a la solution de la 
question que j'ai faite de partager lo en trois nombres 
formant une proportion continue et tels, que le produit 
du premier par le second fasse 8 , et qu'il m'enseignera 
sa solution si je lui cède mon cours. Ainsi veuillez la cher-
cher-, j'avoue ne pouvoir la trouver* pas plus que la sui-
vante que Zuane ne sait pas non plus : Trouver trois 
nombres en proportion continue tels, que la somme du 
premier et du troisième fasse lo et que le produit du pre-
mier et du second fasse 7. Il dit avoir aussi la démons-
tration que le cercle contient une aire maxima entre tou-
tes les figures de meme contour ; que cette proposition, 
qui se tiouve peut-être dans Proclus ou dans Théon, lui 
a été enseignée par messer Philène, de Bologne. Il pro-
pose encore ce problème : Soit donné le rectangle ABCG 
et soit encore donné le centre D du rectangle ; trouver sur 
le prolongenient de AB un point F et sur le prolongement 
de AC un point E tels, que les trois points E,F, G soient 
en ligne droite et que DE soit égal à DF. Si l'on prend 

A B = r 2 , B C = 3 , 

quelle est la valeur de DE? 
Cette lettre est suivie des observations de Tartaglia. 

(( Je trouve, dit-il, que Cardan a un esprit plus obtus 
que je ne croyais. Zuane n'est pas venu pour qu'il lui 
cède son cours, mais pour le lui enlever. Cardan en a 
peur. Aussi Zuane lui en donne à garder lorsqu'il dit 
posséder la solulion des équatious [capitoli). L'extraction 
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de la racine cubique de lo-f- y îoS ne présente pas de 
difficulté: il suffit de décomposer lo en deux nombres 
dont l'un soit un cube et l'autre divisible par 3, et on 
trouve de même le résidu (*). » 

Il découvre encore d'autres traces de simplicité dans 
la conduite de Cardan, et ses observations se terminent 
ainsi : 

Et per questo non li voglio dar altra risposta per che e 

non vi ho più affectione à lui che à messer Zuane^ e 

pero li voglio lassar far tra loro ; ma me la vedo che lui 

e perso d'animo^ non so mo comme Vandera, 

« C'est pour cela que je ne veux plus lui faire d'autre 
réponse, parce queje n'ai pas plus d'affection pour lui 
que pour messer Zuane ; je veux les laisser faire entre eux, 
mais je vois qu'il a perdu l'esprit et ne sais maintenant 
comment cefi a ira. 

Depuis , toute correspondance cesse avec Cardan. Le 
pauvre Tartaglia croit que Cardan est la dupe de Zuane 
et il ne soupçonne pas d'être lui-même dupe de Cardan, 
qui fait intervenir ce Zuane pour se ménager un prétexte 
de dégager sá parole et d'être impunément parjure. 

1S41. Le quesito XLII a encore rapport à l'équation 
cubique. C'est un dialogue entre Tartaglia et un gentil-
homme anglais nommé Ricardo Ventuorthe, son disciple 
et son ami [compare), 

Tartaglia refuse de lui donner ses rengles; mais, après 
qu'il aura fini son travail sur Euclide et Archimède, il pu-
bliera un ouvrage qu'il dédiera à ce gentilhomme et 
où toutes les règles seront développées et démontrées ; le 

(*) Euclide nomme hiñóme les expressions et apolome (segment) 

les expressions a — y ^ ; de là en latin recisus et en italien reciso; c'est le 

résidu de Tartaglia. 
(**) La première partie du GeneralTraiiato est en effet dédiée à ce gentil-

homme, dont il vante les bienfaits qu'il en a reçus. 
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disciple consent d'attendre , mais demande au moins quel-

ques exemples 5 Tartaglia donne les suivants : 

OR^-F-ÔX'RRR L O O , X = : ^ + V^« + V 4 2 — V ^ « 7 0 0 , 

4 - 1 0 0 , x = — 2 4 - ^ / 2 4 , 

x^ 4 - 3 2 , X •=. — i \l'5 y . 

5o, .r I 4-

C'est pour avoir trouvé le premier exemple d'une vérifi-

cation trop pénible, qu'il a donné les trois autres; et le 

gentilliomme ayant demandé un exemple de la forme 

x^ n =. mx^f 
il lui donne 

Ventuortlie se montre satisfait et pense pouvoir, d'a-
près ces solutions, trouver lui-même la règle. Tartaglia 
le dissuade de s'appliquer à de telles recherches qui sont 
Irès-fatigantes et sans résultats : on ne peut rien trouver 
par la voie des essais. Ces équations ont chacune deux 
solutions diverses et peut-être davantage, chaque solu-
tion nécessitera d'autres essais. Il l'exhorte à attendre 
patiemment la publication de son ouvrage. A cela, Ven-
tuorthe dit qu'il est dur de croire que la même équation 
puisse avoir deux solutions et peut-être davantage. A cela 
Tartaglia répond : 

Là è certo cosa dura a credere y et certamente se la 

sperientia non me ne facesse testimonianza, quesi che 

non U crederei, 

(( Certes la chose est dure à croire, et certainement si 
l'expérience n'en rendait témoignage, je ne le croirais 
presque pas. » 

il donne pour exemple l'équation 
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OÙ Ton a évidemment x = 2 et cependant la règle donne 

4- 4i — V7 — 

solution différente de 2. Ici Tartaglia commet une erreur 
de calcul; il faut d'après sa règle 

\/7+ V̂ 5Ô -+-V7— V ^ , 

et s'il s'était rappelé la règle donnée ci-dessus , il aurait 
trouvé 

V7-I- v/5Ô=:l + V^, V'7— s/^ I r r l — y/'2 , 
d'où 

.r ~ 2 ; 

les deux autrés racines sont 

I±:v/—6. 

Tartaglia ne mentionne nullement les racines imaginai-
res. Il parait qu'il ne savait pas s'en rendre raison; en 
général, il n'avait pas une idée nette de la multiplicité 
des racines; mais il fait ici une observation importante : 
Il dit à son disciple que dans son ouvrage il fera voir que 
toutes les solutions des équations cubiques se ramènent à 
la solution des trois formes 

-h /?.r =z <7 , -{- q = px, — pxq^ 

généralisation qui indique un grand progrès analytique. 
Tartaglia raconte encore dans le même quesito que dans 

la nuit de la Saint-Martin de i536 qui était un samedi, 
étant au lit sans pouvoir dormir, il avait trouvé des règles 
pour 

.r« 4- fx^ — G, .r« —f.T^ + g, -f- g- = frK 

Il en indique les solutions à son disciple qui prend congé 
en promettant de lui écrire dès son retour en Angleterre, 
et Tartaglia lui dit : 

Andati, messer compare, che Iddio va dia il huon 



( ) 
viaggo et vi prego che me scriveli subito, che vi seti ag-

giunto, corne haveti detto. 

« Allez, mon cher ami, que Dieu vous donne un bon 

voyage; et je vous prie de m'écrîre dès que vous serez ar-

rivé, comme vous l'avez promis. » 

Le disciple répond : Faro senza fallo* (Je le ferai sans 

faute. ) 

Ce sont les derniers mots des quesiti. Nous voyons que 
Tartaglia avait l'affection de ses élèves; c'est qu'il était 
lui-même très-affectueux. 

Tartaglia, absorbé par sa traduction d'Euclide et par les 
corrections d'erreurs commises par les traducteurs d'Ar-
chi mède, ne s'occupait des équations cubiques que de temps 
à autre, tandis que Cardan, aidé de son excellent élève 
Louis Ferraris [voir t. XI, p. 120) , s'en occupant sans 
cesse, parvint à donner de l'extension aux règles de Tarta-
glia , à résoudre les équations du quatrième degré et à don-
ner des éclaircissements sur la nature des équations. Il réu-
nit toutes ces règles et ces connaissances nouvelles en une 
théorie qu'il publia en i545 sous le titre : j4rs magna^ il 
y joignit le livre Régula aliza (*) où il donne le cas ir-
réductible. Le serment de foi prêté fut violé, et ce qui de-
vait être écrit en chiffres pour être inintelligible après sa 
mort fut divulgué au monde entier par des milliers 
d'exemplaires imprimés. Non-seulement, il manqua de 
foi, mais même il ne fut pas entièrement juste envers 
Tartaglia. Il prétend qu'après d'instantes prières, il n'en 
avait reçu que la solution du cube et de la chose égale au 
nombre ; tandis que par les tercets rapportés ci-dessus 
il avait encore reçu les deux autres formes. Indigné d'une 
telle félonie, Tartaglia eut à soutenir, en 1547, tine der-

M-k 
(*) Cardan ne donne pas l'explication de ce mot. 



( 193 ) 
nière lutte où pourtant il ne fut pas le provocateur. Voici 
comment il raconte ce fait dans son General Trattato y 
etc., IP partie, IP livre, chapitre VII, § 7 , imprimé en 
I 5 5 6 . 

<( En 1547, Cardan et sa créature, Ludovic Ferraro, 
dans deux bulletins imprimés, me portèrent uu défi. Je 
leur adressai trente et une questions, à condition qu'elles 
seraient résolues en quinze jours-, passé ce délai, les so-
lutions devaient être considérées comme non avenues. Ils 
restèrent deux mois sans donner signe d'existence, et puis 
ils m'envoyèrent trente et une questions sans me donner la 
solution d'aucunedes miennes; d'ailleurs le termefatalétait 
dépassé de plus de quai^ante cinq jours. Je trouvai le jour 
même les solutions de dix, le lendemain de quelques au-
tres, puis de toutes les autres, et, afin de ne pas dépasser 
l'intervalle de quinze jours, je me hâtai de les faire im-
primer et de les envoyer à Milan. Pour cacher leur len-
teur à répondre à mes questions ou du moins à quelques-
unes, ils m'entretinrent d'autres choses pleines de longues 
sottises, et ce n'est qu'au bout de sept mois qu'ils m'en-
voyèrent une réponse publique, où ils se vantaient d'avoir 
résolu mes questions. D'abord, si même tout cela était vrai, 
ces solutions doimées si longtemps après le terme fixé n'é-
taientd'aueun mérite ; ensuite la plus grande partie d'entre 
elles étaient complètement fausses. Désirant proclamer 
publiquement ces faussetés et me trouvant à Breseia, 
dans le voisinage de Milan, je m'y rendis et envoyai à 
tous les deux un cartel imprimé où je les invitais à se 
trouver vendredi prochain, 10 août i548, à 10 heures, à 
l'église surnommée le jardin dit des Frères Zoccolanti , 
pour discuter publiquement mes réfutations de leurs pré-
tendues soliitions. Cardan, pour ne pas se trouver à Pexa-
men, s'éloigna précipitamment de Milan, et, au jour 
fixé, Ferraro vint seul au rendez-vous, et accompagné 

BuHeiiii malhcmatique, t. li. (Doreiiibre i85().) l3 
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d'une foule d'amis et de plusieurs autres 5 j'étais seul arec 
mon frère que j'avais amené avec moi de Brescia. Je me 
présentai en présence de toute cette multitude et com-
mençai par exposer brièvement le sujet de la discussion 
et la cause de mon arrivée à Milan. Lorsque je voulus 
en venir aux réfutations des solutions, on m'interrompit 
pendant deux heures par des paroles et des gestes, sous 
prétexte qu'on devait choisir, en l'endroit même, un cer-
tain nombre déjugés parmi les auditeurs présents , tous 
amis de Éerraro et à moi entièrement inconnus. Je ne 
voulus pas consentir à cette astuce, et dis que mon in-
tention était que tous les auditeurs fussent juges , de même 
que ceux qui liront mes réfutations lorsqu'elles seront 
imprimées. Enfin ils me laissèrent parler, et, pour ne 
pas ennuyer l'auditoire, je commençai, non par des ob-
jets fastidieux sur les nombres et la géométrie, mais il me 
partit convenable de réfuter la solution d'une question sur 
le chapitre XXIV de la Géographie de Ptolémée, et je con-
traignis Ferraro à convenir publiquement qu'il s'était 
trompé. Voulant continuer, tous se mirent à crier que je 
devais maintenant parler de mes propres solutions obte-
nues en trois jours, des trente et une questions qui me fu-
rent proposées. J'eus beau obj ecter qu'on devait d'abord me 
laisser achever ce qui concernait mes réfutations, qu'en-
suite j'aborderais ce qu'ils demandaient : ni raisonne-
ments ni plaintes ne furent écoutés; on ne me laissa 
plus parler, et on donna la parole à Ferraro, qui com-
mença par dire que je n'ai pu résoudre la quatrième ques-
tion sur Vitruve, et il s'étendit là-dessus jusqu'à l'heure 
du souper. Chacun vida le temple et s'en alla à la mai-
son. » 

Ainsi se termina ce duel, original même en ces temps. 
Tartaglia s'éloigna tout de suite de Milan, et, craignant 

des violences, regagna Brescia par un chemin détourné. 
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Dans le Tmttaio général y IIP partie, livre III, on lit 

vingt-deux des trente questions de Cardan , avec leurs so-
lutions doimées par Tartaglia 5 il dit avoir des raisons 
pour ne pas envoyer à Cardan les solutions des huit au-
tres. On y lit aussi les trente et.une questions proposées 
par Tartaglia; la solution de la trente et unième et der-
nière question est la seule qui soit exacte. Il s'agît de 
trouver la valeur de x dans Féquation 

27 .ro -h 4- 54 .r" 4- S lOOO, 

ils extraient la racine cubiqué et trouvent 20: = lo, 
équation cubique, et Tartaglia ne manque pas de faire 
observer que c'est à lui qu'ils doivent cette solution. 

Voici ce qui a occasionné le terrible échec de Cardan 
et de Ferrari : Les quinze livres d'Euclide renferment 
cinq cent quatorze propositions tant géométriques qu'a-
rithmétiques. Ce nombre comprend cent cinq problèmes 
dont quatre-vingt-dix-huit sont géométriques; il y en a 
soixante-quinze svir un plan et vingt-trois dans l'espace. 
Or Tartaglia était parvenu à résoudre soixante-sept des 
problèmes plans à l'aide de la règle et d'une ouverture 
de compas invariable, et à démontrer l'impossibilité de 
construire ainsi les huit restants. Cardan , portant son 
défi, croyait que Tartaglia ne possédait que la règle du 
cube, et ne se doutait pas qu'il avait encore d'autres ar-
mes ; la plupart de ses questions roulent sur cette méthode 
particulière de solution, à eux inconnue. Aussi furent-ils 
pris au dépourvu et honteusement vaincus : juste punition 
d'une trahison, utile, il faut en convenir, à la science; 
mais toutes les fois qu'une mauvaise action a de bons ré-
sultats, il faut en remercier la Providence et nullement 
l'auteur, qui reste toujours flétri. Tartaglia, sans avoir ja-
mais manqué à l'honneur, n'est pas irréprochable. Sa dé-
couverte de i53o n'est pas encore publiée par lui-même 

i 3 . 
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en i556. Il la tenait en réserve, comme ilâ é̂̂ ^ dît, pour 
son grand ouvrage General TrattatOy divî& en six par-
ties -, or il est mort en 1556 pendant l'impression de la cin-
quième partie. La sixième partie, consacrée à l'algèbre, 
devait renfermer les règles pour la résolution de l'équation 
cubique. Curtió Trajano, libraire, qui a fait imprimer à 
Venise les cinq premières parties, chargea un savant ma-
thématicien [iindolto matemático) de réunir et de met-
Ire en ordre totis les manuscrits laissés par Tartaglia pour 
cette dernière partie. Or on n'a jamais imprimé que le 
premier livre de cette sixième partie, oit Fon ne trouve 
que les règles pour les opérations algébriques et rien sur 
l'équation cubique. Le libraire a-t-il refusé les fonds pour 
imprimer le reste, ou le mathématicien s'est-il mal ac-
quitté de sa besogne? Ce qui est certain, c'est que sans 
les traitreuses révélations de Cardan, on serait resté en-
core longtemps sans savoir résoudre les équations cubi-
ques , et, par conséquent aussi, les équations biqua-
dratiques. En mathématiques, il ne faut, sous aucun 
prétexte, différer longtemps. Car ce que l'un découvre au 
Nord, un autre le découvrira au Midi, et, comme dit très-
bien Arago, la priorité appartient à celui qui puhlieXe 
premier; et dussiez-vous prouver invinciblement que 
vous avez eu la même idée il y a vingt ans, la réclama-
tion est de nulle valeur, votre droit est périmé. Ce qui 
est arrivé á Tartaglia, et depuis à Newton pour le calcul 
infinitésimal, sont des enseignements que nos grands géo-
mètres ne devraient pas oublier et qu'ils oublient tou-
jours. 
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THtoBÈHES DE HSC4L ET DE BRIAIiCBON. 

Dans r ouvrage sur les Méthodes en Géométrie de 
M. P. Serret, on lit, page 19, une démonstration très-
simple de ees deux théorèmes. Le savant auteur a trouvé 
depuis que de semblables démonstrations ont déjà été 
données par Dandelin dans les Annales de Gergonne 
(tome XVI). 

Les observations de M. Serret sur la Note de M. Rou-
ché relative au théorème de Legendre [voir page 354) 
seront insérées en 1857. 

BIBLIOGRAPHIE. 

R E C U E I L D ' E X E R C I C E S S U R L E C A L C U L I N F I N I T É S I M A L ; p a r 

M. F. Frenety ancien élève de TEcole Normale, pro-
fesseur à la Faculté des Sciences de Lyon. Ouvrage des-
tiné aux élèves de T Ecole Polytechnique, à ceux de 
l'Ecole Normale et aux auditeurs des cours de Mathé-
matiques dans les Facultés des Sciences. Paris, i856-, 
in-8 de 220 pages, 2 planches lithographiées, chez 
Mallet-Bachelier, libraire. Prix : 5 francs. 

Nous nous empressons de dire que cet ouvrage impor-
tant, dont nous rendrons compte, remplit son but. Les 
exemples sont puisés aux sources classiques ; questions et 
solutions sont nettement rédigées, simplement résolues. 
En y joignant les excellents Exercices de mécanique de 
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M. l'abbé Jullien (*), les personnes qui se livrent aux hautes 
études auront un vade-meeum qu'on ne saurait trop leur 
recommander. Dans l'édifice mathématique, on ne con-
naît bien un étage qu'en habitant l'étage supérieur. C'est 
ce qu'on verra encore dans les exercices que M. Catalan 
va publier pour les classes des.lycées. 

F I B O N A C C I . 

M. Baldassare Boncompagni vient de publier une se-
conde édition des Opuscoli du célèbre Pisan. (Firenze, 
i 8 5 6 ) . 

Nous avons parlé longuement (p. i) de cette production 
qui fait époque dans l'histoire de la science et qui a attiré 
l'attention d'éminents géomètres. MM. A. Genocchi et 
Lebesgue avaient signalé quelques erreurs de copie et in-
diqué des corrections. Dans cette seconde édition, les 
erreurs ont disparu et l'on a admis les corrections. On a 
ajouté six nouvelles noies qui ne se trouvaient pas dans 
la première édition , et trois notes anciennes sont modi-
fiées. De sorte que cette seconde édition est un nouveau 
service , un nouveau témoignage de la conscience scrupu-
leuse que le savant auteur met dans tous ses érudits tra-
vaux. 

(*) 2 volumes in -8 chez Mallet-Bachelier, libraire. Prix : 12 fr. 
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NEWCOMEN i5i 
NEWTON. . . 114 i i5 , 117, 119, 120, i 2 i , 122, 123, 

124, 1 2 5 , 128, 129, i3o, i3i, I32, I5O et 19G 
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NICOMÈDE 32 
NIEUVENGLOSKI, professeur 11 
NISSEN 17 

NONNIUS 35 
OLBERS 17 et 90 

OLD, astronome * 17 

OLDENBOURG 128, i i5 , 129 et 160 

OLUFSEN, astronome 17 
ORONTIUS FLN.EUS 35 
OSTROGRADSKY 76 

OZANAM 97 
PACCIOLI 166 et 179 

PAPPUS... 27 et 34 
PEMBERTON i3o 
PEPYS (SAMUEL) 162 

PETERS, astronome 17 

PETERSEN, astronome 17 

PFLEIDERER i4i et i43 
PHILÈNE DE BOLOGNE 188 

PHILIPPE DE CARMAGNINI 37 
PHILON 26, 27 et 3o 
PHILOPONUS 24 
PLATON I I , 22, 24, 25, 26, 27, 28, 32 et 106 

PLUME (le Docteur) i63 
PLUTARQUE 24 et 25 
POISSON 75 et 78 

PONCELET ICI 
PREVOST 36 
PREVOT (P . ) 144 
PROCLUS 26 et 188 

PRONY 72, i5o et i55 
PROUHET 89, ICI et 122 

PTOLÉMÉE 194 
PTOLEMÉE ÉVERGÊTE III 21 et 23 
PUISEUX 102 

PULLEYN (.1.) 159 
PYTHAGORE 61 

QUIRLLNtG, astronome 17 
RAMUS io5, 106 et 107 

RANIERO, cardinal i et 49 
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REGNAULT 
REGRAY-BELMY 77 
REIMER (N.-TH.) IIÏ ET 34 

RÉMOND DE MONTMORT i 15 
RICCI 
R I L L I E T - P L A N T A M O U R ^ 4 I 

ROBERTS ( W . ) - et i53 
ROGUET 
ROUCHÉ ^97 
R O Y E R - C O L L A R D I®^ 

SAUSSURE (DE) i4i 
SCIIAUB 
S C H O N N ( C H R I S T I N E ) . . . ^7 

SCHOOTEN 21, 36 et 122 
S C H R E K E N F U S S ^^^ 

SCHUMACHER 17, 18 et 19 

SCHUMACHER ( RICHARD ) 17 
SELANDER, astronome ^7 
SERRET (J.-A.) 
SERRET (P . ) 99, et 197 

SEVIGNÉ (M^ D E ) . . . . 71 
S H O R T R È D E (ROBERT) ET 1 0 9 

SLOANE 
SLUSIUS 36, ï i5 , 129 ot i32 
SOCRATE 
SOUNTAG, astronome 
SPORUS et 34 
STEFFENS, astronome 
STRAUCH, professeur 
STRUVE ( W . ) , astronome ' 9 
STURM 38, 72, 73, 74, 7^, 77, 7^, 79, 

86, 88, 89 et 14^ 

STURM (JEAN) 
SVANBERG, astronome 
SYLVESTER, professeur à Woolich 86 et 13ç> 
TARTAGLLA à 19^ 
TAYLOR ^^^ 
THÉODORE ^ii ^̂  
THÉON.. 
THEVENOT ^^ 
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T O N S O N . . . 129 

TORTOLINI 6 
TRAJAN CURTIO 196 
TSCHIRNHAUSS i i5 
TYCHO DE BRAHÉ 90 et 117 
VARIGNON ii5 
VASTO (DEL) 177 et 180 
VAÜCANSON 149 
VEGA i54 et i55 
VENTUORTHE 189 
VERNERÜS 34 
VIÈTE 5, 21 et 36 
VINCENT, Membre de l'Institut 39 
VITRUVE 194 
VIVIANI 36 
WADDINGTON io5, 106 et 107 
WALLIS. i i5, 119, 122, 123, 125, 128 et 129 
WANTZEL .. 87 
WATS 129 
WATT i5o et i5i 
WOEPCKE, professeur à l'université de Berl in. . . . . . 3 , 5 , 

38,. 46 et 62 

WOLF 16 
WOLF (R.) 146 
WREEN 123 
WRONSKI i36 
ZAMBELLI 170 
ZOCCOLANTI 193 
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