NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

1854.



.LIBRAIRIE DE MALLET-BACHELIER.

Cet Ouvrage se trouve aussi
A ANGOULEME.. chez Perez-LECLER.

BORDEAUX. .. — CHAUMAS.
BOURGES.. ... — VERMEIL.
BREST........ — M™€ V¥¢ LEFOURNIER.
LILLE. . ... .. — VANACKERE.
LORIENT...... — LEeroux-CAsSART.

— Savy.
LYON...... % — Baun et Cie.
MARSEILLE. . . — Mme Vve CamoIn,
METZ........ — Wariown.
MONTPELLIER. — SEWALLE.
NANCY....... — G. Grimeror et C'=.
NANTES. .. ... — ForesT ainé.
ORLEANS. . ... — GaTiNEAU.
RENNES.... .. — VERDIER.
ROCHEFORT. . % — A. Gimavn.

— Proust-Branpay.
ROUEN....... — LEBRUMENT.

— TrerurTEL et WurTz,
STRASBOURG. . — M™e LEVRAULT.

— DERr1vVAUX.
TOULON. ... .. — MonGE.

— M!S GaLLON sceurs.
TOULOUSE. . . ; — Privar.

— GIMET.
LEIPSIG. . . . . — MicHELSEN.

— BAILLIERE.
LONDRES. .. { — Durav et C', Soho-Square.
MADRID.. . . . — MoniIgr.
TURIN.. . . .. — Bocca.
VIENNE. . . . . — RoOBRMANN

PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-DACHELIER,

rue du Jardinet, 19.



Gl

NOUVELLES ANNALEN

DE

MATHEMATIQUES.

JOURNAL DES CANDIDATY
AUX ECOLES POLYTECHNIQUE ET NORMALE:
LEDIGE
Par M. Terquem,
Oflivier de I'Université. Docteur és sciences, Professeur aux Feoles Impériales d'Artillerie,
Qfficier de la Leégion d'honneur.
ET

M. Gerono,

Professeur de Mathématiques.

pon N
TOME TREIZIEME. T

AT, - R P
.;\1",“"1);!‘;‘_,?0({" l/" /‘tx .
GRINCBLE ¢ ;o e

Y/ PR A { .
MivgRgiiay PARIS, - '
MALLET-BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DU RURFAU DES LONGITUDES, DE L’ECOLE POLYTECHIQUE, FETC.,

Quai des Aungustins, n° 55.

1854.






NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

COORDONNEES OBLIQUES;
. D'arxis M. BALTZER,

Professeur au Gymnase de Dresde. .

(Journal de M. Crelle, t. XLVI, p. 145; 1853.)

A. Coordonnées obliques ; points et droites dans le plan.

1. Notations. x, abscisse; y, ordonnée; r, distance du
point (Q) a Porigine O; xr, angle que fait la direction r
avee x positif, I’angle étant compté suivant un sens déter-
miné ; de sorte que

angle rz + anglezr — o, sinrz +sinazr =o,

COS 7y — COS xr —= 0.

2. Tutorime. Dans un polygone fermé, un cité est
égal a la somme algébrigue des projections des autres
cotés sur ce coté. — Théoréme fondamental qu’on doit,
je crois, a Carnot.

3. D’aprés ce théoréme et cette notation, 'on a.

(1) 7 ==X COSIT - ¥ COS yr,y

(2) T ¢cos xr = x - y COSs zy,
rcos yr =2x cos xy -+ ¥,.



(6)

d’ou I'on tire

X4 ycosxy xcoszy —+y
(3) = =r,
cos.xr cosyr
4) r’= x*+ 2.xy cos ry + y?,

(5) COSXr — COS YT COSZY _ COSyr— COSZrcosxy  sin’zy
| = = ’
x Y r
(6) sin*zy = cos*zr — 2 cos xr cos yr cOS Ty -+ €OS? yr.

4. Angles d'une droite avec les axes. Le rapport x:y

est constant pour tous les points de la droite OQ; ainsi
z_f

-=%, gr—jfr=o

y g & ’

est 'équation de la droite.

Nous désignons par (fg) la direction de la droite; si
Yon a

P f g
alors, a cause de I'équation (4),
P =S+ 2 fgcoszy + g
et

f+gcosxy:fcosxy+g —
cos T cos yr

b

ce qui donne les angles xr, yr, que fait la droite avec les
axes. ‘

5. Normale. Soient gxr — fy ="h I'équation d’'une
droite, g'x — f'y = o I'équation de la perpendiculaire
abaissée de 'origine sur la droite, et n la longueur de
cette perpendiculaire. On a, d’aprés le théoréme (2),
x, y étant un point situé sur la droite donnée,

X COSxn -+ y CoS yn = n;

équation qui doit étre identique avec I'équation de la



{(7)

droite donnée, donc

- h n —_n
= S =—» cosxn:—igq, cosyu:——‘!;
cosxn cosyn nr h 3

"équation (5), appliquée a la normale, donne

COS 27 — COS y7t COS LY _ COS YR — COS IR COS Iy __ Sin‘zy

fr gl - P/ 1

ou bien

g+feosxzy  f+geosxy hsin’zy
S I'4 nop
pi=f"+2f' g cosxy +g"*;

et 'équation (6) donne

ou

’1
# sin’zy = g* + 2 fgcosxy + f* = p’,
d’ont
A p

rn~ sinxy’

et réciproquement, les deux directions (fg) et (f'g’)
sont normales I'une a I'autre , lorsque
g8 + M + (fg' + gf') coszy = o.

6. Angle de deux droites. Soient les droites
gx—fy=o0; gx—fly=o0; x, y un point de la
premiére droite; x’, y’ un point de la seconde droite;
r’=x'4a2zxycoszy +y, r*=z'*+ 22"y coszxy+ y'%
ona ‘

r'cos rr’ = &' cos xr + y’cos yr (théoréme 2),
et, a I'aide de I’équation (3),
(7) rr'cosrr':x'x+y'y+(x’y+y.’x) cos zy;
ou bien, a I'aide de Iéquation (5),

sin’zy cos rr’ = cos zr cos xr’ -4 cos yrcos yr'
— (cos yrcos yr' + cos zr' cos yr') cos zy,

(8)



on a

- L’,

rl
ou
pP=S"42fgcoszy + g’ p*=f"+42f g coszy+ g";
substituant, dans I'équation (7), on trouve

pp’ cos 77’ = ff' + gg' + (fg' + gf") cos zy.

On parvient au méme résultat en substituant, dans
Péquation (7), ayant égard aux équations (3),

S+ gcoszy feoszy—4y

cos zr cosyr  °?
S +gcosxy fleosxzy+y'
cosz’r . cosyr 7

- ™ . . . .
faisant rr' = > on revient a la formule des directions

normales.

7. Distance d'une droite a Uorigine. Soient I'équation
de la droite gx — fy = h; n la distance de cette droite a
Vorigine; on a, comme ci-dessus (§ 5

gne; ’ )
hsin x
n= 2SIV
P
8. Distance d’une droite & un point quelcongue. Soient

la méme droite et un point (xy, y;), et n, la distance
cherchée; on trouve facilement

(h— gzi— fr\)sin zy
P

7 =

B. Points, droites, plans dans Uespace.
9. Notation.
OP=z, PQ=y, QR=3,

coordonnées des points R; OR =r-.



(9) -
10. On a
(1) r=— 2 coS xr-ty Cosyr -+ z coszr,
F COSZF = Z -y COS ZY ~+ % COS 2T
(2) ¢ reosyr= zcoszy +y + zcosyz ¢ [théoréme 2 ];
7 COS 2r = X €COS 23X —+ ¥ COS ¥z —+ 2
de la

Z - ) oS Xy -+ 2 COS 2T
cos xr

__xcosxy 4y -+ 3 COs ¥z
cos ¥z

ZCOSZT 4y COSYZ 432
cos zr -

r.

Les équations (1) et (2) donnent
(4) r*==x*+y*+z*+ 2 .xy cOS Ly -+ 2)zCOS ¥z + 22Z COS 2T
On déduit, des équations (2),

sin’yz cos xr — v cos yr — f cos zr
x

sin? zx cos yr — « €OS zr — 7 COS Zr
r
sin? &y cos zr — B cos xr— a cos yr __ 0?2

-

(5) =

2 r
ou

@ == C0S )z — COS 2x COS ¥z,

f = cos zx — cos zy cosyz,

7} = COSZYy — COS ¥z COS X,

0%== 1 -+ 2 COSZY COS ¥2 COS 2T — COS*Zy — COS? ¥z — COS* 2L,

Substituant pour x, y, z, r, leurs valeurs proportion-

e

nelles dans I'équation (1), on obtient

0% = sin’yz cos® xr -+ sin? zx cos? yr -+ sin® zy cos?zr
— 29 €os X7 cosyr — 2B €os 27 CO8 &7 — 2. COS YT COS 27

(6)



. (10)
Dans le triédre formé par les axes, soit
X Pangle diédre opposé 4 yz,
Y langle diédre opposé a zz,
Z Yangle diédre opposé a zy,
on a (Trigonométrie sphérique)
a = sin zz sin xy cos X,
(7) B =sinzysin yzcos Y,
v =sin yzsinzz cos Z;
0? == sin? 2z sin’ xy sin’X,
= sin’zy sin? yz sin? Y,

= sin’yz sin? zz sin® Z,

(8
8) _—_-!|siné(zy+yz+zx)siné(xy+yz——zx)

1 L1
sm;(yz-{—z.z—xy)sm;(zx+xy—-yz);

de la ,
cotX cotY cotZ 1
11. Polume du parallélipipéde des axes. Si lon
prend, a partir de I'origine, une longueur égale a 'unité
sur les trois axes, et quon achéve le parallélipipéde, le
volume est égal 4 d; élevanta I'origine les droites &/, y’, 2’
respectivement perpendiculaires aux plans yz, zx, xy,
on aura

(9) &= sinzy cos zz' = sin yz cos zz’ = sinzz cos yy'.

12. Par le point R, menons un plan perpendiculaire a
OR; soient K, L, M les points d'intersection de ce plan,
avec les axes x, y, z: on a

KLM cos xr = OLM cosz’'x, etc.;
d’ou

’ J !
(10) OLM. S22 % _ omk . <87 — okr,. S22 % —KLM,
COS COS zr

CcOos xr



(1)
et de la, au moyen de I'équation (9),

OLM _  OMK = OKL _ KLM
(r1) sin yzcoszr _ sinzz cosyr  sinxy coszr  J

Cette équation, combinée avec les équations (6) et (7),
donne
KLM? = OLM?* + OMK? 4 OKL?
(12) { —2.0LM.OMK. cos Z — 2 OMK.OKL. cos X
— 2.0KL.OLM. cos Y;

on a

z cos x’ x = rcosx’'r, etc.;
d’ou
(13) rcosx'z _ ycosy'y zc0sz'z

cosz’'r ~ cosy’r ~ cosz'r
Les accents désignent, comme ci-dessus, des perpendicu-
laires aux plans coordonnés.

13. Equation d’une droite
z Yy

3 .
f g K
f> &> I donnent la direction de la droite, et nous dési-
gnons une telle droite donnée de direction par (fgh).
14. Angles d’une droite avec les axes.
Silon a

xr ¥y z
vt i
on aura, d'aprés Iéquation (4),
pP=S"+ g+ I + 2 fgcosxy + 2gh cos yz + 2 hf coszx;
et, d’apreés les équations (3),
S+ gcosxy 4 hcoszx _ g+ hcosyz—+ fcosay

cos xr cos yr
__h+fcoszz + gcosyz
cos zr -




(12)

15. Equation d’un plan. Soit un plan perpendicu-
laire en R sur OR et OR=r; soit R" un point quelconque
du plan ayant les coordonnées x', y/, z’: projetant ortho-
gonalement sur OR la ligne brisée OP' Q'R’ formée par
les coordonnées de R/, on a

' cosxr + y' cosyr + 2z’ coszr =r
pour équation du plan.

Ainsi, si 'on a pour équation d’'un plan

Arx+By+Cz=D,
alors
A __ B _C _D

= = =
cosxr  Cosyr  coszr r

ou r est la distance del'origine au plan, xr'angle de I'axe
des x avec cette distance, etc. Nous désignons par (ABC)
un tel plan donné de direction.
Si (fgh) estla direction de cette normale r, on a, d’a-
prés les équations (5),
Asin?’yz— yB—BC __ Bsin’zz —aC-—<9A
. S - g
__Csin’zy—BA—2B_ 9*D

h rp

)
ct, d’aprés I'équation (6),
D . s
—— = A%sin’yz - B*sin’ zx + C’sin’ a2y
>
—2ABy —2BCz—2CA B = o5
D ¢

r8

16. Condition pour qu’une direction (fgh) soit con-
tenue dans un plan (ABC).

x z . . .
7 == 70 Cquation de la droite,
o 73 .

Az 4 By 4 Cz=o0, C{quation du plan;



(13)

on a, pour équation de condition,
Af+Bg+Ch=o0.
17. Condition pour que deux directions (fgh), (f'g'h')

sotent dans un plan (ABC)
équation de la premiére direction;

A
f—x, = % = ;, équation de la deuxiéme direction;
o
Az + By + Cz =0, équationdu plan;
ona
gh' —g'h hf — I f fg —f’
B G

A
18. Condition pour gu’une direction ( fgh) soit dans

deux plans (ABC), (A'B'C’).

Az +By+Cz=o ) )
, ¢quations des deux plans;

"2+ By +Cz=o0

; :i’; = Z’ direction;
BC'—B'C CA'—C’'A AB' — A’B
f —_— g — ’l .

19. Condition pour qu’une direction (fgh) soit nor-
male ¢ un plan (ABC). La direction (fgh) est perpen-
diculaire au plan (ABC), lorsque (§ 15)

Asm’yz——yB——@C Bsin’zz — «C — g A
v 8
Csm’xy—-{iA——aB do
h e i
ou bien encore, ayant égard aux §§ 14 et 15
S+ gcosxy + hcoszx g+ hcosyz + feoszy
A B
h—+ fcoszx + gcos yz J
C e



(14)
d’ou I'on tire
At + Bg+Ch=p§:
les valeurs de p, o, J sont données ci-dessus (p. 9, 11, 12).

20. Condition pour qu’une direction (fgh) soit nor-
male & la direction (f'g'h’).

Il faut que la direction (f’g’h’) soit dans le plan nor-
mal & la direction (fgh); donc, ayant égard aux §§ 16
et 19,

S S+ g+Mh+(fg+fg)coszy
+ (g'h+gh')cos yz -+ (A" f+ hf')coszz = o.

21. Condition pour qu'un plan (ABC) soit perpendi-
culaire au plan (A'B'C’). Le plan (A’B’C’) est perpen-
diculaire au plan (ABC) lorsqu’il contient la normale 4
ABC; donc, ayant égard aux §§ 16 et 19,

AA’sin’ yz + BB'sin? zz + CC'sin’2y — ¢ (A’B + AB’)

—«(B'C + BC') — B (C'A+ CA')=o.

22. Adngle de deux droites.

Soient la droite ( fgh) et la droite (f"g'k'); il s’agit de
trouver I'angle ROR’; on a
r' cos rr’ = x' cos xr + y' cos yr +- 7’ cos zr,

(14) rcos r'r = xcosxr’ + y cosyr' + zcoszr'.

x', 3', 2’ sont relatifs au point R'; d'ou, ayant ég'ard a

I’équation (13),

[ coszrcosx'r’ cosyrcosy’r’ coszrcosz'r’
cos zx’ cos yy' - coszz

cos rr’ =

coszr'cosx’'r cosyr'cosy'r coszrcosz'r
b 9

cos zz' cos yy’ cos 23z’
ici x',y’, 2’ sont des axes normaux aux plans yz, zx, xy
(§ 11) : éliminant, de I'une des équations (14), les cosi-
nus au moyen des équations (3), on a
(16) rr'cosrr’ = xx' + yy' + 28’ + (xy’ + 2’ y) cosxy
+ (7 + y'2) cos yz + (zx' + 2’ x) cos zx;



(15)
ou bien, éliminant des équations (14), les x, y, 5, r a .
I'aide des équations (5),
82cos rr’ = —+ sin? y z cos xr cos xr’ - sin® zx cos yrcos yr’
~+ sin’zy cos zr cos zr'
— v (cos zrcos yr’ + cos xr' cos yr)
— a (cos yrcos zr’ + cos yr’ cos zr)

— B (cos zr cos .cr’ + cos zr’ cos zr); (*)

(17)

or,

donc, d’aprés I'équation (16),
pp' cos rr’ = ff' + gg' + kl + (fg' + g/’ ) cos zy
+ (gh' + hg') cos yz + (hf" + fI') cos zx.

Si cos rr’ = o, on revient au résultat du § 20.
23. Angle de deux plans (ABC) et (A'B'C').

Soient r et r' les perpendiculaires respectives a ces

plans;on a

A B _C o
coszr  cos yr  cos zr 8
A B’ c’ ¢’

=%

cosxr’ ™ cosyr’  coszr’

de 1a et de 'équation (17), on tire
oa’ cos rr’ = AA'sin’ yz + BB’ sin’ zz 4~ CC sin?zy
— 9 (AB' + A'B) — « (BC' - B'C) — B (CA’ + C'A).

24. Angle d’une droite (f'g'h’) avec le plan (ABC).

(*) Les formules (15), (16), (17) et la méthode pour les trouver, sont
de M. Sturm. (GErcoNNE, Ann., t. XV, p. 330.)



(16)
Soit (fgk) la direction normale 3 ABC (§ 15),
A - B — C c

?
cos xr - cosyr cos zr 0

—_— ——
=

par conséquent , d’aprés ’équation (14),

d;g—cosrr’: Af’'+Bg'+ CPk.

25. Distance d’un point & un plan.
r, distance; Axr + By +Cz =D, equauon du plan;
Ty 31y B, coordonnees du point;

r=i(D— Ae,—By —Cz)’-

26. Sil'ona
gx—fr==H
hy —gz=F,
So—hr=0G,

ou F, G, H sont des constantes qui déterminent la po-

sition, tandis que f, g, & donnent la direction d’une
droite; si I'on a

Ff+Gg+Hh=o,
cette droite est évidemment dans le plan
Fz+Gy+Hz=o.

27. Condition pour qu’une droite soit contenue dans
un plan.

Soit la droite donnée par les équations du § 26 et
Ax 4+ By + Cz=D, [Iéquation du plan,
le plan
v(gr—fy —H)=hy—gz—TF,



(17)
oul v estun paramétre arbitraire, contient la droite; iden-
tifiant, on a
of +h 1 _¢eH—F

0
AT gB C Dg

’

d’ou .
AH—CF _ BF—AG _ CG— BH
T
Ff+Gg+Hh=0, Af+4+Bg+Ch=o.

28. Condition pour gu’un point et _une droite soient

dans un plan.
Equations de la droite et du plan comme au § 27, x,,
15 21 coordonnées du point; on a

/l}’n_'gzl—F___ﬁl"'hxl-G_g‘r'_fr"—H

A B = C
' _ —(Fz+ Gy + Hz)
- D
29. Condition pour qu’un plan contienne deux droites
paralléles. ‘
On aura

v(gr—Jfy—W)=hy— gz — F;

les accents se rapportent 4 la seconde droite paralléle a la
premiére, d’on
o (W —H)=F —F,
F—F G—G_HW—H_HF—HF
) A~ B — ¢ gD
et, au moyen des relations ci-dessus,
HF —H'F_FG'—FG_ GH'—G'H °
g - h _ f ’
30. Condition pour qu'un plan contienne une droite
et soit paralléle a une autre droite.
La droite (efg) est contenue dans (ABC), donc
Af+Bg+Ch=o0;
Ann. de Mathémat., t. X1, (Janvier 1854.) 2




(18)
la droite (f”g’h') est dans le plan (A’B’C’), donc
Nf +Bf +Cg=o0;

mais ces deux plans doivent étre paraliéles, d’ou

AN_A B _B _gl—gh B_IMf —Kf
c~¢ o~ ¢c c A —fg C fi—rg
A
]_)_H'C'_F_Ff’+Gg+Hh’.
c— g T f&—=fg
ear
Ff+Hkh=—Gg,
D Ff+Gg+Hh
¢ flg—gf

31. Condition pour que deux droites soient dans un
méme plan.

11 faut que les plans (ABC), (A'B'C’) se confondent ;
done

’

77

olg
olg

on bien .
Ff+Ff+Gg+Gg+HAMN+HA=o0.

32. Distance d’une droite a un plan paralléle a cette
droite.

Soient (fgh) la droite, (ABC) le plan, et (A'B'C’) le
plan passant par (fgh) et paralléle 2 (ABC); la distance
de (ABC) a (A’B’C/) est la distance cherchée; or cette
distance est

s —
(D—D)2s e D’=£é£ (6527 et 29),

donc la distance cherchée (§ 25),
__ (gD — AH + CF)s.

gc




(19) ,

33. Plus courte distance de deux droites non dans un
méme plan. ,

Soient (fgh), (f'g'h') les deux droites, (ABC), (A'B'C')
deux plans paralléles, le premier passant par (efg), et
le second par (e’ f'g’); la distance de ces deux plans est
la distance cherchée: donc

§ D _Ff +Gg+HN
—_ D —D) - g
s = \D D ) 0" C fgr _‘gf/ ?
D Ff+Gg+Hh
Cr—‘ fg’-—gf’ 7

done
. .8
s=(Ff+Ff+Gg +Gg+ BN +HE)

34. Distance d’un point & une droite.

Soient x, ¥y, %, les coordonnées du point, (fgh) la
droite, (A’B’C’) un plan passant par le point et la droite;
on a donc

hy,— gz, —F _fz. —lzx‘-——G_gx.—-fy,—H
A — ‘B’ - C/

Soit ( f"g’ k') une perpendiculaire au plan (A’B’'C’);
on a (§19) '
A'sin’yz — 9B — B0 B'sin'zz —aC — yA’
f/ - g/
__C'sin’zy — BA’ — a B
= 7 .
Soit (ABC) un plan passant par (fgh) parallélement
a(f'g'h'),ona
g —gh W' —Nf f&'—fg_ ¥f+Gg +HY
A B T Cc D ’
s=(D—Ax.—'By.—,Cz,)§ (§28);

on met pour A, B, C, D leurs valeurs proportionnelles.

33. Distance des deux paralléles (fgh), (f'g'h’).
2.



(20)
Soit (A”B”C”) le plan passant par les deux droites,
© .ona
F—F_G—G_H—H
A" ‘_' B” - c” ‘
Soit (f”g" k") une perpendiculaire au plan (A”B”C"),

on a

(§ 29).

A”sin’ yz—yB” — BC” _ B"sin’zz — 2 C” — yA”
f” - . gll A
__ C’sin’zy — A" —aB’ -
- hr
Pour (ABC) passant par (fgh), et pour (A’B’C’) passant
par (f'g’'h'), tous deux parallélement a la normale
. (fllg//h”), on a
gh” —_— g”}l _ ".f”— Il”f__‘.f;.‘,’” ——f”g _.Ff""‘" Gg” _+__ H/l”
A - B - C - D
F/f// + GI g” + Hl h”
= DI .,

donc
)
§ = [(F___ F/)f// + (G— G/)g”"}" (H - H/) h”] ;'
36. Unedroite(f"g"h")passant parunpoint(x,y,z,)
perpe(zdz'culairement a la droite (fgh).
Soient (A’B'C’) le plan passant par le point, et la droite
(fgh);on a
hy,—gs,—F _ fo,—hx,—G __goy— fyy,— H_
A B U ’

le plan (ABC), perpendiculaire 4 ( fgh), donne
S+ gcoszy + hcoszx g+ h cos yz + fcos xy
A - B
. h —- f cos zx + g cos yz
= a ,

d’olt
BC —B'C__CA'—CA__ AR —A’B
jw - g " — Il ’ *




(a21)
37. Une droite (f"g"h") coupant normalement les
droites paralléles (fgh), (f'g'h').
Le plan (A’B/C’) des deux droites paralléles donne
F—F_G—G_W—H_HF—HF
A’ B’ C’ = gD' 5

le plan (ABC), perpendiculaire a (fgh), donne
S+ geosay + hcoszx g+ hcos yz 4 feoszy
A - B
__h+fcoszx + gcos yz
C ?

d’on
BC'—B'C__CA—CA AB —A'B,
f/r - g// - A" ?
la droite (f"”g"h") est dans (A’B'C’) si I'ona ‘
AV H// —_— CI FI' )
g — ?

D=
ou si

2
H (F —F)—F' (W —H) = g— (HF' — H'F).

38. Droite (7 g” k") normale aux deuz: droites (fgh),
(f'8'k).
Le plan (ABC) contenant les deux directions (fgh) et
(f'g'h'),ona
—Egh_W—NWf_f&'—Sg.
A~ B T ¢ 7
(f"g"h"), normale &4 (ABC), donne

Asin’yz—9B—BC __ Bsin’z.z:—aC—"yA
fl/ gll
Csin’zy — 8A — aB
= 7 .

Les droites (fgh) et (f”g”h") doivent étre dans un méme-
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plan; de méme (f'g'h’) et (f”g"h") donnent
Ff4+Ff' +~G" g+ Gg’ +~ HA + hB” =o,
F'f+Ff +Gg+Gg +HNIN+HB I =o0;
et 'on a aussi -
F'ff +G"'g"+H'E"=o0;
ainsi F”, G”, H” sont connus, ainsi que f”, g”, A".
Observation. Aucun Traité, a ce que je sache, ne
donne ces formules élémentaires d'une application si fré-
quente. M. le D* J.-G.-H. Swellenbach , de Bonn, vient
de publier un ouvrage in-4° de 221 pages, sur neuf sys-
témes de coordonnées dont il étudie et compare les pro-
priétés. Nous y reviendrons.

CONCOURS D’AGREGATION POUR LES LYCEES, EN 1853

(voir t. IX, p. 842).

MATHEMATIQUES. -

1°. Résolution des triangles (*), moyens de vérifica-
tion. :
2°. Etant donné dans un triangle OBC
a = 53429™,68,
A— 480 5o’ 141/ (*t)’
B = 65° 47’ 15,3,
résoudre le triangle et le vérifier.
Observation. Telle est la question proposée I'an de

*) Rectilignes, pourquoi ne pas le dire?
gnes , pourq P
(**) Latitude de Paris; encore une question d’origine astronomique =

Qui me délivrera des Grecs et des Romains!

#'écrie Berchoux. J'ajoute, pour ma part: et des origines astronemiques.
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grace 1853, chez la grande nation, dans la capitale du
monde civilisé, par I'université de France, a des profes-.
seurs aspirant au grade d"Agrégé (Fellow)! Monsei-
gneur Parchevéque de Besangon, humaniste distingué,
n’a-t-il pas raison d’annoncer que les études baissent et
baisseront de plus en plussous I'empire des nouveaux pro-
grammes? Quel homme intelligent, comparant le passé
avec le présent et ayant de la conscience, gros comme
un grain de moutarde, peut nier cette proposition d’une
évidence flagrante? Lorsque, il y a quelques années, on
baissala taille requise pour étre soldat, n’a-t-on pas conclu
que la taille moyenne était en décroissance?

PHYSIQUE.

1°. Lunette de Galilée. Marche des rayons. Champ
Grossissement.
2°. 50 kilogrammes de glace 3 — 12 degrés étant don-
nés, combien faut-il de kilogrammes de vapeur formée a
120 degrés pour que le tout se convertisse en eau a 35 de-
grés?
HISTOIRE NATURELLE.

1°. De la respiration dans les Mammiféres ;
2°. Delarespiration dans les parties vertes des plantes.

SOLUTION DE LA QUESTION 141

(voir t. VI, p. 184);
Par M. P. TARDY.

]

Soient A, , A,44,..., A, trois termes consécutifs d'une
série récurrente. Sil'on forme la série qui a pour terme
général A, A, ., — A%, elle est aussi récurrente.

Fourier a énoncé ce théoréme dans son Analyse des
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équations déterminées, page 72. Son objet était de trou-
ver successivement toutes les racines d’une équation par
Pemploi des séries récurrentes, en donnant ainsi une
grande extension a la méthode découverte par D. Ber-
noulli pour obtenir la plus grande racine réelle.

Il parait que quelque erreur s’est glissée dans ce qu’a-
vance a ce propos le célébre géométre; mais nous nous
bornerons, pour le moment, 4 démontrer la proposition
spéciale rappelée dans ces Annales. :

11 est aisé de voir que toute série dont le terme général
est de la forme

D,
att

D,
o

n
.. protl
n

D,, D,,..., D, désignant des constantes arbitraires, est une
série récurrente ou I'on a fait la variable pour laquelle la
sérieest ordonnée —=1. Pour avoir la fraction génératrice
F(z)
S (=)

» il suffit de poser
flz)=(x—a)(x—a)...(x—a,),
F(z)=by+ bz + by’ + ... 4 by, 2",

et de déterminer les n quantités by, by, b,,..., b,_; par
les n équations

b+ ba, + b8} ...+ by a"* = —D, (a, — a,) (a,—a,)...(a,—a,),
by+ bia, + b,al ..o+ by a';-' = — D,(a; — a)) (a—a,)...(a;—a,),
b, + b,a, + b, al 4o b,,_, a~t=—D, (a,, — a)) (@n—a,)...(ap—ay_,).

En effet, nous savons que le terme générdl de la série ré-

. . . F(=x
currente qui provient de la fraction F) st

S ()

p=n
Zf’ ar—i—x
p=1
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Maintenant, supposons que A, soit le terme général
d’une série récurrente, el que 1y, 1y,..., A, soient les ra-
cines de I'équation qu’on obtient en égalant & zéro le dé-
nominateur de sa fraction génératrice; on aura

6, 6,

A,:ﬁ;+ﬁ_ﬁ+ ot

—.

i

En changeant r en r+ ket en r+ ¥, ct en mulupham,
il viendra

p=14g=1

Arsice Artt = 2 2 ).‘ )\"' (M) r.+|

p=ng=n

Etsi Von prend k+ %=k -+ ¥, on aura, en retranchant,
un résultat de la forme

1 1
L=Ar+k~Ar+k’—Ar+/..A,-+},I=B|. 2 W-‘—B., 3W+ vee
I
+ Bii,n m 5

et 'on voit que L est le terme général d’une série récur-
rente qui nait de la fraction

9 ()
(—0h) (2 —20) .o (7 — M)
¢ (x) étant un polynéme d’un degré = = (n -; 0_ .
I.

Prenant k = o, ' =2, h =h'=1, on aura le théoréme
particulier dont il était question.
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SOLUTION DE LA QUESTION 262

(voir t. X1, p. 401);

Par M. P. TARDY.

L’équation
n nin—1
(—P)"=_;6p,n+ (1.2 )62p,n
rn(n—1)(rn—2)

2.3 63P'n+...i6np,n)

ou 2 est un nombre entier positif, p une quantité quel-
conque, et -

e __p(p—x)...(p—n—l—l)
psn — ’
1.2...7

donnée par M. Catalan, n’est qu'un cas trés-particulier
de la formule générale du calcul des différences finies

Mf(z)=f(z+n)—>f(z+n—1)
(1) wn

_____‘)f(x_;_ n—2)—...~4 (—1) f ().

-+
. 1.2

11 suffit de poser

_ px(px—1)(pr—2)...(px—n—+1)
fle)= (=1 1.2.3...n7 ’

en effet, il viendra

—1)...2.1.p0
wfle)= (—p O 2L

et

Az +r)=(—1) (""’)P[(x+r)f;;]..:..[(:+r),,_n_|_.];
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en substituant dans 1’équation (1), et en intervertis-
sant Pordre des termes dans le second membre, nous

aurons ) ( . n+l-)
Z — 1) ..o -_
(—pr= PRI

_ae+)pllr+)p—1].. [e+)p—r+1]

I I.2...12 )

n(n—1) (z+2)p[(z+2)p—1].[(z+2)p—nt1]__
+ r.2 1.2.3...n )
+(_l),(x+n)p[(x+n)z:.—;.lgl-'::[£x+n)p—n+r],

laquelle, pour x = o, devient la formule de M. Ca-
talan. ’ ’

BIBLIOGRAPHIE.

Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques
se trouvent chez MaLLET-BAcHELIER, libraire, quai des Augustins, 55.

ProGRAMME DES LEGONS DE GEOMETRIE RATIONNELLE ET
APPLIQUEE , professées en la Mairie de Gien, par
M. C. Bertrand, directeur de I'Institution de cette
ville. Premiére partie : Géométrie plane rationnelle,
suivie de la Géométrie de Uéchélle et de la théorie
de la régle & calculs. Gien; 1853 ; in-8 de 68 pages,
1 planche lithographiée. — Prix : 3 francs.

L’avis qui précéde ce programame renferme tant d’idées
excellentes , que je crois devoir le reproduire in extenso:
« Les sciences humaines, nées d’hier, sont encore au
berceau; et cependant I'étude des parties déja découvertes
suffit pour absorber la vie enti¢re d’'un homme laborieux
et intelligent. On peut dire du monde de I'esprit, ce que
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Pascal disait du monde des corps : c’est une sphére infinie
dontle centre est partout, et dontla limite n’est nulle part.

» Les études géométriques se présentent sous un double
point de vue : spéculatif et pratique. Lorsque I’étude de
la géométrie n’a pour objet que les applications de cette
science a la vie ordinaire, elle se réduit a peu prés 4 un
petit nombre de théorémes, dont le systéme rappelle
I'humble nom de son berceau : la mesure des choses ter-
restres. Mais quand on la considére sous le point de vue de
la spéculation, elle se présente comme un immense réseau
de vérités remarquables dont les anneaux s’étendent de-
puis les axiomes (dont I'évidence est une lumiére qui
efface tout autre moyen de certitude par I'éblouissement
despotique de son éclat), jusqu’aux limites inconnues de
Pesprit humain.

» Ainsi considérée, elle peut étre regardée non-seule-
ment comme un beau cours de logique formant un salu-
taire aliment de I'intelligence ‘de ’homme, mais encore
comme un préservatif certain contre les ennuis insépara-
bles de toute condition humaine.

» Quand on observe la multitude innombrable des
problémes que cette science peut remuer, on est effrayé
de la misére de I'esprit humain, etde I’épaisseur des téné-
bres qui entourent I'enfance de son savoir et 'orgueilleuse
vieillesse de son ignorance.

» Il en est des découvertes dans les sciences comme
dans la géographie; la chance d’en faire de nouvelles est
en raison inverse du nombre des navigateurs qui en ont
déja exploré I'étendue, avec cette différence que la géo-
graphie s’arréte i notre chétive planéte, tandis que la
géométrie s’étend au dela des limites du globe !

» Une erreur commune 4 quelques jeunes professenrs
leur fait croire que ce sont eux qui font les éléves d’élite;
hélas! non; bien au contraire, ces éleves d’élite arrivent
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bien souvent a I'éiat de géométres inventeurs, malgré les
soins de leurs maitres. Cetté erreur tient, en général, a
ce que tel jeune liomme présomptueux, qui répéte pen-
dant quelques années les lecons de ses professeurs qui ne
lui laissent presque rien & trouver seul, arrive trop promp-
tement 4 se croire né géométre! Passe pour répétiteur.

» Quand on étudie un cours de géométrie; si I'on veut
le rendre fertile pour soi-méme, on doit, aprés avoir
compris et appris la démonstration de I'auteur, s’exercer
A en trouver une autre a soi, sous peine de rester a I'état
stérile de perroquet géométrique. :

» L’amour-propre mathématique est une espéce de
vanité qui a deux travers d’esprit principaux : la manie
de chicaner ou de pointiller sur des arguties prétentieuses
et stériles, et la manie de l'improvisation apparente de
la résolution de certaines difficultés. Manie assez funeste
chez ceux qui sont chargés d’apprendre a apprendre!

» Il est bon de remarquer que I'on ne trouvait pas ces
faiblesses chez les Laplace, les Lagrange, les Poisson, les
Ampére, etc., de savante mémoire ; mais qu’on les trouve
chez ceux qui n’ont pas élevé les plus beaux monuments
scientifiques de ce siecle : la mécanique céleste, le calcul
des variations, la théorie de la chaleur et de 1’électricité
dynamique, etc.

» Pour détruire cette manie, il suffit de changer quel-
ques conditions du probléme que ces prétendus impro-
visateurs viennent de résoudre si vite, et de leur de-
mander la nouvelle solution, spontanément et presto.
L’homme fait est souvent un vieil enfant.

» On voit bien passer de temps en temps des calcula-
teurs rapides, ou plutdt des machines i calculs, braves
gens plus ou moins pdtres; mais on attend encore le pas-
sage d'une machine géométrique, se mouvant avec une
vitesse de plusieurs problémes a I'heure.
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» Je me borne & dire au lecteur que le grand Newton,
qui cachait aussi dans la synthése les tatonnements de
son analyse, se trahit un jour en disant: J'ai trouvé les
lois du systéme du monde, en y pensant toujours. Dans les
sciences comme dans les arts, le premier des inventeurs
est le tatonnement marié & 'expérience : union sublime,
qui couve le génie dans une mystérieuse incubation.

» La Géométrie a du reste, comme toutes les sciences,
ses fanatiques et ses détracteurs. J’ai toujours rencontré
ses fanatiques parmi ces Ames ardentes qui cherchent avec
cnthousiasme la vérité. Quant a ses détracteurs, je les ai
presque toujours rencontrés parmi ces hommes qui cher-
chent & déprécier ce qu’ils ne comprennent nullement, ou
qui redoutent le compas dans la mesure de leur savoir (*).

» Je terminerai en redemandant encore une fois la tra-
duction, dans notre langue, des travaux des géométres
étrangers; et la rédaction, par une Commission compé-
tente, d'ouvrages nationaux pour l’enseignement des
mathématiques dans nos lycées et institutions (avec révi-
sion tous les dix ans, par exemple), en 'escortant d’un
catalogue renfermant les énoncés de toutes les proposi-
tions mathématiques actuellement connues (peut-étre
4 ou 5 mille au plus), avec l'indication des sources ou
on les trouve démontrées ex-professo. Mais j’ajouterai
que je n’attends plus 'exécution d’un ouvrage qui serait
si utile aux jeunes intelligences, tout en rendant a cha-
cun selon ses ceuvres. La lumiére n’est pas favorable a
tout le monde; et certaines plantes ne prospérent qu’a
Pombre.

» Je finis en remarquant que la Géométrie a aussi sa
métaphysique. Par exemple, en changeant de définitions,
pourrait-on établir plusieurs séries différentes de vérités

(*) G’est cela. M. Bertrand met le doigt sur la plaie.
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géométriques? Existe-t-il plusieurs sortes d'incommen-
surabilités? Quel est le meilleur enchainement possible
des propositions géométriques? etc. Je conseille au lec-
teur de ne s’occuper de ces questions philosophiques que
dans ses moments perdus; il est & peu prés certain d’en
augmenter ainsi le nombre. »

Nous partageons les voeux patriotiques de I'auteur,
et, avec lui, son peu d’espoir de les voir réalisés (*)-

La lecture de ce programme procure un plaisir instruc-
tif; cest un panorama géométrique. Les énoncés de
214 théorémes , méthodiquement classés, font connaitre
ou rappellent les richesses de la géométrie élémentaire
moderne.

« Notre intention est d’aider le lecteur laborieux et
» intelligent a se rendre capable d’étudier seul la plus
» grande partie des propositions déja trouvées; et nous
» ajouterons qu'un livre bien utile serait celui qui ren-
» fermerait les énoncés seuls de toutes les propositions
» mathématiques actuellement connues, et 'indication
» des sources francaises et étrangeéres ol on les trouve
» développées » (page 38).

Ces théorémes sont fondés sur des principes et entre-
mélés de corollaires, de problémes et de réflexions trés-
judicieuses. Citons encore :

« Il y a généralement trois parties dans I’étude d’un
» probléme : la mise en construction, la preuve et la dis-
» cussion. La mise en construction a pour but de lier les
» données a l'inconnue par une série d’opérations in-
» strumentales, idéales ou effectives, qui ont pour objet
» de mettre I'inconnue en évidence. Il n’est pas possible

(*) Une telle Commission n’est-elle pas aussi utile que celle qui a pour
mission de recueillir les complaintes et ponts-neufs que 1'on braillait dans
les carrefours au moyen 4ge, vers lequel on nous pousse? Sans en avoir

Vintention, on défait le xvu® siécle, pour revenir au genre chinois, a la
culture du laid idéal. Tu.
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» de donner de régle générale pour la mise en construc-~
» tion : c’est une affaire de sagacité personnelle et de
» génie. L'étude et la méditation perfectionnent cette
» aptitude naturelle de I'esprit, mais elles ne sauraient
» la donner. Le procédé le plus usuel consiste & supposer
» le probléme résolu et a s’efforcer de changer la diffi-
» culté (au moyen de lignes auxiliaires que I'on trace)
» contre une autre plus facile a résoudre. La collection
» des théorémes peut étre comparée a une sorte de trous-
» seau de clefs que l'on essaye aux serrures i secret des
» problémes. L’expérience et les lueurs de 1’esprit dimi-
» nuent le nombre des essais malheureux, mais c’est
» tout ce que 'on peut espérer » (page 15).

M. Bertrand, animé d'un esprit philosophique, aussi
rare chez nos géométres que 'esprit géométrique chez nos
philosophes, a dressé avec beaucoup de logique le cata-
logue des propositions de la géométrie d’Euclide, de la
géométrie segmentaire, et des problémes et conséquences
qui s’y rattachent. La théorie des faisceaux anharmoniques
manque. La géométrie dc la régle de Lambert (*) et de la
géométrie du compas de Mascheroni ne sont qu’esquis-
sées. Nous louerons beaucoup le savant auteur de s’étre
montré peu francais, cn citant des noms propres et des
données historiques. C’est d'un bon exemple.

Loin d’étre omise, la pratique est enseignée comme
découlant de la théorie, et 'on voit ici, pour la milliéme
fois , qu'une pratique raisonnée est infiniment plus facile
que I'empirisme tant proné. La saine et véritable doctrine
d’Euclide, expulsée des lycées de nos grandes villes, s’est
réfugiée dans la maison communale de Gien.

(*) 11 n'y a que la premiére partie de cette géométrie qui soit traduite.
M. Bos, studieux professeur attaché au lycée de Louis-le-Grand, traduit
la seconde partie, qui sera insérée dans nos Annales.
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SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 273

(voir t. XII, p. 441);
Par M. GILBERT (PamiLieer),

Eléve a I'Université de Louvain.

Le triangle ABC a un sommet fixe A, un angle con-
stant A, les sommets B et C sont sur une droite fixe.
Quelle est ’enveloppe du cercle circonscrit au triangle?

Soit XX’ la droite fixe. Du point A, sur cette droite,
abaissons la perpendiculaire AD; soient O le centre du
cercle circonscrit 8 ABC, OP perpendiculaire sur XX/, et
tirons OA, OB, OC. On a

OA =0B=0C,
angle BOP = éangle BOC = angle BAC = A,

OP — OB cos BOP = 0OA cos A,
d’ou
0A 1
OP ~ cosA

.

OA .
Le rapport Op ¢St constantet >1; donc /e lieu des cen-

tres O est une Lyperbole dont A est un foyer, XX'la di-
rectrice correspondante, et dans laquelle le rapport de
Vexcentricité 2c & laxe réel 2a est égal & !*A Son
cos
axe est dirigé suivant AD.
Prenant sur AD un point S tel, que A ! Ssera
SD | cos A

P'un des sommets de I'hyperbole.
On a ensuite
c.:a==SA:8D,
dnn. de Mathémat., t. XII1. (Janvier 185§.) 3
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d’on
c—a:a=8A—SD:SD, c¢—a=S84;
donc
o= SA SD '
SA —SD

Portant cette longueur sur I'axe, a partir du sommet S,
on aura le centre E de hyperbole, et le second foyer A’,
en prenant EA’ = EA sur cette méme droite. La branche
de courbe qui répond au foyer A correspond aux posi-
tions de Pangle A, dans lesquelles ses deus cotés ou les
deux prolongements viennent rencontrer XX/, et I'autre
branche aux positions ou I'un des cotés et le prolonge-
ment de autre déterminent le triangle ABC.

Cela posé, si le centre O du cercle circonscrit est sur
la premiére branche, on a, par la propriété de I'hyper-
bole,

OA’—0OA=12a, ou OA' = OA + 2a;

sur la seconde, on a
OA —OA’'=2a, ou OA'=0A — 2a.

Donc, si du foyer A' comme centre, et d’un rayon 2a, on
décrit un cercle, il sera tangent au cercle mobile, car la
distance des centres sera égale 2 la somme des rayons
dans le premier cas, 4 leur différence dans le second. Le
cercle est donc U'enveloppe demandée. '

Remargues. On y arrive aussi en observant que la
corde d'intersection de deux cercles infiniment voisins est
perpendiculaire & la sécante O0Y qui passe par leurs cen-
tres, et qui a pour limite la tangente en O a I'hyperbole,
de sorte que le point d’intersection limite, qui appartient
al'enveloppe, estsurla perpendiculaire AT a cette tangente
en O, 4 une distance TM = TA. On retrouve ainsi le
méme cercle.
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Si A = go degrés, cos A =o, %:-— w , SD = o, ’hy~

perbole se réduit i la droite XX/, et I'enveloppe a un
point, symétrique au point A, par rapport a XX

THEOREME SEGMENTAIRE SUR LE TRIANGLE INSCRIT DANS
UNE CONIQUE.

Tutorime. Un triangle étant inscrit dans une coni-
que, toute sécante menée par le pole d’un des cotés
coupe les deux autres cotés en deux points polairement
conjugués.

Démonstration. Soit ABC le triangle inscrit; par le
pole de AB menons une sécante coupant le c6té BCen D et
coté AC prolongé en E; soient F le point ou la droite BE
rencontre la conique et G le point de rencontre des cotés
opposés AB, CF du quadrilatére inscrit ABCF, et D' le
point d’intersection des diagonales AF, BC du méme
quadrilatére. D’aprés une propriété connue, les trois
points I, E, G sont polairement conjugués, et D’ G est
la polaire du point E qui est sur la sécante: mais BAG est
la polaire d’un autre point de la sécante, donc G est le
pole de la sécante DE; mais G est aussi le pole de la
droite DYE, donc les points D et D’ se confondent;
donc D et E sont polairement conjugués. C. Q. F. D.

Corollaire 1. Si la sécante est un diamétre conjugué
au coté AB, le demi-diamétre est une moyenne propor-
tionnelle géométrique entre OD et OE, O étant le centre
de la conique. ‘

Corollaire 2. Connaissant trois points d’une conique
et le centre, le corollaire précédent fait connaitre la

30
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grandeur d'un demi-diamétre conjugué a I'un des cotés
du triangle donné, et par conséquent on peut construire
tous les éléments de la conique sans qu’elle soit tracée.

Corollaire 3. Etant données cinq tangentes a une coni-
que; au moyen du théoréme de Newton sur le quadrila-
tére circonscrit, on détermine le centre; par le théoréme
de Brianchon sur I’hexagramme circonscrit, on détermine
les points de contact; 'on revient ainsi au corollaire 2.

Corollaire 4. Etant donnés cinq points d’une conique;
au moyen de I'hexagramme de Pascal , on détermine les

cinq tangentes qui passent par ces points, et I'on revient
au corollaire 3.

Note. J'ai trouvé ce théoréme, réduit au corollaire 1°F, dans I'ouvrage
suivant : Trattato elementare di Geometria analitica; per Rafaele Rubini.
Napoli, 1852; in-8° de {96 pages. C’est I'ceuvre d’un jeune homme, dédie
a son professeur Fortunata Padula, auteur d’un Raccolta di problemi di
geometria risoluti con Panalisi algebrica. La simple démonstration segmen-~
taire du théoréme m’a été donnée par M. A. Mannheim ; Phabile géométre
vient de faire construire une Régle & calcul cylindrique, plus commode,
plus exacte, que sa régle plate (wvoir t. XII, p. 327), et plus porta~
tive (*). Nous remarquerons, a cette occasion, qu’a la Notice bibliogra-
phigue donnée par M. Benoit, sur cette régle (voir t. XII, p. 328), on
doit ajouter V'ouvrage Usus scalarum logisticarum, du célébre Segner (Jean-
André de), et qui ne se trouve pas a la Bibliothéque impériale.

EXERCICE SUR UNE EQUATION NUMERIQUE;
Par M. KORALEK,

Employé au Ministére de I’Agriculture, du Commerce et des Travaux
publics (bureau de la Statistique générale de France).

Dans le célébre Mémoire sur Uranus, M. Le Verrier
parvient i I'équation suivante :
" 5ng7a' + 4951 20 + 5892 2 + 2876 z + 6942 = o,

(*) Le théoréme est cité dans la Géométrie analytique de MM. Bouquet

et Briot (p. 370); on peut le déduire du théoréme de Desargues sur Vin-
volution.
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et il démontre que les quatre racines sont imaginaires ; et
cest ce que MM. Prouhet et Vincent ont aussi démontré
d’une maniére plus simple (Nouvelles Annales, t. X);
dés lors on.peut appliquer  cette équation la méthode de
solution que j'ai naguére indiquée ( Nouvelles Annales,
t. XI, p. 117). A cet effet, changeant x en —x, on
obtient
28— 2ax8 4 bx* — 2cx +d=o,
2a:£c)—’5—l, b :5892, 2c:-2§1§, d= %,
5797 5797 5797 5797
2a = 0,8540624,
b = 1,0163178,
2¢ = 0,4961187,
d = 1,1975159.

Soient a==[37, «; == 3,7 les quatre racines de cette équa-
tion ; posant

Y= ax,

on obtient 'équation

165> 80y + (b'— fac— fd)y — abe+ a'd 4= o (*),
b+ fac — fd = 112016356

5797
. 47136
5= Hrer
—abe 4 a'd 4 ¢t = S5994404655,5
5797°
Faisons y = 10009 " on a
= 597’

(1) 169 — 47,136 ' — 112,016356 v + 33,5544046555 = o,
(2)¢*— 2,046 v’— 7,001022250 + 2,097 15029159375 = o.

(*) 1 existe une faute typographique ; au lieu de abd, il faut a*d.
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Faisant disparaitre le deuxiéme terme en posant
2.946
3

v=2 -+

= z+ 0,982,
on obtient ‘
(3) 22—09,89399425z — 6,67178589390625 = o;

la solution trigonométrique donne ( Nouvelles Annales,

t. IX, p. 374)

gr’.—__— 9,89399425, %r’sin3<p=——6,6717859,
r=— 3,632078, Cp=+11°16"56",3;

donc les racines de I'équation (3)

z,=rsing, z,=rsin(60°—9). z, =— rsin(60°+y¢),
ou

7, = — 0,7105916,

z, = — 2,72939o,

z; = + 3,439982.
Férification.

z 42,4+ 2,== 0, 22,2 =6,671780;

donc, exact i 6 millioniémes pres.
Q&ant aux racines de I'équation (2), on a

/ v=1z+ 0,982,
ddnc
o= 0,2714084,
0, = — 1 ,747390,
vy = + 4,421982;
et, par suite,
yi= 0,04681877,
»2= — 0,3014300,
iy = 0,7628052.
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Avec les valeurs de
¥y, = — 0,3014300,

on a (voyez t. XI, p. 118)
a =+ 0,8025987,
a,=— 0,3755675,
8 =+ 0,8118180,

8= -+ o,8810542 = (L—E—’) ,

servant de controle.
Les racines de 1'équation (1) sont conséquemment
2 +=Bi = 0,8025987 == 0,8118180 V—1,
a, == B i=— 0,3755695 == 0,8819542 vV=r.

Vértfication.
On a
a? = 0,644!647
B = 0,6590483
, «l= o,1410510
) Br=0,7778437
G ey =—1,2057199
2t Brt-a) i+ faxy = 1,0163878 =b=1,0163878
tres-exact.

2 (« + «,) = 0,8540624 = 2a,
(2) a(2?+B?)+ a(a] +B}) ==40,24805092 =c= 0,2480593;
exact a une unité décimale du septiéme ordre.
() (@ + ) («l +B1) = 1,1975155 = d = 1,1975159;
trés-exact. )
On a donc, pour I'équation donnée, les quatre racines
— 0,8025987 %= 0,8118180 \7:-—1-,
0,3755695 = 0,8819542 YV —1.
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Note pu RépAcreUuR.

Sur les équations numériques a coefficients approchés.

Ce genre d’équations, les plus fréquentes qu’on ren-
contre dans les mathématiques appliquées, et surtout en
astronomie, présente une difficulté grave. Soit I'’équa-
tion

.2 — .
ar’ + be + ¢ = o;

.
supposons que b* — jac soit une quantité positive trés-
petite, les deux racines sont réelles. Pour peu qu’on aug-
mente les coefficients @ et ¢, le bindme 5*— 4 ac peut de-
venir négatif, et les racines devenir imaginaires. L.e méme
fait se présente dans une équation quelconque. La plus
légére altération dans les coeflicients peut faire passer des
racines de la réalité & 'imaginarité, et vice versd. Lors
donc qu’on a trouvé les racines réelles et imaginaires d'une
équation dont les coefficients ne sont qu’approchés, com-
ment savoir si 'on ne trouve pas d’autres résultats en
poussant I’approximation plus loin? Exemple : Dans le
Mémoire cité ci-dessus, on lit une équation du dixiéme
degré, et 'on indique quatre racines réelles approchées;
ces racines procurent un facteur de quatriéme degré, a
coefficients approchés ; divisant I'équation donnée par ce
facteur, on parvient & une équation du sixiéme degré, a
coefficients approchés, et Ion démontre que cette équa-
tion a six racines imaginaires ( Nouvelles Annales, t. X,
p- 89 et 275); et de 14 I'auteur du Mémoire conclut que
Péquation du dixiéme degré a aussi six racines imagi-
naires. Cette conclusion, portant sur des coefficients ap-
prochés, d’aprés les raisons exposées ci-dessus, ne me
semble pas légitime. Ce point d’analyse, vu son impor-
tance pratique, mérite d’étre éclairci. Du reste , M. Kora-
lek a démontré directement que cette équation du dixiéme
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degré n’a que quatre racines réelles, ainsi que nous le
verrons prochainement.

.

THEORIE GEOMETRIQUE DE LA PARABOLE (*);
Par M. CmarLes MERAY,

Eléve du lycée Saint-Louis ( institution Barbet ).

Définitions.

Jappelle conique le lieu des points d’intersection des
rayons homologues de deux faisceaux homographiques.
Une telle courbe est toujours rencontrée par une droite
en deux points (réels ou imaginaires). Car ces points
sont les points de deux divisions homographiques, tracées
sur cette droite par les faisceaux générateurs. Il s’ensuit
que si autour de deux points quelconques d'une conique,
on fait tourner deux droites mobiles se coupant sur la
courbe, les faisceaux ainsi formés autour des points fixes
seront homographiques. Car i un rayon de 'un corres-
pond toujours un seul rayon de l'autre, ce qui est le
caractére essentiel des faisceaux homographiques.

Prorrime. Construire la tangente en un point donné
de la courbe formée par les faisceaux o, 0.

Soient im le point donné, et ! le point infiniment voisin;

mn? est la tangente demandée : la droite om o'm s om .om
passe par w, point d’intersection des rayons qui, dans
chaque faisceau, correspondent a la droite 00’ considérée
comme étant un rayon de 'autre; rayons que la théoric

(™) Ce qui est entre guillemets ne se trouvait pas dans la composilion
presentée au grand concours de 1853 (woir t. X1, p. 314).
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des faisceaux homographiques apprend a construire
(Géométrie supérieure, n° 111 et 114); de plus, dans
le quadrilatére omo'm', la diagonale oo’ est coupée
harmoniquement par les deux autres qui sont mm’ et

om' o'm’; om! o'm’; donc, pour avoir la tangente deman-
dée, menez mw et prenez la conjuguée harmonique de
cette droite par rapport a mo et mo’. On voit, par ce qui
précede, que les droites ow, o' w, sont les tangentes a la
courbe aux points o, o'.

Soient O, O’ ces tangentes, M la tangente a la courbe
au point m; a, a' ses points d’intersection respectivement
avec O et O/; a, o les traces des rayons om, o' i respecti-
vement sur O et O, Les quatre points «, a, 0, w sont en
rapport harmonique: on a donc I'équation

oa «a
Pl
ou bien

0a. 0t — 0w.axa == 0

les points mobiles «, a divisent donc homographiquement
la droite O [ Géométrie supérieure, n°® 161, équ. (2)]; il
en est de méme pour les points &', &' relativement a la
droite O'; mais les points «, @’ appartiennent évidemment
a deux divisions homographiques formées sur les droi-
tes O, O, par les faisceaux o, o' : donc les peints a, o
divisent homographiquement les droites O, (/; par con-
séquent : toute conique est Uenveloppe des droites qui
joignent les points homologues de deux divisions homo-
graphiques. Donc, d’un point quelconque A on ne peut
mener que deux tangentes (réelles ou imaginaires) a
une conique. Ces tangentes sont les rayons doubles des
faisccaux homographiques Aa, 2«'. La réciproque de ce
théoréme sc démontrerait aisément, par des raisonne-
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ments tout a fait corrélatifs a ceux-ci. 1l n’y aurait qu’a
remplacer, dans la démonstration précédente, les points
par des droites, et réciproquement. .

Je pourrai donc, dans ce qui suit, prendre aussi pour
définition des coniques cette derniére propriété.

Les coniques se partagent en trois genres bien diffé-
rents par la considération de leurs points situés a I'infini.

Je suppose que I'on transporte un des faisceaux généra-
teurs parallélement & lui-méme, de maniére que son centre
coincide avec celui de Pautre. Il peut se présenter trois cas:
les rayons doubles peuvent étre réels et différents, imagi-
naires, coincidents. Dans le premier cas, les points de la
courbe situés a I'infini sont réels et difiérents, la courbe

“a deux asymptotes réelles paralléles aux rayons doubles,
-c'est une hyperbole ; dans le second cas, les points a I'in-
fini sont imaginaires, la courbe est une ellipse; enfin,
dans le troisiéme cas, les points a l'infini coincident et
la courbe est une parabole. On voit par la que la para-
bole est tangente a la droite de I'infini. Puisque la droite
de I'infini est une des tangentes de la parabole, les divi-
sions homographiques, tracées sur deux tangentes fixes
par une tangente mobile, sont semblables, car, dans
ces divisions, les points 4 I'infini, dans chaque division,
sont homologues (Géométrie supérieure, n°125). La réci-
proque est évidente.

Si on transporte, ou on le voudra, dans le plan et
parallélement 4 eux-mémes les faisceaux générateurs
0, o, la conique correspondante restera toujours homo-
thétique  elle-méme, et I'on peut remarquer que I’angle
des rayons doubles des faisceaux dont les centres coinci-
dc’an.t et dont J'ai parlé plus haut, n’a pas changé, et que
reciproquement si cet angle est constant dans le mouve-
ment, la forme de la conique ne change pas. Donc : deux
hyperboles qui ont méme angle asymptotigue sont sem-
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blables; et, par suite , deux paraboles quelconques sont
semblables, puisque, dans ce cas, cet angle est toujours
nul. Je ferai remarquer que chaque couple de ces rayons
doubles forme une conique semblable 4 une des coniques
engendrées par les faisceaux o, o'.

Equation générale de ces courbes en coordonnées
rectangles.

« Une des équations qui expriment I’homographie des
» faisceaux o et o’ est, comme on le sait,

sin (A, M) _ _sin(A/, M)
. sin (B,M) ~ "sin (B, M')

( Géométrie supérieure , n° 143.)

» A, B, M sontdans le faisceau o les homologues respec-
» tifsde A’, B/, M/, dans le faisceau o’, et } est une con-
» stante quelconque. Je prends pour axes une paralléle et
» une perpendiculaire a 00 si «, B3, &, £, u, 1/, sont
» les angles que font, avec I'axe des x, ('00’), A, B, A/,
» By M, M/, 'équation précédente s’écrira

sin (p —a) __ sin (o — o)

Sn (s — ) sn (¢ — )

» ou, sil’on désigne par (a, b), (', b), (x, y), les coor-
» données des points o, o, m,

9

08 a (r —2) — sina (z—a)
o —trre—ar Vo —0F+(a—ay
¢ (r —0) — & (x — a)
V=i Vb ey |
cos o (r—2) — sina’ (r—a')

- x/(y—lz)’-{—(x—a’)’ ‘/(]»_[,)7_4_(‘/1-_‘,/):
COSp/ ()’— b) —-Sil’lﬁl (x—a)

Vir —by+(z—a'y V(r—b)r+(@—a’y
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» Cette équation est toujours du secom.i degré, ce
» quon Pouvail prévoir, car la courbe est toujours coupée
» par une droite en deux points. Nous verrons plus bas
» comment elle se simplifie, par un choix convenable
» d’axes. On voit de suite, par cette équation, que si la
» conique se réduit & deux droites, la fonction du pre-
» mier membre se décomposera en facteurs du premier
» degré. Il 0’y a qu'a prendre dans l'équation précédente
» 00 pour A et A’. Réciproquement, toute courbe du se-
» cond degré est une conique, car j’ai démontré plus
» haut qu'une courbe jouissant de la propriété d’étre tou-
» jourscoupéepar une droite en deux points en était une.»

Les belles propriétés des quadrilatéres et hexagones
inscrits ou circonscrits a des coniques, sont trop connues
pour qu'il soit besoin d’en parler ici, je les admettrai
donc; du reste, ces propriétés découlent immédiatement
des définitions précédentes.

Théorie des péles et des polaires.

ProsLime. On donneune conique Z et un point A dans
le plan, par ce point on méne une droite quelconque A ;
soient =, ¢ les points (réels, imaginaires) de la conique
situés sur A , et X le conjugué harmonique de ) par rap-
port a €, ¢; on demande le licu de ¥ quand on fait
mouvoir A autour de A.

Soient o, o' les faisceaux générateurs; les rayons homo-
logues M, M’ de ces faisceaux tracent sur A deux divisions
homographiques dont les points doubles sont ¢ et @3 mais
(Géométrie supérieure, n°® 267) quand deux divisions ho-
mographiques sont formées sur une méme droite, le conju-
gué harmonique d'un point de la droite par rapport aux
points doubles est le méme que le conjugué harmonique
du méme point par rapport 4 ses deux homologues, quand
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on le considére comme appartenant successivement aux
deux divisions; or le licu de ces points homologues se com-
pose actuellement de deux droites, qui sont dans le second
et le premier faisceau les homologuesde o2, o' 2, considé-
rées comme appartenant au premier et au second : donc
le lieu demandé est la polaire du point A par rapport a
ces droites. Cette droite est appelée la polaire du point A
par rapport a la conique Z. On conclut facilement de ce
raisonnement, que dans tout quadrilatére inscrit & une
conigue, chaque diagonale est la polaire du point d’in-
tersection des deux autres diagonales. Sil'on considére
une conique comme ’enveloppe des droites qui joignent
les points homologues de deux divisions homographiques,
on verra par un raisonnement corrélatif au précédent,
que si on a une conique X et une droite A, et que de
chacun de ses points on méne deux tangentes E, ® a
la courbe X, Uenveloppe de la conjuguée harmonique A’
de A par rapport a E, ® est un certain point fixe. Ce
point est appelé le péle de la droite A. Ce raisonnement
ferait voir facilement que dans tout quadrilatére circon-
scrit & une conique, le pole d’une diagonale est le point
d’intersection des deux autres diagonales. Remarquons
aussi que la polaire d’un point est la droite qui joint les
points de contact des tangentes & la courbe issues de ce
point, et que le pole d’une droite est le point de concours
des tangentes menées aux points d’intersection de la
droite et de la courbe. Cela posé, il est visible qu'une
droite A est la polaire de son péle A.

La polaire A. d’un point A contient le péle = d'une
droite quelconque 11 qui passe par le point 1; car, soient
¢, 9 les points d’intersection de la conique avec A, le
conjugué harmonique 7 de A1l, par rapport a ¢ et g, jouit
dela propriétéde diviser harmoniquement, conjointement
avec la conique et la droite IT, deux droites qui sont A et
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«i. Donc, si un point décrit une droite, sa pt.)luire, ;,)a.r
rapport a une conique J?xe, envelop.pe un point, et rccf-
proquement. « On aurait pu parvenir par une autre voic
» également simple, aux propriétés des poles et deg po-
» laires ; car soient un point 2, les tangentes E, ® issues
» de ce point 4 une conique, &, ¢ leurs points de contact,
» et A la corde de contact: le triangle Aeg est un véritable
» quadrilatére inscrit 4 la conique, deux cotés coincident
» sur A ; donc, en vertu du théoréme de Desargues, une
» sécante M coupe la conique et le quadrilatére en six
» points en involution; deux points conjugués coincident
» sur A, et si la sécante passe par le point A, deux autres
points conjugués coincideront avec 4. Ces points sont
donc les points doubles de I'involution j par suite, ils
sont conjugués harmoniques par rapport aux points
d’intersection de la sécante avecla conique. On démon-
trerait tout aussi facilement la seconde propriété, en
considérant le triangle E®A comme un quadrilatére
circonscrit. Mais ces solutions ont Pinconvénient d’étre
moins directes que les précédentes; on n’en peut pas
tirer immédiatement les propriétés des quadrilatéres
inscrits et circonscrits ,trouvées plus haut. »

Deux points sont dits conjugués quand la polaire de
I'un passe par I'autre, et deux droites sont dites conju-
guées quand le pole de I'une est situé sur autre. Si 'on
congoit tous les couples de points conjugués situés sur une
droite A, ces points forment deux divisions homogra-
phiques en involution, dont les points doubles sont les
points d'intersection de la conique avec la droite A. Si, de
méme, on congoit tous les couples de droites conjugudes
passant par un point a, ces droites formeront autour
du point deux faisceaux homographiques en involution,
et les rayons doubles seront les tangentes & la conique
issues du point a. Quand on a deux faisceaux homogra-

3
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phiques en involution, il existe toujours un systéme de
deux rayons conjugués rectangulaires; et s’'il y en a plus
d’un, tous les rayons sont respectivement perpendicu-
laires & leurs conjugués (Géométrie supérieure, n° 249
et 250). Donc, er chaque point du plan d’'une conique
il y a un systéme de deux droites conjuguées rectangu-
laires. Je parlerai plus bas des points remarquables autour
desquels une droite quelconque est perpendiculaire i sa
conjuguée. ‘

.

Du centre et des diamétres.

Si 'on considére le point dont la polaire est a Pinfini
(ce point existe toujours, car une droite n’a qu'un pdle,
et, par conséquent, ce pole ne peut pas étre imaginaire),
on voit facilement que, dans Uellipse ou Uhyperbole, ce
point n’est pas a Uinfini,, car ces courbes ne sont pas tan-
gentes a la droite de I'infini ; qu'il est le milieu de toutes
les cordes quiy passent, c’est-a-direle centre de la courbe;
que le lieu des milieux des cordes paralléles & une direc-
tion donnée est une droite qui passe par le centre, c’est-
a-dire que dans ces courbes tous les diamétres sont des
droites. On voit de plus que, dans Uhyperbole, les asymp-
totes passent par le centre. Deux droites conjuguées pas-
sant par le centre jouissent évidemment de cette propriété,
que l'une divise en deux parties égales toutes les cordes
paralléles a 'autre, et réciproquement : ce sont des dia-
métres conjugués. 1l suit de 1a que les ellipses et les hy-
perboles ont toujours deux axes de symétrie : ce sont les
droites conjuguées rectangulaires qui passent par le centre.

Dans la parabole, aucun point de son plan ne peut étre
considéré comme en étant le centre, car si ce point existe,
il sera évidemment le pole de la droite del'infini; et comme
ce pole est situé sur la courbe (puisque la parabole est
tangente & la droite de 'infini), il ne peut étre le milien
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des cordes qui y passent. 11 est donc inexact de dire que
la parabole a un centre a l'infini, car cela reviendrait .é
dire que certaines droites coupent cette courbe en trois
points (¥). Tous les diamétres de la parabole sont des
droites qui passent par le point de contact de la courbe
et de la droite de D'infini, et cette courbe n’a qu’une axe
de symétrie.

Quand on a deux faisceaux homographiques en invo-
lution , il existe les relations suivantes :

, sin(E,M) sin (E, M) \

' “sin(F,M)~  sin(F,M)’ . .
. . Gcomeétrie supérieure,
sin (A, M) sin (A, M’)

. . = t.; n® 282.
sin (A, M) sin (A, M) comstss

3. tang (O, M).tang (O, M') = const. )

Dansla premiére équation, E, I sont lesrayons doubles,
M, M’ deux rayons conjugués quelconques; dans la
deuxiéme, (A, A'), (M, M’) sont deux couples quel-
conques de rayons conjugués; dans la troisiéme, O est un
rayon perpendiculaire a son conjugué, et (M, M’) un
couple quelconque de rayons conjugués. Donc, puisque
dans les ellipses et les hyperboles, les diamétres conju-
gués forment deux faisceaux en involution , ces trois équa-
tions seront autant de propriétés de ces diamétres. Les
deux derniéres fournissent la relation connue qui existe
entre les coeflicients angulaires de deux diamétres con Ju-
gués d’'une ellipse ou d’une hyperbole rapportée i deux
diameétres conjugués quelconques,  savoir

mm’ = const.

La derniére se rapporte au cas ou les axes de coordonnées
seraient les axes mémes de la courbe. Dans le cas de I'hy-

(*) Nous n’admettons pas cette assertion, le mot centre n’a pas ici la
signification ordinaire. Ty.

4nn. de Mathémat. , t. XIIL (Février1854.) ' 4
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perbole, les rayons doubles des faisceaux en involution
formés par les diameétres conjugués sont les asymptotes; et
si I'on rapporte la courbe a ces droites, I'équation 1°
fournira, entre les coeflicients angulaires m, m'de deux
diamétres conjugués , la relation aussi connue

m-}-m’:o.

Si dans Dellipse ou I'hyperbole on joint un point de la
courbe aux extrémités d'un diamétre, ces droites seront
paralléles a deux diamétres conjugués; il existera donc,
entre les angles que font ces droites avec le diamétre fixe
et son conjugué, les relations (1); ct si 'on exprime dans
2° ou 3° les rapports de sinus au moyen des coordonnées
du point, on aura I'équation de la courbe rapportée a
deux diamétres conjugués ou aux axes; on trouvera
ainsi

M ct N sont de mémes signes si la constante est négative,
et de signes contraires si elle est positive. Pour la para-
bole, des considérations analogues donneraient

roy_yy

= ’
xr o© x'

(x,¥), (x'yy') étant deux points de la courbe rapportée
a un diamétre et i la tangente a son extrémité, ou bien

r’=Keaz.

Propriétés des points tels que, autour de l'un d’eux,
une droite quelconque est perpendiculaire a sa con-
Juguée. ¢

Soient une conique T et un quadrilatére circonscrit,
dont les couples de sommets opposés sonta,a’; b, 5 ¢, ¢/
menons d'un point « les droites aa, aa’, ab,ab,ac, ac’,
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et les tangentes M, M’ a la courbe; si 'on prend les deux
droites E, ®, qui sont conjuguées harmoniques a la fois,
relativement a a, aa’ ct M, M/, elles le seront aussi par
rapportaab, al/ etac, ac’, puisque, en vertu d’un théo-
réme connu (le théoréme corrélatif de celui de Desargues),
trois quelconques des couples aa, aa’; ab, ab'; ac, ac’;
M, M’ sont en involution ; par-conséquent, si on prend les
points d'intersection ¢, ¢ de E, @, avec une d.iagonale f{uel-
conque, b¥' par exemple, et qu'on fasse varier le point «,
les points tels que ¢, ¢ formeront sur cette droite deux
divisions homographiques en involution, dont les points
doubles sont b et &'. On peut donc affirmer que si, pour
chaque point o du plan , il existe deux droites conjuguées
telles, que leurs points d’intersection avec une droite fixe
forment deux divisions homographiques en involution,
ces droites jouiront de la méme propriété relativement &
chacune des diagonales d’un quadrilatére circonscrit &
la conique, dont deux sommets opposés sont les points
doubles de ces divisions en involution ;et]’on peut observer
que les pointsdoubles des divisions en involution formées
sur ces derniéres droites, sont les sommets du quadrila-
tére.

Si en chaque point du plan d’une conique, on concoit
les droites conjuguées rectangulaires qui y passent, ces
droites forment, sur la droite de l'infini, deux divi-
sions en involution. Soient p, ¢ les points doubles si de
ces points on méne des tangentes a la conique, on for-
mera un quadrilatére qui, en vertu du théoréme précé-
dent, jouira de la propriété, que les deux autres diago-
nales seront divisées en involution par les droites conju-
guées rectangulaires. Comme, dans tout quadrilatére
circonscrit, le point d'intersection de deux diagonales est
le pole de la troisieme, et que, dans tout quadrilatére, le
scgment compris entre deux sommets opposés est divisé

.

4.
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harmoniquement par les deux autres diagonales, les deux
droites qui, conjointement avec la droite de Uinfini,
jouiront de la propriété d'étre divisées en involution
parles droites conjuguées rectangulaires, seront les axes -
de la conique, et sur chaque axe, les points doubles se-
ront de part et d’autre du centre et & égales distances.
Je désignerai ces points par f, fi; f', f. )

Etant donnée une droite, il y en a toujours une autre,
et une seule, qui jouit de la propriété d’étre a la fois
conjuguée et perpendiculaire & la proposée; car cette
scconde droite s'obtient en prenant le pole de la pre-
miére, et en abaissant de ce point une perpendiculaire
sur cette derniére droite. Si donc a, a, sont les points
d’intersection d'une droite A avec les axes d’une co-
nique; e', @ les conjuguées de ces points respective-
ment par rapport a ff;, f'f);la droite A/, qui passe
par a’, d,, est conjuguée et perpendiculaire 3 A; car,
soient a, a’ le point d’intersection de A avec la droite de
l'infini et son conjugué par rapport aux points que j’ai
appelés p, ¢; les trois points a’, &, &’ sont en ligne droite
(Géométrie supérieure, n°® 349); ce qui prouve d’abord
que A, A’ sont rectangulaires, puisque ces droites passent
respectivement par «, o, et ensuite qu’elles sont conju-
guées, puisque la conjuguée de A jouit de la propriété de
passer par a’ et @), Sil’on faisait la perspective, on retom-
berait sur cette propriété connue, que « sil’'on a un qua-
» driatére mm'nn’ circonscrit & une conique et une
» droite A , le pole de cette droite et les points conjugués

» harmoniques de A, mm', A, nn', respectivement par
» rapport ¢ m, m' et n, n', sont en ligne droite, ou que
- » le licu des poles d’une droite par rapport & toutes les
» coniques inscrites dans le méme quadrilatére est une
» droite. » 1l suit de la que silon prend sur un axe deux
points a, a' conjugués harmonigues par rapport aux
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points f, fi qui sy trouvent, un point qu.elconque.de la
circonférence décrite sur aa' comme diamétre, jouira
de la propriété que, sion le joint & a et a'yon aura deu.z‘:
droites conjuguées rectangulaires : donc, relatwemént’a
Pun quelconque des points désignés par f, S f’_, £
deux droites conjugudes sont rectangulaires, puisqu’on
peut considérer ces points comme étant des cercles infi-
niment petits. Ces points remarquables sont appelés les
foyers de la conique. 1l est évident, par ce qui précéde,
qu'il n'y en a que quatre, et que deux sont réels et deux
imaginaires.

Si deux faisceaux en involution sont formés par un
angle droit tournant autour de son sommet, leurs rayons
doubles font , avec une droite quelconque , des angles-dont

les tangentes sont +1, —i (Géométric supérieure, n°181).
Cette propriété appartient donc aux tangentes a une co-
nique issues de I'un de ses foyers.

Si donc a, 3 sont les coordonnées d'un foyer d’une
conique, les tangentes issues de ce point auront pour
¢équations (les axes étant rectangulaires)

(x—a)+ (r—B)i=o,
(z—a)—(r—B)i=o;

I'équation dela conique sera donc de la forme
(z —a) 4 (y—B)+1rX'=o,

X =o étant I'équation de la corde des-contacts.

Cette propriété remarquable dont jouissent les tan-
gentes a une conique issues de I'un de ses foyers, de faire
avec une droite quelconque des angles dont les tangentes
sont +i et — 1, peut servir a déterminer les foyers. Pour
cela, il faut chercher I'intersection des axes avec les tan-
gentes, ce qui est facile; car, si 'on prend deux tangentes
A, A’ symétriques par rapport & Un axe, une tangente



(54)

mobile tracera sur elles deux divisions homographiques
qui pourront s'exprimer au moyen d’une équation trés-
simple ; une seconde équation sera fournie par la condi-
tion que les tangentes en-question font avec la droite A,
par exemple, un angle égal & arc tang; les positions des
tangeites qui passent par les foyers seront donc bien dé-
terminées par cés deux équations, et en prenant leurs
intersections avec I'axe, on aura les foyers ; de méme pour
'autre axe. On trouve ainsi que, dans lellipse et I'hyper-
bole, les foyers ne sont pas a U'infini, et que dans la para-
bole, il n’y a qu’un foyer réel non a I'infini.

S0 d un point a on méne & une conique deux tangentes
M, M, et des droites & deux foyers conjugués quel—
conques, f, f' par exemple, les angles (M, M), (af, af))
ont méme bissectrice. Car,si on joint le point @ aux points
Ps ¢, ces deux droites et les quatre autres forment un fais-
ceau en involution; mais les angles (ap, ag), (M, M)
ont évidemment méme bissectrice; il en est donc de méme
des angles (af, af;), (M, M) (Géométrie supérieure,
n° 247). 1l suit de la que la tangente est également
inclinée sur les droites qui joignent le point de contact &
deux foyers conjugués. On en déduit immédiatement

que
af + af, = const.

(@ étant un point de la courbe).

Le produit des perpendiculaires abaissées de deux
Sfoyers conjugués sur une tangente quelconque est con-
stant. En effet, le produit des distances des points p, ¢ &
cette droite est constant, puisqu’il est proportionnel au
produit des tangentes des angles que fait la tangente pro-
posée avec les droites qui joignentle point de contact aux

" points p, ¢; et dans tout quadrilatére circonscrit 4 une
conique, on sait que le preduit des distances d'une tan-
gente a deux sommets opposés est au produit des distances
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de cette méme droite i deux autres sommets opposés , dans
un rapport constant. . o

La propriété que possédent toutes les coniques confo-
cales d’étre tangentes & deux mémes droites, rend évi-
dente cette proposition, que, quand on fait tourner au-
tour de son sommet un angle de grandeur constante,
les rayons doubles des faisceaux homographiques for-
més par ses cOtés sont toujours les mémes, quelle que
soit la grandeur de ! ’angle. Car, soient une conique
=; fun de ses foyers récls, et (A, A’) un angle dont le
sommet est en f’; si on fait tourner tout le systéme au-~
tour du foyer et d’un angle quelconque, le rapport anhar-
monique de A, A’ et des deux tangentes 2 la conique ne
changera évidemment pas, et les équations de ces der-
niéres droites resteront toujours les mémes. Le théoréme
est donc démontré.

Nous avons vu plus haut que toute conique a au moins
un foyer réel non a Vinfini ; il suit de 1a que toute conique
peut étre placée surun cone a base circulaire. Car, soient
f'le foyer de la conique proposée, I sa polaire; que I'on
méne par le foyer un plan perpendiculaire a F, et que,
dans ce planr, on décrive un cercle dont le centre soit le
pied de la perpendiculaire abaissée du foyer sur sa polaire,
et le rayon la longueur de cette perpendiculaire: d'un
point quelconque  de ce cercle, on verra sous un angle
droit le segment compris entre deux points conjugués si-
tués sur p; si on fait la perspective sur un plan paralléle a
celui qui passe par o et F, la courbe obtenue ainsi sera
une conique, el comme toutes les droites conjuguées pas-
sant par son centre sont rectangulaires, ce sera un
cercle.

1l résulte immédiatement de I’équation aux foyers obte-
nue précédemment, que la distance d’'un point d'une
coruque & un foyer est une fonction rationnelle, entiére
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et du premier degré des coordonnées de ce point, et
que le rapport de cette distance du méme point & la
polaire du foyer est le méme pour tous les points de la
courbe.

Cette derniére propriété peut se démontrer autrement,
et pour cela établissons deux lemmes préliminaires.

« 1°. 8ilon méne a une conique des tangentes anx
» extrémités d'un axe, elles intercepteront sur une tan-
» gente quelconque un segment qui sera vu d’un foyer
» situé sous un angle droit. En effet, soient A, A/, a, da/,
» M, m', f, F les tangentes aux extrémités d'un axe,
» leurs points de contact, la tangente mobile, son point
» de contact, le foyer, sa polaire; le faisceau obtenu en
» joignantle foyer f aux points @, AM, m, M'F est har-
» monique, et les deux droites fAM, fAF sont rectan-
» gulaires comme conjuguées relatives aux foyers; donc
» fAM est bissectrice de I'angle (fa, fm); de méme
» fA’M est bissectrice de 1’angle (fa’, fin) : le théoréme
» est donc démontré, puisque les deux angles sont adja-
» cents et supplémentaires. Ce théoréme fait voir que,
» dans la parabole, le lieu de la projection du foyer sur
» une tangente mobile est la tangente au sommet.

» 2°. Si on prend sur Uaxe aa' d’une conique un
» pointy et la polaire T, et qu’en y on éléve sur aa’ une
» perpendiculaire G, une tangente quelconque M cou-
» pera G et T en deux points GM, T'M, tels que U'on
» aura

f’—(j—“—l— = const.,
firM

» f étant un foyer situé sur l'axe aa'. En eflet, le fais-
» ceau f AM, fGM, f, A’M, f,T M est harmonique;
» mais 'angle des deux droites fAM, SA'M est droit
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d’aprés le lemme précédent; donc jf_ —A_f'_ M est ._biissec-
» trice de 'angle des deux droites fMG, fMT; par

» conséquent,

=z == = '
fMG =MG’ MA =Zi,= const.,
_____ ga

FMT MT,MA”

» g étant le pied de la polaire sur I'axe. .

» Cela posé, prenons le foyer f pour le point 7, et
» abaissons du point m une perpendiculaire mp sur F;
» les deux triangles fmp, f GM FM sont semblables
» comme ayant les angles égaux, puisque le quadrilitfre
» fmMF p est inscriptible, les angles ( fm, f MF),
~» (pm, F) éiant droits; donc

mf _a'f
PN

=

mp a'g

» la polaire du foyer est donc la directrice. On voit faci-
» lement que, dans la parabole, ce rapport est égal a
-» T'unité. »

Prosrime. — Faire la perspective S d’une conique %,
de telle sorte que les perspectives f, f, de deux points
donnés 9, 9, dans le plan de 2, soient les foyers de S.

Construisons le quadrilatére circonscrit  la conique Z,
dont deux sommets opposés sont ¢, ¢,; soient 7, y, ¢/, ¢,
les deux autres sommets de cotés opposés ; soient aussi @, a’
deux points conjugués harmoniques par rapporta 7, y:
il existe dans le plan Z, deux points w, »,, d’ot1 Pon voit
sous un angle droit tous les segments tels que @, a’. Que
P'on décrive sur », », comme diamétre, et dans un plan
perpendiculaireau plan £ une circonférence de cercle, tous
ses points jouiront de la méme propriété que w et w,;
qu’on prenne un de ces points o, et qu'on fasse la per-
spective sur un plan paralléle au plan oy, le probléme
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sera résolu. On peut opérer de la méme maniére sur ¢/, ¢ .
On voit par ce qui précéde que le probléme est impos-
sible, quand les tangentes menées de I'un des points 7, x
a la conique sont réelles et ne coincident pas; car, dans
ce cas, w, ®w; sont imaginaires. On voit aussi qu’il y a
deux systémes de solutions (¥).

« Observation. — Ce probléme ne différe pas de celui-
» ci, résolu par M. Chasles : Faire la perspective d’une
» conigue, de telle sorte qu'un point devienne un foyer
» et qu'une droite passe a Uinfini. La droite en question
» est Ty. »

Dans 1oute parabole, la sous-normale est constante.
Soient n le pied de la normale au point m, t celuide la
tangente, f'le foyer, ale sommet, p le pied de la perpen-
diculaire abaissée de m sur ’axe ; np est la sous-normale:
les deux points p, f forment sur I'axe deux divisions ho-
mographiques, puisqu’ils sont a égales distances du point
«; mais les deux points 7z et f forment aussi deux divi-
sions homographiques , puisqu’ils sont a égales distances
du foyer; donc n2 et p forment aussi deux divisions homo-
graphiques : les points doubles de ces divisions coincident
évidemment et sont a I'infini; le théoréme est donc dé-
montré. (Géométrie supérieure, n° 169.)

Les tangentes menées a la parabole d'un point de la
directrice sont rectangulaires. Soient ., M, M/, m, m’,
I, f, A le point donné sur la directrice, les tangentes a la
courbe menées de ce point, leurs points de contact, la di-
rectrice, le foyer et 'axe: la tangente M-est sur fm et sur
I'axe; donc elle est la bissectrice de I'angle (I, af), puis-
que les cotés de cet angle sont respectivement perpendicu-
laires aux droites A et fm.1l en est de méme pour M', rela-
tivement au supplémentaire de I'angle (F,2f); donc, etc.

(*) Comment cette belle solution n’a-t-clle pas attiré Vatiention dcs
juges?
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Je citerai encore une propriété remarquable des foyers.
Soient deux tangentes O, O’ a une conique, et un point
extérieur o si 'on méne une tangente mobile qui coupe
O ct O’ en m et m', les deux droites « m, am’ forment
deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles
sont les tangentes a la conique issues de a; donc, si a est
un foyer, langle man/ est constant. Comme dans la
parabole,, les divisions formées sur les tangentes fixes sont
semblables : 'angle constant mam’ est égal 4 'angle formé
par les tangentes fixes; donc le cercle circonscrit a un
triangle circonscrit a la parabole passe au foyer.

Cinq conditions sont nécessaires pour déterminer une
conique (les centres o, o’ des faisceaux générateurs et trois
points de la courbe); mais s'il s’agit d’'une paiabole,
quatre suflisent; car on sait que la courbe est tangente a
la droite de l'infini.

Note du rédacteur. — Cette piéce a été présentée au
grand concours de 1853, et nous regrettons vivement
qu’elle ait été écartée de prime abord comme ne rentrant
pas dans les termes du programme. Cette composition a
un tel cachet de supériorité, qu’elle méritait sinon le
premier prix, au moins d’étre couronnde hors rang.

Les prix d’honneur viennent enfin d’étre officiellement
publiés. On ne caurait trop applaudir a cette excellente
détermination. La composition couronnée en Mathéma-
tiques supérieurcs représente une bonne legon, fidéle-
ment répétée, nettement rédigée et méritait une hono-
rable distinction. Nos regrets n’en subsistent pas moins.
Pourquoi n’avoir pas accordé deux premiers prix? et sur-
tout pourquoi n’avoir pas accordé la plus 1égére approba-
tion au milieu de huit accessits, 3 un travail du premier
ordre; travail d’écolier, exécuté dans un temps limié,
et qui ferait honncur & un professeur ?
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SEPARATION DES RACINES D'UNE EQIIA’I‘loN ALGEBRIQUE
PAR LA METHODE DES DIFFERENCES ;

Par M. DESBOVES,

Professeur au Lycée Bonaparte.

I

Le but de cet article est de montrer comment on peut
rendre plus expéditive et plus sire 'application de la
méthode des différences au probléme de la séparation des
racines. Nous ne nous occuperons ici que des équations
algébriques, et nous prendrons d’abord pour exemple
I'équation

x4 112 — 1022 + 181 = 0;

le tableau (A)

TABLEAU (A).

qui met sous les yeux du lecteur les premiers calculs re-
latifs & la séparation des racines de I'équation proposée,
nous permettra de rappeler briévement la marche ordi-
nairement suivie. On sait qu’aprés avoir calculé une pre-
miérc ligne verticale contenant les nombres 293, — 112,
22, 6, on forme, vers ladroitc et vers la gauche du tableau,
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des lignes de nombres paralléles a la premiére et qui se
déduisent chacune de la précédente. On arréte d’ailleurs
le tableau vers la droite et vers la gauche, aux nombres
5 et — 18, & moins que la simple inspection de I’équation
n’ait déja donné des limites préférables; 5 et — 18 sont,
en effet, les limites respectives des racines positives et
négatives de 'équation, puisque les colonnes verticales
correspondant & x =3 et x= — 18, contiennent, la
premiére, des nombres tous positifs, la seconde, des
nombres alternativement positifs et négatifs (¥).

Le tableau (A) étant formé, on en déduit un autre ta-
bleau (A’) correspondant 4 des valeurs de x équidistantes
d’undixiéme; de celui-ci onendéduit untroisiéme, et ainsi
de suite, jusqu’a ce que les racines soient entiérement
séparées : telle est la méthode que 'on suit habituelle-
ment.

Une premiére simplification que j'introduis dans la
méthode, consiste 4 remplacer du coté des x positifs le
calcul des lignes verticales par le calcul des lignes obli-
ques comme l'indique le tableau (B):

TABLEAU (B).

(*) Limite du programme officiel. — Autre limite non formuléc dans
le programme , mais qui se démontre de méme.
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Une premiére ligne oblique formée des nombres 6, 22,
— 90, 91 étant calculée & la maniére ordinaire, on en
déduit la ligne suivante qui contient les nombres 6, 28,
— 62, 29, d’'aprés les égalités

28=122+4+6; —62=28-—90; 29=9g1— 62;

ct ainsi de suites

Le tableau (B) étant construit, on en déduira un ta-
bleau (B') de nouvelles lignes obliques correspondant a
des valeurs de x équidistantes d’un dixiéme; du ta-
bleau (B') on déduira un tableau (B"), et ainsi toujours
de méme. . ,

On voit, d’aprés le tableau (B) comparé au tableau (A ),
quel’'on connaitra maintenant le résultat de la substitution
d’un nombre, 3 par exemple, par le calcul d’un moins
grand nombre dedifférences, et]’on aura d’ailleurs 'avan-
tage d’étre conduit par ce calcul a une limite supérieure
des racines positives de I'équation plus simple et plus
avantageuse que la limite du programme. Nous allons,
en effet, démontrer tout a 'heure que les tableaux (B),
(B’), etc., sont terminés dés que les nombres écrits dans
une ligne oblique sont tous positifs. Ainsi, d’aprés cette
régle, 4 est une limite supérieure des racines positives de
I’équation proposée, tandis que nous avions trouvé 5 d’a-
prés I'ancienne régle: Pavantage de la nouvelle limite
sera, en général, d’autant plus marqué que V'éguation
sera d'un degré plus élevé.

Si, par exemple, on applique la régle du programme
a Iéquation

2 —102 +62 +1=o0,
dont Fourier s’est occupé, on trouve 8 pour limite supé-
rieure des racines positives, tandis que notre régle con-
duit au nombre 4; il est d’ailleurs facile de voir que
notre limite, qui est généralement inférieure i l'autre, ne
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peut jamais étre plus grande; mais je n'insiste pas plus
longtemps sur ces détails. _

Im.

Le théoréme que nous proposons de démontrer est une
conséquence immédiate de la formule

xr—a (J:—-a

r—a
fla)=rfa+"3 Aw—M+—7--7—+ng_MHm.

(1) x_a/x__a_l_ xr—a A y
+ =7 () =) ta(a—ma),

qui peu£ remplacer dans tous ses usages la formule ordi-
naire d'interpolation : elle différe de cette derniére,
comme on voit, par les coeflicients des dilférences et par
les différences elles-mémes. Les différences ne sont plus
relatives 4 une méme valeur de la variable .x, mais a des
valeursa—h,a—2%h,..., a — mh , décroissant suivant
la raison d’une progression arithmétique. 1l est bien en-
tendu, d’ailleurs, que nous supposons que f (x) est un
polynéme entier du degré m, et, par suite, que la diffé-
rence (m —+ 1)“" est nulle.

Démonstration de la formule (1). — Nous remarquons
d’abord que, par la construction méme du tableau (B),
chacun des nombres d’une ligne oblique est la somme de
tous les nombres de la ligne oblique précédente jusqu’au
nombre de méme rang que lui. Ainsi, par exemple, la
ligne correspondant a x =1 %yant été calculée, on a
chacun des nombres de la colonne suivante par les
inégalités

6=6, 28=220+6, —62=—go-+ 2246,
29 = g1 — go + 22+ 6.

On voit par la que chacune des lignes obliques se déduit
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de la précédente, comme une ligne horizontale du triangle
de Pascal se déduit de celle qui la précéde; seulement
les nombres de la premiére ligne oblique ne sont pas
égaux 4 'unité, comme les nombres de la premiére ligne
horizontale du triangle arithmétique.

Mais si l'on écrit sur une premiére ligne horizon-
tale (m + 1) nombres quelconques P, M, N,..., B, C, A,
au-dessous une seconde ligne horizontale déduite de la
premiére d’aprés la propriété caractéristique du triangle
de Pascal que nous venons de rappeler, et ainsi de suite
jusqu’a ce que I'on ait en tout 72—+ 1 colonnes horizontales,
on formera un triangle tout & fait analogue au.triangle
arithmétique. On voit alors facilement que le {m + 1)?m
nombre de la (7 + 1)*" colonne horizontale du nouveau
triangle s’obtiendra en muliipliant les nombres de la
n'me colonne du triangle ordinaire respectivement par A,
B,C,..,M,N,P. :

En appliquant cette remarque aux tableaux (B), (B'),...,
on peut supposer que A, B, C,..., M, N, P représentent
respectivement

fla), Ala—1rh), A(a—2h),..., An(a—mk),

c'est-a-dire les nombres de la ligne oblique correspon-
dant & x = a, dans celui des tableaux (B), (B'),..., pour
lequel 'intervalle des valeurs de x est égal a k.

Le (m+-1)*" nombre de la (n+1)*" colonne oblique
est d’ailleurs f(a + nh); on aura donc la formule

S(a+ nk) :f(a)+/1A(a—lz)+wi%-QA,(a—2h)+...

+n(n+l)(n +2)...(n+m—‘1)

1.2.3...m Am(a—m/t);

et si 'on pose
a+nh=ux,
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r —a
. .

la formule devient

fla)=fla)+ (”; ) Ma—h)+22 (”—g-ur ) Az(af;m...

(r—a){z—a (x-——n
+—_lz—< 7 +l>- A +m—l)A,,.(a——mh),

\

et Pon voit facilement que si 'on y fait successivement
r—=a, x=a-+h,..., x=a-+ mh,

la fonction f'(x) prend, en effet, les valeurs correspon-
dantes qu’elle doit avoir. Le second membre de la formule
précédente étant égal au polyndme f(x) pour (m —+ 1)
valeur de x, lui est complétement identique, la formule
d’interpolation (1) est donc démontrée.

Si maintenant, pour une certaine valeur x =a, les
nombres

Sfla), s(a—2h), d(a—2Ph),..., BAy(a—mh),

¢'est-a-dire les nombres d’une ligne oblique, sont des nom-
" bres positifs, la formule d’interpolation (1) prouve que
pour toute valeur de x égale ou supérieure a @, f(x) res-

tera toujours positive; a est donc une limite supérieure
des racines positives de I'équation.

III1.

Il faut maintenant montrer comment le tableau que
nous avons appelé (B') se déduit du tableau (B).

La question revient a trouver les équations qui lient les
d et A des lignes obliques (comme dans le Mémoire de
M. Vieille, les d et A correspondent respectivement aux
intervalles / et 1).

Anu. de Mathémar., 1. XILL (Février 1854.) 5
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M. Vieille a trouvé les équations qui lient les d et A
des lignes verticales en égalant les coefficients des mémes
puissances de X dans les deux développements identiques

) s
fla+x)=rla)+ X5+ (F—1) 75

X /X X 03
+T<Z—l> (—,—;—2) ————1'2'3+...,

fla+X)=f(a)+ X8+ X (X — 1)~

A,
X —_ — e
+X(X—1)(X 2)1.2_3+ H
mais si nous posons x — a = X dans notre formule d’'in-
terpolation, il viendra
X

3,
f(a+X):f(a)+X%+7t(Z/f-+l> S

X X.+ 2(_ ” 'R )
AV P 1.2.3’

si, de plus, on fait 2 = 1, on aura

fla+X)=fla) +Xa+X (X4 1)

X(X41)(X+2) a
+
1.2.3 1.2.3

+ ..

[ pour plus de simplicité dans'écriture , nous avons sup-
primé les indices (¢ — %), (@ —2%),..., dans les deux
derniers développements |.

La méthode de M. Vieille donnera encore les équations
entre les nouveaux ¢ et A par Videntification des coeffi-
cients des mémes puissances de x dans les deux derniers
développements ; mais on remarque que ces deux derniers
développements se déduisent des deux précédents par le
changement de X en — X, et par le changement de signe
des ¢ et A d’indice impair. Ou voit ainsi que les pre-
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miéres relations entre les ¢ et A donneront immédiate-
ment les secondes par le simple changement de signe des
coefficients des d" et A dont I'indice est impair; il est dés
lors permis de dire que la méthode que nous proposons
ne conduit a aucun calcul nouveau, les nouvelles équa-
tions étant connues par celaméme que les autres le sont,
et réciproquement.

Iv.

Dans le paragraphe précédent, notre but était plutét
d’arriver & la conclusion que nous venons d’énoncer que
d’indiquer un moyen simple de former les équations entre
les & et les A.

Mais nous allons maintenant donner une régle pratique
trés-commode pour écrire immédiatement ces équations.

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de sépa-
rer les racines d'une équation du quatriéme degré, et
soit proposé , par exemple, de trouver les relations entre
les J et les A des lignes obliques.

Les quatre équations seront

? 8”+83+85—/¢<3+3+A’+A‘>

PRI T Al FiRP i T P

5:+3,+£5‘:/z’ A,+A3+_I_IA‘ ,
(@) 12 12

9. +§64 = A (Aa +‘3".A‘;> 9
2 2
\ 8‘=}24A4;

le premier membre de la premiére équation s’obtient en
divisant J', dy, d;, 0, respectivement par leurs indices,
ct faisant la somme des quotients.

Pour avoir le premier membre de la seconde équation,
on fait une opération analogue a celle de la multiplica-

5..
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tion abrégée des nombres; on multiplic

d 0 0y 6,
- -+ 5+ 5
1 2 3 4
y %%, 3
par 3 Py T,

en commencant chaque produit partiel au terme du mul-
tiplicande qui est au-dessus du terme du multiplicateur.
On ajoute, d’ailleurs, les indices comme s’ils représen-
taient des exposants. Le calcul est indiqué ci-dessous :

1
d, +5 81‘*‘—1‘ &;

3
1 I
I

R 11
0, + 0, + — 8y
12

pour avoir le premicr membre de la troisiéme équation,
on multiplie, suivant la régle précédente,

11
0+ 0, +-—20,
12

X
par -+
2

)
T
ct ainsi de suite.

Les équations (o) montrent, d'ailleurs, comment on
peut écrire immeédiatement les seconds membres quand
les premiers sont calculés.

Les équations entre les ¢ et A des lignes verticales s’ob-
tiendraient par un procédé analogue, ou, si les équa-
tions (x) étaient déja formées, on les déduirait des
équations («) par la régle que nous avons précédemment
donnée.
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La reégle pratique que nous venons de démontrer est la

conséquence immédiate de la formule symbolique

hefr(z)=[—1(t—a)l,
dans laquelle f"(x) est la nm dérivée d'une fonction
quelconque de x, et / la lettre qui indique un logarithme
népérien. Aprés avoir développé la n“mc puissance du
logarithme népérien de (1 — A), et remplacé les expo-
sants par des indices, on a une formule qui fait connaitre
les dérivées de la fonction au moyen des différences des
lignes obliques. La formule s’applique en particulier aux
fonctions algébriques en considérant comme nulles les
différences d’indice supérieur au degré m de la fonction.
Elle n’avait pas, je crois, encore été remarquée. Elle est,
du reste, analogue 4 la formule connue de Lagrange

e fr(x)=[i(1+a)T,

dans laquelle les A sont les différences des lignes verti-
cales. Les deux formules se démontrent, d’ailleurs, d'une
manicre a peu prés semblable.

Remarquons en passant que notre formule donne une
nouvelle démonstration du théoréme de limite démontré
au § II, si I'on s’appuie sur le théoréme bien connu
de Newton. On généralise ainsi la démonstration que
M. Fournier-Vanson avait cruc applicable seulement
aux équations du troisiéme et du quatriéme degré.

v.

Ordinairement, aprés avoir trouvé les équations entre
les d etles A, on les résout par rapport i d, dy, ds,...,
et c’est sous la nouvelle forme qu’on les applique ; mais si
I'on remarque que les équations (), telles qu'on les a
trouvées d’abord, sont toutes préparées pour le calcul,
puisque la derniére ne contient que d,, I'avant-derniére
di et d, et ainsi de suite, on voit que la substitution d’une
forme 4 autre ne présente guére d’avantage; mais je dis
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qu’il importe, au contraire, de conserver aux équations
leur forme primitive.
En effet, la formule

fla+X)=fla)+f/(a) +fate b .,

démontrée dans les cours d’algebre, étant rapprochée de
P'une quelconque des quatre formules d’interpolation
écrites au § 1II, monire que les derniers membres des
équations tels que () sont, pour une valeur x =a, de
méme signe respectivement que f'(a), f’(a),..., f"(a).
Mais d’aprés le théoréme de Fourier, les deux succes-
sions de signes que présente la suite des fonctions f(x),

"(x), f”(x),..., pour deux nombres a et b, donnent
une limite supérieure du nombre des racines de I'équation
comprises entre a et b ; on devra donc, pour procéder ré-
guliérement a laséparation des racines, voir quels sont les
signes des seconds membres des équations tels que (2) (¥) ;
le théoréme de Fourier pourra alors indiquer des inter-
valles ot il est inutile de chercher des racines, et le calcul
se trouvera abrégé de beaucoup.

Lorsque, par la considération directe de I'équation ou la
discussion du probléme qui y a conduit, on saura que
Péquation a toutes ses racines réelles et inégales, ou que, -
du moins, cequi arrive le plus souvent, on connaitra leur
nombre, on sera conduit stirement et de la maniére la plus
rapide & la séparation des racines.

Nous avons supposé, dans notre travail, que I'équa-
tion proposée était algébrique, mais on voit bien que la
méthode peut s’étendre aux équations transcendantes. -

La méthode des différences, telle que nous I’avons mo-

(*) Siles signes correspondant & un nombre a sont tous positifs, a sera
une limite supérieure des racines positives. On peut, du reste, démontrer
que cette limite a (supposéc entiére pour plus de simplicité) ne peut ja-
mais étre inféricure de plus de (m — 1) unités a la limite du programme
et & plus forte raison i celle que nous avons fait connaitre.
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difiée, a beaucoup d’analogie avec la méthode de Budan;
mais nous la préférons a cette derniére a cause de la régu-
larité et de I'uniformité des opérations , et surtout a cause
de sa facile extension aux équations transcendantes.

Nota. La formule d’interpolation que nous avons dé-
montrée § II est comprise dans une formule plus géné-
rale donnée par Laplace dans son Calcul des Probabi-
lités. Cette formule est la suivante :

L —a

S =fla)+ =

+<x—h—a> <‘2:T—l-a + 27— 1>A,(a—-2rlz)
z—a\ [z —a r—a
-+ (— N >(-—h—-+3r— x> < V +3r——2> A (a—3rh)+....

En y faisant = 1, on retrouve notre formule.

J’ai démontré , du reste, la formule de Laplace a I'aide
du triangle arithmétique, comme je I’ai fait pour la for-
mule particuliére.

A(a—r;h)

SUR LES FONCTIONS DE STURM;
Par M. Brroscar (F.),

Professeur a-1I’Université de Padoue.

On appelle généralement fonctions de Sturm, les ré-
sidus que l'on obtient en appliquant la méthode du cé-
leébre auteur i la recherche du nombre des racines réelles
d’une équation algébrique. Il y a déja quelques années
que M. Sylvester a donné sans démonstration (wvoir
t. XI, p. 403) des formules qui représentent ces fonc-
tions par des expressions formées avec les racines de ces
équations. Ces formules ont été démontrées depuis par
M. Sturm (Journal de M. Liouville, t. VII). Partant de
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ces formules, MM, Cayley et Borchardt sont parvenus &
mettre ces formules sous la forme de déterminants des
puissances des racines de I’équation (Journal de M. Liou-
ville, t. XI et XII). Enfin, M. Cayley, en faisant usage
de moyens indirects, a représenté.ces fonctions au
moyen des coefficients de 'équation (Journal de M. Liou-
ville, t. XIII, p. 269; 1848). Le but de cette Note est de
parvenir directement a des formules analogues a celles
de M. Cayley.

Note du Rédacteur. Nous croyons néeessaire de faire
preceder ce beau travail de quelques lemmes sur les déter-
minants.

1. Lemme. Dans un déterminant, si 'on rend identiques
deux colonnes ou deux lignes, le déterminant s’annule.

2. Lemme. En muhipliant par la méme quantité tous
les termes d’'une méme colonne ou d’une méme ligne, le
nouveau déterminant est égal au premier multiplié par
cette quantité.

3. Lemme.
E”i"‘l"“x, bn, C|A a;, I)A, C|' .5‘“ bl, cl‘
‘a-,.—{—a_., b,y e, =@y, by, ;| + |y, b,
|ay4ay, b,y ¢ a,, by, ¢, 2, by, ¢

Ce lemme existe pour un déterminant quelconque, et
est une conséquence immédiate du théoréme de Taylor.

1" Corollaire. Faisant les o égaux aux b, on a, en
vertu du premier lemme, .

a+b, b, e lai, by e

a.+ by, by, ;| =|as, by, c.|.

a,+b,, by, e a,, b, e
2 Corollaire.

ﬂl—}-”lb“ IM, [ a, bn <,

ay+mb,, b, ¢,| =\|a,, b,, c.|.

a;+~mb,, b, e, ay, b;, c,
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La proposition est une conséquence du précédent corol-
laire, lorsque m est un nombre entier positif; et comme
il s’agit d'une identité, il s’ensuit que la proposition est
vraie pour une valeur quelconque de m.

3¢ Corollaire.

a,, b+ ma,, ¢,+ mb, + na, a, b, ¢
a,, b,~+ ma,, ¢,+ mb,+ na,| =|a,, b,, ¢|.
ay, b+ ma,, ¢;+ mb,~+ na, a,, by, ¢

Conséquence du précédent corollaire.
1. Soit '

o(@)=2"+ a 2"+ @2 . . @y x+a, =0
I'équation proposée; et soient ¢, (x) la dérivée du poly-
noéme ¢ (x), et g, (x), ¢s (x),..., les résidus obtenus par la
méthode de M. Sturm. Nous aurons
=G93 P 1ge s T Gri oot — s
et de la
?az?lnn “—?Nl; 93 =?|D2 - (?Nh'--’ ?r:—‘Dr—A —'?Nr-—l H

N N0 N
D’ D777 D

étant les réduites successives de la fraction continue

1

1

g ——

I

G2 ——
Gs— oy
ol ¢i, 2, G3,... SODL les quotients du premier degré
en x.
Les deux équations

Pr—1 == ¢4 D._.— ¢ N._, 9
Qr = 0, D, — ? Ny
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donnent, ayant égard a ce queN,_, D,_,—N,_,D._,=1,

¢ = Pr— D — Pr D,,,
1 = Pr—i Nr—-u — 9r Np_.',,

ou
9. est de degré n — r,
D, est de degré r — 1,
N, est de degré r — 2.
IFaisons

q’(r—l) — Ar_lxn—r+l + cee
N = b, 2™ 4...,
D =c_ 2" +...3

donc la valeur de ¢ donne

Ar-—l Coy =1 5
mais
1

= -2
1
1 n

et pour avoir le plus haut terme de D,_,, il faut mulii-
plier le plus haut terme de N, _, par ¢, ; donc, ainsi

[ NCr_yy

1
1 Py == b, = .
( ) o r—1 ’ ’ A’

¢,_et b,_, ont donc les mémes signes ; ainst les trois séries

P> Piy P2y Pr—1y Pry
i1, D, Dy..., D._, D,,
o, 1, Ny..., N._, N,,
lorsqu’on y fait x = + oo, présentent les mémes succes-

sions de permanences et de vanauons, de méme en y
faisant xr = — .

Ce sont des séries signaleticamente equivalenti.
2. Soient o, %sy..., 2, les n racines de I'équation

¢ (z) = o.
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Si 'on substitue une quelconque de ces racines, soit «,,
dans I'identité

. Pr) — P D_, — 9 Nr—-—l ’
on obtient

?r(“i) =% (a,)D,.__, (a,);

par les formules connues de la décomposition des frac-
tions, on a

".qr ) . " asor(
(f:o, EIJL-)ZO,...,

XACHE 91 (%)
" () e (o) ()" gr (@) _
21 P1 (0‘:) - 2 P Ka, = An

ou A, est le coeflicient de x"~" dans la fonction ¢, (x).
Donc

n

n N
D,_ =o0 2, D,y () = 0,...
NI S S EA

n

2': (a,‘)”‘zl)r_,(ocs) = o, 2 (o)~ Dpey(@s) = Ars

faisons

(2) Do) =y Hcrpa™ . A catc
et
n
s,,l:z""-i-a';—!— —+—-ac:' :E (@)™
1

nous aurons
CoSo + C S+ .+ Sy =0,
C‘,S|—+—L‘|sz+ +(r—|5z——-0,

CoSpo = € Sp—y oo o+ Cr S3r3 =0, .
CoSr—y €S+ G Sop2 = A,

pOSOllS
So» s!,-", Sr—t
Sis S29 000y Sr i

t-"r'—z, Sr—t1g 0oy Sair—y

Sreiy Sryge ey Sapo.2
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on a, en résolvant les équations,

A dD, _AdA, A, d.A,

— N [ geeey Cry= - .
A, ds._, A, ds, A, dsyp_s

Co

et ayant égard aux équations (2) et (1), I'on a

A,
Dr—l - =
(3) & :
< d.A 4 d.a, - d. 8, d.a,
- x .
dsyr_, o r—s ds, ds,_,
A, d.A, 1
A, dsy,_, A, ’
d’on
1 A, d.A,
A= . car A,_, = :
Ar—| Ar,y ! d‘,,_g
ct comme

AA=n=A =s,,
on aura, pour r pair,

(A A, .. 0,
Ay T A
(AAy e oA 2"

r—t
et pour 7 impair,
(AA;. .. B)

= = 4,;
(8284. .. 8, "

ainsi le signe de A, dépend de A, 5 c’est ce qui constitue le
théoréme de M. Borchardt (Journal de M. Liouville,
tome XII, page 58), et au moyen de I'équation (3), on a
la valeur de D,_, en fonction des puissances des racines.

3. Calcul de A,. Calculons maintenant A, en fonc-

tion des coefficients de 1'équation; pour fixer les idées,
prenons r= 4 alors

1, 0, 0, 0, 0, O

1
|
[ Sy Siy Suy ‘;\ll o, 1, 0, 0, 0, O
1Sty S2y 85y 54‘_ 0, 0, Soy S1y 52y &
&= S3y S5y Si,y -Vsi T 0, Suy Sy S2y 55 S
1.\'“ Sey Sy .\',‘\ Suy Sty S23 S5y Siy 8
l

Siy Spy Suy Sty S5y Se
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Ajoutons la deuxiéme colonne a la premiére multipliée
par @, on a les six termes

(a)

O+ a.1; 1 +a.0; O+ a.o0
S+ a;.0; S 4+ a;.S; S Q.S

ajoutons la troisiéme colonne a la deuxiéme, multipliée
par aq, et a la premiére multipliée par a,, on a les six
termes

b) 0+ a,.o+a,.1; 0+ a,.1 +a,.0; §+a,.0+ a,.o;
S+ a .+ a,.0;5 S+ a,.5,+a.5; Sy+a, ;4 a,.s;

de méme

o+ a,.0+ a,.0 + a;.1; 0+a,.0+ a;.1 + a;.0;

(e
(e) sy + a,.$, 4+ @;.0 + a,.0, etc.;

et, en vertu du troisiéme corollaire, et des relations
connues entre les puissances des racines et les coefficients
de I’équation, on a

l1, a, Gy @y, d;, dy
0, I, G, Q3 A3, 4; |
\o, o, n, (n—1ja, (n—2)a, (11—-3)(13 |
0, n, (n—1)a,, (n—2)a,, (n—3)a,, (n—4)a, |
!n, (n—1)a,, (r—2)as, (n—3)a;, (n— 4),1“ n—>5) 5!
fa,, 2a,, 3a,, 4a;, 5a,, 6a ‘

La premiére colonne est la méme que celle de la pre-
miere expression de D, ; la deuxiéme colonne est la li-
gne ()3 la troisi¢éme colonne est la ligne (c), etc. ; la loi
de formation est évidente.

Ainsi,on a A, et par conséquent A,, et en général A,,
en fonction des coefficients de I'équation.

4. Calcul de D,. On peut, du reste, obtenir de la

méme maniére D,_, en fonction des coeflicients de 1’é-
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quation. En effet, on a, par exemple, pour r =3,

Sy Siy 5

A 2
D,:(—A—:> Si, S2y 8

1, z, x?

AN? Soy Si Qi Sy Sy ais, + a,s

1

(—> Sy S+ a,8, S+ a S+ a5
I, r~+a, xX+4+az+ a

n, (n—1)a;, (n—2)a

/A 9 2
— (:) a, 2a,, 3a, H

I, x+a, 2+ a x — a,

l

or
A =s=n;
A |50 S S0y S a8, n, (n—1)a,
= — —
Siy 82 Siy S22 a s a., 2a,

5. Calcul de g,. Les fonctions de Sturm peuvent, par
le méme procédé, s’exprimer facilement en fonction des
coefficients de I'équation. La théorie de la décomposition
des fractions rationnelles donne

- () " r D, (a)
=t ) (§2).

X — o
S .
Faisons
m m a'"
1 2 "
Uy = -+ 4.0+ )
I — g T — o, T — 2,
donc
Siy y Sp—y |
A xl, ) "‘r
, ,
x e . (v. éq. 3);
s Sr—iy.eey Sap—3
Uiy vey oy
or
| .1:)
Uy = XUy — Sy € 1y = ﬁ-— H
¢ (%)
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donc on obtient, par substitutions successives,
(4) ?(2) tm = 2" . (2) — fai (2) 9 7,
ou
Sim—) (B) = 2™ s 4+ 25 4o+ T Sy + Sme
I’équation (4) donne

9 ('x)[um +aup + aup+...+ an It.,]
(@ =g z[z" + ajz™" +... + an)
— o (z)[nz""' + (n—1)a, 2" 4 .4 (—m+1)ap_,].
Faisons, par exemple, r =4, on a (voir ci-dessus)

Soy Sty S2y 8, [t o o o o
Sty 51y 834 84 (00 50y 515 51y s

A, \? A,
=\ T |$1) S35 Sis S5|= Soy S1y S2y S34 S
(@) \Ba, A
Ugy Uiy Uyy U Siy Say Sy Siy S5

-,

|

O, Uyy Uy Uyy Uy

'

procédant par la méme méthode de multiplication suivie
plus haut, et ayant égard & I'équation (a), on obtient

iy a, a,, a;, a,
- Jos 7 (r—1)a,, (n—2)a,, (n—3)a,
wle) == (55 ) | (1) @ (—2)a, (=3) @y (n—Ga,
Y ay, 2a,, 3a,, 4a, 5a,
0, 9, R va, -

ou
vy :(x—}-a.)q,x—— n:p(.z‘),
w= (4 az+ &) ¢ (z)—[nx+ (n— a]g(x),
vy=[23+ a, 2+ @, & + a;] o, ( %)
—[nx*+ (rn—1)a,x+ (n— 2)a,) 9(z).

6. Calcul de N,. Soit, par exemple, r=4; ayant
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égard au lemme (§ 2), on a

1, a, a,, a, a;
o, n, (n—1)a,, (n—2)a,, (n—3)a,
A\ (r—1)ay, ‘n——z)az, (n—3)a,, (n—4)a,
w(z)=— (E> a, 2a,, 3a,, 4a,, 5a,
0, ¢(x), (x+a)e (z), (.t’+a,x+az)qzl(x),
(#+a, Lyt a; 2+a;) 9, (X)
il a,, a,, a,, as
lo, n, (r—1)a,, (~—2)a,, (n—3)a,
tn (r—1)a,, (n—2)a,, (n—3)a;, (n—4)a,
+ (A. >|ra 2a,, 3a3: ba,, 5 a
io 0, ng(z)y [nx 4+ (n—1)a,]¢(x),

(nx?* + (n—1)a,, =+ (n—2)a.]e (.r)

Dans le premicr déterminant, divisant tous les termes
de la derniére ligne par ¢, (x), le nouveau déterminant
est Dy (§ 4) ; dans le deuxiéme déterminant, divisant tous
les termes de la derniére ligne par ¢ (x), on obtient un
déterminant que je désigne par P; ainsi

’ A, 2
9.2 = D9, (2) + KZ‘—KS) o (x).P;

or

Nig(#) =Digi(z) — o(z) (§2),

2
N:;:—< 4 ) P;
A A,

la loi de formation se voit facilement.

donc

Note. Le savant analyste a trouvé aussi la valeur générale de Nr, celle
des quotients et des relations entre ces valeurs que nous insérerons pro-
chainement, ainsi qu’un beau travail de M. Sylvester sur ces valeurs et
ces relations, lors méme que ¢, (x) n'est pas la dérivée de o (x).
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RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS NUMERIQUES:

METHODE GRAFFE;

D’apris M. ENCKE,
Professeur, directeur de I’Observatoire, secrétaire de ’Académie des
Sciences de Berlin.

(Journal de M. Crelle, t. XXII, p. 193; 1851.)

L’Académie des Sciences de Berlin avait proposé pour
question la résolution générale des équations numéri-
ques. Le prix fut remporté par M. Graffe, professeur a
Zurich. Le Mémoire couronné a paru sous ce Llitre :
Die auflosung der hoheren numerischen Gleichungen,
als beantwortung einer von der Konigl. Akad. de
Wiss. zu Berlin aufgesteliten Preisfrage; Zurich, 1837 :
Résolution des équations numériques supérieures; ré-
ponse & une question proposée par I’Académie royale des
Sciences de Berlin.

Dans cet ouvrage, 'auteur forme une seconde équa-
tion dont les racines sont des puissances trés-élevées des
racines de I'équation donnée, et les coeflicients de cette
seconde équation servent a faire connaitre simultanément
toutes les racines réelles et tous les modules des racines
imaginaires, et I'on montre aussi la maniére la plus
simple de former cette seconde équation.

Cette nouvelle méthode de résolution se recommande a
un haut degré, parla généralité, la rigueur ct la briéveté.
Elle est directe, n’ayant besoin d’aucune autre espéce
d’essai; elle ne conduit jamais a des équations plus éle-
vées que la proposée, et, d’aprés un procédé toujours lec
méme, n'exige jamais de calculs impraticables. La na-
ture des racines, le nombre des imaginaires, ne sont pas

Ann. de Mathémat., t. X1II. (Mars 1854.) 6
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des obstacles; clle donne toujours des résultats que
la plus simple substitution permet de contrdler. Ce
procédé est tellement court, qu'on peut déterminer
toutes les racines d’une équation du septiéme degré
ayant six racines imaginaires, dans l'espace de deux a
trois heures, avec 'approximation que permettent des
logarithmes & sept décimales. ’

Le Mémoire de M. Encke, auquel appartient Pappré-
ciation précédente du travail de M. Graffe, en fait unc
nouvelle exposition et le compléte, en ce sens qu’il in-
dique les moyens : 1° de calculer, non les modules, mais
les racines imaginaires mémes, par une méthode simple
ct rigoureuse; 2° de faciliter lcs procédés lorsque, les ra-
cines étant trés-rapprochées, des puissances élevées nc
suffisent pas pour les séparer suffisamment ; 3° d’approcher
des véritables valeurs, avec un degré quelconque d’ap-
proximation.

1. Prosrime. Former Uéquation aux carrés des ra-
cines d’une équation donnée.

Solution. Soit I'équation
(1) " A 4 Ayt L A, =0,
(‘117 Qry Ryg- .y an)-

Faisant x* =y, les termes de degré pair ne renferment
que y, ct les termes de degré impair renferment cn-

core \'y; faisant disparaitre le radical, on obtient

pr— A Lyt AT [ AT g AT [

+ 2A, — 2A A, -+ 2 A,A — 2A,A,
—+ 2A —2A A, 4-2A,A;
—+ 2 A, —2A A,

-2 A,

La loi de formation est évidentc.

= 0.



(83)

Corollaire. En suivant la méme loi, on peut former,
avec I'équation (2), une troisiéme équation dont les ra-
cines sont les quatriémes puissances des racines de 1'¢-
quation (1), et en continuant de méme, on peut parvenir
a une équation ayant pour racines la puissance d’indice

27 des racines de la proposée; p est un nombre enticr
positif.

Premier cas : Toutes les racines sont réelles.

Les équations aux puissances paires des racines, n’ayant
que des racines positives, ne présentent que des varia-
tions.

Soit donc I'équation suivante, celle des racines ¢le-
vées a la puissance 27 = ¢,

at— Pt 4 Pt 4 A (— 1P, = 03
donc
P,:a'[’ —i—a'f—l-— R

%

Pzzal‘lag‘f‘-..—}—aq aq,

Po= (2 % .. 2)0.

Supposons que les racines «,, as,..., a, soicnt rangécs
par ordre décroissant de grandeur absoluc ; il est évident
que ¢ allant en croissant, on pourra enfin négliger les

valeurs de 29.a9,..., relativement 4 o/, ¢t 'on aura
P = a:’;

d’ou, pour une premiere approximation,

1,:(/?73
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le signe se détermine facilement d’aprés les limutes con-
nues des racines positives et négatives. '
On aura, par la méme raison,

d’ott

oy =

7P,
@, 9
ce qui donne une valeur approchée de 2, , et ainsi pour
les autres racines.

Pour connaitre la valeur de ¢ qui permet de négliger
dans chaque coeflicient P,., tous les termes en comparaison
du premier, il faut calculer le méme cocflicient P, pour
une valeur ¢’ > ¢; on devra avoir sensiblement

Ip logP. _ g .

VP =P, logP' ™ ¢'’
lors donc que les logarithmes des deux cocflicients des
mémes puissances dans les deux équations correspon-
dantes & g et ¢/, sont sensiblement dans le méme rapport
(ue ces puissances, on peut s'en tenir au premier terme
dans chaque coeflicient. Ce méme critérium subsiste si,
au licu de procéder par carrés comme ci-dessus, on pro-
cédait par cubes.

Voyons combicn il faudra d’opérations, en allant
par carrés : soient (otya5)7, (otg ap oty)?, (o4 otaaty 4)7,
(otyogay oty ag)y (atg oty g, a5o6) (*) cing coefficients
consécutifs; dans I'équation suivante, le coefficient de la
méme puissance de I'inconnue que (o oy 25 2,)7 dans la
précédente, sera
g 2 M g

2¢ q 2
(oo 2) —2a’a; alal

q 2 E
ol +2aaalalala?,

(*) Les parentheses représentent des sommes.
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en ne prenant que les termes qui fournissent les plus
grands produits; pour que ce terme s¢ réduise au pre-
mier, & la cinquiéme décimale pres, il faut que Von ait

Lo : .0, 4, 9.
(o w00 )21 > 2000002 ‘o talalal:
d’on
- 5,30103
— h °
Jou &t
T‘as
De la pour
%y
— = 1,1, on trouve ¢ = 128 =12';
)
%5
= 1,01, on trouve ¢ = 1227 < 2",
[Zn ~ .
— = 1,001, onlrouve g == 12215 < 2",
%y

%y
ct pour des valeurs plus grandes de ~ , un nombre d’autant
%y

moindre d’opérations.

Généralement, on n'aura donc besoin que de sept
opérations; ct pour des rapports de racines aussi rappro-
chées que 1,01, 1,001, on n'aura que onze a quatorzc
opérations.

En général, calculant avec cinq décimales, on trouvera
la valeur de la racine aprés I'extraction de la racine d’'in -
dice ¢, avec une approximation siire jusqu’a la cinquiéme
ct souvent jusqu’a la sixiéme décimale.

Lorsqu’on est parvenu & une valeur approchée a la
cent mulliéme partie prés de la valeur totale, on peut en
toute stireté se servir du théoréme de Taylor ou de la
méthode d’approximation de Newton; car I'incertitude
de ces méthodes cxiste seulement lorsqu’une valeur
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approche non-sculement d’une racine, mais de plusieurs
racines, et de trés-prés.
Soit x(,) une valeur approchée, on a donc

fla)=a! +A 2" +...4+ A =o0, apeuprs;

représentons cette valeur de f(x,) par [x!],

l 0 .
Sflay+ Aax) = fx) + f—?—‘ Azx,+...= o0, environ;
) ax,
[l n n— ne—-"
Zy {x":nx" + (= )AL A (rn—2) AT ..
o dx,

Représentons cette valeur par [ na] ; on a donc approxi-
mativement

A "

= Alogx, = — [ 0]. M,

x, [nxt]

M est le module du systéme tabulaire, etl'on a
log M = 9.6376743.

On obtiendra ainsi, rien que par la substitution de x,
dans I'équation , la valeur de A log x, et par conséquent
celle de log xo+ A log xy, seconde valeur approchée du
logarithme de la racine.

Deuxiéme cas : Toutes les racines sont imaginaires.

Tout facteur réel du second degré, ayant deux racines
imaginaires, peut étre mis sous la forme
x' 4+ 24 cosg + g2,

ou g est le module; 'équation qui a pour racines celles
de la premiére équation élevées & une puissance ¢, aura
un facteur du second degré de la forme

x4 2g87cosq 9.z + gM.

Soient » = f, 287 cos ¢¢ = f; selon les valeurs de ¢,
/., peut aller en augmentant ou en diminuant, excepté
pour le cas spéeial ot g9 est un multiple de n; alors
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S, = 2g"ctle facteur devient (x + g7)*, ct on rentre dans
le cas des racines réelles égales: dans les autres cas,
f, varie de grandeur et de signe.
Soient

4 fr+g,y, B+fle+g", 2+fr+g".. .,
les n facteurs réels du second degré de I'équation; elle
scra de la forme

e[ flarm 4 ([ )+ U )= (g f )+ 7)) et
([ ’ "] +[g f’f”]-l-[/ff'f"f’"])»'?"“5
Fllgen e gy g S S
+[g g"~ g fe]e

+g'gt . gt =0;
les crochets indiquent des fonctions symétriques, les
puissances de degré pair renferment les f'en nombre pair,
ct les puissances de degré impair, des f en nombre im-
pair.

Pour passer de cette équation a celle qui a pour raci-
nes x7, il suffit de changer les f en f; etles g en g7, ct
désignons cette nouvelle équation par (2).

Soient g >¢g', ' >g", 8" > &”, etc.

Considérons dans Iéquation (2) les coeflicients des
puissances paires : d’abord le coefficient de x*"~*; ¢ crois-
sant, [g*7] se réduira a g*7; le terme [ f, f;'] est plus
petit que 4[g7g7]; par conséquent, le coefficient de
?"=* finira par étrc moindre que g7+ 4g7g'7. Le se-
cond terme de ce bindme disparaitra devant le premier
lorsqu’on aura

g>g :/4— ’
inégalité qui s’établira toujours, cn faisant croitre ¢;
par exemple, pour ¢ =128, on a

128 /7
\/ = 1,011L.
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Ainsi, dés que g surpasse g', le coeflicient de 2% "~* se ré-
duit &4 g27; les mémes raisonnements montrent que ¢
allant en croissant, les coeflicients des puissances succes-
sives paires tendent vers g%7, g27g'27, 229 g'21 g1 etc.

Ces raisonnements ne s’appliquent pas aux coefficients
des puissances impaires, parce que les premiers termes
conticnnent en méme temps g et f, de sorte que ces
coeflicients n’ont pas de limites déterminées; mais les
coeflicients des puissances paires suffisent pour faire con-
naitre les divers g: ainsi le coefficient de x*"~* donne
g*7, celui de x®"~* donne g*7g'*7; donc

g1g'

g = e
ct ainsi des autres.
Le facteur trinéme 22 + 2 g cos ¢ + ¢* donne
x=r(cosp + ising), ou i= \/:,
¢t g est remplacé par r; on substitue cette valeur dans
I'équation
" = At At 4 L 4 Ay =0

on obtient deux équations

2n M
0= 2 Ayprbcospy, o= 2 AppprPsinpo;
v (
la sommation se rapporte a p.
Multipliant la premiére équation par cosn¢, et la se-
conde par sinng, et les ajoutant, et ensuite multipliant la

premiére équation par sin ng, et la seconde par cos n¢,
et retranchant, il vient

mn n
0:2 A,rirrcos{n—plg, o :z A, r=rsin(n—p)g;
v 0
faisons
A‘I -+ Azn—q ,-——('“'""l) = p(l’ A‘I-—- A'"’"_'I rotrm = 77 (*)’

") Ne pasconlondre cette lettre g avee celle qui a cté employée ci-dessus.
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les deux équations, aprés les avoir divisées par r2*, de-
viennent

n
zo%cos(n-—-p)q: =o, 207—"5m (n—p)e=o.
On convertit les multiples des sinus et cosinus en puis-
sances, d’aprés la méthode connue; on fait
t— —2rcosg,

et I'on parvient a ces deux équations :

T, —r*Tes4+rTe —r'Ty4+r*Tey+... =0,
Tooi— Ty + 1Ty — 78Ty +r*Tyy+... =0,

(4)
ou
Tn—l"’ ﬁt"_ﬁ =t +f32t"_2"f5 trz—s_*_ (___ 1" ﬁna
T,,_.-—')’t"_ ——'y,t"—’+'y,t3—v3t"_3 (__ I)n-}—l.yn

Tha= 2Bt" 2 — (n—1) B 2"+ (n— 2)ft" ...,
Trs=(n—2)yt"3—(n—3) 9. t" "+ (n— §) 74" ..,

Tooy = %z[n (n—3)per— — (n—1)(n—4) Bt
+(n—2)(n—>5) e L],
Tos = ﬁ;{(n— 3)(n— )yt — (n—4) (n — 5) yer=c...],

Too= —— [n(n—§) (n—5) e
—(n—1)(n—5)(n—6)8,t"...],

T = s (1= §) (= 5) (n — 6)7 0~
— (1= 8)(1—6) (1 — 7)per ],
1 n—s
T,,_szm[n(n—-5) n—6)(n—n)Bt
—(n—1) (1= 6) (= 7) (1 — 86"~
T,,_9=——-—I——[(n--5)(n——6)(n—-7)()2—8)71"“9

1.2.3.4
—(n—6)(n—17)(n—8) (n—9)p.'""..]5

.....................................

La loi de formation est évidente.
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Si dans les valeurs des  etdesy, ctdansles équations (A),
on remplace r par la valcur trouvée de g, la racinet,
commune aux deux équations (A), donnera la valeur ci-
dessus désignée par f il faut donc chercher le diviseur
commun aux deux équations par voie d’élimination.

Le calcul numérique de I’élimination s’opére facilement
i Taide des Tables de Leonelli dites de Gauss.

Soient les deux équations

a2t 4= A Ayt - L 4+ A= o0,
z" + B 2" + Bz’ + ... +~ B, = o0,
on ¢n tire

(p) @' (A —B,)+2(A,—B;). .A, —B,=0;

remplacons tous les coefficients A,, A,,..., A,; By,
By,..., B,., parleurs logarithmes, représentons-les par
y, Qgyeony a5 by, be,..., b, et écrivons
4 a, X" - a, . ya, et 2t bt 4 byl by
la différence, en ayant égard aux signes, donne

(ay— b)a"' + (a,+ b,) "2,

Mais a, — b, ou b, — a,, au moyen des Tables de
Gauss, faittrouver log (A;—B,);deméme, log (A,—B,),...:
on a donc de suite Péquation (p) de degré n—1. Sil’on
a unc seconde équation de ce degré, on en déduira une
autre de degré n— 2, et de la méme maniére; il faut
sculement faire attention : 1° & donner au premier terme
pour coeflicient 'unité, ce qu’on obtient en retran-
chant du logarithme de chaque coeflicient, le logarithme
du coeflicient de ce premier terme; 2° & donner aux loga-
rithmes les mémes signes qu’ont les nombres. On voit que
I’élimination se réduit a une suite de soustractions.

I'voisi¢me cas : Racines imaginaires et racines réclles.

I’auteur démontre que la méthode donnée ci-dessus ,
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pour trouver les facteurs trindmes & racines imaginaires ,
est encore applicable de méme a la recherche des facteurs
trindbmes a racines réelles; or toute équation de degré
pair est décomposable en facteurs trindmes, et si le degré
est impair, on le rend pair, en multipliant Péquation par
Iinconnue; donc la méthode développée subsiste pour
toutes les équations.

Pour les développements et les discussions ultérieures,
leur étendue nous oblige de renvoyer au Mémoire de
M. Encke.

Nous donnerons incessamment des applications numé-
riques calculées par M. Koralek.

NOTE SUR LA CONSERVATION DU SENS DES DISTANCES AUX
LIGNES DE TERRE DANS LES CHANGEMENTS DE PLANS DE
PROJECTION ;

Par M. CHEVILLARD,

Licenci¢ ¢&s sciences, professeur de Mathématiques et de Géométric
descriptive.

Lorsqu’on a a exécuter trois et quatre changements de
plans de projection, comme cela se rencontre en char-
pente et mémedansdiverses questions élémentaires relati-
vesaux polyeédres, aux conescteylindres derévolution, etc.,
I'on a besoin d’exprimer, dans les deux derniers plans
de projection, des objets donnés dans les deux premiers,
et réciproquement de revenir des résultats trouvés simple-
ment dans les deux derniers plans,  ces résultats exprimés
dans les deux premiers; opérations fatigantes, lorsqu’il y
a beaucoup de points a considérer et qu'ils ne sont pas
placés dans le méme diédre des deux premiers plans oun
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des deux derniers. Il faut, a chaque point, observer par
I'espace comment se place sur 'épure la distance qui sert
a marquer une nouvelle projection. C'est ce que font les
praticiens et ce qui est indiqué par les ouvrages récents
de Géométrie descriptive, ou 'on recommande la mé-
thode des changements de plans dont la généralisation est
due & feu M. Olivier. Cependant cette méthode méme in-
dique comment on peut omettre les observations dircctes
dans’espace. On me pardonnera donc, en faveur de son
utilité, la simplicité de la remarque actuelle qui était cer-
tainement connue de M. Olivier, quoique non formulée
trés-explicitement dans son livre.

Fig. 2.
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Dans un changement de plan de projection pour un
point, la distance aux deux lignes de terre de la projec-
tion invariable conscrve toujours le méme sens.

Nous écrirons, d’aprés M. Olivier, les deux lettres L
et'T, de fagon i ce qu'en y joignant la notation des pro-
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jections, on distingue a la fois quel est le nouveau plan
de projection et dans quel sens il est rabattu. Ainsi la
fig. 1 indique qu’on veut faire un changement de plan
horizontal, et que le nouveau plan horizontal L/'T’ est
rabattu par la partie antérieure vers la gauche du papier.
Mais nous faisons de plus la convention que le dessinateur
regarde toute ligne de terre de facon a voir L a gauche,
T A droite, indépendamment de U'espéce de plan de pro-
jection représenté par cette ligne, et c’est de cette ma-
niére que cette droite aura pour lui le sens du dessus et
du dessous ( fig. 2).

Cela posé, si 'on fait, par exemple, un changement
de plan vertical pour divers points @, b, c,..., on abais-
sera des perpendiculaires des projections a*, b", ¢*,...,
sur L' T, et il ne s’agira plus que de reporter les distances
aa’, 6b°, y¢*,..., a partir de L'T' pour avoir les projec-
tions nouvelles @', b”, ¢”,... ; mais dans quel sens? Dans
le méme sens par rapport a L''T" que ces distances ont
déja respectivement par rapport a LT. Ainsi 'on a de
suite les nouvelles projections par la seule vue du papier.
La raison en est que le sens d’une distance aa“ par rap-
port A LT indique le sens du point a par rapport au
plan invariable qui cst ici le plan horizontal. Si aa’ est
au-dessus de LT, c’est que @ est au-dessus du plan hori-
zontal. Du reste, on verra bien mieux I'avantage de cette
observation en faisant trois ou quatre changements de
plans successifs et revenant des deux derniers aux deux
premiers.

Pour faire des changements de plans relatifs a des
droites ou a des plans, comme cela revient a changer
pour un ou deux points au plus, on devra toujours opérer
sans avoir besoin de voir directement dans I'espace a 'aide
de la remarque précédente.

Note du Rédacteur. — Nous engageons les professcurs
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a lire dans lc Moniteur des 18 ct 19 janvier 1854, une
savante lecon d’esthétique sur le dessin, donnée par
M. Félix Ravaisson, inspecteur général de I'Instruction
supérieure, et adressée sous forme de Rapport a S. E. le
Ministre de I'Instruction publique. On y trouve sur I'en-
seignement du dessin d’excellentes réflexions, et qui sont
une critique amére, sans doute contre U'intention de I'au-
teur, du plan actuel de 'enscignement général. Il s’éléve
contre 'introduction des méthodes faciles dans nos lycées
(p- 73, 5° colonne). « Encoreune fois, dit-il, le reméde a
Uabus d’une science mal entendue n’est pas l'ignorance,
mais unc science supérieure (p. 74, 3° colonne); et cepen -
dant on aintroduit une scicnce inférieure !

RECTIFICATION ET QUADRATURE D'UNE ELLIPSE SPHERIQUE ;

Par Le REv. James BOOTH,

Professcur au Collége de Liverpool.

( Philosophical Magazine, t. XXV, p. 185 1844.)

1. Tutorime. A = airc d’une surface sphérique terma-
née par une courbe.

27T
(1) A:[ (wa ds.sin a.
/U O

o = arc de grand cercle, depuis un point fixe P appelé
pole, ctun point variable s pris dans I'intérieur de Iaire.

p = rayon sphérique de la courbe passant par le pole
P et le point S de la courbe.

o = angle que le plan du grand cercle Ps faitavec un
plan fixe de grand cercle fixe passant par P.



(95)

Intégrant, ou par rapport ag, on obticent

(2) A:j(:mdw[l—cosP].

2. TatorkME. s ets' étant deux points de la courbe,
Po, p1 les deux rayons correspondants, on a pour la lon-
gueur de Uarc ss',

P’ 2 H
(3) arc ss’ = f (lp[l + <smp dm) ] .
Po ~ dp

3. L’équation de Dellipse sphérique est

cos’» sin?e 1
(4) 2 . = P
tang® « tang® 8 tang’p
ou bien
cos’w  sin’w 1
(5) =

smia | s B sin?p’
2 est le graud axe de Pellipse, angle

maximum du cdne au sommet.. . .. d

) o centre de la spheére).
2§ est le petit axe de Uellipse, angle ( L )

minimum du céne au sommet.. .. ..

4. Les équations (4) et (5) donnent

\/ —I— tang2

T sinte
I —l—- e tang ®

Substituant cette valeur dans l’équation (2), et inté-
grant, on obtient

(6) COS p = cOS

(7) A= ——cos

—_——

\/ +tang’ t
f tang [3 ang )
T sinta
T+
S

tang’ "

in? B
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ou A est le quart de P'aire sphérico-elliptique; faisons

tang § .
8 tang » = tang ¢,
(8) 8 tang o 278 ¢
(9) do _ tang « tang § .
: d» ~ tang’« cos’ ¢ 4 tang? P sin ¢’
d’ou
T
. 1
7 tange 2 1
A==— €os o . .
(10) 2 tlangp dy — sin*e—sin?3 sin® sin*oe—sin®g\ . s
o sin*x cos3 13\ cos* 3 sie)

Prenons le plan de I'angle 22 renfermant 1'axe moyen
du cone, pour plan des xz, ct le plan de 'angle 25 ren-
fermant I’axe minimum du céne, pour plan des y z.

L’axe réel du cone cst pris pour axe des z qui coupe la
sphére au pole P.

Menons par le sommet du cone, et dans le plan xz,
deux droites faisant, avee 'axe moyen ou réel du cone, des
angles égaux e, tels que l'on ait

(x1) cose =

cos B’
ces droites sont les lignes focales du cone.

Le plan tangent a la sphére mende par le pole P coupe
le cone suivant une ellipse plane.

Soient a, b, ¢ les demi-axes et I'excentricité, on a

,_a*—0b* tang’a — tang’B _ sin*a—sin’ P
¢ — —

@ tang’a T sina— cos? B
(12) .
sin’e,
T sin?a’
ainsi
T

= tan 2 1
(13)A='—“—g—ﬁ(‘057~f dg e |,
2 langx« o (1 —e?sin‘g { 1—siZesin?y



(97)
fouction elliptique compléte de troisiéme espéce a para-
métre de forme circulaire.
5. Longueur de I'arc. L’équation (5) donne

. sin? § (sin’az — sin?p
2 —
(14) SO = i e <sin’a — sin? § ’
sin? @ (sin?p — sin?
2 p— .
(15) €SO = Gntp (sin’a—sin’ﬁ ’

différentiant I'équation (14), on obtient

. dw — sin*asin?f cos p
Sin ® COS  — == - - 9
dp sin’p(sin’a — sin?B)

et de la

‘7{; - sinpy/sin?x — sin?p \/sin’p— sin’ﬁ‘

(16) do —sinaéinficosP

Substituant cette valeur dans I'équation (3), il vient

e’ sin p /cos?p — cos’ @ cos’ B
(17) arcss’:f dpl —= pNeos'p : ;"
. 20 \/sm2 @ — sin?p y/sin?p — sin?

Parc étant mesuré du petit axe vers le grand axe; dési-
gnant par s la longueur du quadrant sphérique, alors

o : / 2 2 2
(18) s:f dp sin P y/cos’p — cos’a cos’ .
2 '\/sin’ « — sin’ p y/sin’p — sin?f

posons

sin® « cos’p —+- sin?@ sin’g

oS’ p = T
(19) cose tang? o cos? p + tang? B sin? '

équation polaire centrale. Les limites de I'intégration
. . . . K1 . T,
doivent étre prises maintenant de o a S ou bien de - 4 o,
) 2

en changeant les signes; différentiant I'équation (19),
substituant dans I'équation (18) et intégrant, ayant égard

Ann. de Mathémat., t, XIII. (Mars 1854.) 7
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aux limites, on trouve
T

= angﬁsinp zd?

t
tan sin? o — sin?
g o (1 — ¢*sin? (f)\/[—<‘ :m ﬂ)smq,

6. Soit y I'angleque fait une section circulaire du cone
avec la base elliptique plane du coéne, on a

\ sin §
(21) COS 7y == —»
sin o
. sin? @ — sin?
sin? g = ————— @
sin? &
introduisant cette valeur dans I'équation (20), on oh-
tient

(22) tang(% d
' m“{-}“ B f Vi—e smq»y/x-—-sm ysin’a

fonction elliptique compléte de troisiéme espéce, dont le
puq P pece,
paramétre est aussi de forme circulaire.

. 13 ™
7. Faisons a + 3/ = 3 B+ = 3 o’ et B sont les

angles principaux du céne dit supplémentaire au cone
donné; pour ce cone supplémentaire, on a

(23)s = tang ¢ sin B’ : ];
tang o’ \/l—e”sln 9y 1 —sin?y’sin’y

or

(24 tangB’:tang@’ ,

e = ¢, siny =sin¢
tang o’ tanga ’ v ’

donc

T

tang 2
(25) ‘c':—m—b—écossu/‘ dqa[ - L |
tang « (1—e?sin?g V1 —sin*esin’y

0
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ajoulant cette équation a 'équation (13),
(26) A4 s'= Z;..

C’est la belle relation découverte par Mac Cullagh.
Prenant la surface sphérique totale S du cone donné et
la circonférence entiére £’ de I'ellipse sphérique du céne
supplémentaire , on déduit
(27) S+ ¢¥ = 2c'n;
c est le rayon de la sphére, et 'on a ce théoréme:
Tutorkme. L'aire de la base sphérique d’un céne, plus
le double de la surface latérale du céne supplémentaire,
est égale a laire de la moitié de la sphére (*).
8. Soient 2L aire latérale du céne, 2L/ I’aire latérale
du cone supplémentaire et S’ I'aire de sa base; on a

(28) S+ aol/=2cn, § +2L=2¢n,
(29) (S -+ 2L) + (8 + L) = ferr,
{30) S —8 =2(L—-1'),

relations qu'on peut énoncer sous forme de théorémes.

Analogies entre Uellipse plane et Uellipse sphérigue.
1. Dans une courbe plane, on a

(31) s= fpd) =t u.

s = longueur d'un arc de courbe;

p == perpendiculaire abaissée d'un point fixe (pole)
sur une tangente a la courbe;

% = angle de cette perpendiculaire avec une droite fixe
passant par le pole;

u = portion de la tangente comprise entre le point de
contact de la tangente et le pied de la perpendiculaire;
le signe supérieur lorsque le rayon de courbure au point

(*) Ce qu’on vérifie d’'une maniére élémentaire sur le cone droit.  Twu.

o
7.
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de contact est plus grand que la perpendiculaire p, et le
signe inférieur dans le cas opposé. Dans le cas d’égalité,
ona

du
=
2.
dp
\ PR ar—
(32) 5=

3. Prenons le centre d'une ellipse plane pour péle, et
le grand axe pour droite fixe ; or ~

p=a\yi—esin’),

de la
(33) s:afa’).\/l—e?sin’)\—u;

car le rayon de courbure est moindre que p. On a aussi

(34) s'_—_afd? \/I—?Sin"cp,

¢ étant I'angle d’'un diamétre avec le petit axe, et I'arc s’
étant compté a partir de P'extrémité du petit axe. Inté-
grant les deux équations (33) et (34) dans les mémes
limites pour A et ¢, on a

s =K, s=K—u;
d ou
(35) ' —s=u.

Nous pouvons donc prendre sur un quadrant d’ellipse
deux arcs mesurés respectivement des extrémités du petit
axe et du grand axe, et dont la différence soit égale a unc
ligne droite.

On démontre facilement que les extrémités de ces arcs
sont les intersections de l'ellipse par deux hyperboles
biconfocales avec l'ellipse. La premiére hyperbole, pas-
sant par 'extrémité de P'arc mesuré du petit axe, a pour
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axes

(36) A=uaesink, B=aecos);

ct la seconde hyperbole, passant par I'extrémité de 'are
mesuré du grand axe, a pour axes

(37) A — ae cos : , B=— be sin ) .
V1 — ¢*sin®) V1— ¢ cos)
dj ? s A
i uz_l_z_:ae sm)\c.os ,
: d /i — e*sin?)
donc
!
b
(38) au=AA', bu—=BB, %:;

5. 20 et 26' étant les angles des asymptotes dans les
deux hyperboles, on a
B b
tang 6 = A= cot}, tang0 :;tang‘A,
d’ou ®
(39) tang 6 tang 0’ — g,
relation indépendante de 2.

6. r' et r” étant quatre demi-diaméires de Dellipse,
asymptotes des hyperboles, on a

cos’  sin?f 1

a? b T pr2?

mettant pour les cos 6 et sinf les valeurs (39), on a

a’ b? __arb*

72—
a’cos’ A+ b'sin’)x ~ p? ?

on trouve de méme

4

2 2 <L
re=ps el
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de la

(40) r'r" =p,

relation aussi indépendante de 2.
7. Dans les cas ot u est un maximum, I'on a

du y . dp
5= d’on e =93
d’a\/l—e"sin;“i_ )
d) =9
d’ou
(41) tang’).:%,

(42) A=a(a—b), B=b(a—b), A'=a(a—b), BB =b(a—10),
= A’, B=P.

Ainsi, les deux hyperboles se confondent ; les deux arcs
elliptiques forment le quadrant ; théoréme de Fagnani :

) au=AA"=a(a —b);
donc

’

u:a-——b, l‘_—_l'”:p, p’:nb.

Ainsi, le quadrant elliptique est divisé en deux arcs
dont la différence est égale 4 la différence des deux demi-
axes.

Nous désignerons ce point d’intersection par le nom de
section linéaire.

Menons une tangente en ce point : soient ¢ la portion de
cette tangente terminée au petit axe, et t’ la portion ter-
minée au grand axe; on aura

t = tang \/;’_c_os" A=+ b?sint ) ,
po o bltangh

Vat cos? ) + b sin®)
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d’ou
) . , ae?sin \ cos
(44 bis) = =u (*).
Va® cos* ) + b?sin’ )
8. Tous les points de section lindaire d’une série d’el-
li pses biconfocales sont sur une courbe dont I'équationest

EA 3 3 X

alel = (w’ —y’) (w’ +r’) ;
ct tous les points de section linéaire d’une série d’ellipses
concentriques ayant les mémes axes principaux, et la
somme de leurs axes principaux égale a une quantité
constante 2 L, sont sur une hypocycloide concentrique aux
cllipses ; le rayon du cercle fixe est L, et le rayon du cercle
roulantest L.

Formule de rectification des courbes sphériques.

9. Soient une sphére et un céne concentriques ; prenons
celui-ci du second degré; les raisonnements ne changent
pas pour d’autres cones. Par le centre O de la sphére me-
nons un plan tangentau cone, coupant la sphére suivantun
grand cercle touchant I'ellipse sphérique en un point E, et
coupant labase planedu cone (menée comme ci-dessus § 3)
c¢n une droite u qui touche l'ellipse base plane du céne en
un pointZ; parl’axedu cone menonsun plan perpendiculaire
aladroite u; soit Z le point d’intersection : le plan passe
par le centre C delellipse sphérique et de Pellipse plane.

Soient OE =¢, Oi=R, O/=P, Cl=p, Ci=r,
CE = 5 = arc de grand cercle; u=1l; donc

Ri=c*4r, P=c"+4p’, R =P"—u’.

Si ¢/ est un point infiniment voisin de 7 sur Iellipse
plane, et E' le point correspondant sur ellipse sphé-
rique, on a

i’ =ds, EE' = cdg,

(*) On a omis a dessein les ¢quations (43) et (44) de Pauteur, de méme
les équations suivantes: (45), (56) et (57).
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et la proportion
aire Qi ; aire OEE’ .. Pds . c*do ;. R*. ¢*;
car ces triangles élémentaires sont semblables, d’oa
Pds
(46) do = T
ds est I'élément de I'arc, le rayon de la sphére étant I'u-

nité. Remplacant cette valeur de ds dans la formule (31),
nous trouvons

de Pp P du sin +1 Pdu  in

—_— = —_— —_= = |\ —u 3

HoR TR TTR\@ )
car

Psing=p et P*= R?— u?;

or

P _dp du __d'p PdP __ pdp
() sino=% w=up F=00 Hs @

Faisant les substitutions dans I'équation précédente, on
obtient

de . 1 [Pd'p  dPdp
(48) 717”5"“”'@[ v Eﬁ]
Soit v I'angle /01,
v = = COS v —= —

d’ou

4o) dv_ 1 [ Pdu udP _1[Pdp dPdpT],
W) FZ=g|lw ‘o lTel o ool

do . dy .
(50) L= sine + - ¢ = fdisinz + v,
équation analogue a l'équation (31) pour les courbes
planes. Or, I'on n’a fait aucun usage des propriétés spé-
ciales au cone du second degré; cette formule appartient
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donc a une courbe sphérique quelconque, que l'on peut
toujours considérer comme I'intersection de la sphére
par un coune. Ainsi, un arc de courbe plane est toujours
égal a une intégrale définie, plus une longueur d’'une
droite; et un arc de courbe sphérique est égal a une in-
tégrale définie, plus un arc de grand cercle.

Seconde rectification de Uellipse sphérique.

10. Soient a, b les demi-axes de P'ellipse plane, et «,
@, p, &, v les arcs sous-tendus au centre de la sphére de
rayon ¢, par les droites @, b, r, p, u;ona

a=ctangz, b=ctangB, r=ctangp,
p=ctangw, u=Ptangy;

dans cette méme ellipse,

pi==a*cos’s + b?sin?), tang’w = tang’ « cos’ ) +tang*Bsin*},
tang?® « cos?) - tang? P sin® A
séc? 0. c0s? A -+ séc? § sin? X

(51) sin*w =
Substituant cette valeur dans 'équation (50),

tang* & cos*  + tang? B sin’ %
52 = | : T 5
(82) = f \/ séc? « cos? k + séc? B sin? X v

faisant

sin® p = sin®« sin’¢ - sin?{ cos’ 9,

(53) d’ott
cos? p = cos?a sin? ¢ 4 cos?  cos’ v
P 4 9,

smq;cos?dq

dp = (sin* @ — sin? B);

sin pcosp

substituant ces valeurs dans I'équation (18), on trouve

(54) G :fdp \/tang’a cos? g +tang*B sin’ ¢

$éc’ « CoS’ g -f- séc? ﬁsm’

Si, dans les deux derniéres équations, on exécute l'inté-
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gration entre les mémes limites de & et ¢, leurs valeurs

seront égales, etde laog' — o= — v.
Or,
. u dp . dp
SInv._l—), ll—ﬁ? Slnv_[).[ﬁ,
rP

p ct P ne peuvent devenir ni zéros ni infinis, par consé-
quent ils conservent le méme signe + ; le signe de sinus v

. d
est donc le méme que celuide p —g-
[4
Mais

pP=a*sin*} + b*cos’);
donce

t/
P (I) = — (a*— b*)sin  cos );

ainsi, sinv est négatif, et comme v est pluspetit que =, il
s’ensuit que v est négatif, et I'on a
(565) ¢ —0c=y,
formule analogue 4 la formule (35).
\ . d s R

11. Lorsque v estunmaximum, —(ﬁ = 0, o0u,d’aprésl'é-

quation (49),
dp dP __ _d'p

~ a <= __
(58) D e

)

a
Substituant dans I'équation (58), et remplagant ~ par

b .
tanga, et — par tang {3, on obtient

tang a séca sm @

159 tangh = tang Bsécf ~ sin B

seele;
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¢ est’excentricité delellipse sphérique ; résultat analogue
a équation (41).
12. On trouve, en faisant les substitutions,

€?sin? « sin A cos :

(60) tang v =

V1 — e*sin?) V1 — sin%sin?),

13. Concevons deux hyperboles sphériques, biconfo-
cales a l'ellipse sphérique, I'une passant par I'extrémité
de I'arc mesuré de I'extrémité du petit axe et 'autre par
P’extrémité de I’arc compté & partir du grand arc; dési-
gnons par 2 A, 2B les axes de la premiére hyperbole, et
par 2 A’ et 2B’ les axes de la deuxiéme hyperbole: on
trouve, sans beaucoup de peine,

. sin’e sin® X ) sin’e cos?\
(61) tang‘A: T L) tang‘B = o
1 — sin’e sin?) 1 —sin?e sin?)

tang’e cos*h e?cos’esin’ Bsin?

2A7 — N 2B/ —
(62) tang’A’= T —esn 8 B 1 — ersin?)
etde la
tang v tang B cos « — tang B tang B’
(63) gvtang § cos« g gB,

tang v tang « cos B = tang A tang A,

tang B tang B’ tangPsécf
tang A tang A’ tangaséca’

résultats analogues a I’équation (38) : dansleshyperboles,

tang? A -+ tang*B tang? A’ 4 tang? B’
tang?e’ — __g—g,—’ tang? ¢’ = 8 Htang B
1 — tang® B 7

1 — tang? B’
dans Dellipse,
tang? o — tang® f5

tang’ s = -
I+ tang® 8

d’on

™

I
o
-
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14. Lorsque v est un maximum,
sina
tang® A = — sec’ «,
sin

ctde 14, en ce cas,

tang? A = tang « séc « (sin @ — sin ),

tang® B = tang B séc B (sin « — sin B),
(64) tang? A’ = tang a séc « (sin « — sin @),

tang? B’ = tang B séc P (sin « — sin B),
d’on

=A, B=};
ou, lorsque v est un maximum, les deux hyperboles se
réunissent, et les axes de Iellipse sphérique ont une ex-
trémité commune et forment ensemble le quadrant; ce
point commun peut étre appelé le point de section circu-
laire.

Dans ce méme cas,
(65) tang v = séc a séc B (sin « — sin B).

15. Les plans asymptotes sont paralléles aux sections
circulaires du cone; soit 2 0 'angle asymptotique de 'hy-
perbole (A, B): d’aprés 'équation (21), on a done
sin? '

sin’ f = ———,
sina’

' et ' étant les demi-angles principaux du cone qui a
pour base I'’hyperbole sphérique.
Or
cos? )
inpB’ ' =cos), sinz’ =cosA et sin®0 = ——;
sin B = cos }, * cos?’A’
mettant pour cos® A sa valeur déduite de I'équation (61),
on trouve
" cos
(66) tang 0 = B cot .

COS %




(109 )
Eliminant § entre cette équation ct I'équation de Pellipse
cos’d  sin? 0

4 —— =1, il résulte
sinfa = sin’ B ’

67) tang? « cos? + tang*Bsin?} __ sin’« sin® B
séc’a cos® A + séc* fsin?d ~ sin*p

et, d’aprés I'équation (51),

(68) . __sinasinf

s p sino

Soit 26’ Pangle asymptotique de la deuxiéme hyperbole
(A',B'); on a

ln pll

sin @’ = —"—,»
sin &’

" et a” sont les demi-angles principaux du coéne qui a
pour base ’hyperbole. On trouve aisément que

tang B .
tano A’ sin «” == cos A';
ang A’

tang B” =
d’ou, d’aprés I'équation (62),

tang? B sin? )

in?f’ =
sin tang?® o cos* X 4~ tang® B in?)’
. ¢ — tang® « cos? X
cos = tang2 xcos? A + tang?Bsin’ )
(69) tang b’ = g B ang ),
et
(70) tangetange/zsmﬁ'

T b)
SN «
résultat indépendant de A et parfaitement conforme au
résultat de I'équation (39).
16. Nommons p’ le demi-diamétre de Pellipse , asymp-
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tote de I'hyperbole; on a

tang® « cos® X -+ tang? f sin* X

I sin*f/ = — ; -
(71) f séc? a cos? X + séc? B sin? )
ctdela
(72) sinp sin p’ = sin« sin B,

analogue a I'équation (40), et o’ = ©; ou le demi-dia-
metre de Vellipse, asymptote de 'hyperbole (A’, B), est
égal a la perpendiculaire abaissée du centre de ellipse
sur la tangente passant par le point d’intersection de
Pellipse et de 'hyperbole.

17. Construisons un cercle sur le grand axe de l'el-
lipse sphérique comme diamétre ; soient m et p les points
ou les ordonnées prolongées des extrémités des arcs ellip-
tiques ¢ et ¢’ coupent ce cercle; désignons par ry et 1/, les
demi-diameétres de Vellipse passant par ces points, et par
$ et &' les angles que ry et r’; font avec le grand axe (con-
struction analogue a celle qu’on fait sur Uellipse plane).

On a

S:;—),

H étant 'ordonnée sphérique du point u., on a, dans cc

cas,
tang? ¢ tang’ H
2 g‘ =1 dans le cercle,
tang*a tang’ «
tang?¢ tang® 4 .
L °— —1 dans Pellipse;
tang?o tang?3
d’ou

tang H tang »
tang «  tane
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et les formules du triangle rectangle donnent

tang® H .
L, =sin?%’,
tang? «
ou
Gino — tang*n tang? 8 sin? )

tang’ 8 tang®« cos? ) + tang? @ sin’ x|
Eliminant §' entre cette équation et I'équation polaire
(au centre) de lellipse (19), on obtient
(73) tang? 7', = tang® « cos’ A + tang’ B sin*},

et comme

T
F=-—1

o b

tang?« tang®

tang® r, = g
g n tang’ « cos’ A + tang® f sin® )’

ou

(74) tang r, tang , = tang « tang B.

18. Résumant les valeurs des angles des asymptotes
des hyperboles, et aussi les valeurs des diamétres de 1'el-
lipse passant par les points m et p, nous trouvons

cos B
t 6 = t tang 3 = cot :
ang cosa ot M g cot ),
tan tang
tang 8’ = tang p tang}, tangd = tang tang X
tang « tang «

Ici nous remarquons une remarquable interruption
dans I'analogie que nous avons toujours trouvée exister
entre les propriétés de D'ellipse plane et de T'ellipse sphé-
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rique: dans Uellipse plane, les asymptotes de ’hyperbole
coincident avec les diamétres qui passent par les points
metp (§5, p. 201), et cela existe encore pour I'’hyper-
bole sphérique voisine du grand axe (A’, B’), mais n’existe
plus pour I'hyperbole voisine du petit axe (A, B); en
d’autres termes, on a

=9,

mais 6 n’est pas égal a 3.

19. Soit » la coordonnée du point de section circu-
laire; par ce point menons une tangente, et soit z le
point ou cette tangente coupe le petit axe; on a

tang » tang ¢ = tang® §,
¢ est la distance du centre de I'ellipse au poin:“z; et
€OS T == €O 7 €0S (§—n) == COS %, €05 { COS n + 0QS %, SIN ¢ sin 7 ;

x, est’abscisse du point de section circulaire, et = la lon-
gueur de la tangente entre ce point et le point z.

Fliminant ¢, on obtient

€os 7, sin » séc?

cos T = ——— =,
\/tang“ B + tang®x

ct v étant I'ordonnée commune a lellipse et & I'hyper-
bole,

tang? sin? 3 cos® A
ang’y = ————— 5o
& €os? « sin? ) -+ cos? § cos* X

et aussi

sin %, = sin « Sin A ;
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faisant les substitutions nécessaires,, nous obtenons

tang?  cos?) + tang?f sin? )
séc? o cos? A + séc? B sin?

tang®r = tang®) % 5

 2cin?
(76) tangr:tang)sina\/ 1— ¢sin’)

— -
1 — sin? ¢ sin? A

ou

sin? « — sin’

e -
sin?« cos?

(voir équation 12).

Soit 7' le segment de la tangente prolongée jusqu'au
grand axe, nous aurons

sin », €OS 1 séc? a

cos v/ = —_—
\/tang‘ o —+ tang?® %,
tang? tang' « cos? )
ang- -z, — T
g tang? « cos’ X + tang? § sin’ \~
. tang* B sin?:
sin® »n — 8 p

tang? o séc? a cos? A -+ tang* B séc? B sin? )’
éliminant x, et n, on a

tang A tang?6 cos’a
—_—
. 1— e*sin?)
sin « —_—
I — sin%¢ sin? )

€*sin o sin )\ cos'\

b
V(1 — e?sin?)2) (1 — sin’ sin?))

(77) tang 7' =

de la

(78) tang (v —1')=

d’ou, en vertu de I'équation (60),
T—1 =,

analogue a 'équation (44 bis).

Ann. de Mathémat., t. XIIL., (Mars 1854.) 8



(114)

NOUVELLE METHODE POUR DIVISER UN POLYGONE EN PARTIES
PROPORTIONNELLES A DES QUANTITES DONNEES PAR DES
DROITES PARTANT D'UN POINT QUELCONQUE PRIS DANS
SON INTERIEUR ;

Par M. EUZET,

Garde du Génie, 4 Toulon.

Soit, pourfixerles idées,l’octogoneirrégulierABC...GH
a diviser en g parties, proportionnelles aux quantités
a,b, c,..., par des droites partant du point O, la premiére
ligne de division OV’ étant donnée.

Prolongez tous les cotés de la figure indéfiniment et
dans le méme sens; menez par le point V, a la premiére
diagonale fictive OA, la paralléele VA’ terminée & la ren-
contre de AB prolongé en A’; menez par A’ a la diago-
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nale suivante OB, la paralléele A’ B/ terminée an prolon-
gement de BC, et ainsi de suite, vous rencontrerez le pro-
longement du c6té AH de départ en un certain point H’
tel, quele triangle VOH' sera équivalent a 'octogone pro-
posé.

Cela admis, divisez VH' en parties VI, IK, KL, etc.,
proportionnelles aux quantités données a, b, c, d, etc.;
menez par les points de division I, K, L, M, N,..., des
paralléles 8 G’ H' terminées sur HG, ou son prolonge—
ment, en 1, K/, L', M/,...; menez par ces derniers points
des paralléles 4 I/ G’ terminées sur FG ou son prolon-
gement en K", L7, M”, .., et ainsi de suite, vous
rencontrerez nécessairement les c6tés proprement dits de
Poctogone, aux points I”, K”, L”, M*, NY,..., qui étant
joints avec le point O, détermineront des droites parta—
geant 'octogone proposé en g parties ayant entre elles le
rapport demandé.

11 suffit de faire voir qu’une partie quelconque OVM
du triangle OVH' est équivalente a la partie correspon-
dante VHGEM" du polygone proposé ; en effet: le trian-
gleOVM = OVH + OHM = OVH + OHM' = OVGH
+ OGM’ = OVHG + OGM’" = OVHGF + OFM”
= OVHGF + OFM"” = OVHGFM"; ce qu'’il fallait

démontrer.

TABLES DES LOGARITHMES NEPERIENS DE ZACHARIUS DASE.

L’observatoire de Vienne, comme tous les autres ob-
servatoires principaux, le notre excepté (*), publie des

(*) Nous pouvons espérer que cette honteuse exception cessera bientot.

8.
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Annales, sous la direction de M. le directeur Louis
de Littrow. Le XIV® volume de la nouvelle série (1851)
contient, dans le I*" cahier, une Table des logarithmes
naturels de la méme étendue que les logarithmes de
Briggs dans les Tables de Vega.

Ces Tablesont été calculées de téte par le célébreZacha-
rius Dase, la plus grande faculté calculatrice mentalequi ait
jamais existé ( Nouvelles Annales, tomeIX, page 12). La
Table s’étend de 1 3 105 00o. Dans I'introduction, ’'auteur
dit: Cette Table a été calculée avec le plus grand soin
avec 10 chiffres, afin d’avoir le 7° chiffre avec exactitude.
J’ai lu moi-méme les épreuves, et, Uimpression achevée,
j'ai tout calculé de nouveau et n’y ai trouvé que les six
erreurs suivantes.

Il est inutile d’insister sur V'utilité des logarithmes na-
turels, puisque les intégrations ne s’opérent immédiate-
ment que par ces logarithmes; par le méme motif, il
serait extrémement commode d’avoir les logarithmes na-
turels des lignes trigonométriques. C’est ce qu'on devrait
faire faire a Vienne par M. Dase, ou ce que le Bureau des
Longitudes pourrait faire exécuter a Paris par I'excellent
et intelligent calculateur, M. Koralck. Le plus précieux
de tous les instruments arithmétiques est celui que la
nature organise dans certains cerveaux privilégiés. Pour-
quoi ne pas en tirer parti dans 'intérét de la science (¥)?

Si nous avions des Tables usucelles pour les lignes hy-
perboliques, les logarithmes de Leonelli, dit de Gauss,
les fonctions elliptiques, les ' de Legendre, les loga-
rithmes intégrants de Solner, etc., toutes ces transcen-
dantes finiraient par entrer dans le domaine public,

(*) M. Grandmange, né a Epinal ( Vosges) en 1835, sans bras et sans
jambes, donne des séances publiques, boulevard du Temple, n° 4, ot
il exécute, de tcte, des opérations trés-compliquées d’arithmétique et
d’algébre.
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comme aujourd’hui les lignes trigonométriques, que I'ha-
bitude nous fait envisager sans frayeur. Une intégrale
ramenée a une de ces transcendantes serait une intégrale
connue, et beaucoup de questions de physique difficiles
auraient des solutions vulgaires , tels que sont maintenant
les calculs qui exigent des logarithmes et des sinus. Toute
transcendante pour laquelle il existe une Table et des
relations, additions, soustractions, etc., a une utilité
pratique. Le Bureau des Longitudes est ou devrait éire
principalement institué pour ce genre d’utilité.

PROBLEMES DE GEOMETRIE QUI SE RAPPORTENT AU CALCUL
DES ORBITES COMETAIRES ;

D’aprts M. GRUNERT.

JArch. de Mathématiques, t. XVII, p. 121; 1851.)

Prosiime 4. Quatre droites sont données dans un
plan; mener une cinquieme droite telle, que les trois seg-
ments intel'ceptés par les quatre droites soient dans un
rapport donné.

(Newron , Arith. univers. Prob. géom. 5().)

Une solution synthétique trés-simple estduc au célébre
architecte et géometre sir Christopher Wren. On la trouve
dans I’Astronomie de David Grégory, lib. V, prop. 12.

ProsrLiME 2. Trois droites sont données dans 1'cs-
pace ; mener une quatriéme droite telle, que les segments
interceptés par les trots droites atent un rapport donné.

(Boueukr, de la Détermination de I'orbite des cométes,
Mém. de I Acad. des Sciences, 1733, page 331.)

Prosrime 3. Quatre droites sont données dans Ues-
pace ; mener une droite qui coupe les quatre droites.

Prosrime 4. Trois droites et un point I' sont donnés
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dans Uespace; décrire une parabole ayant ce point pour
Soyer et coupant les droites aux points A, B, C, de ma-
niére que les aires des triangles FAB, FBC soient dans
un rapport donné.

(Ovsers, Abhandlung iiber die leichteste und be-
quemste methode die Bahn eines cometen zu berechnen ;
Weimar, 1797. — Cest la célébre dissertation sur la mé-
thode la plus facile, la plus commode de calculer I'orbite
d’'unc cométe. On en a une nouvelle édition, considéra-
blement augmentée par Encke. Weimar, 1847. Onydonne
la solution de ce probléme 4.)

Prosrime 5. Quatre droites et un point ¥ sont don-
nés dans l'espace ; mener par ce point un plan qui coupe
les quatre drottes en quatre points A, B, C, D, telle-
ment que les aires des trois triangles FAB, FBC, FCD
sotent dans des rapports donnés.

C’est & ce probleme que M. Grunert raméne le calcul
de Porbite. La solution est analytique, et 'auteur en fait
Papplication 4 la cométe de 1769. Le calcul est direct,
sans aucun tatonnement, et n'exige que les connaissances
¢élémentaires des deux trigonométries; mais c'est aux
astronomes calculateurs a en juger.

11 est presque superflu de dire que c’est la loi de Ké-
pler sur les aires qui rattache le probléme des cométes a
la géométrie.

La premiére idée d’assigner une parabole aux orbites
cométaires appartient a un ecclésiastique nommé Dolfel
de Plauen, dans le Voigtland. Voici le titre de son ou-
vrage : .Astronomische betrachtungen des grossen come-
ten. Welcher, 1680 und 1681, erschienen, dessen zu
Plauen angestellte observationes, von M. G. S. D.
Plauen, 1681. (Considérations astronomiques sur la
grande cométe qui a paru en 1680 et 1681, avec les ob-
setvations faites A Planen en 1681.)
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Ce sont précisément les calculs sur cette cométe qui
ont amené Newton a proposer une orbite parabolique,
mais postérieurement a Dolfel, car la premiére édition
des Principes est de 1687; c’est aussi la célébre cométe
dont Halley a prédit, en 1705, le retour pour 1759.

SOLUTION DE LA QUESTION 283

(voir t. XII, p. 443);

Par M. H. ROCHETTE, S. J.,

de la maison ecclésiastique de Vals, prés Le Puy.

Lemme. Lorsque deux triangles ont méme base, la
droite qui joint leurs sommets est paralléle a celle qui
joint leurs centres de gravité.

Soient ABC, A’BC deux triangles ayant méme base; si
nous désignons par G et G’ leurs centres de gravité, par
h et I/ les perpendiculaires abaissées des points G et G’
sur la droite AA’, nous avons, d’aprés une propriété
connue (*) (voir Brior et Bovquer, Géométrie analy-
tique, 2° édition, n° 35, 1°)
hy + I,

3

2
h.—__h—j_a—-—'-, b=

b

h, et K, étant les perpendiculaires abaissées des points B
et Csur AA'. Donc h= /' et AA' est paralléle 2 GG'.
Dans un quadrilatére plan, trois fois I'aire du triangle
formé par le centre de gravité du quadrilatére comme
sommet, et un c6té A du quadrilatére comme base, plus
'aire du triangle formé par 'intersection des deux diago-
nales comme sommet, et le c6té opposé a A comme base,
est égale a I'aire du quadrilatére. (Mosrus.)

(*) Cette propriété se démontre aussi trés-simplement d’une maniére
slémentaire.



Soient ABCD le quadrilatére donné, AB le coté désigné
par A, et G le centre de gravité du quadrilatére a I'inter-
section des deux droites G'G”, G, G , qui joignent les
centres de gravité G/, G”; G,, G, des triangles BCD,
ABD, ABC, ADC.

Construisons par la pensée le triangle qui a le c6té DC
pour base et méme centre de gravité quele quadrilatére.
Les lignes qui joignent le sommet O’ de ce triangle aux
points A et B sont respectivement paralléles (Lemme) aux
droites G, G, et G’ G, et, par conséquent, aux droites BO
¢t AO. Lequadrilatére AOBO' estdoncun parallélogramme,
et la perpendiculaire abaissée du point O’ sur AB égale la
perpendiculaire % abaissée du point O sur AB.

Désignons par Hla perpendiculaire abaissée du point G
sur AB, et par 2 et /i les perpendiculaires abaissées des
points D et C sur cette méme droite. Nous aurons (vour
Brior et Bouquer, Géométrie analytique, numéro déja
cité)

H = ,i_ig__._—/' ,
d’ou, si nous représentons par T, T', T”, T" T les

triangles GAB, ABC, ABD, ABO, ODC,
3 T = Tr —+ T//___ rI///’



((x21)

ou bien
3 T + T*" = surface du quadrilatére. ¢. Q. r. b.

M. Genocchi (Angelo) donne une solution analogue.

SOLUTION DE LA QUESTION 284

(voir t. XII, p. 443);

Par M. H. ROCHETTE, S.J.,
de la maison ecclésiastique de Vals, prés Le Puy.

Soient le quadrilatére plan ABCD; E lintersection
des cotés CB et DA ; F l'intersection de BA, CD. Prenons
un point quelconque T sur la diagonale AC; par les deux
points A et T faisons passer un premier cercle; par C et
T, un deuxiéme cercle : le premier cercle coupe AD en
P et AB en Q; le deuxiéme cercle coupe CB en R et CD
en S. Par les points Q, B, R faisons passer un troisiéme
cercle, et par les points P, D, S un quatriéme cercle ; ces
deux derniers cercles (troisi¢me et quatriéme) couperont
la diagonale BD en un méme point U. Menons un cin-
quiéme cercle par les points P, E, R, et un sixiéme
cercle par les points Q, I, S : ces deux derniers cercles
coupent la troisiéme diagonale EF au méme point V.

Les six cercles se coupent en un méme pointZ, et les
six arcs ZA , ZB, ZC, ZD, ZE, ZF, pris d'un méme cd1é,
sont semblables.

Soit G Pintersection des deux diagonales AC, BD; les
quatre points G, U, T, Z sont sur une méme circonfé-
rence.

Soit HI'intersection des diagonales AC, EF; les quatre
points H, V, T, Z sont sur une méme circonférence.

Soit enfin I intersection des diagonales BD, EF'; les
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quatre points I, U, V, Z (*) sont sur une méme circon-
férence. (Moerus. )

Les deux premiers cercles se coupant en Z, le troi-
siéme, qui passe par les points Q, B, R, passera aussi
par ce point Z; car le quadrilatére QBRZ est inscrip-
tible, puisque

ang BRZ = ang ATZ — ang AQZ.

(*) Lalettre T, qui se trouve dans 1'énoncé , nous a paru devoir étrc
remplacée par la letire V.
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