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LIEU DES GENTRES DES ClRﬂONFEREN_CES COUPANT SOUS BES
ANGLES EGAUX TROIS CIRCONFERENCES DONNEES;

Par M. A. MANNHEIM,

Lieutenant d’artillerie.

Lemme 1. Deux petits cercles d’'unc sphére peuvent
toujours étre considérés comme U'interscction , avec cette
sphére, de deux surfaces coniques.

Lemme 2. Tout plan, mené par I'un des sommets de
ces surfaces coniques, coupe la sphére suivant un cercle
faisant, avec les petits cercles dont nous avons parlé, des
angles égaux.

Lemme 3. Trois petits cercles d'une sphére, pris deux a
deux, donnent lieu a six surfaces coniques, dont les inter-
sections avec la sphére donnée sont les trois petits cercles.

Lemme 4. Parmi les sommets de ces surfaces coniques,
trois sont dans I'intérieur de la spheére, trois a 'extérieur.

Lemme 5. Les trois sommets extérieurs sont en ligne
droite; deux sommets intérieurs sont en ligne droite avec
un sommet, extérieur; ce qui fait quatre droites sur les-
quelles sont les six sommets.

Lemme 6. Par une droite donnée on méne des plans;
les plans coupent une sphére suivant des cercles; le licu
des sommets des cones touchant la sphére suivant ces
cercles , est une ligne droite.

Lemme 7. Propriétés des projections stéréographiques:

Tout cercle tracé sur la sphére se projette suivant un
cercle.
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Les projections de deux cercles se coupent sous un an-
gle égal a celui des deux cercles.

Le centre de la projection d’un cercle est la projection
du sommet du cone circonscrit a la sphére.

Ces lemmes posés, considérons trois petits cercles d'une
sphére et les surfaces coniques dont les intersections avec
cette sphére sont ces petits cercles.

Par l'une des droites des sommets de ces surfaces
coniques, menons des plans; ils coupent la sphére sui-
vant des cercles.

D’aprés le lemme 2 , ces cercles font avec les trois petits
cercles des angles égaux.

D’aprés le lemme 6, le lieu des sommets des cones tou-
chant la sphére suivant ces cercles est une droite.

Projetons stéréographiquement la figure que nous ve-
nons d’obtenir, et nous aurons le théoréme suivant :

Le lieu des centres des cercles coupant sous des angles
égaux trois cercles donnés dans un plan , se compose de
quatre droites.

Iy a quatre droites, parce gu’il y a quatre lignes de
sommets.

On peut ajouter : les quatre droites qui composent ce
lieu passent par un méme point; ce point est le centre
radical des cercles donnés et ces droites sont perpendi-
culaires aux droites des sommets.

Nous laissons & chercher la démonstration de cette der-
niére partie.

Par ce qui précéde, on trouvera aussi facilement une
démonstration du probléme proposé au grand concours
d’élémentaires, en 1851 (t. X, p. 318), en remarquant
que deux cercles peuvent étre considérés comme les pro-
jections orthogonales ou stéréographiques de deux sec-
tions circulaires d'une surface conique.
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Note. Ecrivons les équations de trois sphéres, en prenant un point
d'égale puissance pour origine et les axes rectangulaires:
Brxr—2(yz+gr+ox)+f=o,
24yt —2() s+ By +a"z)+f=o,
z’+)"+ zg_- 2(7ﬂ)£+ﬁlﬂ'r+ u"/1)+f=0;
les «, 2, y sont les coordonnées respectives des centres, et
S=at +p 4y —r",
— ul’,+ /3”’—*—)”’—""’,
P “/II’+ ﬁ””—f— 7””— ’,IIIQ;
les r sont les rayons respectifs des spheres.
Soit une quatriéme sphére, rencontrant ces trois sphéres sous des
angles égaux; représentons cette sphére par I'équation
Dyt —a(yz+ Br+oax)-rf =0, ou fl=oal+ 4t

Ecrivant 1'égalité des cosinus des angles sous lesquels cette sphére coupe
les trois autres, on obtient les deux équations

S =2 (P R )] = S (" + T B+ " )],
:”'[f+-f'—°('/y—i—ﬁ'ﬁ—i—u’a)]——— rl[/+fl__2(7llly+ﬁlllﬁ+allla)].
Eliminant f+ /", on obtient

7 [yl ('.II —_ ,JN) + 7" (rﬂl — rl)+_/"l(rl — rll)]
) AL — ) B = ) B (= )] L =,
“+ o [ul('.ll_ ,J/l) + “II (I"" — ’,l ) +alll( rl —l'" )]

L’état du probléme n’est pas changé, en prenant négativement 1, ou ",
ou 1", ou bien deux de ces quantités; on a donc quatre solutions, et le
lieu du centre de la sphére est dans quatre plans ; chaque plan passe par
un point quelconque d’égale puissance, et, comme tous ces points sont sur
une droite , il s’ensuit que les plans se coupent suivant I'axe radical et
sont perpendiculaires au plan des centres. Lorsque quatre sphéres sont
données, le lieu des centres est un systéme de seize droites.

Supposons que quatre sphéres soient données et qu'il s’agisse de trou-
ver le centre de la sphére qui les rencontre sous un angle nul. Représen-
tons deux plans, lieux des centres, par les équations

(l) AU,—{—B/?—}—C'/:O,

(2) A2+ B B+ C'y=o.

On a, en outre, les deux équations

() (a—a'Yt (B—B )+ (7 =7V = (rr),
(8) (am a" ot (= B o (= = (1)
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ces deux équations donnent
(3) A”a+i¥”ﬂ+C”7=2:'(r’—l'”)+r”——r"’,
A'=2(a"—0o'), B"=2(B"—g'), C'=2(3"—y").
Les équations (1),-(2), (3) donnent
ao=Mr+N, Bg=Mr+N, y=Mr+Nj;

les M, N sont des quantités connues. Substituant ces valeurs dans une des
deux équations (), (b), on obtient une équation du second degré en r.
On a ainsi la solution du probléme de Fermat sur une sphére qui en touche
quatre autres, et aussi la solution du probléme de Viéte sur un cercle qui
en touche trois autres: la marche du raisonnement est la méme pour les
deux problémes.

r', v, i étant positifs, la droite des sommets des cones, tangents aux
sphéres dont les centres sont dans le plan xy, a pour équation

(a) My—M'z=N,
M: u'(""—""”)—*— “"[,/N_rl]_‘_ “Ill[rl__'"],
N[ ) o ] (o),
les crochets désignent des bindmes alternés; on déduit M’ de M en chan-
geant o en g. Faisant y = o dans 'équation du plan (A),on a
(5) M@+Ma=o0;
donc les droites (a) et (b) sont perpendiculaires. Ainsi les traces des

quatre plans sur le plan des centressont respectivement perpendiculaires
aux lignes des sommets.



