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IRRÉDUCTIBILITÉ
de l'équation X = i - h x -+- . . . -+- x ? - 1 = o , p étant un

nombre premier
(voir t. VIII, p. 419),

PAR M. E. PROUHET.

I. Lemme i. Les diviseurs de X ne peuvent être que de
la forme p -j- i , pour toute valeur entière de x qui n'est
pas/? -f- i. (Théorème connu.)

Lemme 2. Une congruence de degré n ne peut avoir
plus de n racines, lorsque le module est premier. (Théo-
rème connu.)

THÉORÈME. X ne peut être divisible par un polynôme
de degré moindre y à coefficients entiers.

Démonstration. Si un pareil diviseur cp (x) pouvait
exister, on aurait, d'après le lemme 1,

? ( ° ) = ƒ>•+-'> 7 ( 2 ) =p-hi ,

c p ( 3 ) = r / > - h l , . . , ? ( ƒ > — l)=p-j- 1 ,

et, dès lors, la congruence

<?(*)- * —P>

de degré inférieur à p — 1, aurait p — 1 racines , ce qui
est contraire au lemme 2. Donc , etc.

Démonstration du lemme \.

IL Soit 9 un diviseur premier de X, en sorte que

on aura
x(* — 1 ) = */»— i = é.

Puisque /? est un nombre premier, si x — 1 n'est
Ö, xp est la première puissance de x qui soit Ô H- 1. Donc



( 3 4 9 )
d'après le théorème de Fermât, p est un diviseur de
0 — i , et Ton a, par conséquent,

e = / j - | - i . C. Q. F. D.

La démonstration précédente est en défaut quand
x — i = 0; mais cela ne peut arriver que si 0 = p; en
effet, on a identiquement

et, par suite,

Ce qui montre que X e t x — i ne peuvent avoir d'au-
tre facteur commun que p, et même que X ne peut
jamais être divisible par p2.


