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THÉORÈME PROPOSE AU CONCOURS GENERAL DE 1811»
Mathématiques t k mémoires \oir p JIJ

Rimot PAR M. E. LORIEUX,
^1C\(J tlu I\cee Mong<

Etant donné un parallélogramme ABCD, on mené une
dioite LU perpendiculaire a seb deux côtés opposés ÀJ3,
CD, laquelle rencontre le premier côté en a', et le pro-
longement du second en a; celte droite rencontre les
deux autres côtés AC, BD en h' et 1K et les deux diago-
nales BC, AD en c' et c.

On demande de promer que les circonférences des
cercles décrits sur les trois segments aa\ hb\ cc\ comme
dîaracties, ont les mêmes points cTiiitcisection.
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dans le cas où la dioitc* LL' serait oblique aux deux cotés
\B, CD, au lieu de leur être perpendiculaire.

Construisons deux des cercles, par exemple ceux qui
ont pour diamètres ad etbb'. Soit I un de leurs points
d'intersection. Abaissons de ce point sur b'c la perpendi-

cul aire IH. Dans le cercle a!\a, a! M x aY\ = 111 : dans

le cercle />'!/>, b'U X bU = ïfi2 . Donc

a'U X/iH=r//H X bU.

Or
//H = 6V-W/'H, vt b\\=aU — ab

Ilemplaçons ces lignes par leurs \alcurs dans 1 équation
précédente, nous aurons

a'U X "11 ~ J/a' -+- a H) a\\ — ab
= b'fi' X ri\\ ~\~ a' \\ X <i H - b'n' > ab a \\ ^ ab ,

(Toii Ton t i re , en réduisant,

b'a' X tt Iï — ^ «' X /̂> -f ^ H ^ /̂̂

Mais aW = aa'—rt; H Subst i tuant , il vient

b'a' aa' — a'H) = />V/' X <7/> -}- a'U v- ^/;,

ou bien

i) ^'H^ii'-t- b a')-=- b'a'\ ua' — ab =^a'b' ^a'b.

Les triangles Dab, a'bÏÏ sont semblables, puisque les
lignes \a' et CD sont parallèles. Ils donnent la proportion

ab '. a'b \ '. D<v *. a'h

Par suite
aa' '. ai* \'.Da -+- i(' B ' D a

: a ' b : a f w ,



( 37' )
Les triangles semblables b'Ca et kb'a' donnent

a' b' \ b' a \\ Aa' '. Ca.

On a , par conséquent,

aa' \ a'b' \\ Ca — A a' \ Aa',
d où

aa' X Aa'
a'b' —

Ca — Aa'
Remplaçons, dans l'équation ( i ) , ab^ a1!)' et a'b par leurs
valeurs

/WxDrt aa' X Aa' , _ (aa'X Aa'\ {aa'Xa'B
\ T>a + a'B ~^ C7i~^~Âa~f ' ~ \C/? —Â"rt'/ \Drt-4-rt

ou bien
a' H \T>a (Ca — A ̂ M + A a' {X)a + n'B)]

ou bien encore

a'ilijya X C/i H-A/i' X^'B) — aa' X A Ö ' X ^ ' B ,

d'où Ton tire
<7<7' X A a' X «' B

1 ~~ Ërt X Cr/ + AV X fl'B

Traçons maintenant le cercle qui a ce' pour diamètre}
soit V un de ses points d'intersection avec le cercle dont
le diamètre est aa'. Du point I' abaissons sur l/c la per-
pendiculaire I'H', et calculons a'R' comme nous avons
calculé a'H. Pour cela, nous remarquerons qu'en chan-
geant b en c et h' en c' dans l'équation (i), nous avons
i équation

2.) a' H' (#c -f- a'v' ) = a'c X n'c.

Les triangles a'C'B, cfCa sont semblables, puisque les
lignes AB et CD sont parallèles. Ils donnent la proportion

a' c' \ c'a \\ a B \ C<7,



d'où
aa'X a'K

aa' : ca' \ \ a'B -f- C<v : a'h, et ,/V — — -

Les triangles semblables Dm, A ca'donnent
ra : va! \\ Da : Aa'.

Par suite
<7<v' ; en : : A / j ' — Da :Dn

: <Y/' : A/7 ' ,

d'où
an' yCDa , tut' X A^

Ot ca —
< /̂ rr: > Ot ca —

Aa'— Da Aa'— Da

Substituant ces valeurs dans l'équation (2), il vient

laa'x^\
/ \ VB + <>/ \À/i'~ IV

ou bien

/r'ïr[D/TV/B'-f Caj-i-a'b Aa' — Da'\ = aa'\a'H^< Aa'

d'où Ton tire
" ' H ' — " " ' X a'V> X A 7̂'

D/7 X C« 4- «' li X Ar/'

C'est la valeur que nous avions trouvée pou» a'il.
Donc le point H'coïncide avec le point H. Mais les point?
1 et 1' d'intersection se trouvent à la fois sur la perpendi-
culaire élevée en ce point et sur le cercle dont le diamètre
est aa'. Donc ces deux points coïncident aussi. 11 en est
de même pour les points situés de l'autre côté, qui sont
symétriques.

Pour trouver les équations (1) et (2), nous n'avons fait
aucune hypothèse, si ce n'est que sur trois segments quel-
conques d'une ligne comme diamètres, nous avions décrit
trois cercles, et que des points d'intersection nous avions
abaissé une perpendiculaire sur cette ligne. Pour obtenii
les valeurs de a'II et dea'H', nous ne nous sommes servi
que du parallélisme des côtés A13 et CD, cl nullement de



celui des deux cotés AC et BD, pas plus que de la perpen*
dicularité de la ligne au' sur les côtés AB, CD. Ces deux
conditions de l'énoncé sont donc inutiles, et compliquent
la question quand, suivant les règles de la méthode, on
cherche à les faire entrer dans la démonstration. Il aurait
fallu donner un trapèze ABCD et une sécante quel-
conque aa'.

Le parallélisme même des deux côtés AB, CD est-il une
simplification? La démonstration n'est-olle pas aussi sim-
ple quand il s'agit d'un quadrilatère quelconque? Alors,
en ellet, tout se borne à considérer un seul triangle.
Dans le cas d'un trapèze ou d'un paiallélogiamme, \v
sommet de ce uianglr est à l'infini.

Soit ABCD un quadnlatèic quelconque, et répétons
les mêmes constructions Soit E le point d'intersection
des deux côtés AB ri CD prolongés Les équatioiib (i) et
(2) subsistent toujouis 11 nou o faut, comme piétedcm-



ment, calculer les lignes ab, Va' et a'b pour obtenir la
valeur de a'H. Au lieu des triangles semblables, nous
prendrons ici les transversales BD et Cb' par rapport au
triangle Eaa'. La première nous donne

(M) ^Xfl 'BXED=:EBx k ' x D a ,

d'où
ab BE X D"

Quand AB et CD sont parallèles, les segments BE, DE
. n . , ., ab Da

sont mnnis et, par consequent, égaux ; il reste —q-,=— *
ou la proportion que nous avaient donnée les triangles
semblables DaJ, ab'B. Nous poserons ce rapport égal à

R. Ajoutons 1 aux deux membres, —j—f— = K 4- 1.

Mais ab 4- ba' = aa' ; donc

aa' aa'
-—- — K 4 - I , et ba'z=
ba' K 4- 1

Nous avons aussi
aa! aa'. K

ab = aa' — ba' — aa K4-1 K+ 1

La transversale C^ nous donne

(N) flTxAExC» = b'a X A a ' x C E ,

d'où
ab' ___ Ca X AE
a'b' Aa' X CH

rapport que nous poserons égal k R. Retranchant 1 de
part et d'autre, il vient

b'a _ a'b'

Vb'

Mais ab' — b'a' — aa' ; donc

= R—1.

- — = R - 1, v\ a b r=r
a'b' R



Substituons ces valeurs dans Féquation (1), nous aurons

\K aa' \ aa'

On peut diviser le tout par aa1 et réduire cette équation,
qui devient

/i'H(K.R-hi)=rt*', d'où ^H = y "", '

Remplaçons R et R par leurs valeurs, et nous avons

, __ aa' X CE X DE X A//7 X Br<'
" A E x B E x C r t X Drt -f- CE X DE X Aa' X Baf'

Si nous prenons le cercle décrit sur ce' comme dia-
mètre , les transversales AC et BC par rapport au même
triangle Ea«' nous donneront deux équations qui corres-
pondront, la première à Féquation (M), la seconde à
F équation (M). La transversale À c nous donne
(M') « c X D E x A r t ' = ca' XDrtX AE.

La transversale BC nous donne

\N ;) a' c' X a C x B R = / r f X CE X B"'

Nous a\ons en outre

ai ' -f- c'a — aa' et a'c — ac — aa'.

ï̂ es équations (M') et (JV) ne diffèrent des étmalioiib (M)
cl (JN) que parce que B est changé en À et A en B. Toul
étant du reste symétrique, la valeur de a'II ' ne différera
de celle de a 'H que par ce seul changement. Mais, malgré
ce changement, la valeur de a'H reste la même; donc le
point H' coïncide avec le point H, et les trois cercles ont
les mêmes points d'intersection.

yota. La question n'a pas été résolue au grand con-
court», et aucun prix décerné. Comme nous Favons déjà
ohsei\c en 1847 et i84^? la question élémentaire est plus



( 3 7 6 )
difficile que celle des mathématiques supérieures. D'ail-
leurs, pourquoi confisquer toute la science au bénéfice
de la géométrie analytique? Pourquoi ne pas proposer à la
classe supérieure des questions de géométrie supérieure,
de géométrie de l'espace (*) ? TM.


