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EXTRAIT DES EXERCICES D’ANALYSE NUMERIQUE ;
Par M. LEBESGUE.

Dans un premier extrait (p. 87), j'ai pris un exemple
propre i montrer qu'en développant un peu plus I'ana-
lyse indéterminée du premier degré, on simplifierait,
quant aux démonstrations, l'analyse indéterminée du
second degré.

Dans ce second extrait, je prendrai un exemple mon-
trant l'usage de la théorie des nombres dans Palgébre
supérieure.

Prosrime. Soienta,b,c,. .., kdes nombres premicrs



(1348 )
diviseurs de n, on demande combien de 1 a nil y a de
nombres premiers @ a, b, c,. .., k.

Solution. De1 2 ail yaa—1 nombres premiers a a;
cesont 1, 2,3...a—1;ilyen a autant de a & 2a, de
2a i 3a, et généralement de ma a (m +1) a, car, pour
que ma + r (r < a) soit premier a a, il faut et il suffit

. . . . n .
que r le soit. Ainsi, puisque n= -.a, il y aura, de 1

n . \ .
a n, ~ (@ —1) nombres premiers 4 a. On les obtient en
a

supprimant, dans la série 1, 2, 3... n, tous les multiples
de a.

Pour avoir les nombres premiers 38 ¢« et bde 14 n, il
faut supprimer d’abord les multiples de a. On a vu qu’il

te = ( ) b imant 1 liipl

reste - (@ — 1) nombres; en supprimant les multiples

p 5 PP p

de @ on a, par la méme, supprimé certains multiples
o n .

de b de la suite b, 25,35b,..., hd,. .. I—).b; maisonn’a

pas supprimé ceux ou le facteur % serait premier-a a. Or

n

dera % multiple de a, il ya o (¢ —1) nombres pre-

. \ . .. n n
miers a a; il faut donc diminuer - (@ —1) de — (@ —1),
a ab

N n
ct 'on aura —
ab

de 1 a n il y a de nombres premiers a a et b.
Pour avoir les nombres premiers 4 @, b et ¢, comme
en supprimant les multiples de a et  on n’a supprimé
qu’une partie des multiples de ¢, ou des nombres c,

(@—1) (b—1), qui indiquera combien

. n . n .
ac, 3c,.. -35C; puisque — est multiple de a et b, les

multiples de ¢ premiers a @ et a b qui restent a supprimer
q P
n

sont en nombre (a—1) (h—1), de sorte que la

apc



#
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différence

Sla—) =1 ———(@—1)(b —1)

n

:‘—z—b:(a——l)([)—l)(c—-l)

indiquera combien de 1 a 22 il y a de nombres premiers 3
a, b, c diviseurs premiers de n.
En continuant de la méme maniére on trouvera, pour

le nombre cherché,
H
n

— f-A(a——x)(b—l)(r——l). (A=),

ProsLeme. Combien y a-t-1l de nombres premuers a n
et non plus grands?

Solution. Soit n=a"b%c’ ... m“s a, by c,...,m
étant des nombres premiers diflérents, tout nombre
premier & 1 doit nécessairement 1’étre aux nombres a,
b,c,...,m; ct, réciproquement, tout nombre premier
a chacun des nombres a, b, ¢,. .., m est premiera n. 11
suit donc du probléme précédent que le nombre cherché
est

n

e @ =)= (m—),

ou encore

Remarque. Ce nombre est souvent représenté pai
¢(n)3; on a donc

. ) q;(aa):a“~' (@ —1),
;1 ébﬁ)zay_'.(a—l)bﬁ—l (b—l):q;(a”) q;(b’g).,
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de méme

qa(ayl)ﬁr/) :y(ax).qy(bﬁ).c‘n(c/),
et ainsi de suite.

Plus généralement, si m et n sont premiers entre eux,
on aura

p(m r) =9 (m). ¢(n);

propositions qu’il est facile de résoudre a priori.

ProsriMe. Trouver le plus petit multiple de plusieurs
nombres‘donnés a, b, c,. .., k.

On connait deux solutions . I'une qui se tire de la
décomposition des nombres @, b, c,..., k en facteurs
premiers ; 'autre qui se déduit de cette proposition : « Le
» plus petit multiple des nombres a et & est égal a lem
» produit ab divisé par leur plus grand commun divi-
» seur (ab). » Cette proposition peut étre généralisée
ainsi qu'il suit:

« Soit p, le produit des nombresa, b, c...., k; p, le
» produit (ab) (ac)...(bc). .. des plus grands communs
» diviseurs des nombres a, b,..., k pris deux a deux;
» ps le produit des plus grands communs diviseurs des
» nombres pris trois a trois, et ainsi de suite, jusqu’a ce
» que l'on prenne tous les nombres; ce qui donne un
» seul plus grand commun diviseur: le plus petit multiple
» cherché sera

=

PiPoe Py -
P Ps- Peo o -

=M

Soit 6 un quelconque des nombres premiers, diviseur
d'wn des nombres a, b, c,..., k. Comme I'ordre des
nombres a, b, c.. .., kest indifférent, on peut supposer
quef entre dans ces nombres avec les exposants &, $19,...
rangés par ordre de grandeur décroissante 11 suit de 1a
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que Pexposant de 0 scra K

r/.+p+'y—1‘—3+v.‘ dansp‘,
B+ 29+ 30+... dans pi,
7+ 38 +... dans p;, o
8+.‘.“dansp‘,

. . . 4 D50 o 0
et ainsi de suite, de sorte que dans Lok Pt P’exposant
PrePie Poees
sera

o+ 1—1 B4+ (1—1)y +(1—1)'d4... = a.

D ailleurs, le nombre M ne peut contenir que les diviseurs
premiers de a, b, c,..., h, et il les contient avec leur
exposant maximum. M est donc le plus petit multiple
demandé.

.

Application @ Ualgébre.

Quand on aura décomposé un polynéme
P—=a"+ ax" ' 4 ot pr g

cn facteurs du premier degré
P=lr—a)(c—f)x—7) -

on appellera P un polyndme composé de binémes sim-
ples , et tous les théorémes sur la décomposition des
nombres en facteurs premiers s'étendront aux poly-
némes. On pourra, par exemple, appliquer la régle pré-
cédente pour trouver le plus petit multiple de plusieurs;
polyndmes.

Ceci posé, proposons-nous cette question : F

ProsLime. Trouver ’équation aux racines primitives
de Uéquation binéme x™—1=o.

On sait que r étant racine de x"—1= o, il en’est de



% donc I'unité se répéte avant qu’on soit parvenu a r
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méme de 7, r*, r3,. .., r"—1. Une racine est dite pri-
mitive, quand la série #,7%,..., 1" est éomposée de m
expressions différentes, qui sont, par conséquent, les m
racines. Y 4-t-il des racines primitives? Combien y en
a-til? La sg}ution du probléme précédent répondra a ces
questions.

1°. Si r est une racine dans la série 1, r, r%...,
le premier terme qui se répétera sera l'unité. Si T'on
*+£ il en résulterait r# =1;
%+ £ .

avait, par exemple, r“=r

2°. Lasérier, r,r?,...7""" r*=1donne adiviseur de .

’ . ~ , . o v
Démonstration connue. Cela posé, soitm =a B ...
Les racines non primitives satisferont a quelques-unes des
équations

m m

m
— b _ c —
" —1=0, & —I=0, x1°—1=0, ...,

qui ont toutes leurs racines communes avec

/

m\ a
" — = (.r“ —1=o0.

11 suffira donc de diviser 2™ —1 par le plus petit multiple
m m m

des polynomes x* —1, x¥—1, x°—1, etc. Oralgébre
montre que le plus grand commun diviseur des poly-
némes xf—1, af—1 est xS —1, (fg) élant le plus
grand commun diviseur des nombres f'et g. Le quotient
égalé a zéro sera 'équation aux racines primitives. Cette
quation sera donc

;(i"'—n)x <-73%—'>(I%—l)...X(.T;%I—l)... _

g™ m ) < i
‘*1‘*"—-—1) (.L‘b—l(. X x"b"—-l>...




(353)

et aura pour degré

m—im l-i--i+ “+m —I——l— ! !
p b vee ab ;'}'... —_m m...)...

=m— — - v =g(m).

11y a donc autant de racines primitives que de nombres
premiers a m. Clest ce qu'il est facile de prouver sans
passer par ’équation précédente.

On sait, en effet, que 2™ —1= o cst satisfaite par

2T L2 —
xr = (‘05————+—51n—\/w|,
m m
et comme

27 Lo2m —\! 27 . i
€OS — —+ 81N — \/—1 | = €O0S —— - sIn — {/—1,
m m m m

A . 27 .27
on reconnait tout de suite que cos— -+ sin— y—1 est
m m

racine primitive. La formule des racines est done
21T . 2T —_—
008 — -+ sin — y—1.
m m

R 2hm 2hm — .

11 cn est de méme pour cos - Hsin——v—i1, si h
est un nombre déterminé premier a m; mais cette racine
ne serait pas primitive si 2 n’était pas premier i m.
Chacun développera facilement ces propositions.

On peut consulter, a ce sujet, les Exercices d’ Analyse
et de Physique mathématique, de M. Cauchy, 1829.

La méthode donnée plus haut s’étend a I'équation
a™ — 1= py, le nombre p étant premier. C'est en cela,
surlout, que consiste son utilité.
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