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THEOREMES ET PROBLEMES ELEMENTAIRES SUR LE FOYER
ET LA DIRECTRICE DE LA PARABOLE.

Remarque. Nous mettrons ici quelques théorémes
quon trouve partout, uniquement pour compléter ce
travail.

Prosrime 1. Etant donnés deux points et le foyer
d’'une parabole, trouver une équation de cette conigue.

Solution. Soient A, B, F les deux points et le foyer
donnés, prenons ce foyer pour origine; soient y’, x', y”,
x" les coordonnés des points A et B, les axes étant rec-
tangulaires: I'équation de la courbe est

(0 +a?) (K 4+ M) =Ky + kx — 1) (voirt. 1L, p. 427).
Faisons

x/? +)’”"‘ 2 xl/g_,_).//q — "”2'

. k
Faisons, de plus, -7 = v nous aurons

] —e
() y’+(ff—p=r’Jl+(",
l —_—
(2) _7//—’(-"-1',/_7:"”\/[ + o,

-

Retranchant membre a membre et faisant disparaitre le
radical , nous obtiendrons
[ — &) — (= J] 20 (5 — ") (& — 2"
= =P ="
d’ou
‘,[<',1_r//)1_ l___ // ‘]:(J,"—x”) (y,_y/:)
H(r —r" oo o —Z & —y'y").

v'* Observation. Lorsque 'angle AI'B est aigu, on peut
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toujours prendre les axes de maniére que les quatre coor-
données des deux points soient positives ; par conséquent,
r'" et r” doivent étre de méme signe. Donc v n’a que deux
valeurs toujours réelles, car v/v/ > x'x" 4 y'y", et de

l . A .
méme 77 on parvient au méme résultat lorsque 'angle

AFB n’est pas aigu.

2¢ Observation. Si 'on prend FA pour axe des x, les
valeurs de v seront données en parties du triangle FAB.

3¢ Observation. La solution géométrique revient i me-
ner des tangentes communes aux deux cercles décrits des
points A ct B comme centres, avec les rayons FA et FB;
les deux cercles se coupant au point F, il n’y a que deux
tangentes, lesquelles sont les directrices des deux para-
boles qui répondent a la question.

4° Observation. Lorsque les deux points et le foyer
sont sur la méme droite, la parabole se réduit a cette
droite, et la directrice, perpendiculaire a cette droite,
passe par le foyer. Les points de la droite sont alors a
égale distance du foyer et de la directrice; ce qui caracté-
rise la parabole.

Prosrime I, Etant donnés le JSoyer etun point d’unc
parabole, trouver 1° le lieu du sommet; 2° Uenveloppe
de la directrice.

Solution. Conservons la méme notation. L’équation

. . Y ’ . )
de la directrice est y + v — - = 03 I'équation de Iaxe

principal est vy — x = o. Eliminant v entre ces deux
équations, aprés avoir remplacé - par sa valeur tirée de

I'équation (1), on a pour le lieu du point ou l'axe ren-
contre la directrice,, 'équation
(42 —yy' +ux’ ) =r" y'+x),

équation d'une aplandtique (tome 1V, page 426). Clest
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le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un point
du cercle (y —y')* 4+ (r — x’)* = v* sur les tangentes a
ce cercle. C’est aussi une épicycloide (v. t. III, p. 124).
L’origine est un point conjugué i la courbe, comme cela
doit étre; ce point disparait. En passant aux coordon-
nées polaires, on a

z2c0s29 — y'sing + &’ cos ¢ = =o',

équation d’une courbe facile & construire. 1l est évident
que le lieu du sommetiest une courbe semblable a celle-ci,
de dimension moitié moindre et semblablement située
relativement au foyer.

. . Aye . ) . . . .
Drrectrice. Eliminant o del'équation de la directrice,

on obtient

(@) [y —r' +vl@—2)=r"(1+);
prenant la dérivée relativement 4 v, on a

(4) [r—ry'+vie—d))e—a)=er";
d’ou

g =)z — )
T T @—2)

Elevant I'équation () au carré et combinant cette nou-
velle équation avec I’équation (a), on déduit
(x — z') r'
Pl 1 V= —
—a—a)p T T T a—a)
substituant ces diverses valeurs dans I'équation (a), on
obtient

(r—rr+(z—a)y=rn-
L’enveloppe des directrices est donc le cercle décrit du

point donné comme centre avec un rayon égal a .
Observation. Nous donnons ce calcul comme exer-
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cice, car les résultats sont intuitifs et s’obtiennent immé-
diatement.

Prosiime WI. Etant donnés le foyer, un point d’une
parabole et une droite tangente, trouver une équation
de cette conigue.

Solution. Méme notation que ci-dessus, et de plus

dy + ex+ f= o I'équation donnée de la tangente; on a
la relation

I3
e (d*+ ) + 2.f(d + ve) = o (t. I, p. 108).

Cette équation et I'équation (1) font connaitre, par des
, . , l .
équations du sccond degré, les valeurs de v et de - qui
déterminent I'équation de la courbe.

Observation.On peut choisir les axes detelle sortequ’on

. ! a2f ,
ait ¢=o0: l'on trouve alors =t c’est I'ordonnée

du point ou la directrice rencontre I'axe des jy, c’est-
a-dire la paralléele a la tangente menée par le foyer,

ordonuée qui est double de I'ordonnée ——-({:du point ou

la tangente rencontre 'axe des y. Substituant cette va-
Jeur dans I'équation (1), on obtient

a2f _
yoed ==+,

vésultats auxquels on peut parvenir immédiatement.
Prosrime IV. Erant donnés le Joyer et une tangente,
trouver l'enveloppe de la directrice et le lieu du sommet.
Solution. Abaissant du foyer une perpendiculaire sur
la tangente, le pied de la perpendiculaire est le point
cnveloppe des tangentes au sommet; donc le lieu du som-
met est une circonférence décrite sur la perpendiculaire
comme diamétre. Prolongeant la perpendiculaire d'une



((125)
longueur égale i elle-méme, on obtient le point enve-
loppe des directrices.
Prosrime V. Etant donnés le Joyer et deux tan-
gentes, trouver une équation de la courbe.
Solution. Conservons mémes axes, méme origine,

méme notation qu’au probléme I. L’équation de la courbe
est

) (o) = (r o= 1)

Soient dy + ex + f=o0, d'y + e'x +f' =0 les équa-
tions des deux tangentes ; on a donc les deux relations
!
]r—,(d’-l—e’) + 2f(d+ve) = o,
{
2 (@ ) 2 f (A ve') = 0

{
7 donnent

les valeurs de ces inconnues: il n’y a donc qu’une so-
lution.

Solution géométrigue. Du foyer on abaisse une per-
pendiculaire sur une tangente, on la prolonge doublée,
ce qui donne un point de la directrice; I'autre tangente
donne un second point.

Prosrime VI. Etant donnés le foyer, une tangente
et le point de contact, trouver une équation de la
courbe.

ces deux équations du premier degré entre v et

Solution. En prenant les mémes notations, soient x’,
y' les coordonnées du point de contact; on a les deux
équations

{2 !

02y 4 2'”"'? + y 22y v +2y'

/720’
l
p(d’—(—c"‘)—}—zf(d-f-ve} =o,

. . {
ui donnent deux valeurs pour les inconnues — et v on
q A"’ 9
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peut choisir les axes de maniére qu'on ait e==o0, ce qui
abrége le calcul.

Solution géométrique. La solution géométrique ne pré-
sente aucune difficulté.

Prosrime VIL. Etant donnés trois points et la direc-
tion de Uaxe, trouver Uéquation de la courbe.

Solution. Prenons le point A pour origine, le diamétre
qui y passe pour axe des x, et les axes rectangulaires.
Soient x', y', x”, y” les coordonnées des deux autres
points; 'équation dela courbe est de la forme

y*+ Dy +Exr=o.
On détermine D et E au moyen des deux équations du
premier degré
Dy’ +Ex' = —y", Dy’ 4+ Ez' = —y"}

lesquelles donnent

D(y'a" — aly") = aly" — &'y",

E(y'a’ —2ly") =y"e*— y'a"
On a

A=2E, ¥=o0, =D, !'=E, L=E, N=1;

donc « et 3 étant les coordonnées du foyer, on a

D? — E? b
“= p=— {t. 11, p. 432) et pour le sommet,
D! D
a’:4«E, f}’:—;,

4E.x + D* — E*= o0, équation de la directrice.

La solution géométrique s'obtient en faisant passer le
diamétre par le milieu d’une des cordes données.

Prosrime VIII. Etant donnés deux points et la di-
rection de Uaxe, trouver 1° le lieu du foyer; 2° le lieu
du sommet.

Solution. Méme notation et méme systéme de coor-
données quc pour le probléme précédent. On a

Dy’ +Ex'= —y"2, D= — 2§,
B faE=4F, Er=of' —1r"
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Eliminant E, on obtient, pour le lieu du foyer,
G (" — =) + Baly'ap — by "B — fely aty = o,
équation d’une hyperbole.

Les coordonnées du centre sont }x’, ; y', et les équa-

tions des asymptotes sont
28—y’ =o,
2Bl — ") — faxy + 7' (r" 4+ 2),

z'? -— 2 y'Ba + y"*a« = o, hyperbole, lieu du sommet.
Les coordonnées du centre sont ; x’ et § y’, et les asymp-
totes sont paralléles aux droites 3 = o, fax’ — 22y’ = o.

ProsLime IX. Etant donnés deux points, unc tan-
gente, la direction de Uaxe, trouver une équation de la
courbe.

Solution. Méme notation et méme systéme d’axes qu’au

probléme précédent. Soit dy + ex + f= o l'équation
de la tangente.

On a pour condition de tangence
[Ed —De¢) + 4¢fE = o (t. II, p. 108)
et
Dy’ 4+ Ex’ = — y".

Par I’élimination de D, il vient

E[dy’ + ex'} + 2 Eey *[dy’ + ex! + 2f] + e y' = o0,
d’'ou
E[dy'+ex' P =—ey"[dy’'+ex'+ 2 ft 2 VI &y~ ex’+ /)]

Prosrime X. Etant donnés un point, une tangentc
et la direction de Uaxe, trouver 1° le lieu du foyer; 2° le
lieu du sommet.

Solution. Prenons le point pour origine, la direction

de I'axe pour axe des x, et les coordonnées rectangulaires;
I'équation de la parabole est

y*+ Dy + Ex=o.
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Méme notation qu’au probléme précédent; ainsi on a,
pour condition du contact,

(Ed — De) + 4 fF = o.

On a, en outre (voir Prosrime VII),
DP—E . D
4E b=— 2

o =

Eliminant D et E entre ces trois équations, on obtient
une équation du quatriéme degré qui se décompose en ces
deux autres,

Br=o0, B*(d'—c)+ b (d*— e*)de + foa*d* e* — Bde* [P
—4éfe—4eff=o0.

Cette derniére représente une parabole dont la direction
de I'axe est donnée par I'équation

B(d*— ¢*) + 2 ade = o.

Lorsque f'= o, 'origine devient un point de contact; la
parabole se réduit a cette droite, ce qui est évident a
priori, et cette droite fait, avec I'axe des x, un angle double
de celui que fait la tangente avec cet axe.
q g

_ 2
Le sommet (voir ProsLime VII), D = —2; E= £,

a
Substituant ces valeurs dans I'équation de contact, et di-

visant par [?*, on obtient
Brd* + 4deaﬁ -+ 46"1" -+ 4dcf: o,

équation d’une parabole.

Prosrime XI. Etant données trois tangentes et la
direction de Uaxe, trouver une équation de la courbe.

Solution. Prenons pour origine le point d’intersection
de deux de ces tangentes, et pour axe des x, le diamétre
qui passe par ce point. Soient

dy +ex+l=o0, dy+cr=o0, dy+cz=o0
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les équations des trois tangentes, et
ry*+ Dy +Ex+F=o.
Les trois conditions de tangence sont exprimées par les
équations
(r) E*d? — 2deDE +- (D' — 4F)e* + 4 feF =o,
(2) E'd’* — 2d'¢'DE + (D*— 4F)e* = o,
(3)  Ed"—2d"¢'DE + (D*— fF)e” = o.
Eliminant D* — 4F entre (2) et (3), et faisant disparaitre
le facteur commun d'e” — d’e’, on obtient
(4) E{de¢" 4+ d'e)=2¢e"D.
Fliminant D* — 4F entre (1) et (3), on obtient de méme
E (d*¢"? — d"?¢*) + 2 Dee” (A" ¢ — de” ] +- 4 fee"* = o.
Faisons, pour abréger,
(de’ — d'é) (de” — d"¢) = M -
d’ou
DM + 2fe[d'c” +d"¢']=o;
EM + 4 fec'e” = o;
FM? — f?¢?’[d"e — d'¢")* = o0;
oM + fe[d'd’ — ¢'¢”} = o | coordonnées du foyer
BM + fe(d'e” +d"e'Y)=o ) (woirt.1I, p. 432);
Mz + o2 feld’d” + e'¢” ] = o, équation de la directrice
(woir t. 11, p. 433).
Observation. Lorsque d'd" + e'e” = o, les deux tan-

gentes sont perpendiculaires, et I'équation de la direc-
trice se réduit 3 x = o, ce qui est évident a priori.

tnn. de Mathémat., t. VII1. (Avril 1849. 9



