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* SUR L’EQUATION

qui donne les axes principaux des surfaces d centre
du second degré.

PAR M. LEBESGUE.

(1) Le calcul de cette équation est presque aussi simple
en partant de coordonnées obliques qu’en partant de coor-
données rectangulaires; on doit méme dire qu’il est plus
simple en ce sens que I’équation générale conduit immédia-
tement & des théorémes que ne donnerait pas I'équation par-
ticulidre. .

Svit la surface & centre

Ar-By'4 Cz’4-2ayz - 2bxz - 2cxy =1. (a)

Si V’on rend maximum ou minimum

r=x"4y+z'4 2yzcosa}2xzcosf 4 2xycosy; (D)
sous la condition () on aura les équations

ZA4VCOSYH208 _ y+2CnSx-4-7008y _ 24xCnsfhycose © '
Az+cr+bz  Bytaz4cxr  Cztbx+ay ’

que Von cbtient encore en exprimant que le plan tangent
Z

en (x, ¥, z) est perpendiculaire sar la droite ;::; =z

Le systéme des équations (0), (c) fait trouver les axes
principaux.

(2) Si 'on voulait éviter I'emploi du calcul différentiel ,
voici Pordre de propositions gqu’on pourrait adopter.

1° Valeur de la distance des points (0, 0, 0), (x, ¥, 2) pour

un systéme de coordonnées obliques, on a :
r'=x'+4 5+ 2’} 2yzcosx - 22xcosB 4 2y xcosy.
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2¢ Valeur des cosinus de I'angle de deux droites ;

3° Valeur des cosinus des angles qu’une droite fait avec
les trois axes ;

4° Equation d'un plan perpendiculaire a une droite qui
fait avec les axes des angles A, z, v, et & une distance r de
T'origine c’est encore :

xcosA-+ycosp--zcosv=r.
5° Condition de perpendicularité du plan

A(X—2)+B(Y—y) +C(Z—2)=0,
et de la droile X =—¥=E , c’est précisément :
r ¥y 3
Z4yC0Sy+32C088 ¥ +2005a+2C0Sy_ 24 xC0SL+ycose
A - B - G ’
Si I'on supposc que le plan soit tangent a la surface d’é-
quation (a) on a les équations (c). J'ajoulerais a ce qui pré-
céde que le volume du paraliélipipéde H=xyz devient
pour les coordonnées obliques :

H=uxyz |/ (1—c0s'a — cus’B — cus™y 2 cus zcus B cos yj.
(3) Ceci posé, pour résoudre les équations (b) (c), multi-

“plions les trois fractions (c) respectivement par z , Lot Z;
x 2z

puis ajoutant terme a terme, suivant le procédé de M. Cauchy,
nous aurons " pour valeur commune des (rois fractions; de
1a les équations
x(1—Ar')4y(cosy—cr’)4z(cosp—br’) = 0;
x (cosy—er')+y(1 — Br’) 42 (cosa —ar’)=0;
x(cosgp— br')+ y (cosa —ar’) +z(1 —cr’) =0.
L’¢limination des rapports ;:E, ‘E:% donncra une
équation de la forme
KrP—Lrt4+Mr"— N=0; (d)

car P, Q, R sont des fonclions de r’.
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Ayant trouvé les trois valeurs de r*, 'équation
r=x'-+}y’+4 2’4 2yzc0s 2 -} 2xzcosf +2xycosy
. Pz
devient, & cause de r=3 y:% z:
= i:—, (P*+Q*+R*+2QRcosx+2PRcosB+2PQcosy) = z;:,]

On aura donc :

rrR* ., rQ

T J’—'U, ) x_U—"
ce qui compléte la solution.

Calcul fait, les valeurs de K, L, M, N sont :
K=ABC+-2abc—Aa*—Bb*—Cc?,
L=AB4}-BC+4CA—c'—b—a

42 (bca=aA)cosa—-2(ac—) g +2(ab— cC) cosy,

: M = Asin’z - Bsin’g - Csin’y
— a(cosa—CcosBcosy)—b(cosB—cosxzcosy)—c(cosy — cosxcosp),
N =1—cos’a— c0s’[3— cos’y - 2cosxcos{3cosy.

(%) Si I'on pose cosa== cosB = cosy=0, d’'ou

sin’e=sin’g =sin"y=1

zz

1 _
et qu'on change r en < On aura T'équation ordinaire.

Si, Y’on pose a=0b=c=0, ce qui suppose que I’équation
Ax*4-By’+4 Cr'=.1 représente la surface rapportée a un
systeme de diamétres conjugués, Féquation devient, en
divisant par ABG :

1 1 1
6 __ [ — — - 4
r ( +B+C) ri+ < Bcsm a-{— sm(i—l—ABsm-y)
AB +pg (1 —Cos'e—cosB— cos’y -} 2cose cosf cosy) =0,

qui donne de suite trois théorémes relatifs au parallélipipéde
des diamétres conjugués.

Sans entrer dans plus de détails, il est aisé de reconnaitre
qu’il y a réell2ment simplification.
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L'équation générale (@) a été trouvée d’une autre maniére
par M. Jacobi (J. de Crelle, t. IT, p. 227); elle aura proba-
blement déja été exposée comme il a été fait plus haut, car
c’est 'imitation d’une solution bien connue.L’objet de cette
note ne peut donc étre que de recommander Tapplication
des méthodes générales, ce qui est ordinairement le meilleur
_moyen de simplification.



