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SUR L'ÉQUATION

qui donne les axes principaux des surfaces à centre
du second degré.

PAR M. X.EBBSGUE.

(1) Le calcul de cette équation est presque aussi simple
en partant de coordonnées obliques qu'en partant de coor-
données rectangulaires ; on doit même dire qu'il est plus
simple en ce sens que l'équation générale conduit immédia-
tement à des théorèmes que ne donnerait pas l'équation par-
ticulière.

Soit la surface à centre

Ax*+By+Cz'i-\-2ayz + 2bxz+2cjry=i. (a)

Si l'on rend maximum ou minimum

r*=x*-{-y-\-z*-\- S^scosa-f-ajrzcosp+S-rrcosy; (b)

sous la condition (a) on aura les équations

hx+cy+bz Bx+az-hcr ~~ Qz+bx+qy

que l'on obtient encore en exprimant que le plan tangent
X Y Z

en (.r, y, z) est perpendiculaire sur la droite - = - = -.

Le système des équations {b), (c) fait trouver les axes

principaux.
(2) Si Ton voulait éviter l'emploi du calcul différentiel,

voici l'ordre de propositions qu'on pourrait adopter.
1° Valeur de la distance drs points (0, 0, 0), (x, r, z) pour

an système de coordonnées obliques, on a :
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2° Valeur des cosinus de l'angle de deux droites ;
3° Valeur des cosinus des angles qu'une droite fait avec

les trois axes ;
4° Équation d'un plan perpendiculaire à une droite qui

fait avec les axes des angles X, p , v, et à une distance r de
l'origine c'est encore :

.r cos X -\-y cosf* -f- z cos v = r.

5° Condition de perpendicularité du plan

X F Z
et de la droite — = ~ = - c'est précisément :

x y z1

•r+^cosv + zcosö .r+zcosa-f-orcosy z + xcosfi+ycosa
Â ~ 5 ~ c *

Si l'on suppose que le plan soit tangent à la surface d'é-
quation {a) on a les équations (c). J'ajouterais à ce qui pré-
cède que le volume du parallélipipède U=:xyz devient
pour les coordonnées obliques :

H = xyz \ / ( 1—cos'a — cos'p — COS'Y + 2cus a eus p cos v).

(3) Ceci posé, pour résoudre les équations [b) (c), multi-

plions les trois fractions (c) respectivement par —, - et - ;
x y z

puis ajoutant terme à terme, suivant le procédé de M. Cau< hy,
nous aurons r' pour valeur commune des trois fractions ; de
là les équations

x ( 1 — Ara) +y (COS7—cr%) - f z (cos p — br*) == 0 ,*
x (œsy — cr*) ~\-y ( 1 — Bra ) + z (cos a—ar% ) = 0 ;
.r(C0Sp— br') +jr(cosa — ar') + z(( — cr1) = 0.

X P y O
L'élimination des rapports - == -, - = 5 donnera une

z R z M\

équation de la forme
Kr6— L r 4 + M r a - N = 0 ; (rf)

car P, Q, R sont des fonctions de r\



Ayant trouvé les trois valeurs de r\ l'équation

Vz O
devient, à cause de . r = — , ^ = ^ z :

K xi

r'= |-a (F+Q'+R1+2QRcosa+2PRcosp+2PQcos7)=^'.
xi R

Ou aura donc :

j - L +-ÏSL a?-^

ce qui complète la solution.
Calcul fait, les valeurs de K, L, M, N sont :

L=AB-f-BC+CA—c*— b>— a>

.ûA)cosa + 2(^c—) p-f 2 (aft—cC)cosy,
M=AsinV+Bsin'p+Csina

7

— 0 (COSa—C0SJÎC0S7)—ft(C0Sp—C0S«C0S7)—c(C0S7—COSaCOSp),

N=1—cos*a— cosa |3—cosa7+2cosacos(3cos7.
(4) Si Ton pose cosa=cosp== cos7=0, d'où

et qu'on change r en - , on aura l'équation ordinaire.
s

Si,,Ton pose tf=Z>=c=O,cequi suppose que l'équation
À*ra+By*-}"Cra—1 représente la surface rapportée à un
système de diamètres conjugués, l'équation devient, en
divisant par ABC :

— -TÏÏ7; (* —COS*a — COS'P — COSaY + 2COSa COS? COS7 ) = 0 ,
Ai>ti

qui donne de suite trois théorèmes relatifs au parallélipipède
des diamètres conjugués.

Sans entrer dans plus de détails, il est aisé de reconnaître
qu'il y a réellement simplification.
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L'équation générale (à) a été trouvée d'une autre manière
par M. Jacobi (J. de Crelle, t. I I , p. 227) ; elle aura proba-
blement déjà été exposée comme il a été fait plus haut, car
c'est l'imitation d'une solution bien connue. L'objet de cette
note ne peut donc être que de recommander l'application
des méthodes générales, ce qui est ordinairement le meilleur
moyen de simplification.


