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DEMONSTRATION

des formules qui donnent sin (a -4 b), etc.

PAR M. A. RISPAL,
Eléve de ’Ecole normale.

On peut arriver a la démonstration de ces formules d'une
facon trés-simple et dés le commencement méme de la tri-
gonométric, en donnant les définitions suivantes des lignes
trigonométriques.

BAC étant un certain angle ,

Si on abaisse d'un point quelconque D de AB, une per-
pendiculaire DF sur AC,

DF DF
AF’> AD’ AD
quelle que soit la perpendiculaire DF.

Ces rapports peuvent donc servir a déterminer parfaite-
ment cct angle.

Les rapports sont constants pour Pangle A,

. DF . ,

Le premier, —, est appel¢ tangente de 'angle A.
. DF . . ,

Le deuxiéme , i’ est dit le sinus de I'angle A.

- AF , .
Et le troisiéme, D’ est appelé le cosinus.

Alors nous ne dirons plus les lignes , mais bien les rapports
trigonométriques (¥).

{*) ces definitions sont celles du Manuel de geométrie el devraient étre
adoptées. Tm.
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Ces définitions nous donnent immédiatement -
DF —=AF.tangA, DF = ADsinA, AF — AD cosA.

La troisiéme nous montre que la projection d’une ligne
sur une aufre est égale a la longueur de cette méme ligne
multipliée par le cosinus de I'angle compris ; car AC est la
projection de AD.

On aurait aussi dés lors :

DF = AD cosD,
mais DF = ADsinA
donc sin A = cosD = cos(90°— A);

ce qui montre que le sinus d’un angle est égal au cosinus du
complément de cet angle.

On voit aisément que si on projette AT et FD sur Phypo-
ténuse AD, cette hypoténuse AD est égale a la somme des
projections de ces deux lignes.

Donc AD = AF cos A 4+ FD cos D.
AF FD
cosA_E, cosD = iD
Substituant ces deux valeurs, il vient .
AF  FO
AD— — 4+ —.
P=71p Tap’
ou AF* L FD* =AD"’
ce qui démontre, en passant, le carré de I’hypoténuse.

Si le triangle est quelconque, comme ABC, on pourra
voir, avec la plus grande simplicité, que les cotés sont entre
eux dans les mémes rapports que les sinus des angles opposés.

Venons maintenant 4 lIa démonstration qui fait 'objet de
ce théoréme.

Je suppose que j’ai deux angles et b, dont la somme est :
<<180° (fig. 9 bts).
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Elle peut différer aussi peu de 180° qu’on voudra, et le
théoréme n’en sera pas moins vrai.

Sur une droite indéfinic AB, je fais un angle BAC = a.

En un point quelconque C de la droite AC, je fais un
angle = b.

Jobtiens ainsi le triangle ACD, dans lequel I’angle exté-
rieur CDB=a - 0.

Par le théoréme des projections. on a immédiatement :

AC=ADcos a -+ CD cos &.

[ On sait que cette égalité est toujours vraie; car si, par
exemple, l'angle ) était obtus, le deuxiéme terme du
deuxiéme membre serait négatif ; mais le cosinus d’'un angle
obtus est négatif. On a donc deux signes — qui se réduisent
a - par les régles de la soustraction. ]

Si maintenant je remplace dans I'égalité précédente les
cotés par les sinus des angles opposés, ce qui ne trouble pas
I'égalité , puisque ces sinus sont proportionnels aux cotés,
j’aurai I'égalité

sinD = sin cosa - sina cos .

Or sinD =sin (@ 4 0), puisque ces deux angles sont supplé-
mentaires. Donc

sin (@ + b) = sina cos b 4 sinb cos a.
On aurait de méme :
AD = ACcosa —CDcos(a+b);

d’ou
CD. cos(a 4 b) = ACcosa — AD.

Et en remplacant, comme tout a I'heure, les cOtés par les
sinus :
sina . cos (a4 b)=cosa .sin(a 4 b) —sinb,
=cosa[sina cosb 4 sinbcosa] —sinb,
= sina [cos @ cos b — sina sind].
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Donc cos (@ -+ b) = cos & cos b —sina sinb.

Si maintenant, dans les deux formules que nous venons
de trouver, on fait a4-0=a', b=a'—a , elles deviennent :

sin a . cos(a'— a) -}- sin (a'— a) cos a =sina’,
cos a . cos(a'— a) — sina sin (@' — a) = cosa'.

Ces deux formules , qui sont deux équations du premier de-
gré, donneront :

cos{a'—a) et sin(a'— a).
On a donc les quatre formules :

sin (@ + b) = ssina cosb +sinb cos a,
cos (a- b) = cosa cosb —sinasin b,
sin (¢ — b) =sina cosb —sin b cosa ,
cos (a— b) = cosa cosb +sinasind.

Puisque les trois derniéres formules ont ¢té déduites de la
premiére , on voit qu’il suffit de démontrer la généralité de
la premiére. Or elle est vraie, tant queYona a0 <7180°; .
il est donc facile de I'étendre au cas ou I'on aurait a +5>180°,
et en général a tous les autres cas.

Ainsi, par cxemple, sion a:

a+b> 180,
je puis supposer :
atb=180+4 a'+ V';
a=90-+a, b=90+410".
Alors
sin(a 4 ) =sin (180 4 a'4 V') = — sin(a'+4- 0').
Or o4 V' étant <180, on a :
— sin(a'4-0') = — sina'cos b'— sind'cosa'.

Mais sina’=sin(¢ — 90) = — cosa,

cosa'= cos (a — 90) = sin a.
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De méme sind' = —sinb,

cosb' =cosb.
Ainsi — sin (@' ') —sina cosb -+ sin b cosa.
Or sin(a + b)= —sin(a'4- V).
Donc sin(a + 0) = sina cos b 4 sinb cosa.

On pourrait ainsi étendre la formule & tous les cas possibles.

Cette généralisation montre immédiatement que la formute
est vraie de 0° & 360°; car a'4 0’ est aussi peu différente de
180° que I'on voudra. D’aillenrs, a - b est > 180° ; donc on
voit que lIa formule est vraie de 180° 4 360°, comme de 0° a
180°. Nous avons posé & + b =180} a'--b'; donc a -} b
est aussi peu différent qu’on le veut de 360°.

Or, au dela de 360°, on retombe sur les mémes valeurs
des rapports trigonométriques que de 0° a 360°. Ainsi la for-
mule st toujours vraie et dans tous les cas, lorsque a et /s
sont positifs.

On prouverait avec la méme facilité que la formule est
toujours vraie, lorsque 2+ b ou I'un des deux angles est
négatif. Elle est donc vraie dans tous les cas.

Note. Cette démonstration rentre dans celle qui a été in-
diquée dans une note, t. 111, p. 375. Tm.



