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THEOREMES DE M. STEINER

sur la division du plan par des droites et des cercles ; et sur la
division de Uespace par des plans et des spheéres.

Tuaeorime 1. Un plan est partagé par » droites quiy
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- —1) .
sont situées au plus en 1 4 n—[—zl—("T—)reglons, dont

1_n_*_n(n-—-i)

indéfinies.

TreoreéMe 11. Si on trace dans un plan z systémes de «,,
a,, a, -... ap paralléles, chaque systéme ayant une direction
différente , le plan sera partagé au plus en 1 + A B ré-
gions; A=a+ta,+....an; B=aa,}taa+t.... anyan
dont 2A sont infinies et 1 — A - B fermées au plus.

Treoréme III. Si on trace dans un plan r systémes a,,

a, .... ap de droites paralléles et & droites non paralléles, le
b(b—1)

2
au plus, dont 2A sans bornes, A et B comme dessus.

Tueorkme IV. n circonférences partagent le plan au plus
en n(n—1) -} 2 régions, dont une seule est infinie.

Treoréme V. Sion trace dans un plan » systémes de ¢, ,
€., €5 .... ¢y circonférences concentriques, chaque systéme
ayant un centre différent ; le plan sera partagé en 1 4-2B
régions au plus, B—=cc,+c.c;- ... €a-1 cn , dONt une seule
est sans bornes.

sont entiérement fermées au plus, et 2n

plan sera partagé au plusen 1 + A4 B 4- régions

Taeorime VI. Si on trace dans un plan » sysiémes divers
de a,, a, .... a, circonférences concentriques et b circonfé-
rences non concentriques, le plan sera partagé au plus en
2A - b(b — 1) -} 2 régions , dont une scule est sans bornes.

Treortme VII. Sion trace dans un plan 7 systémes de pa-
ralléles a, , a, :... an et m systémes de cercles concentriques
€5 C,.... Cm, le plan sera partagé auplus en 1 + A 4B 4
-+ 2AA’4-2B' régions ; A et B se rapportent aux droites ; A’
et B’ aux circonférences ; 2B sont sans bornes , au plus.

Treoréme VIII. Si on trace dans un plan n systémes de
paralléles a,, a, .... an et b droites quelconques ; m systémes
de circonférences coneentriques, ¢,, ¢,, .... ¢;¢m, et d cir-
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conférences quelconques, le plan sera partagé au plus en
bib—1)
9

=

1+A+B+2AA' + 2B + 4 d(d—1 régions, dont 2A

sont au plus sans bornes.
Observation. Les théorémes 1V, V, VI s’appliquent égale-
ment a la sphére.
Espace.

Tutorime 1X. 2 systémes différents de plans paralléles; p,,
P ..-» pn partagent espace au plus en 14+A~-B--C régions;
A=p+p~+...pn; B=p,p,....+pn-1pn; C=pp,pt....
<ees = Pn-2 Pn-1 pu; donc 2B 4 2 sont complétement bornés.

Etdont — 1 +A — B+ C sont complétement fermés et
forment des corps.

Treoreme X. 7 plans quelconques, dont trois ne sont pas
paralléles & une méme droite, et dont quatre ne passent pas
n(n—1)

2 +
(n—1) (n—2) (n—3)

1 . 2 . 3

par le méme point, partagent ’espace au plus 1+n+

— —2
+ ﬂn—%(—'f——) régions dont

complétement fermées.

sont

Tueorime XI. p., p,.... pn systémes de plans paralléles
et m plans quelconques partagent Vespace au plus en
m(m+1) m(m—1) m(m—1)(m—2)
T ATmBEm—E s
régions , et dont 2 + 2B + 2mA + m (m — 1) ne sont pas com-
plétement bornées ; A, B, C comme ci-dessus.

Treoreme X1I. p,, p, .... pn systémes divers de plans pa-
ralléleset s, , s,.... sm systémes de sphéres concentriques par-
tagent 'espace au plus en 1+A+B+C+2BA'+2B'A+2A'+2C';
A, B, Cserapportent aux plans, et A’; B, C' aux sphéres;
2+ 2B régions sont incomplétement bornées.

1+A+B+C+

Tueorime XII1. n plans quelconques et m sphéres quel-
conques partagent 'espace au plus en
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n(n—1) . n(n—1)(n—2) -
T o T 1323 mn(n—A1)+mn(m—1)4+2m+

, 2m(m—1)(m—2)
! 1.2.3

1+4n+

régions,

dont 2+ n(rn — 1) sont incomplétement bornées.

Tutkoreme XIV. p,, p, .... pn systémes divers de plans pa-
ralléles et 2 plans quelconques, et s, s, .... s, systémes di-
vers de systémes concentriques et m' sphéres quelconques
partagent I’espace au plus en

1+ A+B-4 G4 2A'B42B'A 24’204
m(m+1)

+ (M
+ 2(m+m') AN+ (m+ m') (m+m'—1)A'+2(m + m"\B'+- m+4
+ m(m—1) m(m —1)(m—2)

1.2 1.2.3
m'(m'— 1) (m'— 2)
+2 1.2.3

dont 2+ 2B+ 2mA 4 m (m—1) sont incomplétement bornées.

+m'(m'—1) + 2mm')A+ (m+ 2m') A +

+ mm'(m-+m'—2)+2m'+

régions ,




