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DE LA THEORIE DES DIVISEURS RATIONNELS.

( Suite, voyei p. 339. )

F A R M. DURVII .LE,
professeur au collège Saint-Louis.

Soit une équation

dont les coefficients sont entiers; proposons-nous d'étendre

la méthode des diviseurs du second degré à la détermination

des diviseurs rationnels du troisième, du quatrième degré, etc.

du polynôme Fx.

Comme Fx est entier, tout diviseur rationnel de F x est

entier ainsi que le quotient correspondant; soit xl—px*—

—-qx—run diviseur du troisième degré, et soient B o Ba>....

. . . Bm_3 les coefficients des différents termes du quotient à

partir du second, et par conséquent les premiers termes des

restes successifs que présente l'opération de la division. Le

dernier reste sera du second degré, et en suivant l'analogie

des notations, il doit être représenté par Bw-2.r'4-Bw-<•*•+Bm,
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et comme il doit être nul pour toute valeur donnée à x, il
donne lieu aux trois équations de condition BTO_2 = 0 ,
Bro-i = 0 , Bm== 0, qui doivent être satisfaites simultané-
ment par le système des valeurs entières de p, q, r, coeffi-
cients du diviseur du troisième degré.

On trouve entre les quantités BM Ba, B3 , . , . . BOT, les rela-
tions :

0 = B m — 2 = r
i— 4

c'est-à-dire, m équations entre les m — 3 coefficients Bo Ba....
Bm_ 3 du quotient, ei les trois coefficients p, ^. r du diviseur.
11 faut trouver des valeurs entières de/?, gs /• qui satisfassent
à ces équations, en déterminant aussi des valeurs entières
pour les coefficients Bf, Ba, etc. du diviseur.

Proposons-nous d'abord d'éliminer les m —3 coefficients
B,, Ba.... et d'obtenir los trois équations B m _ Q =0, Bm-i— 0,
Bm=0 en fonction seulement des quantités/?, </, r.

Je remarque que si Ton fait le développement de

{xK—~px*—qx—rY1 ou du quotient — , oix
v r * ' -i X3—px—qx — r
trouve une série récurrente du troisième ordre :
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et si on représente les coefficients successifs par »0 5 y.

la loi de ces coefficients sera exprimée par l'égalité :

Cela posé, soit le système d'équations ;

1 - f ?B*_2 + T

Multiplions la première équation par cpo, la deuxième par

«po etc., la dernière par <pfc_t, tous les coefficients B/*_i,

Bft-2 ... Ba, B, disparaîtront, et on aura :

= ƒ?Jfc- l + q*h_2 + rcpA_3mais

donc

donc, si on fait successivement h = m — 3 , m — 4, m — 5,

et qu'on porte les valeurs de B m _ 3 , Bm—4, Bm_ 5 dans les

trois dernières équations B m _ 2 = 0 , Bm-t — 0, Bm = 0, on

aura •

Am-5
= 0 ,

4 = 0 ,

Bw = Am -f- rAm-3 - f ApxAm_4 + ry2Am.5 .... -f- 7~cpm_3 = 0 ,

qui doivent être satisfaites par un même système de valeurs

entières de77, y , r.
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Si l'on connaissait la valeur de p et celle de r, et qu'on les

substituât dans ces équations, elles deviendraient seulement

fonctions de #, et devraient avoir une solution entière com-

mune \ donc si Ton représente par G, G', G" l'ensemble des

termes indépendants de q dans les trois équations B m _ 2 = 0 ,

Bm—1=0, B ; n = 0 ; G, G', G" pour ces valeurs de p et r

deviendront des nombres ayant pour diviseur commun la

valeur de q correspondante.

G, Gf, G" étant des multiples de la valeur de q, les résul-

tats que Ton obtiendra par voie d'addition ou de soustraction

de ces polynômes seront encore des multiples de cette valeur

de q •. par conséquent, on pourra éliminer p entre les trois

équations G = M ( # ) , G'=M(gO, G'' = M(^), et on obtiendra

deux fonctions de r, qui, pour une valeur convenable de

cette inconnue, deviendront des nombres ayant pour facteur

commun la valeur correspondante de q.

Pour former les polynômes G, Gf, G", il faut, dans les

équations B m _ 2 = 0 , BOT_! = 0 , Bm = 0 et dans les fonctions

Or, si on représente par <J>X, ^a . . . . ^n les valeurs des fonc-

tions <px, <pa...., «pn > pour h = 0 on aura .-

G = Am-2

G' =

D'ailleurs, des valeurs

on déduit :

et de l'équation



on déduit la loi de formation des fonctions 4»t, + , ,+ , , . . . . ,

d'où

On peut remplacer le système des trois polynômes G, G', G'

par un autre système plus simple par rapport à p et composé

de F un d'eux et de deux autres obtenus en combinant G, G', G"

par voie d'addition ou de soustraction : ainsi on élimi-

nera 'tym—3 et on trouvera ;

K= G"- G > = A m + r A m - 3 + rAm-s - f «r\Am_7 — Aw-i

G'= A m .! + rAm_4 ..

On remplacera de même le système des trois polynômes

R, K' et G' par un autre plus simple par rapport à p, ou

parviendra ainsi à éliminer cette inconnue, et on obtiendra

deux polynômes Q et Q' seulement fonctions de r, et qui,

pour une valeur convenable de cette inconnue, auront pour

facteur commun la valeur correspondante de q.

Supposons connues les valeurs de q et r, les deux der-

nières des équations (A) feront connaître Bm_3, Bm_4 : entre

les m—2 premières, j'élimine les m — 5 quantités B o Ba....

Bm—5, et j'obtiens les trois équations suivantes fondions de

p et des quantités supposées connues q, r, Bm—3 et Bm_4 :

0 = — Bwi-4 + AOT_4 + Aw_ 5<pt -\- Am-6<f>a .. •. + «Pm-4 >

0 = —Bm-3 + Aw-a-f-Am—4^-j- Am-5<P3 •••< + <fm-3,

0 = Bm—2 y

qui devront avoir une solution entière commune; donc la

valeur cherchée de/? sera diviseur commun des trois termes

indépendants de cette inconnue dans ces équations ; repré-

sentons les par P, P', F'.



Cela posé, pour trouver les diviseurs du troisième degré

du polynôme Fx=zxm-\-Atx
m-'+A,xm~\... + A m , on po-

sera r égal successivement aux diviseurs de Am affectés du

double signe.

Soit r' une valeur de r, on la portera dans les polynômes Q el

Q' •, soient ±q', ± q' les facteurs communs aux valeurs de

ces polynômes, on substituera r' et successivement les nom-

bres ±q\ ±q" et les valeurs correspondantes de Bm-3 et

Bm-4 dans les trois polynômes P, P', F', les nombres ±q',

±q" .... devront être rejetés si les trois polynômes n'ont pas

de facteurs communs. Si la substitution des nombres r' et q

donne aux trois polynômes un diviseur commun p\ pour que

le système des valeurs/?', q\ r convienne, il faut que, sub-

stituées dans les équations (A), elles satisfassent à ces équa-

tions en déterminant pour les coefficients B,, Ba, etc.... des

valeurs entières. Il est évident que cette condition est néces-

saire et suffisante. Il sera bon, avant d'opérer cette substitu-

tion , de constater que les nombres p\ q\ r' satisfont aux

deux conditions : ; 7 = n, = n .
1— /— ç'— r — 1—p+q — r' '

n représentant un nombre entier.

La même théorie pourrait servir à déterminer les diviseurs

du quatrième degré.

Soit le diviseur . r 4 — p x l — q x * — r x — s , en éliminant

les m—4 coefficients B,, B , . . . . Bm_4 entre les m équations,

B
0 = Bm—3 =

0 = Bm-_2 = A m -
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on aura les quatre équations B m - 3 = 0 , Bm_*=0, B m _ , = o ,

B m = 0 fonctions seulement de /?, <7, /•, s. Soient G, G', G',

G"' les termes indopendants de r dans ces équations, ces quatre

polynômes, pour des valeurs convenables/?', q\ s' depy q, $,

deviendront dos nombres ayant pour diviseur commun la

valeur r correspondante de r ; et s i , entre les quatre équa-

tions G = M(r), G'=y*(r), G"=M(r), G'"=. M(r), on élimine

p et q, on obtiendra deux polynômes R et R' seulement fonc-

tions de s, et qui, par la substitution de la valeur conve-

nable s', auront pour diviseur commun r.

Les doux dernières des équations (B) feront connaître BOT_4

et Bw—5 ; et si entre les m— 2 premières, on élimine lesra—6

coefficients B o B a ,B 3 , .... B m _ 6 , on aura quatre équations

fonctions dep, q et des quantités connues r', 6-', Bm_4, B w - 5 ,

los quatre termes indépendants de q devront pour la valeur

p' de p être multiples de la valeur cherchée q' ; donc, en

éliminant p on obtiendra trois polynômes Q, Q', Q", qui,

pour les valeurs de r' et s', auront pour diviseur commun q'.

En prenant les quatre termes indépendants de p renfermés

dans ces équations, et éliminant q, on trouvera de même

trois polynômes P, P', F ' seulement fonctions de r et s, et

qui, pour les valeurs r' et s\ auront pour diviseur com-

mun p. Il faudra ensuite vérifier comme précédemment si

los valeurs s', r\ q\ p' satisfont aux équations (B).

supplication de la méthode précédente.

Soit d'abord une équation du sixième degré à décomposer

en facteurs du troisième :

je6 - f Atx
5 + A4trï+A3.r3 + A4xa + A 5 * - f A6 = 0.

On aura :
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en éliminant
, B3, B3,

on trouve:
—B 4 = A4

0 = B6 == Ac-f- rA3

les termes indépendants de q sont dans ces équations

G" = A6 + rA3 + r^rAa

que l'on remplace par le système.

K = Gr - G'> = rA4 +

K' = G"-G> = A6 + r

ou bien en posant

a:=A6+rA3-f r\

on a :
« ' = rA4

A,)

d'où l'on déduira :
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Si entre les quatre premières des équations (A) on élimine
B,, on trouve les trois équations :

0 = - B , + A , + î + À j > + / > 1

0 = - B3+A3+? At+r+p (Ba+?)

dont les deux dernières sont du premier degré.

Ainsi :

Pf=-B,+A,+?AI-f-r

On remarquera que dans ce cas particulier non-seulement P,
P', F ' doivent avoir un diviseur commun , mais encore les

P' P"
quotients-—•—, — — , exprimant la valeur de p pris en

Ï53-\- q B3-f- r

signe contraire, doivent être entiers et égaux entre eux.
Soit l'exemple numérique

Fx = x6—.r5—22x4 -f- 46x3—42or2 -f \\x +14 = 0,

équation dont le premier membre n'admet de diviseurs ra-

tionnels ni du premier ni du second degré, proposons-nous

de déterminer ses diviseurs du troisième degré.
Si le premier membre admet un diviseur du troisième

degré, il sera le produit de deux facteurs de ce même degré ;
il suffira d'essayer pour r les diviseurs du dernier terme 14
jusqu'à la racine carrée de ce nombre, en les prenant avec
le double signe : ainsi, on devra poser :

r = ± l , r=±:2,
soit r = 1 ,
on trouve :

B3 = —14.

«=6i, «'=—43 a" = — 1 1 , Q=—1266, Q'=+17i9,

dont les diviseurs communs sont ± i, ± 3 .
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Essayons donc les systèmes r = l 7 ^

1» r = l , q = \.

De l'équation 0 = A 5 + ^ B 3 + A B 2 on tire B a =3, substituant
P"

pour/?, gr, r, B3, Ba, leurs valeurs dans léquaiion - =
r>3-f-r

, on trouve un nombre fractionnaire,

donc, ce système doit être rejeté.

2° r = l , gr=—1.

On trouve :

rt -—;— fractionnaire.

3° r
On a:

P" r .et :-—;— fractionnaire.B3-j-r

4° r=i, q = —3.
On trouve :

B 3 = — 1 4 , B 2 = — 53,

et ~—.— fractionnaire.

Ainsi, on doit rejeter ces différents systèmes.

Soit r= — i,
on trouve :

dont les diviseurs communs sont ± 1.

Or les valeurs (>*=--1, q—\) donnent B3=14, Ba=25 ,
et les valeurs [r=—\, ^-=—1)donnentB3=i4, Ba=—3,



et ces deux systèmes doivent être également rejetés comme
P"

donnant pour -—;— un nombre fractionnaire.
B3+r

Soit r = 2 ,
y = 110, *' = —88, «" = — 33,

Q = —2068, Q'= 17787,
dont les diviseurs communs sont db 1,
pour le système (r = 2, (7 = 1)
on trouve :

B3 = —7, B, = - 2 ,
pour le système (r=2, q ~ — 1)
on trouve

B,= - 7 , B2 = — 9 :
ils donnent l'un et l'autre pour/?, une valeur fractionnaire.

Soit r=z — 2,

22.34 5, Q'=5925= 3.5'.79,
dont les diviseurs communs sont ± 1, ± 3 , ± 5 , zizl5 ;
pour (r= — 2, ^ = 1) on trouve : B3 == 7, Ba = 9,

(r = ~ 2 , ryr=~-i) B3 = 7, B a = 2 ,
r = — 2 , y = 3 B3 = 7, B ,= 16.

P"
Et pour ces systèmes |— est fractionnaire, donc ils doivent
être rejetés.

Le système (r = — 2, ^ = — 3)
donne B3 = 7, Ba = — 5.

P" P'
— — = — 5 -—— = — 5, P = — 30 ; donc, p peut être

égal à 5} on vérifiera que cette valeur est exacte en consta-
tant que les deux premières des équations (A)

sont satisfaites.

On trouvera B l = i .
AN.N DE MATHÉM. JV. 3i
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Bouc, le premier membre Fx de l'équation proposée est
le produit des facteurs (x3—5xa+3x+2) (x3+4.r f--5x+7).

On voit que cette méthode s'applique facilement à l'équa-

tion du sixième degré, dont le nombre des diviseurs du troi-

sième degré s'élève cependant à ou 20.
1 • 2>. S

Soit maintenant une équation du huitième degré.

on a :

+ r
G' =

que l'on remplace en éliminant ̂ , par le système

K = Gr — />G" = rA6 + r'A3 +1, ( A,ra ~ A,) + r
K'=G" — ̂ G' = A,+ rA, + r-A,+ f (r'A.— A,

Et celui-ci par le suivant :

L = K - K> = rA, + r'A, -(- H _ ,̂
L' = GV - Kp = rA, + r'k( + r'A,
K'= A , + rA,+ i'A, + iJ.1(r

1A, - A,)

ou bien, en posant :

+ 2A.)



d'où l'on déduit :

M = K'A7 — L/-' = «A7 - .V' + 4-, (pA7 + p V ) ,
M ' = LA, - L'A, = «'A. - *"A, - +,(P'A, + p"A,),

ensuite :

Q = («A7 - «V) ({TA, + P"A7) + («'A, - «"A,) (pA, + p'r'),

et enfin les deux polynômes :

Q = («A, - aV) (p'A. + p"A7) + («'A. - a"A,) (?A7

Q'= r'[(P'A8 + P"A7) (»P'+ pV) - (^A-aV) (a'A8- a"A,)] ,

qui sont fonctions seulement de r.
Si entre les six premières des équations (A) on élimine les

trois coefficients 6,, B,, B3, on aura les trois équations fonc-
tions de p et des quantités q, /•, B4, Bs :

0 = - B4 + A 4 + A3<p. + A,T. + A l ? 3 + f4,
0 = - B5 + A5 + A4y, + A3?> + As?3 + A,* + ft,
0 = B, = A4 4-^B, + yB, + r(A3 + A,Tl + A1?a + <p.) ;

et si on remplace ?, ,?, , ?,, etc. par leurs valeurs, on trou-
vera , pour les termes indépendants de p, les valeurs :

P = - B4 4- A4 4- A,? + A.r 4- q\

P'= — B5 4- A5 4- A,r 4- A,? 4- 2 ? r 4- A,?',
P"= A, 4- A,r 4- r ' 4- B4? + A.qr.



Exemple numérique.

Soit l'équation

x< — 6a:7 + 15xö — 22x5 — 19.r* + x + 15 = 0 ,

qui n'admet de diviseurs rationnels ni du premier ni du se-
cond degré, comme on peut s'en assurer par la méthode ex-
posée dans un des numéros précédents {voyez p. 339).

On a :

A1==:-.6, Aa=15, A 3 = - 2 2 , A4=0, A5=:0, A6=—19,
A 7 = l , A8=15. F(l) = —15, F(—-1) = 39.

Les valeurs que Ton doit donner à r sont :

dbl , zh3 , d t 5 , zhl5.

Les systèmes des valeurs de p et q qui correspondent à
r = ± 1 donnant tous des valeurs entières pour les coeffi-
cients B o Ba, etc., exigent pour être vérifiés qu'on les substi-
tue dans toutes les équations (A) -, par conséquent il est plus
simple dans la pratique de commencer par essayer les autres
valeurs de r.

On fera donc r = ± 3 , ± 5 , ± 1 5 , ± 1 .

Soit >=3.
On trouve •.

B 5 = - 5 , «=150 , a'=r —228, a"=—159,
P = — 55, p '=30 , P"==84;

et Q = 474753 et Q ' = 9 X 16280082 ,
dont tes diviseurs communs sont db I , ± 3 .

Si pour déterminer B4 on remplace q par ces valeurs dans
l'équation 0 = A7-f- <7B5 -f /B4, on voit que q et r doivent
élre premiers entre eux, puisque A7= 1 5 donc r̂ = ± 3 doit
être rejeté. De plus, la seule valeur q = — 1 donne pour
B4 une valeur entière qui ost — 2. Remplaçant 7, r, B5 et
B4 par leurs valeurs dans les polynômes P, F , P", on trouve
P = — 30, F = 60 , P' = — 56 , dont les diviseurs
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sont p = àz 1 , iiz 2 j donc il faut essayer si les valeurs
r = 3 , 2 = — * et /? = d= 1 , ± 2 satisfont aux conditions

*<!> = K, , ^ = N . Or | . seul
X p q r Xp + q r
système r = 3 , ? = — 1 , p = — 2 les vérifie. Substituons
ces valeurs dans les équations (A), en remontant à partir de
la sixième jusqu'à la première. On trouve pourBs une valeur
fractionnaire; donc ce système doit aussi lui-même être
rejeté.

Soit r = — 3.
on aura :

B 5 = 5 , a = 1 5 0 , *' = —168, a"=159, j3 = — 55,
p™30, p"= — 84 , Q = 3X10769, Q'=3*X 2 X526741,

dont les diviseurs communs sont d= 1 , dz 3. Or q et r doi-
vent être premiers entre eux ; donc on doit rejeter la valeur
±:3. D'ailleurs, à q = — 1 correspond B4 fractionnaire;
donc la seule valeur à essayer est q = 1, qui donne B4 = 2.
Substituons les valeurs r=z — 3, # = 1 , B 5 =5 , B 4 =2 dans
les polynômes P, P', P", nous trouverons P = 3 2 , P = —84,
P" = 76 ; donc p = db 1, ± 2, ± 4 . Les valeurs
p = 2 , p = 4 sont les seules qui vérifient les conditions

F ( 0 F(—1) . ,, #

= n , • = n ; mais étant
1 — p — q — r — 1 — p -f- q — r
substituées dans les équations de condition (A), la première
donne pour B3et la seconde pour Bt une valeur fractionnaire ;
donc elles doivent être l'une et l'autre rejetées.

Soit r = 5.
On trouve :
B5=—3, a =390, a'=—520, a"=—745, p=—151, p'=30,

P"=220, Q=5X3X316357, Q'==2x3aX54Xl 14751 ,
dont les diviseurs communs sont =h 1, du 3 , zt 5. La seule
valeur qui donne B4 entier est q = — 3 ; et si on porte les
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valeurs r = 5 , ^ = — 3, B5 = —3 et B4 = —2 dans les
polynômes P, F , P", on obtient P=—64, P =60, P"=—8,
dont les diviseurs communs sont zh 1, zb 2 , zb \ -, la seule

F(1)
valeur qui satisfasse aux conditions = n ,

i-p — q — r
F(—i)

— • = n est + 4 . Donc il faut substituer les
— 1— P + V — r

valeurs r=5, ^ = — 3 , p=k dans les équations (A), à par-
tir de la sixième en remontant jusqu'à la première ; on
trouve qu'elles sont toutes satisfaites et donnent les valeurs
entières B s = + 5, Ba = + 4 , B, = — 2. Donc le premier
membre de l'équation donnée est divisible par le facteur
xz — 4 .ra+3.r—5, et par conséquent est le produit des
deux facteurs irréductibles

(je3— 4j?+ 3a: — 5) (a:5-— 2.r4-f 4^ 3+ 5^'— 2^ — 3).


