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THEOREMES ET PROBLEMES

Sur les foyers et centres des coniques.
( Suite. V. p. 338. ;

XXVIMI. Théoréme. Le lien des foyers d'une conique,
passant par un point fixe et touchant trois droites dans un
méme plan, est une ligne du sixiéme degré.

Démonstration. Prenons les données et 1a notation relatives
au théoréme XV (p. 307), on a donc I'équation

(ty' — ux') +2un'x' 4 2n'y' +n"—20'x’y =0, (1)
soient «, 3 les coordonnées du foyer , nous avons trouvé :

L
8 cosy+ +B= =, (2Ccosy—B),
m
) 2L
«' COSy B = i (2A cosy — B) (t. 1I, p. 429);

mais ces valeurs de « et § sont relatives au centre placé a
Vorigine ; dans le cas actuel, il faut remplacer « et 8 par
»—t et B—u, et considérant que /=1!'=0, et alors
"AL_l, 4CL | 4BL

- B Wy —s = — 2ut — 2n'; faisant ces
m m

substitutions, il vient -
a4 (2a €08y 4 B) ¢ = o’ €08y - oB—n'
(2Bcosy + »)u Bt = B*cos yf-af—n’
On a de plus-
— 2den' + "+ 2fdu+-2eft =0, (3)
ou n=a-bt+4cu,

(@
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a, b, c sont des quantités connues, les équations (2) devien-
donc :
w(z—4c) + t(2« cosy +B+b) == cos y+ 28— a,
u(2Bcosy+. )+t (B+40) =p'cosy +of—a;

d’on
“ L pouEgads b
M-ax=—p = (B + 2«3 cosy a4 OB +-c3) ,

M = { (4 2«6 cos =+ «*) + b (F"—0a")— 2ax,

N =a(p"+ 248 cosy + »*) 4 ¢ («*—p*) — 2aB.

Mettant la valeur de n' dans V'équation (1), elle prend cette
forme :

AM4+But4Cr 4+ Du+-Et+F =0;

les coefficients sont connus ; re.nplacant ensuite « et ¢ par
les valeurs trouvées, on obtient unc équation du sixiéme
degré en « et f, el qui est le licu des foyers

. 1 . . -
Observation. Lorsque v = 3™ les équations (2) se rédui-

sent & une seale équation ; mais les valeurs qu’on a trouvées
pour ¢ et u subsistent toujours; parce qu’on a divisé par
cosy les deux termes de la fraction qui donne la valeur soit
de «, soit de 5; on peut d’ailleurs arriver directement a ce
résultat, en soustrayant les équations (2) membre a membre,
I’une de I'autre, et on obtient :

iy — il = [ —a’ (%)
équation qui ne dépend pas de 5.

XXIX. Théoréme Le licu des foyers d’une conique tou-
chant quatre droites donnécs est une ligne du troisicme degré.

Démonstration. Méme systéme de coordonnées que dans
le paragraphe précédent; le lieu des centres est une dioite,
soit @'+ b't +-c'u =0, I'équation de cette droite (p. 308),
remplacat:t ¢ et u par leurs valeurs , il vient:
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(8> +22p cosy+a’) (¢’B - b'a)F- (6" — ") (cb' —bc)— } (5)
—2aac'—2apb'+2a' ("+2+5 cosy4-o’+4bi+ ¢2) =0,
équation du troisiéme degré . lieu des foyers.

La courbe passe par lorigine, c’est-a-dire par linter-
section de deux cOtés du quadrilatére ; elle passe donc
également par les cinq autres points d’intersections, ce qu’on
pouvait prévoir. Car, chaque diagonale représente une co-
nique satisfaisant a la question, et ayant son centre au mi-
lieu de la diagonale, cl ses foyers aux extrémités.

La courbe n’a qu'une asymplote , paralléle a la droite des
centres; deuxiéme espéce d’Euler . et comprenant les sept
hyperboles défectives de Newton , parmi lesquelles on ren-
contre la cissoide des ancicns et le folium de Lescartes.

Falsanl{ + 22,5008y + «* = 3", el remplacant a, b, ¢, @',

, ¢ par leurs valeurs, on obtient -
2[Bdd!(f'—cf) Faee' (f'd—d.f) t-def"—d'ef* ]+ )
—)—ﬂ'[de——ed’ 2 i) pplef'— e f)FH(df '—df)] =0. }
L’équation de la tangente a l’orvgme est donc
v (ef '— ef)+ x(df’ — dif) =%,
Péquation de la diagonale qui passe par Yorigine est
ydf! —df )+ xlef —ef) =
ainsi ces deux droites font des angles cgaux avec la bissec-
trice de 'angle des axes ; on peut donc, sans que la courbe

(6)

soit tracée, mener des langenles aux six points d’intersec-
tion des cotés du quadrilatére.

Passons aux coordonnées polaires, on a gsiny = zsing,
asiny = zsin (o4~ 7) ; d’ou

2*[dd/(f'e—e/f)sing+ ee (f'd— d'f)sin ()1 +
+z[ (def""—d'e/f")sinyHff" (de' —ed')sin (29+9)] 4+ ¢ (7)
I LS — ey sing A (f" — il sin (o o)) = 0+ )

équation facile a construire.
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Corollaire. Lorsque d = ¢ =0, le quadrilatére devient
un parallélogramme et ’équation (6) se réduit a

die (p — &) 4 Pef —od'f = O
qui appartient a une hyperbole équilatére concentrique au
parallélogramme , et dont les asymptotes sont paralléles aux
bissectrices des angles du parallélogramme.

XXX. Théoréme. Le lieu des centres d’une conique ayant
un foyer fixe et une corde fixe, est unc ligne du troisiéme
degré.

Démonstration. Méme notation qu’au probléme XIX
(p. 322) ; t et u étant les coordonnées du centre , on a :

t((MM"+N'—1)=—PN, u(M*+N"—1)= —PM.,

My'+Nz'+P=/,, My'+Nz"4+P=1r",
ces deux derniéres équations donnent M=a+0P, N=c+dP,

J Jro ! ! 1" ) A I '
Y — = ral—r'c A=z ry'—ry” =y
a 14 c d

et M4+ N'—1=e+fP+gP ou e, f, g représentent
des quantités cgnoues ; mettant ces valeurs dans celles de ¢

et u, on obtient -
P'(gt4-d)+P(ft+c)+et = u,
P (gu4-b) + P (fu+ a) + ew=0;
éliminant
S (cu—at)* (gt+d)+(cu—at) (bt—du) ( ft+c)+et (bt—du)'=0,
équation du troisitme degré, lieu des centres.

Le foyer mobile décrit évidemment une courbe semblable
a celle du centre, de dimension double et semblablement
situéc par rapport au foyer fixe.

XXXI. Théoréme Le lieu du centre d’'une conique ayant
un foyer fixe et une corde fixe, passant par ce foyer , est
une conique

Demonstration. Méme nolation qu'au probléme XIX
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(p. 323); et prenons la corde fixe pour axe des x; faisons
y =0 dans I'équation (1) de ]a page 323, ona.
x*(t — N )—2PNx — P’ := 0;
mais les racines de cette équation sont =’ et x”, 3insi P et N
sont des quantités connues ; on a
PN PM .
=TWEN—1 YT T WEN—V
éliminant M. on obtient N'w'+4- ¢ (N°— 1)+ PNt =0, co-
nique dont le centre est an foyer fixe et le foyer mobile

[4

décrit une conique semblable et semblablement située par
rapport au foyer fixe.
Corollaire. Dans Phyperbole, on peut avoir 2= o«
alors N* =1, et la conique devient une parabole.
XXXIL. Théoréme. Le lieu des foyers d’une conigue pas-

3

sant par les ex(rémites d’un diametre fixe, et ayant un axe
principal constant de grandeur, est une conique.
Démonstration. Prenons le cenire pour origine, le dia-
meétre fixe de longueur 24 pour axe des x, et les coor-
données rectangulaires :
1° Ellipse, et 20 le petit axe principal donne; = et £ les
coordonnées du foyer ; I'équation de P'eilipse ¢st
Ay’ +Bxy+Cx'+F=0, donc Cd’+F=0, ou 4CLd"+4FL=—=0,

d Paod™ % o), w1, p 490

one  — @4 im0, @1, p 40),

on a de plus .
l v

= b = — — b (LI, p 430) ol of = —,
m m m

(t. 11, p. 429).
Eliminant entre ces trois eguations et Véquation (1),
VA SR A . .
—, —, —,il vicnt, toute reduction faite :
m m m

Aqbl-*—{iy(b'——dn) =b'1(d1_[)1/
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lieu des foyers ; on a esseatiellement « > &, donc ce lieu
cst une hyperbole, concentrique anx ellipses :

2° Ellipse, et 22 le grand axe principal donné; alors

H

2 l’ + 2 BQ l + a /‘ n
% /= — a = — a as == —
m ’ m ’ m

7

éliminant —, —, —, entre ces équations et ’équation (1),
m m m

il vient «’ (@’ —d*)+ a’B=a’ (&’ — d”); on a>d; doncle
lieu cst une ellipse.

3° Hyperbole ; si ’'axe 2b qui ne rencontre pas est donné,
il suffit de changer 46" en — 4°, et I’équation du lieu cher-
ché est o’ (' (04 d") = b* (- d%) ; c'est celle d’une el-
lipse. Si I'axe focal 2a est donné, 1’équation du lieu est
a’(@—d') 4§ = a’(«’—d*), on a essentiellement e <<d;
ainsi le licu ch.rché est une hyperbole

On peat avoir d= o ; c’est alors une asymptote qui est
donnée ; le lieu du foyer est un+ droite parallé'e & 'asymp-
tote, si I'axe qui ne rencontre pas est donné, et une droite
perpendiculaire a Pasymptote, si Paxe focal est donné.

Remarque 1. Cest le probléme du concours général
(p- 369), je ne sais pourgnoi on a restreint le sujet a Vel-
lipse et a 'axe focal seulement. Quant aux sommets, nous
en parlerons plus loin.

Remarque I1. Si, au lieu de donner un axe principal, on
donne le produit des axes principaux ou la somme algé-
brique de leors carrés, le lieu du foyer est une ligne du
quatriéme degré et-dans le dernier cas, une cassinoide ,
concentrique a-x coniques et ayanl ses foyers sur le dia-
métre perpeadicalaire an diametre fixe, et dans le premier
cas I'équation du licu est

& - sid (o — ) = s (d* - 5Y),
s* est le produit des carrés des demi-axes principaux.
t La suite prochainement. )



