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THÉORÈMES ET PROBLEMES

Sur les centres des coniques.

l. Problème. Etant donnés trois points et le centre d'une

conique, trouver une équation de cette conique.

Solution. Soient A , B , C les trois points, et O le centre

donnés j faisons AB = p, AC= q, et prenons AB pour axe

des x et AG pour axe des y ; l'équation de la conique sera
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de U forme y -f Bxy -f Or'— qy — Cpx = 0 ; soit t l'ab-
scisse et u l'ordonnée du centre. On a

_Bq—2Cp __BÇp—2C? t _Bq
'— B* — 4C ' " ~ B' 4C ' â ~ BQ— 4C ' " ~ B'— 4C ' â ~ BQp-2C?'

C = ~ — : — — : ; mettant cette valeur de C dans celle
Bpt+2(pu qt)9

de t et divisant par Bf, on obtient B'pt-\-B [2pu—2qt~pq]

= 2q (2M — q) ; d'où B = — , B = - ~ ; les valeurs cor-

q% ii //2U"mmmCf\

respondantes de C sont C = — C = - { \.

2g q1

l trCas. B== — , C = ~ ; l'équation de la courbe devient
P P

(y+ x){y + x — q )=0; c'est le système de la droite

BC et d'une droite parallèle passant par l'origine, et on sait
qu'il y a alors une infinité de centres, situés sur la droite

2py -}- 2qx —pq = 0.

2e Cas. B = , C = - ( \ ; l'équation de la

courbe devient •.
t(2t—p)yk—(2u—q){2t—p)xy-\-u(2u—q)x*— J

La nature de la courbe est déterminée par l'expression ••
(2a — q) (2t—p) [2pu -f- 2qt —pq) ; c'est le produit des trois
équations des côtés du triangle, ayant pour sommets les
m\V\euxdes côtés du triangle ABC ; la position du centre
donne le signe de chaque facteur.

II. Théorème Le lieu du centre d'une conique [tassant par
trois sommets d'un triangle, et semblable à une conique
donnée, est une ligne du quatrième ordre, touchant les trois
côtés du triangle aux milieux de ces côtés.

Démonstration. La condition de similitude est exprimée
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par ïa relation (1+C—Bcos?) = a (B*—4C) (t. I , p. 495) ;
a est une constante donnée positive si la conique donnée
est une hyperbole, et négative si cette conique est une el-
lipse. Substituant pour B et C leurs valeurs en eet u, on aura

[t (2/ —p) + U(2u — ç) + (2u— q) t&L — p) COS 7]'=
= — a (2u — q) (2t—p) (Spu+Zqt—pq),

ligne du quatrième degré, sans asymptotes ; ce qui est évi-
dent à priori, puisque le centre ne saurait être l'infini, sans
que la conique devienne une parabole. Si Ton fait t = 0,

on a pour u quatre valeurs ; deux égales à - , et les deux

autres sont p (cosydiV/a) ; ainsi ces deux dernières va-
leurs ne sont réelles que pour l'hyperbole; on parvient à
des résultats analogues en faisant u = 0 , le second membre
doit être essentiellement positif*, ce qui facilite la discussion
de la courbe qui est du premier genre (Euler, Int. in anal,
inf., t. II, p. 140).

Lorsque la conique donnée est un cercle, alors a~—sin3?,
la courbe doit se réduire à un point ; je n'ai pu parvenir à
mettre cette réduction en évidence.

III. Problème. Étant dounés deux points d'une conique ,
une droite^tangente et le centre, trouver une équation de
cotte conique.

Solution. Prenons la tangente pour axe desjr, et la droite
qui passe par les deux poinls fixes pour axe des x ; soient
toujours t et u les coordonnées du centre, quantités con-
nues ; remplaçant, dans l'équation générale de la conique,
les six coefficients par leurs valeurs en k, k\ l, l\ n, elle
prend cette forme (v. t. I, p. 490)

(*• __ ml)y— 2 (M'-fmn) xy + (F — mV) xy +
•+2 {k'l+kn):y-f- 2 {kl'+kn) x + n%— II' = 0,
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Taxe des .r étant une tangente, OD a / = 0 ; divisant toute
k Je i'

l'équation par w% et faisant — = t, — = M, et désignant —

par \ et — par ri, l'équation générale prend cette forme t

ty—2(ut+n') xy-\-{u*—l)x*-\-2triy-\- 2(iï+uri)jc+n" = 0.
Posant y = Ç , on a les deux équations tl+un! = a (i*a—)) •
«" z=zb{u% — 1), où a et Z> sont des quantités connues par
les données de la question ; d'où

—4a6f—4e!1

remplaçant dans l'équation générale * par sa valeur, il vient

-+-2t{a-\-t)riy + %au(ut-\-ri)'k-\- nn(a-\-t) = O, )+ 2t (
équation dont tous les coefficients sont connus ; la discussion

des deux valeurs de n ne présente aucune difficulté.

IV. Problème. Etant donnés deux points d'une conique, une

droite tangente, et le rapport des axes principaux, trou-

ver le lieu du centre.

Solution. Conservons la même notation ; le rapport des

axes étant connu, on a l'équation (t. I, p. 495)

[ ( a - | . t)C _f_tt(u* + tt')-f>2(a-|- /) (ut + ri) COS v]a =

= kc {a 4-/) (ut-{-ri) [aut -f ri (a + /) ] ,
c est donnée; en mettant au lieu de ri sa valeur et faisant

disparaître ensuite le radical, on parvient à une équation du

douzième degré, qui est le lieu du centre.

V. Problème. Étant donnés, un point d'une conique,

deux tangentes et le centre, trouver une équation de cette

conique.
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Solution. Prenons les deux tangentes pour axes coor-
donnés, et soient x\ y les coordonnées du point donné, t
et u celles du centre, on a ici / = /' = 0 ; et l'équation géné-
rale devient (III)

/>' — 2(ut+ri)xy+u*x3-\-2triy+2urix+ri2=0, OU «'=—,
m

le point (x\ y') étant sur la conique, on a donc, pour déter-
miner ri, i équation

nH + 2ri[ty - x'y + ux'~) = — (ty—ux')\
et

'y'-- 2y't — 2ux'-\-kut)-

Observation. Si l'un des trois facteurs qui sont sous le
radical devient nul, alors ri est rationnel, et il n'y a qu'une
seule solution.

YI. Théorème. Le lieu géométrique du centre d'une co-
nique touchant deux droites fixes, passant par un point
donné, et semblable à «ne conique donnée, est du huitième
degré.

Démonstration. La condition de similitude donne

[t*+u*-}-2(ut+ri)cosyY = 4cn'(2ut+n') (t. I, p. 495),

mettant à la place de M' sa valeur et faisant disparaître le
radical, on obtient une ligne du huitième degré, qui se ré-
duit au quatrième degré lorsque ri est rationnel.

VII. Problème. Étant donnés le centre d'une conique , et
trois tangentes, tronver une équation de cette conique.

Solution. Prenons, deux de ces tangentes pour axes coor-
donnés , et soit dy-\-ex-\-f = 0, l'équation de la troisième
tangente, on a donc l—H — O-, la condition de tangence
de la troisième droite est

— 2den+mf*+2fdk' + <2fek = 0 (t . I l , p . 1 0 8 ) ,
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et divisant par m,

— 2deri+f>+2fdu'+2fet=0y d'où „'

l'équation générale de la conique est donc (voir ci-dessus III),

r y _ _ 2 (ut -f- n') jry 4- M V + 2*/t'y + 2im'.r - f /i'a = 0 ,

remplaçant ri par sa valeur, on obtient l'équation cherchée,

l'espèce de la conique dépend de l'expression ri [2ut -f- ri).

VIII. Théorème. Le lieu du centre d'une conique touchant

trois droites données et semblable à une conique donnée, est

du quatrième degré.

Démonstration. La condition de similitude donne

[f -f- tf-j- 2 (ut-\-?ï) cos?]' = kcri (2itf+ *');

remplaçant ri par sa valeur (VII), on trouve une équation du

quatrième degré sans asymptotes.

IX. Théorème. Le lieu du centre d'une conique passant

par trois points donnés, et dont le rectangle des axes est

donné, est une ligne du huitième degré.

Démonstration. Conservons la notation du problème I , la

constance du rectangle des axes est exprimée par la relation

La = cm3; c est une constante (t. I , p. 493); rapportant L

et m à l'équation (1), problème I , on a

L = AEa — BDE 4- CD' = ut (2t —p) (2u — q)

i(2pu-{-<Zqt — pq) {pu - f qt—pq) — p*q*] ,

m = (2w— q) (2t — p) (2/?u+ <2qt — pq).

Ainsi l'équation du lieu cherché est

uVa [ {2pu -f 2qt —pq) {pu -f qt —pq) —p*qj =
= c&U—q) (üt—p) (2pu + 2qt-pq)\

ligne du huitième degré qui touche, aux points milieux, les

côtés du triangle ABC.

X. Théorème. Le lieu du centre d'une conique qui passe
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par deux points fixes, et touche une droite, et dont le rec-
tangle des axes est constant, peut atteindre le trentième
degré.

Démonstration. Adoptons la même notation que pour le

problème III ; rapportant L et m à l'équation (2), il vient

L=b{a+t){ut+ri) [Nri+a'ui*], N= afi+f&b +3a*)+*abt+b\

m=zb {a+t) {ut+ri) [aut+ri (u+t)] ,

et faisant disparaître les ri* à Vaide de la relation

ri3 {a-\-b) = bu{ut-\- ri),

faisant ri = -££—, où R représente le radical qui

entre dans la valeur de n\ on verra qu'en faisant disparaître
le radical, l'équation peut s'élever au trentième degré.

( La suite prochainement. )


