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THEOREMES ET PROBLEMES
Sur les centres des coniques.

I. Probléme. Etant donnés trois points et le centre d’unc
conique, trouver une équation de cette conique.

Solution. Soient A, B, Cles trois points , et O le centre
donnés ; faisons AB=p, AC=q , et prenons AB pour axe
des x et AC pour axe des y ; I'équation de la conique sera
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de Ia forme »* + Bxy 4 Cx’— qy — Cpxr=0; soit ¢ I'ab-
scisse et u Y'ordonnée du centre. On a
_Bg—2Cp y— BCp—2Cq ¢ _Bg— 2Cp
T B—iC’ B—4C 'u BCp—2Cq’
Bqu
~ Bpr+-2(pu—qy)
de ¢ et divisant par Bz, on obtient B'pt-+B [2pu—2gt—pq)

; mettant cette valeur de C dans celle

=29 (2u—gq); dou B= 2;(1 , B . 2“; les valeurs cor-

f]_ 2u—q
respondantes de C sont C = = C= Sup)

s?

1¢rCas. B—_—Q—p‘l , C= ?’_ I’équation de la courbe devient

( y —)—% x)(_y +}q—) x — q‘).—_o; c’est le systéme de la droite

BC et d’une droite paralléle passant par 'origine, et on sait
qu’il y a alors une infinité de centres, situés sur la droite
2py + 2qx —pg = 0.

2® Cas. B= g—2u , C= £ (LZu_—_Z> ; I'équation de la
t t \2t—p .

courbe devient :
t(2t—p) ¥ — (2u—q) (2t—p)xy + u (2u—q) 2" — (1)
—qt(2t —p)y — pu(Ru—gq) x=0.

La nature de la courbe est détermicée par I'expression :
(2u — g) (2t—p) (2pu 129t — pg) ; c’est le produit des trois
équations des cOtés du triangle, ayant pour sommets les
milieux des cotés du triangle ABC; la position du centre
donne le signe de chaque facteur.

1. Théoréme Le lieu du centre d’une conique passant par
trois sommets d’un triangle, et semblable a uoe conique
donnée, cst une ligne du quatriéme ordre, touchant les (rois
eOtés du triangle aux milieux de ces coOtés.

Démonstration. La condition de similitude est exprimée
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par la relation (1-+C—Bcosy) = a (B"—4C) (t. I, p. 495);
a est une constante donnée positive si la conique donnée
est une hyperbole, et négative si cette conique est une el-
lipse. Substituant pour B et C leurs valeurs en ¢ et u, on aura

[¢(2t —p)+ u(2u—q)+(2u—q) (2t — p) cosy]'=
= —a (2u -?) (2t—p) (2pu+-2qt—pq),
ligne du quatrieme degré, sans asymptotes ; ce qui est évi-
dent a priori, puisque le centre ne saurait étre 'infini , sans
que la conique devienne une parabole. Si U'on fait £=0,

on a pour » quatre valeurs; deux égales a 7 | et les deux

autres sont p (cosy==V"2),; ainsi ces deux derniéres va-
leurs ne sont réelles que pour I’hyperbole; on parvient a
des résultats analogues en faisant z = 0 , le second membre
doit étre essentiellement positif; ce qui facilite la discussion
de la courbe qui est du premier genre (Euler , Int. in anal.
mf., t. 11, p. 140).

Lorsque la conique donnée est un cercle, alors a=—sin’y,
la courbe doit se réduire & un point; je n’ai pu parvenir &
metire cette réduction en évidence.

II1. Probléme. Etant donnés deux points d’une conique ,
une droite,langente et le centre , trouver une équalion de
celte conique.

Solution. Prenons la tangente pour axe des y , et la droite
qui passe par les deux points fixes pour axe des x ; soient
toujours ¢ et u les coordonnées du centre, quantités con-
nues ; remplacant, dans I’équation générale de la conique ,
les six coefficients par leurs valeursen & &, [, ', n, elle
prend cette forme (v. t. I, p. 490)

(B —ml) y*—2 (kk' -+ mn) xy + (k" — ml) 2”4
42 (Kl+kn)y - 2kl Ky x4+ —U' =0,
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Yaxe des  étant une tangente, on a /=20, divisant toule

N s . k ¥ L. l
Yéquation par m’, et faisant = ==, et désignant po

par ) et % par »', Uéquation générale prend cette forme :
Ly*—2(ut++-n') xy 4 ('—Nx’+2tny + 2O ~+un')xr+n" = 0.
Posant y =, on a les deux équations t\+-ur' = a (u*—));

n'*=10b(u'—)), o 2 et b sont des quantités connues par
les données de la question ; d’ou

_u (au—n') . _u(ut+n’) . . ’
= Tatt w —A-T}-_t— , n’(a-+t)=bu (ut4n'),
—butu\/ U — habt— &bt

n’ (a4 t)+bun' =bu’t, n' =

2(a+9) ’
remplacant dans I'équation générale ) par sa valeur, il vient
(a40)2y"— 2 (at) (uefn) 2y + u(uetn) 2+ } 2
+ 2t (a+-t)nly + 2au (ut + ')+ n*(@a+41)=0,
équation dont tous les coefficients sont connus ; la discussion
des deux valeurs de  ne présente aucune difficulté.
1V. Probléme. Etant donnés deux points d’ une conique, une
droite tangente, et le rapport des axes principaux, trou-
ver le lieu du centre.

Solution. Conservons la méme notation; le rapport des
axes étant connu, on a Y'équation (t. 1, p. 495)

[la+ )¢+ uut+n')y+2(a+ 1) (ut4n') cos vl =
=4c(a+0) (wtt-n')[aut 4+ n' (a4 8)],

c est donnée ; en mettant au licu de »' sa valeur et faisant
disparaitre cnsuite le radical, on parvient i une équation du
douziéme degré, qui est le licu du centre.

V. Probléme. Etant donnés, un point d’'une conique,
deux tangentes et le centre, trouver une équation de cette
conique.
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Solution. Prenons les deux tangentes pour axes coor-
donnés, et soient x', »' les coordonnées du point donné, ¢
et u celles du centre, on a ici /=1 =0; et Péquation géné-
rale devient (111)

Ly’ —2ut+n')ry+u’x* + 2Uny+2un x4+n*=0, ou n'= %,

le point (<, ') élant sur la conique, on a donc, pour déter-
miner r', I'équation

n*on'lty' — 2y ua’) = — (&' —ua'),
et

n=xy —ty' —ux'&= V2y'(xy' — 2t — ux’ + hut)-

Observation. Sil'un des trois facteurs qui sont sous le
radical devient nul, alors »' est rationnel, et il n’y a qu’une
seale solution.

VI. Théoréme. Le lieu géométrique du centre d’une co-
nique touchant deux droites fixes, passant par un point
donné, et semblable a une conique donnée, est du huitiéme
degreé.

Démonstration. La condition de similitude donne

[£4w+ 2(ut4n')cos y)" = 4en' Qut+n') (t. 1, p. 495),

mettant a la place de ' sa valeur et faisant disparaitre le
radical , on obtient une ligne du huitiéme degré, qui se ré-
duit au quatriéme degré lorsque n' est rationnel.

VIL. Probléme. Etant donnés le centre d’une conique , et
trois tangentes, trouver une équation de cette conique.

Solution. Prenons, deux de ces tangentes pour axes coor-
donnés, et soit dy—ex -+ f =0, I'équation de la troisiéme
tangente , on a donc /=17 =0; la condition de tangence
de la troisiéme droite est

—2den +-mf*+ ofdh +2fek =0 (L. 11, p. 108),
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et divisant par m,

—aderi 4 afduf ofer =0, dou nf =T LA
I'équation générale de la conique est donc (voir ci-dessus III),
Cy'— 2 (ut++n'y xy 4+ u'x’ +2n'y + 2un'x 4-n" =0,
remplacant »’ par sa valeur, on obtient I'équation cherchée,
Yespece de la conique dépend de Yexpression »' (2ut -} n').

VIII. Théoréme. Le lieu du centre d’une conique touchaunt
trois droites données et semblable a une conique donnée, est
du quatriéme degré.

Démonstration. La condition de similitude donne

[¢ + w2 (ut-+n') cosy) = hen' (2ut -} n');
remplacant ' par sa valeur (V1I), on trouve une équation du
quatriéme degré sans asymptotes.

IX. Théoréme. Le lieu du centre d’'une conique passant
par trois points donnés , et dont le rectangle des axes est
donné , est une ligne du huitiéme degré.

Démonstration. Conservous la notation du probléme I, la
constance du rectangle des axes est exprimée par la relation
L’ = ¢m?; ¢ cst une constante (t. 1, p. 493); rapportant L
et m a I'équation (1) , probléme I, on a

L =AE'— BDE 4- CD* = ut (2t — p) (2u — q)
(@pu+-29t—pq) (pu + 9t —pg) — P'71,
m = (2u— q) (2t — p) (2pu-+ 2qt — pq).
Ainsi I'équation du lieu cherché est
w'e [(Jpu+-29t—pq) (pu+qt —pg) —p'¢T =
= c(Ru—q) (2t—p) (2pu+29t— pq)*,
ligne du huitiéeme degré qui touche, aux points milieux , les
cOtés du triangle ABC.
X. Théoréme. Le lieu du centre d’une conique qui passe
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par deux points fixes, et touche une droite, et dont le rec-
tangle des axes est constant, peut atteindre le trentiéme
degré.

Démonstration. Adoptons la méme notation que pour le
probléme III ; rapportant L et m a I'équation (2), il vient
L=4(a+t)ut+n)[Nn'+a’ut®’], N= at’+¢2b+3a’)+Aabet+b’,

m = & (a4-1) (ut-n) [aut 4 n' (u4-1)],
et faisant disparaitre les »” a T'aide de la relation
n’(a+b) = bu(ut+ '),
—bu+R
okl
entre dans la valeur de n’, on verra qu’en faisant disparaitre
le radical, I'équation peut s’élever au trentiéme degré.
( La suite prochainement.)

faisant n' = , o R représente le radical qui



