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GRAND CONCOURS. (Année 1843.)

Exposer d'une manicére concise la théorie des racines égales
et la méthode qu'on en tire pour mener les tangentes aux
courbes algébriques.

PRIX D’HONNEUR.

PAR M. ROGER (EMILE-LOUIS),
n¢é le 29 avril 1825 & Nimes (Gard). Institution de M.de Reusse.
Collége royal Saint-Louis, professeur M. Vincent.

PREMIERE PARTIE.
Théorie des racines égales.
Soient 2, b, c... les racines d’'une équation algébrique
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J'(x)=0: on sait que f(x) sera le produit des facteurs bin6 -
mes (x — a), (x—10b), (x—c)...; en sorte que 'on aura

S(x)=N(x — a) (x—0) (x —¢)...,

(N ¢étant le coefficient du premier terme de cette équation).
11 peut arriver que les racines @, b, c... ne soient pas toutes
différentes entre elles; ainsi la racine @ pourra s¢ trouver
répétée n fois , la racine b, p fois... : on dit alors que f(x)
admet » racines égales a @, p racines égales & b...; ¢t on
peut éerire f(x) sous la forme

S@)=N (x—a)" (x—bf (x—c)...,

expression qui s’applique aussi en particulier au cas des ra-
cines simples, en faisant 2 =1, p=1, cte.

Cela posc . Yobjet de la théorie qui nous occupe consiste
paiicipalement a ramener une équation qui admet des racines
égales, a un systtme d’¢quations tcl que chacune d’elles
n’admette plus que des racines simples , ct que, en supposant
Ie systtme résolu, on puisse en conclure les racines de I'équa-
tion proposée, chacune avec leur degré de multiplicité.

Ainsi, soit X, le produit des factcurs simples de f(x) ou
X, X, le produit des facteurs doubles, mais élevés chacun a
la premiére puissance, X, le produit des facteurs triples,
mais élevés chacun a la premiére puissance...; alors on aura

X=X X XX ..
11 s'agit d’obtenir isolément chacun des facteurs X, , X,...
Premiére méthode. Cette méthode découle naturellement de
la forme de 'équation
fix)=N@—a)" (x —bF (x—c¢)%..

On voit en effet que si_f(x) admet uneracine « au degré n de
multiplicité, ce polynome devra étre exactement divisible par
(x — a)*. D’aprés cela. pour découvrir cetteracine . il fandra
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effectuer la division de f(x) par (x— a)", comme si a était
connu ; on écrira ensuite que le reste de la division est iden-
tiquement nul. Comme ce reste sera ordinairement du degré
(n—1) en x, on obtiendra ainsi » équations de condition
entre a et les coefficients de I'équation proposée. Soient

A=0, B=0, C=0...,

ces ¢quations de condition ; toute valeur 'de @ qui annulera
a la fois tous ces polynOmes sera au moins n fois racine dans
S(x). 11 faudra donc chercher les solutions communes aux
polynoémes A, B, C..., considérés comme fonctions de « ;
le plus grand commun diviseur D entre tous ces polynomes
contiendra toutes les racines qui entrent dans_f(x) au degré
n de multiplicité , ou ¢ un degré supérieur.

Cette derniére indétermination vient compliquer la mé-
thode, qui parait au premicr abord si naturelle; mais on
peut y remédier. En effet, si I'on a pour le polyndme pro-
posé

X=XX"X'X/ X/..,
et que Pon cherche d’abord les racines doubles, en divisant
X par un facteur de la forme (x—a)?, et que 'on détermine
le plus grand commun diviseur entre les équations de condi-
tion ainsi trouvées, on aura évidemment , en appelant D, ce
plus grand commun diviseur ,

D,=XX, XX X3...;
car un facteur tel que (x—a)° pourra étre considéré comme
donnant (x —a)’ (r— a)’ (r—a). De méme, si I'on cherche

le plus grand commun diviseur qui correspond aux racines
triples, on doit trouver

D, =X, X;X,X,..., etc.
Or, au moyen des polyndmes D, et D,, on peut isoler l¢
facteur X,. Eneffet, X, estle produit des facteurs étrangers
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aux deux polynomes D, et D,, et voici comment on peut
T'obtenir.

Soit ¢ le plus grand commun diviscur que I'on peut cher-
cher entre D, et D, ; divisons D, par J , et soit D,’ le quotient;
on a alors

D,=D/o.
Cherchons de méme le plus grand commun diviscur entre
D, et D,. Soit &’ ce plus grand commun diviseur : on aura de
méme cn divisant D, par &'

D/ =D/

D,"=D,"s",

ct ainsi de suile, jusqu’a ce quon arrive a un plus grand
commun diviseur égal a P'unit¢, ce qui arrivera certaine-
ment, attendu que les degrés D, et D,” vont en diminuant
au moins d’'une unité a chaque opération :
D™ =D
D*=D"1
Multipliant cnsemble toutes ces égalités, on en déduit
D, =D sy...;
alors D," sera le produit des facteurs de D, qui ne divisent pas
D,; car 1° D" ne divise pas D,, puisque , d’aprés la manicre
dont on a opéré, D", et D, ont pour plus grand commun di-
viseur 6" =1; 2° tous les autres facteurs de D,, savoir :
d, d'..., divisent D,.
De la on conclut que le polynome D", est précisément le
polynome cherché
X
En opérant de méme sur D; et D,, on obtiendrait le poly-
nome X, ct ainsi de suite. (On aurait pu isoler d’abord
le polynéme X, au moyen de X et de D,.) Le probléme

a0
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des racines égales doit donc étre considéré comme résolu.
Mais la méthode que je viens d’exposer , quoique suffi-
sante en théorie, devenant le plus souvent impraticable a
cause de la longueur des calculs qu’elle exige, il est néces-
saire d’avoir recours a une autre méthode ; c’est celle que je
vais expliquer sommairement.
Seconde méthode. Elle est fondée sur la considération des
polynomes dérivés.
Si dans un polyndme f'(x) on remplace @ par x--%, on
sait que 'on obtient un développement de la forme
13 . R - R
S@+h)=f(2)+f"x) 7+, (@) oSN
S'(x) , f"(x)... étant les polynOmes dérivés successifs de f(x).
Supposons , pour un moment, que f(x) nait que des ra-
cines simples,

S(x)=(x—a) (x—0) (x—c)..;
je vais chercher quelle scra la composition de /() :
/() est le coefficient de la premiére puissance de % dans
le développement de f(x-4%). Remplacant x par x4k
dans l'identité précédente, on aura encore identiquement

h _ J— N
f(.r)—[-j’(.r)zﬁ— wo=@—a-t+h)(x—b+h) (x—c}k)..
On peut développer le second membre suivant la loi qu’on
démontre au sujet du bin0me de Newton ; on aura ainsi
/.
J(.’L‘)—l—f’:.l‘) f—l— e = Sm +Sm._ 1h+...,

Smy Sm—1 ... désignant respectivement les produits des fac-
teurs (r—a) (x—0)... mam, m —1 am—1..... De la on
déduit la composition de_f"(x)

Sx)=8n—i,
ou, ce qui revient au méme ,
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Voici maintenant le théoréme sur lequel s’appuie cette se-
conde méthode.

TrioreMe. 11 existe toujours entre {(x) et £'(x) un plus grand
commun diviseur ; et ce plus grand commun diviseur est le
produit des facteurs bindmes de f(x) élevés d des puissances
dont les exposants sont moindres d'une unité.

Démonstration. Soit f(x)=(x—a)(x—b)*(x—c)’.....;
puisque les racines sont devenues égales a a,..... onaura
évidemment

gy S ) f() flx)
S @) =nt—tp kg e

n(x—b)(x—c...
+plx—a)(x—c)...
+q(x—a)(x—0)...

= (x—a)" (x—0)*x—c)""...

et Pon voit déja que le polynome
D= (xr—a)" " (x— 0 N axr—c)™.....

divise exactement f'(x) et f'(x). Pour faire voir qu'il est leur
plus grand commun diviseur, il suffit de montrer que
S) ctf( ) S ()

D D D
cux. Or, j(x) n'admet pas d’autre facteur que (x—a),
(¢ =—0)...u. L'un gquelconque de ces facteurs, (x — a) par

!
exemple, divisant toutes les parties de —]—()x—), hors une, ne

, ou simplement /{x) et ——, sont premiers entre

!

peut diviser‘f—(lf—). Donc puisque tous les facteurs de s(x)

AC) '( f’
sont étrangers a , i1 s'ensuit que f'(x) et —— sont pre-

miers entre eux; ce qui démontre le théoreme, car D est le
produit de tous les facteurs binomes de f(x) élevés chacun a
une puissance dont I'exposant est moindre d’une unité.
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{ Cela s'¢tend méme aux facteurs simples de X, lesquels
sont élevés daus D a Ia puissance zéro. )

Cela posé, voici comment on peut décomposer f(x) cn scs
facteurs des différents degrés de multiplicite.

Ecrivons, comme tout a heure,
X=X, XXX/ .

Soit D le plus grand commun diviseur de f(x) et de f'(a);

alors D=XX7X2 ...
Dec méme, soit E le plus grand commun diviseur entre D et
son dérive, E=X X

F=X/.....

Divisant chaque polynome par celui qui le suil, nous aurons

Q
Q=
Q’
Q—r; = "\2'/
Q/I
'Q—/Tyz)&n

o e e v e

Yoila donc les facteurs simples de X qui se frouvent isolés.

On voit, d’apreés cela, comment il faudra opérer toutes les
fois qu'il s’agira de séparer les racines des divers degrés de
multiplicité d’'une cquation.

Mais avant {out, il sera bon de débarrasser I'équation
donnée des racines commensurables qu’elle peut contenir.
On trouvera d’abord ces racines par les procédés connus, et
pour reconuaitre quel est lear degr¢ de multiplicite , 6 opé-
rera par des divisions successives, ou bien cn se fondant sar
le théoreme suivant -

St oune équation § s« — L wdimel w oracines Cgales « a, i

AN oL Marnea. Hi <



polynomes dérwes £(x), I (x), ..... Jusquw'au (n—1)e, admel-
tent la méme racine a; et réciproquement.

En effet, diminuons toutes les racines de f(x) =0, de la
quantité «, en posant

y=x—a, dou x=a+y,
la transformée en y devra admettre n racines nulles. Or
cette transformée est

Slaky) =@ +f @%@ F5+ o

(@) —%

+/a) 1.2.3...n

m) +
Done on devra avoir

S@y=0, f(a)=0,... f"7=0.
La réciproque est évidente.

On pourra donc trouver quel est le degré de multiplicite
d'une racine commensurable @, en cherchant quel est Vordre
du dernier dérive que cette »acine anéantit. Cest ce quon
pourra yoir epcore en supprimant la racine @ dans f(x) par
la division, autant de fois qu’il sera possible

Ou senl pourquoi ce mode de verification ne peut étre ap-
plique aux racines incommenscrables. Cest parce que toute
racine incommensurable ne peut s’obtenir qu’avec une ap-
proximation plus ou moins grande. Mais, dans fous les cas,
le nombre @ n’étant qu'approché, la vérification, qui con-
siste a voir si _f\«), /) ..... sont nuls, ne pourrait étre
qu'approchée, c’est-d-dire défectueuse

Alarigu ur, e mode de verifi ation pourrait s’appliquer
anx racines imaginaires (v + Y/ 1, 5 ot 4 étant commen-
surables). 11 faudrait «'ors résoudre f(x) en substituant

% +5V —1 alaplace de 7, ce qui donnerait un resultat de

la forme Py —t1,
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et par suite les deux équations

P=0, Q=o,
équations a deux inconnues, dont on pourrait détermincr
les racines réelles commensurables. Mais il vaut mieux,
pour la simplicité des calculs, n’opérer la recherche des ra-
cines imaginaires qu’apreés la séparation effectuée des diverses
racines suivant leur multiplicité.

Voila donc comment on arrive au but principal que I'on
sc propose dans la théorie des racines égales. A cette théorie
se rattachent d’ailleurs une foule de questions particuliéres.
Par exemple , on peut demander les conditions pour qu'un
polynome donné f(x) admette un certain nombre de racines
egales entre elles. On opérera sur y(x) comme si on voulait
isoler X5, , et on écrira & mesure les conditions nécessaires
pour l'existence de cc polynéme. A cet effet, on pourra
employer I'une quelconque des méthodes que nous avons
donnees ; mais il scra généralement plus simple de s’appuyer
sur la remarque que nous avons faite tout a 'henre. En dé-
signant par « la racine inconnuc qui doit entrer dans f{x)
au degré n de multiplicité , on devra avoir :

flay=0, flla)=0, .... S (a)=0.

Les conditions demandées s’obtiendront en ¢liminant @ entre
ces n ¢quations ; on aura ainsi (7 — 1) équationé de condi-
tion. On pourrait aussi exprimer qu’il existe entre f(x) et
f'x) un plus grand commun diviseur du (= — 1)° degré, ce
qui donnerait (z — 1) équations de condition, en identifiant
a zéro le dernier reste de 'équation; et de plus, il faudrait
exprimer que ce plus grand commun diviseur cst une (n—1)°
puissance cxacte, ce qui donnerait en sus (z—2) condi-
tions. Toutes ces conditions devraient ensuite se réduire 3
(n—1) ..... etc.
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SECONDL PAKTIE.

Methode quon peut tiver de la theorie des racines éqales
pour mener les tangentes aux courbes algebriques.

Soit une droite MN qui coupe une courbe en divers points
M, N, ..... SiTon concoit que la droite MN tourne autour
du point M, jusqu'a ce qu’un second de ses points d’intersec-
tion N vienne coincider avee le premier , dans cette position,
la sécante scra devenue fangente.

Aiusi, on peut d¢éfinir Ia tangente A une courbe, en la consi-
dérant comme une droite dont deux points d’intersection se
sont réunis en un seul, la droite ayant tourné autour de 'un
d’eux comme fixe. Per la on voit qu'une tangente peut avoir
un nombre illimite de noints commuans avec la courbe, sans
cesser d'élre tangente, ot qi'une droite qui n'aurait qu’un
print commun avee la courbe, ne serait pas pour cela
tangente.

Cela posé, il s'agit de mencr une tangente & une courbe
alz¢brique S(x,3)=0,
d’aprés la theéorie des racines égales.

Soit J =axr-+b,

Péquation de la tangente cherchée; je vais déterminer los
conditi- ns cunaunelles cette droite doit satisfaire pour étre
taneente. Si Foa cherche les coordonnées d'intersection de
celte droite avee la courbe, on aura, pour déterminer x,
'équation S, axr+d)=0.

Cetle equation admet autant de valeurs réelles de x, quela
droile aura de points sur la courbe. Si maintenant on veut
que la droite devienne tangente, cest-d-dire que deux de scs
points d'intersection viennent se réunir en un seul, il fau-

dra que l'equation
Jla, ax+-0)=10
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admette une racine double. Cette condition est suffisante: car
1a droite ayant deux poiats qui coincident, ¢'est-a-dire deux
points infiniment voisins sur la courbe, sera évidemment
tangente.

La question est donc ramence & déterminer les conditions
pour qu’une équaticn algébrique

S{r, ax+0) =0
ait deux racines égales entre elles.

Pour cela, on powra, ainsi que nous Pavons indiqué,
chercher le plus grand commun diviseur entre f(x, ax + 0)
et /"(», ax +b), ct exprimer que ce plus grand commun
diviscur est du premier degré, ce qui se fera en égalant le
dernier reste de 'équation a zéro, et donnera unce condition
de 1a forme wia, b)y=0;
ou bien on pourra diviser /* 2, a» + b) par un facteur de la
forme (x — z)*, et exprimer que le reste, qui sera du pre-
mier degré en x, doit ¢tre identiquement nul. On aura deux
¢quations de la forme M =0, N==0, M ct N étant des
fonctions de «, 0, «. Eliminant « entre ces deux relations,
on devra trouver la cundition cherchée ¢ (¢, ) = 0. Le pro-
c¢dé qui consiste & ¢liminer & entre les deux équations
JSlx, ax+b) =0, /" (x, ax -+ b)=0,raménerait au premier
mode de calcul.

On aura donc ainsi 'équation de la tangente & la coarbe
/(x, ) =="0; et cellc ¢quation scera

y=ax+0, aveclacondition 3(e,b)=0.

Dés lors on peut résoudre toutes les questions qu”’il est
possible de se proposer sur les tangentes. Par ¢xemple -

Mener une tangente qui passe par un point donné (X', y').

Il faudra joindre 4 la condition » (e, ) =0 la condition

Y'=ax' +0b; ctles deux équations déterminecront compléte-
ment @ et b,
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Mener une tangente paralléle a une droite donnée.

Le coeflicient angulaire @ de la tangente cherchée sera le
méme que celui de la droite donuée; et ordonnée de la tan-
gente sera donnée par I'équation a une inconnue

9(a, b)=0.
Généralement, on pourra demander que la tangente satis-
fassc & une condition exprimée par une relation de la forme

Y (a, b) =0.
On aura, pour détermincr a et &, les denx équations
Y@, 0)=0, g(a,b)=0.

Dcux conditions délerminent la tangente , ainsi que toute
droite. Ce n’est que dans des cas particuliers quon pourra
assujetlir la tangente & satisfaire & plusicurs conditions a la
fois , marquées par des équations de la forme

Vi@, 0)=0, Y(a,)=0..... outre ¢ (a, b)) =0.

Il faudra que toutes ces équations admettent un certain
nombre de solutions communes.

Cettc maniére de mener les tangentes & une courbe ne
pourrait étre regardée comme complétement satisfaisante , si
clle ne faisail pas connaitre la forme remarquable qu’est
susceptible de prendre le cocflicient angulaire de la tangente
menée par un point donné sur la courbe. Or la détermination
de ce coefficicat angulaire peut se rattacher a la théorie des
racines égales.

En effet, supposons d’abord quc Y'origine des coordonnées
soit sur la courbe, et que ce soit par ce point qu'on veuille
lui mener une tangente. L'équation de la courbe sera de la
forme Bx+Cy+Dx’+Exy +Fy’+.....=0,

et celle de la tangente  y =awx.
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Les abscisses des points d'intersection de la droite avee ia
courbe seront données par I'équation

B+Cr)w+D+ B+ +..... =

11 faut actueliement exprimer que cetle ¢quation a des
racines égales; et Yon sait déja que ces deux racines égales
doivent ¢étre nulles. On a donc ilnmédiatement

B+Ca=0.

Du reste, en appliquant les procédés ordinaires, ils don-
nent le méme résultat. En effet, la premicre méthode coun-
siste a diviser /' (x) par (xr—a), ici égal & x* a cause dc la
valeur connue «=0, ct a égaler & zérole reste B+ Cu. La
seconde méthode consiste a chercher le plus grand commun
diviseur entre f(x) et f"(x) ; el comme on sait d’ailleurs quel
doit ¢tre ce plus grand commun diviseur , x —« =2, cela
revient a dire que f{x) ou B+Ca+x(..... YA =0
admet une racine nulle, ce qui doune B+ Ca = 0. Enfin,
on a vu que le troisicme procédé , dans le cas d'une racine
double, est le méme que le second.

Ainsi, on voit que la théorie des racines égales indique la
condition

B+ Ca=o0,
. B " . ,
dou «= —¢ :—5—_,(—; (puisque I'on a Bu+~Ct--...=0).

Nous avons supposé que le point de la courbe par lequel on
veul mener la tangente était a Vorigine des coordonnées. Or,
on peut toujours transporter I'origine au point par fequel
on voudra mener la tangente. Ainsi, soit (=, %) ce point
il faudra substituer dans Péquation,

x=u+z, y=034+24
ct 'on aura, comme on sait,

S0 2+ )yt =0,
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En appliquant la méthode qui précéde, on aura encore

r,

a = -—]77

/¢

Telle est donc la valeur générale du coefficient angulaire de

la tangente, obtenue par un procédé qui se rattache a la
théorie des racines ¢gales.

.

La théorie des racines égales fournit encore le moyen de
déterminer les points d’inflexion d’une courbe

S, y)=0;

il suffit en cffet d’exprimer que la droite MN ,
y=ax-40,

a trois points communs infiniment voisins sur la courbe, ou
que I'¢quation Slxyax+0)=0
a trois racines ¢gales entre elles; et de méme pour les cas
de contact plus intime, ot la courbe est coupée par la droite
en un plus grand nombre de points. Mais il existe pour
toutes ces déterminations des méthodes plus expéditives ; ces
méthodes ne doivent pas étre exposées ici.



