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THÉORÈME SUR LES CONIQUES SEMBLABLES,

et démonstration du théorème 4 de la pag. 57, t. I.

Soient deux coniques concentriques, semblables et seinbla-
blemcnt situées dans un même plan ; si, par un point quel-
conque pris sur une de ces coniques, on mène trois droites
respectivement conjuguées aux côtés d'un triangle inscrit
dans la seconde conique; les points où les droites rencon-
trent, chacune, le côté correspondant, sont les sommets d'un
triangle dont Taire est constante.

Démonstration. Considérons la proposition inverse.

Soit ABC , un triangle inscrit dans une conique; prenons
AB pour axe des x et AC pour axe des,r; l'équation de la
conique est donc de la forme :

Atr
2 + Bxy -f Gr' + Djr +• Ex = 0 ,• (1)

Aucune des quantités A, C, D, E n'est nulle.

Soit MNP un triangle inscrit dans le triangle ABC ; M est

sur le côté AC ; N sur le côté AB ; et P sur le côté BC.

Coordonnées du point M ; x = 0 ; y = y ;

Ii. P;a: = z>».,y=y».

Si on désigne par T une quantité constante donnée, on ex-
prime que Faire du triangle MNP est invariable, en écrivant
la relation connue :

-jcy + T = 0. (2)

Les équations des droites respectivement conjuguées aux
«Mes AC, AB, BC et passant par les points M, N, P, sont •.
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= 2Cx" (4)
Ak'y - C k = Aky — Ckx'". (5)

( Voir l'équation 5 du 1.1, p. 495 ).
Le point P étant sur la droite BC, on a de plus l'équa-

tion
AE/"' + CDx' + DE = 0. (6)

Eliminant y , x'\ x"\ ƒ " entre les cinq équations (2), (3),
(4), (5), (6), on obtient Ay* + Bxy + Gr* -f Dr + Ex -f
- » AIT np

^ - — = 0 (7), calcul facile, au moyen des identités (p. 489,
Em

t . I ) .
Cette équation est celle du lieu géométrique du point de

rencontre des trois droites conjuguées, et c'est l'équation
d'une conique semblable à la conique donnée par l'équa-
tion (1), semblablement située et concentrique; de l'inverse
on passe facilement à la proposition directe.

COROLLAIRE 1. Si la seconde conique est la même que la pre-
mière, on a T = 0 ; alors les trois points M, N, P sont sur
une même droite. Ce qui démontre le théorème 4 de la p. 57
(vol. I ) .

Observation. Dans la parabole on a constamment m = 0
et T = 0f la proposition est d'une évidence intuitive.

COROLLAIRE 2. On a

IF

y" ~ 2ÂL
Donc lorsqu'on a une relation quelconque entre les quatre

quantités y , x", xn\ /", le lieu géométrique du point d'in-
tersection des trois droites conjuguées est toujours donné par
une équation de même degré que la relation , en considérant
les quatre quantités comme autant de variables.
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COROLLAIRE 3. Transportant Vorigine au centre, les équa-

tions de la conique donnée et de la conique semblable de-

viennent :

Gr*+ - = 0 (page 492, t. ï)
m

m

où t désigne le rapport linéaire de similitude.

£aL L;

On a aussi = — ; L' étant ce que devient L dans la se-
ra m

. T , . . 4ACLT
conde conique; mais L = L + //i. -=^=—, donc

où S est l'aire du triangle ABC et 7 l'angle CAB.

COROLLAIRE 4. Si le centre d'une ellipse est le centre de

gravité du triangle inscrit ABC, le théorème de M. Steiner

est applicable ( théorème 2, p. 57, t. I ) ; c'est ce qu'on voit

de suite par la méthode projective ; il est facile aussi d'établir

directement cette propriété ; en effet, les coordonnées du cen-

tre de gravité du triangle sont : ~-^- et — - ; on doit done

. — E k - D U
avoir ~~^- = — ; — - = — ; ayant égard à cette relation,

3vi m 3A TU

l'équation de la courbe prend cette forme :

B (DV+DE.rr + EV) + D E (Dr+Ex) = 0; (1)

on a ensuite
, 2EX+EY

m~ 3B 5 m 3 B " i < r ~ 2D ; X'~ 2E '

X et Y désignant les coordonnées courantes de la conique, la

droite qui passant par les points M, N, P, a pour équation :

y [3BX-HD]~.r[3BY + E] =I)Y—EX,
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le diamètre qui passe par le point (X, Y) a pour équation :

âD^EX+DYJ^E [2DY+EX] x=, [2EX+DY] [2DY+EX];

éliminant x et faisant attention à l'équation (1), il vient

- I — E - . * _ ?
r ~ 2 6 B î t r " ~ 2 6B

coordonnées du milieu du demi-diamètre qui aboutit au
point (X, YJ.

Observation. Dans l'hyperbole, il est impossible que le
centre soit le centre de gravité d'un triangle inscrit.

Nota. MM. Querret et Sturm ont démontré le théorème,
pour la circonférence seulement ( Annales de Gergonne, 1.14,
p. 280 et 390, 1823 ). Le théorème est, je crois, de Lhuil-
lier. La méthode projective peut servir à reconnaître cette
propriété dans Tellipse, mais non dans l'hyperbole. M. Vidal,
élève du collège de Montpellier, nous a adressé une démons-
tration du théorème 4 ( p. 57 ) au moyen de la méthode pro-
jective dans l'ellipse; ensuite il démontre directement ce
théorème pour l'hyperbole équilatère; et de là, encore par
la méthode projective, dans une hyperbole quelconque.

Tm.


