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NOTE

Sur la résolution de deux équations du second degré ¢ deux
neonnues ;

PAR M. L. ANNE,

Ancien éléve de Ecole polytechnique, répétiteur de mathemati

ques au College
royal Louis-le-Grand.

—

Des applications de cette théorie ont plusieurs fois ¢é(6
proposées au concours général des colléges pour les classes
de mathématiques élémentaires et spéciales; elles conduisent
a des observations qui peuvent étre utiles aux €léves . c'est
uniquement sous ce point de vue que y’ai cru devoir donner
plus d'extension & la question déja traitée dans ce J. ournal
page 34, t. 1.

Voici quelques-unes des équations dont la solution a été
proposée au concours :

V' ayta@+ty)=p, 2"+ 4200 4y)=q.

)
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L’addition de ces deux équations, donne :
(x+2)" +@b+a) (x+y) —(g+-2p) =0.

En prenant pour inconnues x-}-y, etxy, onobtient faci-
lement les valeurs de x, y.

2°60.y° 122. xy +62.x* —216.y — 219. x-189=0.
12.5°+410. 2y }2. 2’ — 48.y — 23. x +21 =0.

ﬁi.x—iosi xr—18

La premiére donne : y =

60 60
24—5.x x418
: = =+ .
Etla seconde y 1 )

On reconnait ainsi que les équations sont décomposables
en facteurs rationnels du premier degré; leur résolution se
ramene a celle d’équations du premier degré.

3 y’—:z'y-—Q.r’ “+y -+ bx—4=0.
y'+xy—6x"43y +12. x—2=0.

Leur somme est y* 2y — 42"+ 8xr—3=10

Dou y=—1=x2(x—1).
Leurdifférenceesty (r+ 1) —2.2" 442 +4-1=0, elc, etc.
ko ' —10xy 45y +16x" +-4=0

3y’ —24. 2y —8y + 452"+ 30x +5=0.

La premiére donne : y = SRr—1), 322—1)

2 2
Et la seconde : y= 4 (31'3‘“) + (3x3— 1)’

Ce qui montre que les équations proposées sont décom-
posables en facteurs rationnels du premier degré.

5° 2y? —dxy + 5y 422" —xr—3 =0
3y* +10xy —5y 432" —Txr+2=0.
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4 4
,_—_5 (—2x41) 4 8x—1
6 6
Considérons les équations générales
Ay’+Bzxy +Cx’+Dy +Ex+F=0
Ay 4+ Bxy+Cx'4-Dy+Exr4F =0

dont on demande les solutions.

On en déduit : y=

La marche la plus naturelle 4 suivre est de s’assurer si
T'une d’elles, ou toutes deux peuvent se décomposer en fac-
teurs rationnels du premier degré, et pour cela, il suffit de
résoudre chacune des équations proposées par rapportal'une
des inconnues.

La premiére donne
Bx+4D
T 2A

1 2 2 2
+ §X\/(B —4AC)z*+-2(BD—2AE)z + (D' — 4AF)

Siletrindmesoumisauradical estun carré, les deux valeurs
de y s’expriment en fonction rationnelle de -, de la forme:

Yy =mx+tn, y'=pr+q.
La premiére des équations proposées, peut s’écrire :
(y—mx—n) (y—px—q)=0.

Si la seconde peut subir la méme décomposition , elle

donnera:
(yr—mzx—n)(y —px—qg)=0.

Etlessolutions demandées s’obtiendrontenrésolvant chacun

des quatre systémes.

1 {y—-—m.r —n=0 g (y—mx—n =0

y—mx —n'=0 {y——p’x —q'=0

{y——zw —q=0 {J—Px —g =0
! ! 4 !

y —mx—n'=0 y—px—q =0.
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Remarque. Si, aulicu de résoudre la premiére équation par
rapport & y, on Pavait résolue par rapport a x, il enserait
résulté :

= Q"C"E + 216\/ (B'—4AC)y*+-2 (BE—2CD) y+ (E* —4CF)

La condition qui doit étre remplie pour que le trindme,

lacé sous le radical, soit un carré, est la méme quesi I'on
avait résolu 'équation par rapport a y. Cest ce qu'il est fa-
cile d’établir par un calcul direct. En effct, pour que le tri-
néme, soumis au radical de 'équation résolue par rapport a
2, soit un carré, il faut que (BD—2AE) =(B"—4AC)
(D’ —4AF). Effectuant le calcul indiqué, supprimant B°D’

C .
dans Ies denx membres, multipliant ensuite par A et ajou-

tant a chaque membre B'E’4-4C'D*—4ACE’, il vient:
(BE—2CD)* == (B* —4AC) (E'—4CF); égalité qui exprime
précisément la condition nécessaire et suffisante pour que le
trindme (B'—4AC) y°+2 (BE—2CD y)--(E*—4CF) soit
un carré.

Analytiquement ce résultat est évident, puisque les égali-
tés dont il s’agit sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour que I'équation générale du second degré représente le
systéme de deux lignes droites.

Si une des équations proposées, par exemple, la premiére
est seule décomposable en facteurs rationnels du premier de-
gré; les solutions du systéme proposé seront données par
celles des deux systémes :

(1) {y—mz—n=0, A'y’4-B zy-+Cz"+ Dy E'x+F=0.
@) {y—px—g=0, A'y’+Bzy +Cx'+Dy+Ez+F=0.

Si aucune des équations proposées n’est décomposable en
facteurs du premier degré, on éliminc une inconnuc par une
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des méthodes connues, soit par comparaison, soit par réduc-
tion. _*

Par comparaison. On résout chacune des équations par

rapport a la méme inconnue, et on égale les valeurs trouvées,
puisqu’elles doivent étre communes :

(1)  Ay’+Bxy+Czx’+Dy+Ex+4F=o0.
(2 Ay'4+Bxy4-C2*+Dy+Ex-}F=0.
On déduit des valeurs de y de la forme

3 »=M:z=£V/N pour Yéquation (1)

&) y=M=}/N pour I'équation (2)

M et M’ sont du premier degré en x, et N et N’ sont du
second degré : égalant et opérant :

(5) M=) /N=M=xVN
(6) (M—M)—(N+N)==%2}/'N.N
{7 [(M—M)—(N+N)=4N.N

Cette équation, si elle ne s’abaisse pas 4 un degré inférieur,
est évidemment du quatriéme degré.

A une valeur de x correspondent deux valeurs de y dans
chacune des équations proposées, d’ou résultent seize systé-
mes de valeurs, parmi lesquels quatre seulement sont com-
muns aux deux équations proposées.

Eu effet, soit x =« une des racines de I'équation (7); «, sub-
stitué a4 x dans 1’équation (7) rend le premier membre iden-
tiquement égal au second ; cette valeur o, substituée a x dans
Yéquation (6) ne rend le premier membre identiquement
égal au second , qu’autant qu'on affecte le second membre
du signe du résultat donné par le premier, par excmple,
le signe }; de 1a unc premiére restriction. Le produit
des radicaux étant positif dans I'équation (6), ils sont de
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signes contraires dans Iéquation (5) ; donc « est solation de

Vune des équations
M+VN=M—VN
M—VN=M+VN

et d’une seule, puisque chacune d’elles est incompatible avec

Yautre. Eneffet, par une valeur numérique atiribuée a

x, M, M', N, N' déviennent des nombres et donnent par
exemple

»

M4V N=M—VN
d’ou
M—V'N<M+4+VN<M—V N et afortiori
M—VN<M+VN

Ces restrictions proviennent de ce que chacune des quatre
€quations

M4V N=M+VN M—\/N=M+VN

M+VN=M—yN M—}VN=M—VN
dans lesquelles doit se décomposer I'égalité

M=V N=M=}N
donne la méme équation finale.

Analytiquement ce résultat s’explique facilement ; deux
sections Loniques ne peuvent se couper en plus de quatre
points et I'équation finale que l'on vient de trouver est
V'équation dont les racines sont les abscisses des points com-
muns aux deux courbes; mais a chaque abscisse correspondent
geénéralement sur la courbe deux points, et alors les quatre
abscisses

r=a, X=a, =0, rT=o,

Y

donnent donc seize paints dont quatre senlement sont com-



— 201 —

muns aux deux courbes, c’est-a-dire ont la méme ordonnée
et la méme abscisse.

Par réduction. Reprenons les équations générales :
(1) Ay* +Bay + Cx* +Dy +Ex+F =0
@) Ay’ +Bzxy+Cx 4Dy +Ex+F=0
je représente par M =0 et M' =0 ces deux équations; entre
M et M’ j’élimine un des carrés, par exemple celui de y;

pour cela, je multiplie M par A'; M'par A et je les retranche
T'une de Yautre, soit le résultat

MA'—AM'=0=y (ax+b)— (cx’+dx+f)=0

alors appliquant aux équations M=0, M'=20 les raisonne-
ments connus, on voitque I’on peutremplacer M=0, M'=0
par M=0, MA'—AM'=0.

L’équation MA'= AM' du premier degré par rapport a y,
cx’ tdrtf ... {3). Si cette fraction est irré-

ax+b

ductible on la substitue dans M =0, et il en résultera une
équation M" =0, qui sera généralement du quatriéme degré
en x. Chacune des racines de M — 0, substituée dans (3),
donnera la valeur correspondante de ». On aura ainsi les
quatre systémes de valeurs sans ambiguité.

Si cx*-+dx -4 [ est exactement divisible par ax 0,
il enrésultera

_cx’tax—+f
AT S S

donnera y =

En substituant p x 4- ¢ 4 » dans M =0, on aura une équa-
tion du second degré qui ne donne plus que deux systémes
de solutions ; cette réduction de lavaleur de y, réduction que
les régles du calcul prescrivent, semble donc avoir fait per-
dre deux solutions; mais il n’en est rien. L’équation (3) peut
sécrire y (ax +-b)=cx’+dx+ f=(ax+0b) (pxr+q);
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d'ou (y —pxr—gq) (ax-+4b)=0. Donc, les solutions seront
données par les systémes

{_y—-p.z—g:O, M:O.}, {ax—l-b:O,M::O.,.
Et ces solations seront encore au nombre de quatre.

Si 'on n’avait pas fait cette réduction de la valeur de y,
le calcul I'aurait indiquée. Car, en substituant la valeur frac-
tionnaire de » dans M=0, on obtient, lorsque cx’--dx
+f=(ax +b){pxtq):

(ax+0)[A(pa+ q)+(Bxr+D)( pxr+q) +Cx'+Ex+F] =0,

S . . . b
¢quation dont deux des racines sont égales a — —.
a

b , 0 .
Cette valeur - de x, substituée dans y, donne-a , ce qui

avertit de la présence du facteur commun.

Analytiquement, cela tient a ce que les deux sections coni-
ques, représentées par les équations (1) et (2), se coupent
sur deux droites dont une est parallcle a 'axe des y, car
I'équation (3)

y (ax4b)—(cx’+dx4f)=0,
combinaison de (1) et (2) représente une courbe passant

par le point commun de (1) et (2), et cette courbe, comme
vari¢té d’hyperbole , se réduit a deux droites,

y=px-+tagq, ar+b0=0,
dont la seconde est paralléle a 'axe des y.

Enfin quelle que soit la méthode cmployée, elle conduit
généralement a une équation du quatriéme degré , qui, sou-
vent, ne peut s¢ résoudre sans le secours de la théorie gé-
nérale des équations. Si I'équation finale en x, a laquelle on
arrive, est dans ce cas, alors il faut recommencer les calcnls,
et éliminer x au licu de ), parce que l'on peut avoir une
¢quation finale en » que Von sache résoudre.
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Quand une équation du quatriéme degré peut se résoudre
a la maniére du second , ses racines sont de I'une des deux
formes ,

x:il/ai\/_z 0ubienx=cil/ai-\/7)—.

Sil’on veut remonter aux équations dont proviennent ces
valeurs, on voit que la premiére provient d’une équation
ne contenant que les puissances paires de 'inconnue et de la
forme,

2id-parrtg=0,
¢quation résolue dans toutes les algébres.

La seconde forme provient d’une équation compléte du
quatriéme degré, mais dont le premier membre est la diffé-
rence de deux carrés,

[(@—cp—al—(V'})" =0,

etil est clair que toute équation compléte du quatricme degreé,

2t pri+qgx*+Re4-5=0,
dont le premier membre pourra se décomposer cn deux
carrés, soit de la forme
(*+ax+b)’—c'=0,
ou bien de la forme
(' + ax+0) —c’'x*=0,

pourra se résoudre immédiatement , car elles donnent :

La premicre, (x*4ax+b+c) (2" 4ax4b—c)=

La seconde, (x* +-ax+4b-+4cx) (' +axr—+b—cx)=0.

Premier exemple. x*— 222% 4 1242" — 33— 10=0.

Extrayant la racine carrée du premier membre, on a
3, . 49 .
x’—ux—}-é ala racine, et— T pour reste; donc I'é-

quation proposéc cst identique a
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(.z"——“x—{- % —%?_—_(.z-’— 1z + 5) (' —11x —2) = 0.

Les racines seront données par
2 —xr+5=0 et ' —11r—2=0.

Deuxiéme exemple. Txh — 40x3 732" —60x +-36=0.
Pour éviter les radicaux , je multiplie par 7,
492t —280x° - 5112 — 420x 4252=0;
extrayant la racine carrée du premier membre,
111 3660 37071
on a 7x*—20 — i __(_.__ —
alx x 1l‘ala racine, et M.z' 196
pour reste. Comme ce reste n'est pas un carré parfait, le
premier membre ne peut subir la décomposition de I'équa-
tion précédente, cependant (et cet artifice de calcal est a
noter, vu ses nombreuses applications) si 'on retourne I'é-
quation,
36 —60xr 4 732" — 4023+ Tx'=0,

et que l'on extraie la racine carrée du premier membre,
on trouve (6 — 5x-}-42?) & la racine, et —9x* pour reste ;
donc, I'équation est identique a

(6—5x + 42’y — (3x) = (6 —5x + 4x'+ 3x7) (6 — 52
+ 42" —32"y=0,
dont les racines s’obtiennent comme dans 'exemple précé-
dent , en égalant chaque parenthése a zéro.

Troistéme exemple. x* — 1023 + 23x* — 30x +9=0.
Dans cet exemple, 30, coefficient de x, est le produit
de 10, coefficient de =3, par 3, racine carrée du terme tout
connu. Donc, le premier membre est identique a une expres-
sion de la forme (ax’ 4 bx J-¢f —d’x*=0.
En effet, complétant le carré, on a
(' —B3x+3)—8x'=0,
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—5 est 1a moitié du coefficient de x3, et 3 la racine carrée
du terme tout connu,

('—5x4+3—22V 9 (@"— 5x 43+ 22V 2)=0,
dont les racines sont données par
=542V 2 x+3=0 et 22— (5—2V 2xrt3=0.

Enfin, il est clair que si, par un moyen quelconque, le
premier membre de I'équation

x4+ px*+q2*+Rx +5=0,
se décompose en deux parties quelconques de la forine
M4+ N'=o0, ou bien M'— N*=0,
dans le premier cas, on posera
(M4+NV 1) (M—NV "1y =o,
et dans le second , (M +N) (M —N)=0.



