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AVANT-PROPOS

Lors des nombreuses applications auxquelles donnent lien les
précieuses propriétés des diverses transformées intégrales, la
tdche de I'utilisateur se trouve largement facilitée s’il dispose de
tables de transformées. La transformation de Laplace et celle de
Mellin étant fréquemment rencontrées dans plusieurs domaines
de la mathématique appliquée, plus particuliéerement dans les
techniques mathématiques utilisées par les électriciens, les mécani-
ciens des fluides, les probabilistes, il nous a semblé opportun d’établir
un formulaire se situant & égale distance des simples listes de corres-
pondances figurant dans les ouvrages de base et les tables exhaustives,
précieuses pour les spécialistes, mais assez peu maniables.

Nous présentons ici un formulaire qu'une expérience déja ancienne
nous laisse espérer apte & éviter perte de temps et recoupements
fastidieux. Deux points nous sont apparus essentiels : d’abord faire
précéder nos tables de brefs rappels théoriques. Ensuite dresser
simultanément les listes de correspondances directes et inverses,
en incorporant chaque fois distributions et parties finies d’intégrales.

Nous remercions vivement la Maison Gauthier-Villars pour tous
les soins si attentifs déployés par elle dans 1’accomplissement d’une
entreprise ingrate et techniquement ardue.

L'un des auteurs appartient au corps des chercheurs du C. N. R. S.
et tient & manifester sa gratitude envers cet organisme pour l'aide
et les facilités qu'il a bien voulu lui accorder.






a, b,
a, ﬁs
j’ k’
C,

m, n,

TABLEAU DES NOTATIONS

variables réelles

variables complexes,
Rez, Im z, | z|, arg z, désignent respectivement
la partie réelle, la partie imaginaire, le module
et I'argument de z

paramétres complexes
paramétres réels

entiers ou 0

constante d’Euler-Mascheroni,

log C = 0,577 215664 901. . .

) o1 1
- (32) ]

base des logarithmes népériens
« unité imaginaire », i*? = —1
ensemble des entiers >0
ensemble des entiers > 0

=(p’+a’)%, R=p+r
=@ —a), S=p+s

n!

== ﬂ—(rT:——.T)_l" coefficient binomial
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2 TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN

T +1)

(;) =ToFDro—13qteRouiel

Oh = 2 Gdem)

o) v+ D (v +j—1), =1

Bu. =20 ")’c(z n), n> 1, B, = 1, nombres de Bernoulli

@2n)y
définis aussi par le développement (lz]<2m)

1 5 (— 1)
—_1)r1=1—-z—
2E—1t=1—5z Z (2n)lB,,.z’"
n=1
Fonctions :
arc cos = arc dont le cosinus est égal & x : cos (arc cos z) = x;
on note de méme : arc sin z, arc tg z, arc cotg x
(ils’agit d’unerelation, non pas d’une application)

argchz = argument dont le ch est égal & z: ch (argch 2) = z;
on note de méme : arg sh z, arg th z, arg coth z
(méme remarque que précédemment)

1V si 3 AN
) -o(-—-)sln ﬁv—Jizv.pgjf i de Kelvin:
bei, (2) = TeF1F5)J] (2) ,fonction de Kelvin;
on en déduit ber, (2) en changeant sin en cos;
3T
bery (2) = i bei, (2) = J, (ei'Tz>
x
C@) - f cos 7 u* du, fonction de Fresnel [voir ei (2)]
[]
chz = %(e5 + =), cosinus hyperbolique
chi (2) =1logCz +22 (2 5’ |88 2] < cosinus hyper-
bohque intégral
, _ Ny :
Ci(2) logCz + H 5eHT’ cosinus intégral :

Cl(x)—-—-f cosu z>0



D, (2)

EQ@

ei (2)

ei* (2)

erf (2)

erfe (2)

erg (2)
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= 2;*%[% w3+1 1 (52’-), fonction du cylindre para-
2

=y -z

4 4

bolique (ou de Weber-Hermite)
3
! 11 .
=£ (1 — 22 sin? u)ni du = %gFl (—ﬁ’ i; l; Z’), inté-
grale elliptique compléte du deuxiéme genre
S (— z)/
=logCz +j§ S(J—zl)) »| argz| < m,exponentielle intégrale:
. e T ew .
el(x)=—j; Talu=f_.jdu si z>0;
ei (i) =Ci(|x|)-i[$i(x)—§sgnz]
—1logC 2 la 0;
og z+j§1(”),l rgz| <
. Ter .
ei* (z) =Pff Sdu s oz>0;

ei* (iz) = Ci (|z|) +i[Si @) + gsgnz]

-2 S k) Y i ’ :
= “2(21, ™ l)jlz’ , fonction d’erreur :

erf (7) = E__fxr"' du;

erf (ﬂﬁz) —V3éi[C @) —iS @)

= 1—erf (z), fonction d’erreur complémentaire :
erfc (z) = \/_25]; e du

= — i erf (iz), fonction d’erreur associée :

erg (z) = ‘/—21_: f ze“‘ du
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f (2 m, n) —Z T — S d Y/ mT D z¢-m, sinus d’ordre supérieur

(ousinus d’ordren) (m = 1,2, ...,n):
fz1,2)=sinz,  f(z2,2)=cosz

(O8]

confluente)

Fi(v; 23 2) =2 () 7 1’ fonction de Kummer (hypergéométrique
I=

Fi(svid;2) = Z(P 2;\)( )i 7 i ,fonctlon hypergéométrique de Gauss

mFn (Vis <o s Vi3 Aty ones Maj 2) 2 ((;\11))], %’3}’ i fonction hyper-

géométrique généralisée
G (2) = f ) %e‘ du, intégrale de Gilbert
h z inus hyperboliques d’ordre
(2, m, n) —2 TW—mT1D sinus hyperboliques d’ordre supé-
rieur (ou sinus hyperboliques d’ordre n) (m =1,
2, ...,n):
h(z1,2)=shz h(z 2,2 =chz
v ‘E
H: (2) =3 @<xiN@=2¢€" IR, ( ) fonction
de Hankel,
V1437
o (—1y (f >
H, (2) =y : 2 — = Sy (2) -
,_ol‘( + J)I‘(v +3 +j) 21\ l‘(v + i)
fonction de Struve
He, (2) —(—l)"e’ & D@ (=012...)
polynéme d’Hermite

L (2) = i~ J, (iz), fonclion de Bessel modifiée



Li, (2)

Jv(2)

Jio (I)

K@

K, (2

kei, (2)
ker, (2)

L. (2)

L:(d

£,(2

My ()

N, (2)
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= Ji, (iz) — iz 3’ fonction de Bessel modifiée intégrale
. (_ l)i ( z )v+!l
ATGFI+D]I

(‘—l)l (2
= log g2+ 2 @RI , fonction deBesselintégrale:

J1.(z)=—f L@ 4,

» fonction de Bessel

=f (1—z=sin=u)‘*du=’2—‘,1:‘,(%,%;1;z-),intém1e
1]

elliptique compléte du premier genre

moEvI ’-‘
L @ — L@ = =i s ()
fonction de Hankel modifiée

T
} kery (2) = i keiy (2) = K, (eii? z), fonctions de Kelvin

e‘ dn il -z
miant e polynéme de Laguerre
e

nl dz

d— 7o+ g2 =2 <Z - k>( z)k, polyndme

k=0

de Laguerre généralisé

I

z—d

= {—v+1) H, (iz), fonction de Struve modifiée

o 1

= e I,F, (v—l+ 32y +1;z),fonctionhyper-

géométrique confluente

Nl-

= h@cosvr—J () fonction de Bessel de deuxi¢éme
sm T

espéce (fonction cylindrique de Weber-Neu-
mann)




0. (2)

Pr(2)

P} (2

Q)

S(z)

S» (2)

av (@)
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-2y (n—k —1)!<z)"""*’,n=1,;2, 3 ...

ogk‘-

0, (2) = z, polyndme de Neumann

1 e . _ @n)!
=gniaz@ D' =smarni®

XaF. (= "R ) = P (@) polyntme
de Legendre

- I‘(ll—-l)(zi});’F‘ (—wr +11-0:152),

2t } = 0siz =z > 1, fonction de Legendre

arg;

de premiére espéce
_eVaT A +v+1)

2+ T (v + §)

X|F1(1+;+1 1+;+2 +2,Z"")

arg (z*—1)=0siz=x>1,argz=0siz=2>0;
fonction de Legendre de deuxiéme espéce,

2
(z: —_ 1): Zz—h—v—1

= f sing u* du, fonction de Fresnel
)

=3 ("—‘"—1)'(;) 'n=1,2,3,...,5(2) =0,

°£k<-

polynéme de Schlafli :

nS,.(z)=2zO,.(z)-—2cos’n;
2+ F,(1.A—»+33+v+3 2
T@EFI— 2 T 2 'T1)

fonction de Lommel
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2)—1 A— 1 Adv 41
S @) = 0 () + T (At r ()
X[J_v(z)cosX;”n —-J (z)cosl ; vn],
fonction de Lommel
—1 s z<0) .
e ={+1 s z>o}s‘g"°"’”
shz = % (e® — e—2), sinus hyperbolique
i 2/ inus hyperbolique intégral
shi (2) =§(2i+l)(2j+l)l’ sinus hyperbolique intégra
Si(2) = : shi (iz), sinus intégral :
Si(2) = f SI—n-y—du [voir ei (2)]
i) =siQ)—3 SI(x)——f —-du, >0
tgzx = ‘Zl:?, tangente
thz = %f, tangente hyperbolique
U@ _ { 0 si z<0 ‘%fonction de Heaviside (échelon
11 si z>0) unité):
0 si z<a
@Ue—a={ . 4 iSi0
W) = o) M@ + M )
fonction hypergéométrique confluente de Whit-

taker

() Ne pas considérer cette notation comme un produit de fonctions.



Vi (2)

W (2)

X2 (@)

Z¥ @)

B0

I'(2)

Y(z7%)

T(z?)
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o mrap()
=j=oj!(n FPlm+2j—1D)!
fonctions de J. C. Costello
z \ 2+ j+t
5 (2)
TMiinF Pl + 2]+ 1)1

j=o0

= ber, (2) bei,, (z) — bei, (2) ber), (z)

= bei,,® (2) + ber? (2),

. (E)znﬂi
3 . .
=2 TE T pT@F i1 = b @ + beii @)

j=o
z 2n+4j—1
(3)

e
=§j§i!(n+i)l(n+2i-—l)l

= ber, (2) beil, () + beix (2) ber, (2)

*»*
® &

1
=pff w—t (1 — u)— du
[}

TOTO, , v z0—1,—9,.

=TeT9Y .
fonction eulérienne de premiére espéce (fonction
Béta)

=Pff°e—uua—i du, v 0, —1, —2, —3, —. ..,
0

fonction eulérienne de seconde espéce (fonction
Gamma)

fonctions de Prym (ou fonc-

2720 =L =2 O ns Gamma incomplétes)

=z ¢,Fi(z;24 1;50), }
=T@)—719)



Y(z )

3 (2),
4

{(z )

0, (z| a)

0. (z| a)

0, (ZI a)

0.(z| a)

©(z; B, a)

®(2)

v (2, @)

TABLEAU DES NOTATIONS 9
(] o
.—.Pff e u du, T (z, o) -_-f v uw—tdu, a> 0
[} . -]
distribution de Dirac

= { (z, 0), fonction Zéta de Riemann

=Z(j + a)~5, fonction Zéta généralisée
‘=1
1 L
=2¢" Q1) ¢g+sin2j + D nz
j=o0

—2g Bgiicos@j+1)mz g=em,Ima>0

j=o0

=1+2Zqi’cos2i1rz

i=0.

=14+ 22 (—1)/ ¢/ cos 2 j  z, fonctions Théta de Jacobi

j=0

_f. z ub du
“J, Ta+«+DTE@E+1)
fonctionMu (e > —1,8> —1)

=2 [(z +n+ %) log (ﬁ_—i) — l], fonction

de Binet,

- e - z
= rareent=f rarntee> D
fonction Nu,



10 TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN

¢ (2 —I_‘—((—)) = —logl‘(z), dérivéelogarithmique de Gamma :
¢ (1) =—1logC; 1 1
d(n+1)=—logC+1+ gt
n>1;
Y (@) = (—1)+nlf(n+1,2),
n>1.

Notations de Bachmann-Landau :

[@D=0@@)z—>a
signifie que =—= (@) est borné quand z > a;

?(2)
[@=0((@) z2>a
signifie quel()—->0 quand z - a;
f (2) ~ 9 (2) signifie que,8—>1 quand z — a.
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TRANSFORMATIONS
FONCTIONNELLES INTEGRALES

1.1.
L’équation
(lsl) g(s)= K(S’t)f(t)dt

(4]

définit une fransformation fonctionnelle intégrale. Un noyau K (s, f) et
un contour (C) étant choisis, on fait correspondre ainsi a4 chaque
fonction f (f) d’un certain ensemble #, sa transformée g (s).

f (D est dite fonction originale, ou encore, la fransformée inverse
de g ().

Plus généralement, soient deux points P (zy, ..., Zm), Q (&, - .., &)}
I’équation

1) 1@ = [ K@, Qf@dr

(D)

ol dr = dt,...dt, et (D) désigne un certain domaine d’intégration,
définit la transformée g (P) de f(Q).

Une transformation fonctionnelle intégrale correspond & un opéra-
teur linéaire. La notation & { f(f) } peut désigner indifféremment cet
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opérateur ou la transformée g (s). D’autre part, lorsque la transfor-
mation est bien précisée, il y a souvent avantage a désigner

par f(s), 3(s), ..., les transformées de f(f), ¢ (), .... B~ désignera
I'opérateur inverse de Z,

g =rO.

A certaines opérations effectuées sur l’original correspondront des
opérations effectuées sur la transformée. L’ensemble de ces corres-
pondances, ou régles opérationnelles, constituera le calcul opérationnel
particulier relatif a la transformation fonctionnelle intégrale envi-
sagée. On congoit, dés lors, que les propriétés de certaines fonctions
puissent, & I’aide de telles régles, se déduire des propriétés, souvent
plus immédiates de leurs transformées.

Enfin, ces calculs opérationnels sont quelquefois efficaces pour la
résolution d’équations différentielles, intégrales, intégro-différentielles
du seul fait que la transformée de I'inconnue se trouve ainsi astreinte
4 satisfaire 4 une équation plus facilement résoluble que celle proposée.
Une fois connue la transformée de la solution recherchée, il ne restera
plus ensuite qu’a déterminer I'original. Le procédé s’applique aussi
aux équations aux dérivées partielles et permet d’atteindre plus
aisément les solutions devant satisfaire 4 des conditions aux fron-
tiéres imposées.

1.2.

Les transformations fonctionnelles intégrales le plus fréquem-
ment envisagées dans les applications sont les suivantes :

1.21. La transformation de Laplace, définie par le noyau
K(s ) =e~,

1,2 £{f@®)= f £ dt =T (s),

et C désignant un contour du plan de la variable complexe £,

Un cas particulier de cette transformation et qui a donné lieu a
de nombreux développements est celui dans lequel le contour d'inté-
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gration (C) se confond avec le demi-axe réel positif. La variable ¢
est réelle et positive et la transformation est dite parfois iransfor-
mation de Laplace « unilatérale », ou encore fransformation de Laplace-
Abel (le mathématicien norvégien Abel I'ayant systématiquement
utilisée dans certaines de ses recherches).

Lorsque le contour C se confond avec I’axe réel tout entier la trans-
formation est dite bilatérale; on écrit quelquefois

1,2) s i) = [ ear@a

1,29 eulfO)= ) enfoa

On démontre que la transformée de Laplace-Abel unilatérale £, { f (f) }
est une fonction holomorphe de s dans un certain demi-plan R (s) > «
(voir § 2.13). 11 résulte que les transformées de Laplace-Abel cons-
tituent une classe de fonctions beaucoup plus restreinte que celle
des fonctions originales (fonctions £-transformables).

1.22. La transformée de Fourier
1,3) F{F@®) =(21r)_%f+”r‘“"F(t)dt=F(m)

n’est pas distincte de la transformation de Laplace-Abel bilatérale et
s’y raméne par un simple changement de variables :

io=s, F@O=0n)if0.
1.23. La transformation de Mellin

(1,4) @(s)=f°'t=-w(t>dt=mmos

est, elle aussi, rattachée 4 la transformation de Laplace bilatérale;
il suffit de poser dans (2")e* =z, f (log }:) = ¢ (2).
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1.24. La transformation de Hankel (d’ordre n).
.5 CRy T @Va) fOdt =2 (O}

est définie par le noyau J, (2 yst). J. (2) désigne la fonction de Bessel
de premiére espéce d’ordre n

e (%)n-odl
n

1. () =KZ__0KII‘( TR+

Dans la transformation de Hankel on suppose n >~ — L

[

13.

La transformation de Mellin mise & part, toutes celles qui viennent
d’étre citées sont & noyauxr symétriques : K (s, {) = K (¢, s). En fait,
les noyaux sont de la forme K (u) avec u = sf. Un noyau réel K (sf)
est appelé noyau de Fourier lorsque

b o
i;{f(t)}=f K (s f () dt = f(s)
entraine ‘

-_— b rd
e {fo) = Kei© =10

(La détermination de tels noyaux est facilitée par I'utilisation de la
transformation de Mellin (voir § 3)).

14.

Les transformations fonctionnelles intégrales & noyaux symétriques
donnent lieu & une formule générale connue sous le nom de for-
mule de Parseval.
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Soit K (2, £) = K (§, %) un noyau symétrique. Sil’on écrit le produit
intégral

[%mﬁww

dans lequel le segment a, b se confond avec celui adopté dans la défi-
nition de la transformation, on a

fabﬂ(t)fs(t)dt—_-fabf,(t)dtfabx(t,g)f,@dE

-_.fabf,(g)dz,fabK(E.,t)fx(i)dt
d’ol

[ b
.9 [rotoa=[Tfonoa

Cette derni¢re relation n’est valable que si I'on sait justifier I'inter-
version des intégrations qui permet de I'écrire. Une vérification est
donc nécessaire lorsque I'intervalle d’intégration [a, b] est infini, ou
bien si I'une des fonctions envisagées devient infinie dans le domaine
d’intégration.

On notera enfin qu'une transformation i noyau symétrique définit
un opérateur linéaire auto-adjoint.

MAM. DE 8C. MATH. — N° 169 ]






TRANSFORMEES DE LAPLACE
UNILATERALES

2.1.

On a défini plus haut la transformée de Laplace unilatérale (trans-
formée de Laplace-A bel)

@.1) 2 () =fo+°rmf(t)dt=f{f(t)}

Elle n’est définie que pour les valeurs de p rendant convergente
I'intégrale du second membre (intégrale de Laplace). f(f) est dite
« £-transformable » quand il existe un ensemble non-vide de valeurs
de p pour lesquelles I'intégrale de Laplace converge.

La seule hypothése de £-transformabilité étant trop générale pour
les applications, on se trouve amené 4 imposer des conditions supplé-
mentaires & f(f). Lors d’'une premiére étude des propriétés essen-
tielles des transformées de Laplace, les deux conditions suivantes
sont souvent adoptées simultanément.

a. f(f) est absolument intégrable au voisinage de Uorigine. ¥ a > 0,

lim f “I (0| dt existe.

E>40

b. f(H et ' (D sont continues par morceaux pour te]0, + ool.
(En d’autres termes, f(f) est de la classe C,). Il résulte que f(f) est
4 variation bornée dans tout intervalle fini inclus dans ]0, 4 oo[.
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2.12. TaEorREME 1. — La convergence de lintégrale de Laplace
pour p = p, = U, -+ iv, entraine la convergence uniforme dans tout

domaine (S) borné pour lequel |arg (p —po) | S a < g (C’est-a-dire

dans tout domaine intérieur a I'angle de sommet p, et d’ouverture
inférieure & m, ayant pour bissectrice la demi-droite issue de p, et
paralléle & la direction positive de I’axe réel dans le plan de la variable
complexe p.)

CorOLLAIRE. — La £-fransformabilité de f (f) pour p = p, entraine
la £-transformabilité pour Re p > Re p,.

Le nombre réel « = inf { Re{ }, ou § désigne toute valeur de p
pour laquelle I'intégrale de Laplace converge, est I'abscisse de conver-
gence simple.

2.13. TutorkME 2. — ¢ (p) est holomorphe dans le demi-plan
Rep > a.

Ona¢@=2{—tfO) @ =r{(—DfO}
On ne peut rien affirmer, a priori, quant 4 l’existence de l'inté-

grale de Laplace sur la droite Re p = «. D’autre part, le théoréme
énoncé implique la possibilité de prolonger analytiquement f (p).

2.14. TutortMmE 3. — Si lintégrale de Laplace converge absolu-
ment pour p = p,, elle converge absolument pour Re p = Re p,.

On peut ainsi définir une abscisse de convergence absolue P = a.

Sur la droite Re p = {3, I'intégrale de Laplace est soit convergente
en tout point de cette droite, ou bien ne converge en aucun point
de celle-ci.

2.2. Rigles opérationnelles

Parmi les régles opérationnelles les plus immédiates il convient de
signaler d’abord les suivantes, car elles sont systématiquement utilisées :

2.2 rp—a)==r{ef@D}
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2,3) e =2{ft—a)Ul—a)} (@>0),

@9  o(B)=asif@) (@>0)

On note ensuite la régle
2,5 @ =L{nfO}

envisagée précédemment. Enfin deux autres régles jouent des réles
fort importants : celle concernant la transformée de la dérivée f’ (f);
celle concernant le transformée du produit de convolution f4 g. I
convient de les énoncer de fagon trés précise.

2.21. La régle relative 4 la dérivée f' (f) conduit & imposer & la
fonction originale f (f) les trois conditions suivantes :

(a) [ (?) est continue pour £ > 0, dérivable pour £ > 0;
(d) 1’ (D) est continue par morceaux pour {> 0;

(¢) f(f) est d’ordre exponentiel un. [Autrement dit, il existe des
constantes a> 0, A>0, £, >0, telles que |f(})] <Ae* pour
t>16>0]

On a alors

2.6) L{f@l=pe@®—[(+0.

Les conditions énoncées sont suffisantes, mais nullement nécessaires,

1 _1
ainsi qu’on le constate en prenant f(f) = (la dérivée — %t ¥ étant

continue par morceaux seulement pour >0, et point pour f€ [0, + oo[)-
Un autre énoncé de la régle consisterait a substituer aux trois
conditions précédentes les suivantes :
(a’) f (f) continue pour ¢ > 0;
(b) ' (O continue par morceaux pour { > 0;
() f(®, f' (D) sont L-transformables.

Elles entratnent que f (f) est d’ordre exponentiel un et que la limite
f+0) = ‘l;lj.ln [ (D) existe, finie.
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2.211. On a aussi

@.8) £(f"O}=p"o@—[p—[(+0)
+ P+ O+ [ (+ 0)

lorsque f(f), f'(f), ..., f*" (f) sont continues pour {0, f™ (f)
continue par morceaux pour { > 0 et d’ordre exponentiel un.

2.212. Lorsque f(f) est continue par morceaux pour { > 0, d’ordre
exponentiel un, et posséde partout une dérivée (finie) a droite et une
dérivée (finie) 4 gauche, on démontre que

2.6 £{f'O)=pe@—Xe"f (@ +)—f @)
k

Zy, Zs. ... désignant les points de discontinuité de premiére espéce de
f (). La sommation au second membre peut s’envisager comme la
transformée d’une suite de « distributions de Dirac » (voir § 6).

2.22. Le produit de convolution fx g de f(f) et g () est, par
définition, )
1= [ ft—9g@ds

Il est commutatif, associatif, distributif par rapport a I’addition.
On suppose ici que f et g sont continues par morceaux pour {> 0
et que les trois limites

im [C1f@1d Jim [lg@1a im 1701

e>+0JJ,

existent (finies). Dans ces conditions, et dans tout domaine du plan
complexe p ol les intégrales définissent £{f()}, £{g(f)} sont
absolument convergentes, on a

2,7 LifOxg@)=2{fO}£l90}

Cette régle opérationnelle reste valable sous des conditions moins
strictes.
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2.23. Une correspondance du type

L{gt )} = v (p)eelr,
ol u€[0, + o[ peut engendrer une régle opérationnelle

o (9) Fle )] =f{fo o, u)f(u)du}.

en posant f(p) = £ { f(f)}. Ainsi

t

@.8) Faogp) = f{ [ °"m%r—i;f(u)du}.

-

2,9) p 7 () =£{(nt)"fo+‘e‘7"f(u)du}.

L]

@,10)  ptF(pr) = A’{ f o (3) 32 \/th)f(u)du}-

2.3. Formule d’inversion

Etant donnée une fonction ¢ (p) qui satisfait aux conditions néces-
saires pour étre une transformée de Laplace [conditions qui ne seront
pas rappelées ici car I'introduction de la notion de distribution, envi-
sagée plus loin, va considérablement généraliser celle de correspon-
dance entre f(f) et sa transformée ¢ (p)], la détermination de la
fonction originale f(f) = £ {¢(p)} peut s'effectuer de diverses
maniéres. La plus systématique repose sur le théoréme de Riemann-
Mellin. On peut I’énoncer sous la forme suivante (due a Pincherle).

Soit ¢ (p) holomorphe dans un demi-plan Rep > a0 et de la
forme

v =5+ @>0),
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| B (p) | restant borné et A désignant une constante. On a

e@)=[ erfO@, Rep>c>ax,

avec
1 c—iw

2,11) fO=357 B e'’* ¢ (p) dp,

i

cette derniére intégrale étant éventuellement prise au sens de la valeur
principale d’aprés Cauchy, c’est-a-dire

c+ih
f@ = lim {i—lﬂ[_n e‘M)(p)dp}.

)--)+u

On appelle contour de Bromwich tout contour équivalent & celui
Rep=¢>0.

2.31. Un autre procédé d’inversion repose sur les développements
en série. Si

?(0) =X, (),
avec )

@) =~£{fr®}

on a, sous certaines conditions,

¢ (p) =f{iﬂ. (t)}-

n=1

2.311. Des conditions suffisantes de validité sont, entre autres, les
suivantes :

1o La série de terme général e—4¢ f, (f) (a€R) converge uniformément
sur tout segment [0, #;] quel que soit {; > 0, et de plus la série

if.“le‘“‘fu(t)ldt

n=1

converge.
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n=1 n=1

La correspondance Z o (p) = £ % 2 fa (t); est alors valable avec

Rep > a.

20 La série de terme général e—=¢ f, (f) (ae R) converge uniformément
sur tout segment [0, #,] quel que soit £, > 0, et de plus P'intégrale

f°+"2|e-atrn(t)|dt

est convergente.
La correspondance est ici encore valable pour Re p > a.






TRANSFORMEES DE LAPLACE
BILATERALES

3.1

La transformée de Laplace bilatérale
@, @ = erf@d="ralf®)

est une généralisation immédiate de la transformée de Laplace-Abel
a laquelle elle se raméne en remplacant f (f) par f () U (f). Elle corres-
pond ainsi 4 la transformée de Fourier

32 G@=-—r [ evg@d=5{g@)]
i

a laquelle elle se raméne en posant iw = —p, g(z) =27 f(2).
Enfin, I’étude de ses propriétés constitue une introduction & la trans-
formation de Mellin envisagée plus loin.
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3.11. Ona

6y aif0l=[ enfoa +[ enfoa
=[Toteoat [ erroa

A la premiére des intégrales figurant au dernier membre il correspond
un demi-plan de convergence défini par Re (— p) > —a. tandis
qu’a la seconde intégrale figurant dans ce dernier membre il correspond
un demi-plan de convergence Re (p) > a, (—2.12). La transformée
bilatérale définit une fonction holomorphe dans la bande

oy <Re(P)<ar si a1 <am

3.12. Les régles opératoires relatives a la transformation de Laplace
bilatérales se ramenant immédiatement & celles relatives & la trans-
formation de Fourier, il apparait inutile de procéder & un rappel de
la théorie de la seconde.

3.121. Une premiére régle est

6.9 Lalf O} =pLulf®)
valable si

lim e f(— lime? [() =0,

t>+w

La bande de convergence relative a f’(f) ne coincide pas nécessaire-
ment avec celle relative a f (f).

3.122, ' A lintérieur de la bande de convergence,

3,5) g () = La { (—D* O}
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3.123. 1l est facile de préciser des domaines de validité pour les
deux régles élémentaires et immédiates :

3.,6) Lufef@)} =e¢(p—a)),
(337) Bll{f(t""a)} =rap‘?(p)o
(CR)) Luff(@)} =a <p(%) (a> 0).

3.424. Le produit des transformées bilatérales est la transformée
d’un produit de convolution défini de fagon différente de celle adoptée
pour la transformation unilatérale. On a

3.9) f::{f_“f(t—u)g(u)du}= culf (0} Lalg@®).

[D’ailleurs, chaque fois que f (f) =0, g (f) = 0 pour < O,

S re—wo@an= [ re—ugwa]

3. 2.

La formule d’inversion
1 c+iw
—_— ¢,
f@= 2,,ifc_“ e? ¢ (p) dp

est encore valable pour la transformée bilatérale, le chemin
d’intégration restant situé dans la bande de convergence. Il
convient toutefois de souligner qu’'a une transformée ¢ (p) il peut
cette fois correspondre deux fonctions originales différentes si

les chemins d’intégration sont situés dans deux bandes de conver-
gence différentes.
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Ainsi, par exemple, ¢ (p) =T (p) ¢ (p) [ou ¢ (p) désigne la fonc-
tion dzéta de Riemann définie par

(o =35

s=1

et qui est prolongeable analytiquement pour Re (p) £ 1] est la

transformée bilatérale de fonctions originales différentes. On a, plus
précisément,

T(P)¢(P)=£ui(ec"—1)1} pour 1<Re(p) <+ o,
=Lnf(e — 1)t —et} pour 0<Re(p)<1,
=1:u{(e¢"—l)—‘—e‘+%} pour —1<Rep <0,

-------------------------

eN
= Jl’n{(ee"__ )t —e + %_zﬁ_lg—(n—m}
pour —2N—1<Re(p)<—2N+1.

[Il faut, en effet, tenir compte des péles de ¢ (p) qui sont ici

p=10 —1, —3, —5, ... et des résidus correspondants & ces
_ 1B, B Bu ]
2’21 41 77" @nyV’

poles qui sont 1,



TRANSFORMATION DE MELLIN

4.1

Si, dans lintégrale définissant la transformée de Laplace bila-
térale (§ 3.1) on effectue le changement de variable e* =z et si

I'on pose f (logi) = h (z), on obtient
@y v@=) =h@ds

et ¢ (s) est la transformée de Mellin de h (x). Il résulte de ce qui a
été exposé plus haut que I'intégrale ci-dessus définit ¢ (s) dans une
certaine bande de convergence

as<Re(s) <a

et qu’a une méme transformée il peut, dans deux bandes différentes,
correspondre des originaux h, (z), h. (z) différents.

4.2.

On se reportera aux ouvrages cités dans la bibliographie pour tout
ce qui concerne les propriétés de la transformation de Mellin et les
conditions de validité des régles opératoires figurant page 139. On se
limitera ici & deux propriétés importantes de cette transformation
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4.21. La formule d’inversion
1 c+iw
“.2) R =gy Te@ds
se déduit immédiatement de celle relative a la transformée de Laplace

bilatérale. Le contour d’intégration est, évidlemment, situé dans la
bande de convergence.

4.22. Une propriété intéressante de la transformation de Mellin
réside dans sa possibilité de déterminer des noyaux de Fourier.

Dans une transformation fonctionnelle intégrale

e()=[ K@@

K (z, 2) est dit noyau de Fourier si l'on a
“+ o
f@=/ K@@
[

[En pratique, on envisage surtout les noyaux symétriques du type
K (x2).] Ainsi

\/gsinzz, \/gcom 3. (2yzm), Vazd, (@)

sont des noyaux de Fourier.

Or, on démontre que K (zz) est un noyau de Fourier lorsque la
transformée de Mellin w (s) de K (z) satisfait 4 la condition

4,3) w@Ew(l—s) =1



LES DISTRIBUTIONS
ET LEURS TRANSFORMEES DE LAPLACE

Les distributions sont des opérateurs opérant sur certains espaces
(ensembles) de fonctions et doués de propriétés généralisant celles
des fonctions, ce qui leur vaut aussi I'appellation de fonctions géné-
ralisées. (Cependant, certains auteurs établissent une distinction entre
distributions et fonctions généralisées.)

5.1. Espace de base

5.11.

Le support d’une fonction est la fermeture de I'ensemble des points
ou elle n’est pas nulle.

D désignera dans tout ce qui suivra I'espace vectoriel topologique
défini de la fagon suivante. C’est I'espace vectoriel défini sur le corps G
des nombres complexe et & partir de 1’addition ordinaire des fonc-
tions @ (f) (réelles ou complexes) de la variable réelle ¢, qui sont
indéfiniment dérivables et dont les supports sont compacts. La
suite { ®; (f) } est dite tendre vers zéro si, et seulement si, tous les
supports des ®, sont contenus dans un compact fixe (c’est-a-dire
indépendant de 'indice j), toutes les suites { ® (f) } tendant unifor-
mément vers zéro (s =1, 2, 3, ...) quand j > .

MK, DE 50. MATH. — N° 169 3
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S est I'espace vectoriel topologique des fonctions, réelles ou
complexes, W (f), indéfiniment dérivables et telles que ™ W (f) et
tm Wi (f) - 0 quand |¢| — oo, quels que soient m et neN avec la
topologie définie par la convergence suivante :

j étant pris dans une suite infinie d’indices, on dira que la suite
W; (f) tend vers zéro dans S quand j — oo, si, quels que soient m et
neN, t" ¥ (f) - 0 uniformément sur la droite parcourue par t.

® (f) et W' (f) sont appelées fonctions de base (ou encore fonctions-

test).

5.12. Distributions

Soit V une fonctionnelle qui 4 une fonction ® (f) de D fait corres-
pondre un nombre complexe noté par ( 'V, @ () >.

On impose 4 V :
10 d’étre linéaire, c’est-a-dire

VAR, () +BO:()> =AYV, @, +BV, %, (0))

si ®,, ®,€D, A et B complexes;
20 d’étre continue pour la topologie adoptée dans D, c’est-a-dire

{V,®;(H)>—>0 quand des ®; > 0 dans D.

L’ensemble de ces fonctionnelles V forme un espace vectoriel D’,
qui est le dual topologique de D.

Une distribufion est un élément de D’.

On définit de semblable facon S’ dual topologique de S. 8’cD’.

Les €léments de S’ sont les distributions tempérées (on peut en voir
une caractérisation au paragraphe 5. 26).

Le support d’une distribution V est le plus petit ensemble fermé

tel que (V, @ (f)> =0, le support de @ étant entidrement contenu
dans le complémentaire de cet ensemble.

Une distribution V est a support limité a gauche s’il existe un nombre
réel « tel que (V, @ (f) > = 0 pour toute ® A support contenu dans
(— o0, af.

De méme pour les distributions tempérées.
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5.13. Exemples de distributions

5.131. La distribution de Dirac (') 3 ({ —a) qui est I'opérateur
défini par

6.1 t—a), V() =(—1)¥ ()

est une distribution tempérée, dont le support est le point «, de méme
que les o (t— a) (n entier > 0), définis par

6,2 3 t—a), W () = (—1y"¥" (a)

(voir § 5. 25).

5.132. Soit h (f) une fonction localement sommable (*). L’applica-
tion h définie par

6,3) <h,<b(t)>=f_'h(t)q>(t)dt, ®eD,

est une distribution [dont le support est celui de h (£)].

Si h (f), localement sommable, est telle qu’il existe un entier n > 0
tel que £ h (f) - 0 lorsque | | — oo, I’application h définie par

<h,11f<t)>=f_”h<t>w>dt, Ves,

est une distribution tempérée [4 support limité & gauche si le support
de h (f) est limité a gauche].

Il est assez habituel de noter la distribution h par le méme sym-
bole h (f) que la fonction a laquelle elle est associde (®). Cette identi-
fication a des avantages et des dangers. Dans nos Tables nous

(!) Souvent désignée par abus de langage comme étant la ¢« fonction de Dirac ».
(*) | A (1) | intégrable (au sens de Lebesgue) sur tout intervalle borné.
() b est associée a toute la classe des fonctions égales presque partout.
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emploierons indifféremment la méme notation pour les fonctions
et pour les distributions qui leur sont associées respectivement.

Cas particulier. — Soit U (f — ) la fonction égale & 0 si f < a et
a 1 8i t> a; c’est I’échelon unité translaté en «. La distribution
associée U (f — a) est tempérée, & support limité & gauche.

5.433. Pseudo-fonctions

Rappelons d’abord un mode de généralisation pour I'intégrale.
Soit g (f) une fonction ayant les propriétés suivantes :
— sur lintervalle Ja, « 4 €] :

G 9O =) D AxE—a)yvlogt—a)+ b,

J=0 k=0

b (f) étant borné et sommable sur cet intervalle, les entiers J et K finis,
A et v; réels ou complexes;

— sur lintervalle [« + ¢, B[, g (f) est sommable.

Désignons par v’ celui des v; dont la partie réelle est la plus grande
Alors

B '
G () =f t+g@)dt pour Rev>—1
o

est une fonction analytique de v prolongeable en une fonction méro-
morphe dans le demi-plan Rev > —Re ' —1 (*). On pose

8 G(—»v') si —v' est un point régulier,

_ au terme constant du développement de

(3.5) Pffa 9Od =) 1aurent () de G(v) autour de —»'
si — v’ est un pole.

(Y Si aucun v; n’égale 1, G (v) est holomorphe dans ce demi-plan; si le déve-
loppement (5,4) contient des termes en ({—a)'logt(t—a), 0 k'K,
G (v) a un péle d’ordre K’ 4 1 en — V',

(°) Si — v’ est plle d’ordre P, on a, dans son voisinage, le développement

GO = Z ¢, (v + v)*; ¢, est le terme constant.

n=-—pP
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C'est la partie finie de lintégrale (*). C'est bien une généralisation
de I'intégrale, car si g (f) est intégrable sur Ja, f[,

pfffg(odt=ffg(¢)a:.

Prenons par exemple a=0, g() =t Re a>1. Alors v' =a
et G(v) —f tdt= ——, donc

B
Pff e dt =
0

8
pff £ dt = log B
R (]

si a21
et
car
Bret = e+ — 1 4 (v + 1)log B+ 7 (v + 1 log B+

On définit de fagon semblable :
-]
Pt f g () dt
1

lorsque ¢ (f) est sommable sur Jy, « — ¢] et admet sur [« —¢, [ une
représentation du type [analogue & (5, 4)]

3 D Aji (@ —Dilogh (e — 1) + b= (O,
k

b~ () borné et sommable.

(°) Nous ne donnons pas ici la définition originale de Hadamard, moins arti-
ficielle, mais plus longue A exposer (voir 'ouvrage d’HADAMARD cité dans la
bibliographie, ou celui de LaovoiNE : Caleul symbolique).
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Enfin, si y < a < § et si au voisinage de «,

9O =D A (t—2)7 +b()

Jj=1

et que (— o)’ g (¢) est intégrable sur ]y, 8L,

g « g
5,6 Pt f) dt = Pf (f) dt + Pf dt.
5,6) lgo ly) [ym

Ainsi, par exemple,

g —/+1 —g)—/+
PffY (t—a)~idt=__(‘3—°‘)’1f__§Y A7 entier 2 2)
et 8 5
Pt (t—a) dt —logP.
ﬁ( @) og "

Dans ce cas au lieu de Pf on met habituellement vp, signifiant

« valeur principale de Cauchy » (voir une terminologie analogue
au § 2.3). :

Si la fonction g (f) est telle que Pf f i 9(f) ® () dt existe pour toute ®
de D, Ia distribution Pf g (f) définie par

.7 <Py, @0>=Ptf gpe@a

est appelée pseudo-fonction () :

Si Pf f ng(t) W (f) dt existe pour toute ¥ de S, Ia pseudo-fonc-

tion Pf th) est fempérée.

Pi(t—a)*U(t—a), Pt U({—a), Pfte log t U (f) sont des
pseudo-fonctions tempérées, 4 support limité a gauche.

() D’aprés L. SCHWARTZ : voir les ouvrages de SCHWARTZ et de GUELFAND-
CHILOV cités dans la bibliographie.
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5.2. Opérations sur les distributions

5.21. Limite, convergence

On dit qu’une suite de distributions V;€D’ converge vers VeD’
lorsque j — oo, si, pour chaque ® de D,

{V;—V,®({)>—>0 lorsque j—>oo.

L’espace D’ est complef : pour qu'une suite de distributions V;eD’
ait une limite dans D’, il faut et il suffit que, pour chaque ®€D, la
suite des nombres (V;, ® (f) > ait une limite, lorsque j — co.

Soit V (v) une distribution de D’ dépendant d’un paramétre variant
continiment v. V (v) converge vers V (v,), si, pour chaque ®€D,
V), ®(@)> >V (vo), @ (f)> lorsque v — v,.

5.211. On notera que la continuité en v, de la fonction g (v;?)
n’entraine pas la convergence de Pf g (v;f) vers Pf g (vo; f) lorsque
v — v,; ainsi Pf#" U (f), (— 1)* Pf J. (f) U () ne sont pas les limites
de Pf ¢t U (f), PfJ, (f) U (#), bien que, pour { > 0, ¢ et J, (f) tendent
vers " et (— 1)* J, (f) lorsque v - —n.

5.22. Produit

Le produit d’une distribution V par une fonction « (f), indéfiniment
dérivable, est la distribution désignée par « (f) V, définie par

(5.8 a@V,@()> =<V, a()®()>

pour toute @ de D.

5.23. Convolution

La convolution de deux distributions V, et Vs, I'une étant & support
borné ou toutes deux a support limité & gauche, est la distribution
désignée par V; x V: ou V. % V,, définie par

6.9 Vik Vi @)D =<Vi, & () =<Vs ¢ (D)),
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ol
@, (1) =<V, ®(t + 1),
O, () =<V, @t +u))

pour toute ® de D.

Si b, et h, sont associées aux fonctions h, (f) et hy (f), nulles pour
t < 0 et sommables, on a h, % h, = h,, la fonction h, (f) étant nulle
pour £ < 0 et valant

t
f h, (u) hy (t — u) du pour (>0
o

(cf. § 2.22).

On montre que 3 (f) x V =V et que I’ensemble des distributions
a support limité 4 gauche est une algebre ou la convolution tient le
role de la multiplication et & (f) celui de l'unité.

5.24. Translation et homothétie
Vi—a (x réel) désignera la distribution définie par
(5,10) Ve @D =LV, @t + @)

pour toute @ de D. En particulier, si V = h (), V._, = h (f — a).
On montre que

(.11) Via=3(—a)%x V.
Par déﬁnition;
(Voo ® () = l+[<v ¢(§)>

5.25. Dérivation

La n'*=e dérivée de V est la distribution désignée par D! V et définie
par

61 (Drven>=1(V.500)

pour toute ® de D, n entier > 1.
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On a
D, D} V=DV,
(5,13) D} V=%V,
D:U(t—a) =0 ({—a);
D? 3 (t — a) = 8 (f — ),
©.14) {D,h=h’+h(a)6(t—a)

si h (f) est nulle pour { < a, continue pour { > «, localement sommable,
douée pour £ £ a d’une dérivée h’ (f) localement sommable.

On a aussi
D.log ({— @) U ({— @) = Pf ({— a)~* U ({ — a),
D, Pf ({— a) U ({— a)
= —nPf(l—a)"U(l—a) + (:;:F})‘ 3" (t—a)  (n entier >0),

D:Pf(t—a)y U(t—a)
=—vPi(l—a)" ' U(l—a) (v entier>0),

formules & partir desquelles on peut établir beaucoup d’autres simi-
laires.

Un résultat important est le suivant : si la suite de distributions V;
converge vers la distribution V, la suite D, V; converge vers D, V.

11 s’ensuit que si la série 2 V; est convergente, 2 D, V; est aussi
convergente. )

Les résultats de ce paragraphe s’étendent aux distributions tempérées
moyennant quelques modifications évidentes.

5.26. Expression des distributions tempérées

La dérivation permet une caractérisation claire et utile des distri-
butions tempérées. On a en effet le théoréme suivant (?).

Pour qu’une distribution T appartenant a4 D’ soit tempérée, il faut
et il suffit que

T =D;h (),

(*) L. ScuwaRrTtz, Théorie des distributions, chap. VII.
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h (f) étant une fonction continue i croissance lente au sens usuel
k

[c’est—é-dire h(®) = (1 + £)*b (), ou b (f) est une fonction continue

bornée sur R]. Tel est le cas, par exemple, pour la distribution 3 (f).

5.3. Transformation de Laplace et distributions

Dans la suite T désigne une distribution a support limité & gauche
telle qu’il existe un nombre réel 3 pour lequel le produit 8T est
une distribution fempérée, donc appartenant a S'.

Si Re p >, e Bt T, e-(P—B)t) existe. car e~(»—B)¢ coincide sur le
support de T, avec des fonctions appartenant & S.

D’aprés (5, 8) cette existence entraine celle de

(5,15) LT=T{E)=(T,ert) pour Rep>f.

On montre que T (p) est une fonction de p holomorphe dans le
demi-plan Re p > {8y, B, étant le plus petit des B (*).

£T ou T (p) est la transformée de Laplace de T, (3, I'abscisse de
convergence.

I1 est facile de voir que c’est bien une généralisation de la transfor-
mation de Laplace-Abel des fonctions, étudiée précédemment. En
effet, si h(f) est nulle pour ¢ < «, localement sommable et d’ordre
exponentiel un [voir 2. 21 (c)] lorsque { — co, on a

fh=<h,e—pt>=f°h(t)e—ptdt

= Transformée de Laplace-Abel de la fonction h (#).
En particulier, pour les opérateurs de Dirac :
£3(f) =1,

(5,16) £3(t—a) =eo,
£ (t — o) = pr e,

(*) T (p) est holomorphe dans tout le plan si B, est rejeté & —oco, par exemple
si T = & (f) ou si est associée & exp — £,
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De méme qu’avec les transformées de fonctions ordinaires, on a
les formules opératoires

T =1 ;—;n T(@@) (nentier > 0),
Le*T=T(p+a) (a complexe),
et, en particulier :
5,17 £ (T % Ty) = T (p) T (p).
D’ou on déduit (voir § 5.2):
G,18) £Tia =€ T(p),
(5,19) £2D}T =p*T (p).

Soit h () une fonction nulle pour { < «, ayant f 2 « une dérivée h’ ();
on suppose h (f) et h’ (f) localement sommables et d’ordre exponentiel
un. D’aprés (5. 19) et (5. 14),

£Dh= £ +h(2)3(¢—a)]=pH({)
en posant £h = H (p); d’oi, d’aprés (5,16),
(5,20) £h' =pH (p) —h (2) e,

en accord avec la formule donnée au paragraphe 2.21.

5.31. Cas des pseudo-fonctions

Si g (f) est & support dans [«, oo et si e—B+¢ g (f) est sommable pour
t>t,

rPfg(o=Pff'g<t)rwdt=G<p>. Re p > Po.
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D’aprés le paragraphe 5. 25,

£PIg®=pG() si g()=log(t—a)U(—a),

2PigO=pcO)— " Lpew & g=t—aU—a
(n=0,1,23,...),
£PEYO=pG() si gO=(—aU(—a) (n.

Ces formules, jointes a (5,20), permettent d’obtenir, pour de
nombreuses fonctions g (f), la transformée de Pf g’ (f) 4 partir de
celle de Pf g (7).

Ainsi, si g (f), nulle pour f < a, admet la représentation (5,4) on a
£Pig()=pePig()— [b(a) +2¢f‘ﬂp1]r«p,

les j’> 1 étant tels que v; = j'.

Une autre méthode fructueuse pour obtenir la transformée de
certaines pseudo-fonctions est la suivante basée sur le prolongement

analytique :

Soit g (a; f) une fonction de la variable réelle ¢ et de la variable
complexe a définie dans un domaine Q dans lequel :

10 g (a; t) est nulle si ¢ < 0;
20 pour t>¢, g(a;?) et ‘—;)Eg(a; ?) sont continues par rapport a

Pensemble des variables £, a, et ont leur module majoré par ef: ¥, oi
et N sont fixes;

3° pour 0<t<L: on a

9@ =0 A @V + b(a; )
j

ou les A;(a) et v (a) désignent des fonctions holomorphes v (a) ne
prenant jamais des valeurs entiéres négatives et b (a; t) et Ja b (a; O
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sont continues par rapport & I'ensemble des variables ¢, a et ont leur
module majoré par une fonction sommable de £ seul, sur (0, ¢).

Dans ces conditions, on peut affirmer que :

a. pour Rev(a) >—1, g(a;f) a une transformée de Laplace-
Abel au sens ordinaire, soit G (a; p);

b. G (a; p) est holomorphe par rapport & a dans Q;
c. au sens de la transformation de Laplace des distributions, on a

£Pfg(a;f) = G(a; p) pour tout ae

[Pf devenant inutile si Re v (@) > — jo, jo étant le plus petit entier > 1
tel que A;, ne soit pas identique & zéro].

Exemple [ici v (@) = a — 1]. De

£1L.OUO=1p+VF 1" Rea>0,
on déduit

LRI OUO=—10+FFD  @#012...).

5.32. Changement de { en 3 {

D’aprés ce qui a été vu au paragraphe 5.24 et 3 étant positif, on a

ng,=éT(g> si £T =T ).

Par exemple,

£ @1 = ;;;i (n entier > 0).

Avec les pseudo-fonctions, le passage de £Pfg(f) &4 cPfg(B1) est

souvent compliqué. En particulier, lorsque a appartient & un domaine

complexe Q incluant le point a = 1 et si pour un tel domaine on a :
10 g (af) nulle pour ¢ < 0;

20 g (af) est (par rapport i f) localement sommable d’ordre expo-
nentiel un pour £ ¢;
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3° g (f) admet pour 0 < { < ¢ la représentation

¥ K
9O =2, X At logtt +3 B Butlogt + 5 (0,
k

J'#1 k=0 Vi

avec A; non entier > 1, s (af) sommable par rapport a ¢ sur O, ¢);
alors £ Pf g(f) = G(p) entrainera, pour ae,

J K
1 1 Ay logh+t "1
®2 £Pigt@ = ¢6(g)— X Xgfgn(—5)

Jr=1

Le plus souvent, K = 0 (cf. §2.2).

5.321. Ezemple

cht

De £ Pt S U (9 = — Jlog (p — 1) — log C, on déduit par (5. 21),

ch at _ 1 p? 1 1
2 P (at) = —ﬂlog(E; —1>— 21ogC— Tloga,
d’otli, pour tout a complexe,
P22y () = —lgcyF—a

et en prenant a =ia, a réel :

cos at

£ Pf 7 U@ =—logCyp* + a.

5.4. Inversion

Soit T (p) une fonction de la variable complexe p. $'il existe un
nombre réel «, un entier positif (ou nul) N et un demi-plan Re p>B,
tels que dans ce demi-plan p—~e—*» T (p) soit holomorphe et
Ip~Ne*»T(p)|<A|p|* lorsque |p|—>oo, alors il existe une
distribution T dont la transformée de Laplace est T (p) :

T=£"T(), £T=T(@).
T est 'inverse (ou I'antitransformée de Laplace) de T (p).
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D’aprés le paragraphe 2.3, p—~e—*7 T (p) a pour inverse une fonction
continue h (f), d’ordre exponentiel un (*°), donnée par

B+iw
o3k [ enTO@n 6>

—iw

D’aprés le paragraphe 5.3, h désignant toujours la distribution associée
ah@,

£h=p e T(p)
et en vertu de (5.18) et (5.19),
£DYh(t + o) =T (p),
dod (1)
£ T()=T=D}h(+a).

On voit que des fonctions T (p) qui n’ont pas d’inverse de Laplace
au sens des fonctions peuvent en avoir un au sens des distributions.
C’est ainsi, par exemple, qu’on a

eierTp=—sPEE+ 4 U+ 4,
£ plogp =PIt U () + (1—1log C) &' (§)

[log C = constante d’Euler (0,577...)].

(*%) 11 s’ensuit que, pour y réel convenable, la distribution e-vt h est tempérée.

(') La distribution nulle est la seule qui ait sa transformée de Laplace
partout nulle.






TRANSFORMATION DE MELLIN
DES DISTRIBUTIONS

Dans Generalized integral transformations, A. H. ZEMANIAN a
montré, d’une fagon magistrale, que les distributions Mellin-transfor-
mables forment un sous-espace de D'. La construction précise de ce
sous-espace sortirait du cadre de cet ouvrage; aussi préférons-nous
en donner une description abrégée basée sur la transformation de
Laplace.

On garde pour les espaces fonctionnels les notations antérieures.

6.1. Transformation de Laplace bilatérale

La transformée de Fourier d'une fonction ¢ (y) appartenant a S,
est la fonction de n,

Fio@ =/ e@emwdy  (nree),

qui appartient a S,.
La transformée de Fourier d’une distribution T, €S8, est la distri-
bution F, T, appartenant a 8 et définie par

(FaTpom>=<TnFre(n)) €8,

MBEM. DE 80. MATH, — N*® 169 4
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(voir L. Scawartz, Théorie des distributions, chap. VII; J. LAVOINE,
Transformation de Fourier).

Soit U, €D, telle que e—*» U, €8, pour « < £ < f (« pouvant étre

—oo et B 4 o0). On pose p=E¢ + in. La transformée de Laplace
de U, est

6,1) £, (Uy) =Fy (e Uy), a<Rep<§B.

On montre (voir L. Scawartz, Théorie des distributions, chap. VIII)
que £, (U,) est une fonction de la variable complexe p, holomorphe
dans la bande (ou le demi-plan, ou le plan), « < Re p < f.

Si U, est associée 4 une fonction h (y) telle que e—%r h (y) est som-
mable par rapport 4 y pour «a <{ < f3, on a

©.2) £,(U,) =f_"h(y) e?rdy, a<Rep<S§.

De sorte que (6,1) généralise la transformation de Laplace bilatérale
des fonctions.

Et si U, est & support limité & gauche, on retombe sur le para-
graphe 5.3. .

6.2. Transformation de Mellin

A toute ® (y) € D, faisons correspondre la fonction ¢ (z) = }: ® (—log z),

définie sur ]0; oof. Les ¢ (z) sont & support borné < ]0, oo, indéfiniment
dérivables sur ]0, oo, et forment un espace D; muni d’une topologie
analogue & celle de D, et isomorphe & D,.

On remarque qu’il existe dans D7, des fonctions coincidant avec z*—!
sur tout compact c]0, oo[ et que x°—! ¢ (z) appartient 4 Dt si ¢ () y
appartient.

Soit DZ" I’espace des distributions (fonctionnelles linéaires continues)
sur D,

On remarquera que cet espace ne contient ni & (x), ni 8% (z), ni
Pf & D'origine, car ¢ (z) n’est pas définie en z = 0. Mais si V,eD?/,
z*—* V,, défini par

{2V 9 () > =( V219 ()> pour toute 9D,
appartient aussi 4 D}'.
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A V.eD;' correspond dans D) la distribution R, (V) telle que
(6,3) <Ry (Va), 67 9 (€7) > =<V, 9 (2)> pour toute 9Dz

Exemples : si V. est associée 4 la fonction h(r) sommable sur
10, o[, R, (V) est associée 4 la fonction h (¢-7). De plus a étant > 0,
1
R, (3(—a) = 73 (y + log a).

V.€D? est Mellin-transformable si R, (z*—* V) appartient & S

pour @ < Re s < 8 (« pouvant étre — oo et 3 4 o0) et sa fransformée
de Mellin est

(6,4) MV, =£R,(V.), a<Res<§B,

avec la définition (6,1).

oM V,, est une fonction de la variable complexe s, holomorphe dans
la bande « < Re s < f3 (qui peut étre un demi-plan ou le plan entier).

Sous la forme (6,4) la transformation de Mellin semble obscure;
mais si V,. est 4 support borné c]0, oof, on a simplement

(6,5) MV, = Vasr—> a<Res<§B.

Ainsi (*) :
M 3 (x—a) = a**, tout s complexe,

M 3k (x — a) = (— 1)* (s — k)x >+, tout s complexe.

Si V. est associée 4 une fonction h (z) telle que h (z) *—* est sommable
sur ]0, oo pour s dans la bande « < Res < f,

6.6) :mv1=f'h(x)xs—*dx, « < Res < p.
0
Ainsi
.mU(:c——a)=f zar=%, Res<o.

) (s—ky,=@E—k@E—k+1)...(s—1)si F»1; (s), = 1.
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En combinant (6,5) et (6,6), on obtient par exemple (**) :
 mEPE(1—2)~[U@)—U@—1)] = Pff’-l—q_:‘—zdx
0
= —¢ (s) —log C, Res > 0.
(6,6) montre que IV, =N h(r) quand celleci existe et que

(6,4) généralise la transformation de Mellin des fonctions, exposée
au paragraphe 4.1.

6.3. Quelques régles

Si mMV,=0v(s) pour a <Res<f et si MW, =uw(s) pour
o' <Res<f,ona

6,7 M Ve+ W) =0(s) +w(s), Re s€la, B[n]e, B'l.

D, désignant, comme dans les chapitres antérieurs, la dérivation
au sens des distributions,

(6,8) MDVe=—(s—1)v(s),
6,9 MDEV, =(— 1) (s— kv (s—k),
(6,10) MV, =v(s+v), Re (s + v)€la, B[,

(6,11) MmzxD,V,=—sv(s),
(6,12)  Ion (log )t V. = 0¥ (s).
Si V. =h(z) est Mellin-transformable et si la fonction h(z) est

localement sommable et bornée dans ]0, oof avec, pour 2 a, a > 0,
une dérivée b’ (z) localement sommable :

D, V. =1 (@) + [h(a) —h(a)] 3 (z—a)

1 1
(**) Rappelons que Pf f l—2a)'zx'dr= f log (1 —2) 7:5 -1 dz,
0 (]
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et (6,8) donne
Mmhb' (@) =—(s—1)o(s—1)—[h(a*)—h(a)]a*

(/. p. 139).

6.4. hveﬁon

Soit v (s) = M V., s complexe convenablement choisie. La distri-
bution V. est appelée la fransformée de Mellin inverse de la fonction
v (s), ce qu’on écrit

(6,13) V. = M~ p(s).

Etant données a la fois une fonction v (s) de la variable complexe s
et une bande B paralléle & I'axe imaginaire dans laquelle v (s) est holo-
morphe, cette fonction (considérée sur B) a un inverse Jn— v (), s'il
existe k€N et une sous-bande a; < Res < 3, de B tels :

— que s~* v (5) soit holomorphe dans cette sous-bande;

— etque|s*v(s)| =0(s1"), n > 0, lorsque | s | > oo dans cette
sous-bande.

Ces conditions étant remplies, la théorie de la transformation de
Mellin des fonctions assure que la fonction

+iw

6.14) h(x)=§:t—if o)z dr, a<e<B

r—{ o

est telle que
Mm—ts*v(s) = h(z),

donc, d’aprés (6 ,6) :
M-t s+ p(s) =h(2),
puis, d’aprés (6,11), -
' (6,15) M~ b (s) = (— 1) (D 2)* b ()

au sens des distributions.
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Le procédé suivant, basé sur (6,9), est souvent plus avantageux : si

m—iw =h,(zr) au sens des fonctions,

on a

(6,16) om—tp(s) = (—1)* DX h, () ausens des distributions.

ExEMPLE. — Prenons v (s) = a*~!, a < 0. Alors k = 2. Comme
(s +2 . att
m—122 8 ot — (r— —
o) Y (x—a)U(xz—a),

on a, par (6,16) et (5,13) :

Mgt =0 (x—a).

L’inverse est unique pour une méme bande B d’holomorphie de v (s).

Mais l'inverse peut étre différent suivant la bande d’holomorphie
considérée. Ainsi, a et b étant positifs,

. as+b

si Res>— b, Jn—‘s+b=:c”[U(x)——U(z—-a)].
. . _ a.v+b _

si Res<—b, M ‘s+b_xbU(x—a).

6.5. La Mellin-convolution

Elle est motivée par le désir d’avoir pour la transformation de Mellin

une formule du méme genre que (5,17) pour la transformation de
Laplace.

La Mellin-convolution de deux distributions V, et W,e D2’ est la
distribution notée V. -: W, définie par
<Vx * W, c|>(1'>)> =V {We, 0 (E2)>)

pour toute ¢ (z) de Dt.
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Si
MV = v(s), se€By
et
MW =w(s), s€Bw,
alors
6,17) m (V ~5 W) =v(s)w(s), s€BynBw.

QUELQUES PROPRIETES :

10 Si h, (z) et h, (z) sont des fonctions sommables sur ]0, oo,

ht*hl=hh
M

by @) = f han (3) du.

20 L’opération R, définie en (6.3) donne la relation simple

R, (Vx * W.r) = (R, Vz) x (R, W)

avec

entre la Mellin-convolution et la convolution exposée au chapitre 5.

On trouvera dans le livre de Zemanian déja cité un exposé complet
et rigoureux de la Mellin-convolution.
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TABLES DE TRANSFORMEES DE LAPLACE
UNILATERALES

REGLES OPERATOIRES (!

1 f[d—a)U(t—a) e ¢ (p)

2 e f @) e(p—a

3 f(é) (x> 0) a ¢ (2 p)

4 tf (— 1) 9™ (p)

5 @ pe@—f(+0
6 f f(s)ds P~ 9 (@)

7| [fe—wh@ad % (?) % @)

8| @0 [ e p o (p)

9 t;[‘.lv (2yst) s_’!f(u) du pte (%)



TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN

10 +.-l%f(s)ds 9 (log p)
11 - "t ) ds
10 f 10
12¢ #T (——1)"‘—1%‘;T(p) n=12...)
13+ o T T (@ + a)
148 Toa e T (p)
15+ T BT (%)
16* D, T pT(p)

(*) On retrouve certaines de ces formules au début des tables des transformées

inverses, mais classées différemment.

Les régles opératoires marquées * concernent des distributions (voir § 5.3

et suivants).
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TABLES
DE TRANSFORMEES DE LAPLACE
INVERSES

AVERTISSEMENT

Dans ces Tables de transformées inverses, sauf en ce qui concerne
le paragraphe intitulé « Formules générales » ou sauf mention précise,
toutes les fonctions de ¢ sont supposées nulles pour £ > 0.
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I. — FORMULES GENERALES

Formule d’'inversion (voir aussi § 2,3) :

Y+iw

1
£79 () =5 ?(P)erdp,  Y>Yn
Y—i=

pourvu qu’il existe un demi-plan Re p > v, dans lequel la fonction ¢ (p)
est holomorphe et | ¢ (p) p*+" | borné lorsque | p| - 00, n > 0.

Plus généralement :

S’il existe un demi-plan Re p > v, dans lequel la fonction ¢ (p) est
holomorphe et | ¢ (p) e=*» p—"++7 | borné lorsque | p|—o00, a0,
n > 0 et n entier positif ou nul, on a

L£79(P)=Vera =0+ ) XV,

Y+iw

Ve = ——21 ; Df f e@) perdp, Y>>

Y—iw

olt D, désigne la dérivation au sens des distributions.

Formules opératoires.
Si
£9(@E) =f®  (fonction)

on a, a étant complexe et « réel,

9 @) =512 )
* f—’?(P+a)=e"“f(t).
* £y () =f(t+a)
* £po@ =DIf@),
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dérivée au sens des distributions. | Rappelons, par exemple, que si
f (@ = 0 pour { < « et est n — 1 fois continiment dérivable si¢ > a :

D f@® = O + X" (a + 0) V) (t—a)],

i=o

on a aussi :
£-tpte(p) = f tf (u) du, si cette intégrale existe,
* f—‘ ?(P) =@=1rfo,

* Su@n@=10xH0=/ L@fHC—vd

Les formules ci-dessus précédées d’'un % s’étendent au cas ol
£-1 ¢ (p) est une distribution.

Si £-1 ¢ (p) est une Pf, on utilisera les formules du paragraphe 5.3
de la premiére partie.

Si
Lte@=1®
et si
f@)=0 pour t<a,
on a ()
WP = (i@
\/— Val pour {> 0;
n 1 - _= T
' p? ="—"mrran: YHen | —= dx
1P e WB) = [ e (557) 1@
pour ¢> 0;

() 11 suffit de prendre ¢ (p) = p pour s’assurer que les formules suivantes ne
subsistent pas si f est une distribution.
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s pv o (Vp) = — 1 "5 iDy (E
- p e 0B = ——o S (5 @

\/_.2v+ltv+1 * 2vt
pour ¢> 0;
1 e
.e—lp—"q;(i):t’ f r ? Jv—l(zm)f(x)dx
-]
pour ¢ > 0;
-3 1
PR ()___ sm(w\f) ( )
P9 p \/—
pour {> 0;
® fr—1
f—’cp(logp)=f mf(”)dx
-3
pour > 0;

=]
rw(r)=f(t)—aU(t—a>fo fWVE—2) J, (az) do;

| ,C"r“?(l‘)=U(t“‘°‘)f f @) Jo (a VB —7) da;

v

LAt RVe(r) = a—"U(t—a)f f@ (-:%)‘
x Jy (ayf—ax)dz, Rev>—1;

Va—a?

s9@ =[O +aU—a) [ [(VF—) L @) b

g =UC—a) [ 1@ L (@yF—F) s

v

meste@ = Ut—a [ 1@ (1)
x I, (ayf—a*)dx, Rev>—1.
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J>‘*‘1r><x>(p‘)—‘/_ g(t)
ou

g0 = V‘ (3 1O=2"90)

Si £~ ¢ (p) = f(f), on a, sous réserves d’existence,
1
f@ =gz e@erd

(transformation de Laplace bilatérale).
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II. — FONCTIONS DE LA FORME (p + a)-, (p* + a)—"

ET ANALOGUES

? (P) £ 9(p)
1 3@
P 3™ (f)
p U@
(p+ a7 (,,—_1.1)—;‘"" e
(p+a, Rev>0 I‘l(v) e
(p +I{a)v I.‘(Ty) Pf {—v—1 eg-at
ev>0, vn—1
n=1213,...

SRl [« +@—aa) e

ap+B aa—f at_ba—ﬁe__bt
P+a@k+b a—b a—b
(p* + &) a* sin af
(p* + o) p— 20 sin’%l
(p* — a?)—* a‘shat
(p* — a®)* p— 2at sh’%—t
(p* + @) (2 @®)—! (sin at — af cos af)
(p* — a’)* — (2 a®)"(shat—atch af)
(p* — ) (2 @®)* (sh af — sin af)
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¢ (p) £-19(p)

Q(p) Q@) ..
P (p) ZP, @)’

P(p)=(p—a) P (p) = oL
X(p—a)...(p—ax), !
a; distincts,
Q (p) polynome de degré
ZN—1

[On peut remplacer Q (p)
par une fonction entiére

E (p) telle que - (p) -0

quand |p| —>oo]

Q(p) < Ap(a)tm—*
P (p) Z Z(m/—ik)!(k—l)l
' Q(p)(p—a)™
P()=(p—a)™... Ajr(p) = 7
X (p — ayms, ik dp P (p)
a; distincts, m; entiers > 0

Q (p) polynome de degré
Zm +...+ my—1

[On peut remplacer Q (p)

par une fonction entiére
E (p) telle que

E (p) l_w

Ipm,+...+m,‘—1

quand |p| —>oo]

_1 : 11
(p_l_a)'f. .n.ft Te—at
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¢ (p) £ ¢ (p)
—n-1 {' ;e—at
(P + a) b 1
n=1,23, ... %-%---2"2_1 1
(®+a ¥ (p + b) @— by F e ert (V@a—Hd)
(= " Tp—bp | 1y

(b—a)ymy/nt
< (n+ 1!

XE(?)W F2Rl
X Heannt (V2 (6 — a) 1)

P+ + b
v£0, —1, —2, ...

(p+a*(p + by
n=1213,...

@=B by
“I,(V) Piey (v, (a— b))

Pf inutile si Rev > 0

n—1

(@—by e + ) (a— by~ 3w (g

k=0

= (ps + a:)‘{'

Joa)
— VT ptpd, ()

r—!V—i 1
2"a"l‘(v +§>
1 3 NPT 1

v;ﬁ-—i;—l,——i’--- Pf inutile si Rev>—-§
R~ va—> Pft ], (af)

vZ0,—1,—2, —... Pf inutile si Rev > 0
R a Pf J, (af)

vE—1, —2, —... Pf inutile si Rev > — 1
r R% %cosat
r R'i' % 1—?—tsinat
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¢ (p)

£-19(p)

s—l . (p! — al)_%

sVt

2vF—1,—2,—3, ...

L (af)

/e
——-———-——2vavr(’:+%)mvlv(af)

Pf inutile si Re v >— 1

2
S~ vaPfi 1, (af)
vZ0, —1, —2, —. .. Pf inutile si Rev > 0
stS a Pf I, (af)
vE—1, —2, —... Pf inutile si Rev > —1
r*S} \/zchat
i
-1 1 /2
1 T = =
1S a nIShat
p'{' n"%t_f
—’ —
p*(p—ay a ¥ eat erf (yal)
_1/ 1 — -
p r(I’T +a) et erfc (a \/)

(ot +a)”
1p'—a
p p'f+ a

at —a et erfc (a /i)

2 et erfc (ayi) —1




TABLES DE TRANSFORMEES DE LAPLACE INVERSES

III. — EXPONENTIELLES

?(p) £ 9(p)
e 1(p) git—a)
a réel g =~r"v(p)
[méme si £-1y (p) est représentée par
une distribution]
d o(t—a)
P pr ot (f — )
n=12, ...
0 si I<a
-&p p—1
P si I>a
si I<a
e—lp p—l . tn—i

si t>a

(e —ebfr)pt
a<f

(e*r —ePry p—2

0 si I<a
1 si a<t<§P
0 si t>f

t—2a si 2a<ti<a+f
28—t si a4+B<t<2f
0 si t>28

e (cp + ) (p* + @)

e~ (cp + b) (p* — @

go si I<2a
03 I<a
ccosa(l—a)
+ atbsina(t— a), t>a
0, I<a
ccha(t—a)
+atbsha(l—a), <a
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¢ (p) £~ 9 (p)
MR p 1o 2nn
(l—-—-e——‘?—)(p'+a‘)—’ {a sin a f, 0<t<T
«a>0, n=12, ... 0, ailleurs
p(1—6"F5) (p + 2ty {"““" 0<t<2gT
0, ailleurs
a—! sin « 1,
_3nmp\—1 2k1r<%<(2k+l)1r
(14 @ 4oy

a<0, n=12,...

0,
@k+ D<o <2(k+ D7
k=012, ...

(1 +ber)1(p)

Y g —ka)

t—t

oéké—a—
a>0 g () = £~ v(p) de support (£, %),
t,>—
(e — 1) p* k ka<t<(k+1)a
a>0 k=0,12,...

o 0, 2ka<i<@k+1a
@+ 17 p {1, Qk+a<t<2(k+1a
@ + B 1 (D) Y rQpg—ap—ka)

oékét—z.—aﬂ
a>0, f3réel g (f) = £ 1 (p) de support £ > 4
= a
&L, (2ya) + 3
o \/a_ti(2\/_)+ ®
a 3
ept 1 shaya
arw
e p—t a *Pif 1, (2Val)

v —1, 2.

Pf inutile si Rev > —1-
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¢ (p) £719(p)
-2 a
u: ! —\/——J,(Zs/it)+6(t)
e?p? ——sin 2 al
\/an
e Ppt a ’Pft;J\. (2 Val)
vE—1, —2, —... Pf inutile si Rev > —1
|arg a| <7
aVp p—1 erfc [ &
el c(2\fi)
e Lot
n—t -2
e—aﬁp'—l- ne n+1Hen(a>
' 2:'\/1—!.‘3 \/2—
ovF i e 8t WA
[ P 2_;:“_ N ,; 2v< 2,)
i
e c«»+werfc< +N)
VP (Vp + b) 21
|arg al <3
0, t<pB
eBr — efr
B réel apli@Vf—F) t>p
Y=
e—prr—l 0, t<p
B réel Jo (a VBP—P), t>p
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¢ (P) £-19(p)
et (B + ) % t<p
B réel JVE—B T, (a yE—PY), t>p
eBr T 0’ t<p
T p r 2 2 2
r 5 réel ‘/n——(-t—_{-_—ﬁ—)cosa\/t—@, t>p
e—8r 0, t<p
1, /2
”/p_p-'-—rréel E\/n——(t+ﬁ)smaw —p, t>B
0, . t<p
r 1 —V v t"—p J
xJ, (ayE—p), t>p
Bréel, v#1,2, ... Pf inutile si Re v > —1
0, t<p
eBs—eBr
B récl apI(VE—B), ‘>
ﬁ \/t’——ﬁ’ B
eBs st 0, t<ﬁ
B réel L (aVF—P), t>8
eBsst (B 4 s) (l)o t<p
B réel VE—F L (ayE—F"), t>p
0, v t<p
e st (p + 9 vpt(L=8Y
Bréel, vEL2 ... | <‘+B>
x1, (a yE—pB?), t>p

Pf inutile si Rev > —1 _
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IV. — LOGARITHMES

?(p) £719(p)
log p —Pft* —(log C) o (f)
ptlogp (—1)+nlPit" + ¢ (n + 1) 3™ (P
n=12 ...
p~tlogp —logCt
—n-1]o, 1 1+1+1+ +1—logCt]t"
P gp nl 2737 "h
1
p—logp mPf [ (v) —log £] t—
v#0,—1,—2, —... Pf inutile si Rev > 0
log p L Si (at) cos at — L{Ci (aty —1log a] sin at
p’+al- a a
larga| <=
l"_g_(!”_)_'ti) —ei(af) + loga
p+a 1 t___ g—bt
logp——+b (e )
s 2
(‘___°’8,,P) t[(l—logCl)’+1——%]
(pdlogp—i V(t,a——l)
Rea>0
log (p* + a*) —2Pft cos at — 2 (log C) o (f)

p~log (p* + @)

—2Ci(af) + 2log a
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9 (p) £19(p)
3 3
los%,——j_—%; 241 (cos bt — cos af)
(pt+a+¢

8 o By + o

2t (g4 — e2t) cos cf

log (p* — @)
plog (p*— @)

—2Pf+ chat—2(log C) 3 (§)
— 2 chi (af) + 2log a

ptlogr

a' sin at — ¢ [Ci (af) — log q]

log(p+71)

—Pf# ], (at)—(logg)a(t)

ptlog(p+n

— Jio (af) + log a

rlog (p +1) (log @) . (at) — 5 No (at)
P log% t*(chat—1)—at*shat
log (p +9) —Pit 1, (a)—(logg)a(t)
plog(p +9) — Lo (af) + log a
s~tlog (p + 9) (log ) L (af) + K. (af)

. » _
plog (1 —et) 2%

k=1

>0

JB<t<G+DBI=13...
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V. — FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
¢ (p) £ 9(p)
p~tsin g beio (2 )
p* cos 5 ber, (2 yat)
-3 . a 1 .
had h /2 af
p Fsing \/m[c V2 atsin /2 at
—sh /2 at cos /2 at]
¥ 00s 8 !_[chyZasinyZa
P cosp_ W[c \/ sm
+ shy2afcosy/2al]
. a t 3 3 .
p—! sin Pf(‘—l) [cos‘—twrbel\, (2at)
—sin%vnberv(Z\/a—t)]
vFE—2 —38, —... Pf inutile si Rev > — 2
1 cos? AN I
P ’cosp Pf(a) [cos4wrberv(2\/a)
+sin 3 v beiv(2\/47l)]
vE—1, —2,—... Pf inutile si Rev > —1
1 sin 1 sina
—eaVP —
‘/ir pcosa‘/’_’ yr 1cos2t
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¢ (P) £~ 9 (p)
p— Arctgap ——-si(é)
p~! Arc cotg ap Si ('cti )

a
Arctg—
tgp

£ sin af

log (p* + a?) Arc tgg

— 21t (log Cf)sin af

sin

cos (b + Arc tg%)
@ + o)

sin
cos (at +b)
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VI. — FONCTIONS HYPERBOLIQUES

? (p) £ 9 (p)
sh ...
ch ...
(voir aux Exponentielles dont
ce sont des combinaisons
simples)
O! t<¢
_L_ 2j(t_j“)’
pishap . i .
i=12 ...
0, t<2a
1 2j G+ D[t—3@i + D)
ptshtap )
x>0 2j <, <2j+2
i=12 ...
0, t<a
1 t— (=1 (t—2ja)
p:cha , t .
e 2j—1<_<2j+1
i=12 ...
0, t<2a
4jt—8jR2j—1)a,
1 gj—2<t<4j
pich®xp , ‘o s N
>0 —4jt+8j@2j+1)a,

4j<t<aji
i=12 ...
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¢ (p) £ 9(p)
0, ' t<0
t—4(j—1)a,
. t .
p—‘thap 41—-4<a<4]—2
a>0 -—t+4j¢,
4j—2<§<41"
i=12 ...
0, t<0
P coth a p @ji—Dt—2j(—1a,
a>0 2j—2<t<2j
i=12...
p~'sh- -Pf( )[1 (2yat) — J, (2Val)]
viE—2,—3,— Pf inutile si Re > — 2
v g ; P
ptehg 3P1(3) [0 (2va) + 3, (2val)]
vFE—1,—2,— Pf inutile si Re v > — 1
a 1, /a
ch; 5 ‘t‘[Ia (2yal) —J, (2Val)] + 3 ()
; —a[5%(l'%F)]
Sha\/i d” 2 a’ v=0
1 1 ni
Vpshayp &°‘<0|'F)
1
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? (P) £-19(p)
1 1 1|.nt
L S 2o, (=liZ8
vpchayp a '<2tla )
[
thayp 1 nt
coth a 1 .w it
——Viﬁ —6;(0|11—:;;)
arg sh ap —Pit] (5)—(1og£)a(t)
*\a 2a
ptargshap —Jio(£>
arg ch ap —Pft1 (1)—(1og—9-)a(t)
‘\a 2a
ptargchap _Ii"(iti)
arg coth ap t-*sh%
arg cothy/ap —!-e‘i'erf(\/z)
8 ap 21 a

(*) Voir Erdelyl, Magnus, Oberhettinger, vol. 1, p. 388, pour les fonctions de

Jacobi modifi¢es 8, §,.
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VII. — FONCTION D’ERREUR,
EXPONENTIELLE INTEGRALE ET AUTRES

¢ (p)

£ 9 (p)

e*'”" erfc (ap)
Rea*> 0

1 o
n le @

pe*' 7 erfc (ap)
Rea* >0

1 [ 1
—27'a?w *e T4 atw 23(f)

p—t e P erfe (ap)
Rea*> 0

el-f(;;)

(p — b)~* = #* erfc (ap)

ghirars [erf (itz + ab) —erf (ab)]

Rea: >0
pt e e o+ H)— et @)] | ert(5) t<2p
p>0 erf (B), t>28
erfe (VBp) 0, t<p
>0 n g e —p) Y, 1> p
p"%erfc (vBp) 0, o t<p
B>0 i, t>p

p~* e erfc (Vap) -

27 arctg\/é
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i

¢ (p) £-' ¢ (p)
e*» erfc (\/ap) p—y t';'(t + a)*
|jarga| <=

p ¥ e exte (Vap)

larga|<m

i@+ a) T

v

n—t 1 sin 2 \/af

Fien(/2)
(/)

Tq ¥ (ch2ya—1)

n %a'%(l — e2vat)

--v—1 ; a ;!

p—tererfc (‘/;) Pfa ?£L, (2ai)

vg—3, 2 Pf inutile si Re v > — 5
>0

ei (8 p) —u@e—pt

el p) —U(—plogg

prei(@p) (— 1)+ nlU ¢ —pB)
n=1,23, ... +2 (=1~ —L——)—a"’ t—p

ptei(B(p + a) — U (t—B) [ei (af) —ei(a P)]

>0, |arga| <O,

e’ ei (ap)

—(t+a
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¢ (p) £ ¢ (p)
p~* e°? ei (ap) —log (t + a) +1loga
argal <w
ei (« p) i (3 p) t—‘logg—:-%-g;——@U(t—a—p)
a>0, >0
ela+b)? ei (ap) ei (bp) 1 et ta@+b)
I:f:g((a+b>|<u TFats % a
e r ei(a’ P') —at .n-_;e_b_t:ﬁ erg(—%)
|arga|<§
ei (2v/ap) _zru-xem( g)
ei(%) Pft- J, (2yal) + 2 (log C a) 3 (f)
pte (;—',) 2 Ji, (2 ya)
rereif @ ,
p- epel(p) 2K, (2ya)
B>0
ePrei* (B p) —PIt—B)*U®
ptebrei* (Bp) —log|5—1|U
p* e 87 ei* (Bp) (—1)~nlPI¢—R)™1U()
n=123,... n—1
+X (n—j—1) 153 (O

j=o0
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¢ (p)

£-1 ¢ (p)

ei* (B p) ei (8 p)
>0

I‘U(t)

eb ei (8 p) — €87 ei* (3 p)
>0

2BPI@E—B)" UG

p—*[ci(ap) cos ap
— si (ap) sin ap]
Rea>0

2-1log (2 + a®) —loga

p—[ci (ap) sin ap
+ si (ap) cos ap]
Rea>0

[ci (ap)]* + [si (ap)]*
Rea>0

t* [log (£ 4+ a*) — 2 log a]

p~t[shi(Bp)shfBp
—chi (8 p) ch  p]
>0

IIU(t)

pt[shi@p)chfBp
— chi (8 p) sh § p]
>0

t+8
logl —57Y®

chi(@p)shfp
—shi(Bp)chfp

chi(Bp)chBp
—shi(Bp)shfBp

BPI@E—p)U®
—PIt(@E—p) U ()

[chi (B p)I* — [shi (8 p)I*

- 1|U(t)
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VIII. — FONCTIONS EULERIENNES
ET FONCTION ZETA

¢ (p)

£-1 ¢ (p)

T'()T (ap)
B@P ) = T@p+v
Rea> 0,
v¢0’ —19 "'—2,'—...

__t_ v—1
at Pf(l —e “>
Pf inutile si Rev > 0

Te)T@+1—vy)
T(p+1)
Rea> 0,
v #0’ -_l’ —2’ e e

t v—1
a'Pf (e“-— 1)
Pf inutile si Rev > 0

T(p+aT(p+9)
T(p+o9T(p+d
Re(c+d—a—b)>0

et (a_e—t)c+d—a—b
T(c+d—a—h)
x sF, (d— b, c— b;
c+d—a—b;1—e)

e—abt

p ey e
logr(ﬁ + b) M=
g::;g +%[(l—2b)logCa+log21r]6(t)
a log Ca ,,
—— 0
__—_I‘(ZPE) . 1 et log4Ca
logr p , 1 sPlramat—2 20
Z‘a+§)
vp+bT eb .t
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¢ (p) £-19(p)
r4(2) —log € (e —1)
Rea>0
4(2) — = —(0gC )3
¢(%+;> —Pi —(0g2Ca)3 (0
Rea>0
P w
pql<'a+b) an(————m[b-F'(l—b)e_]
+(1—logCa)d' ()
_Jy (P T a P 14 e
P [o(525) 4 (52)] | 2ee™5
T r DI @+ — 4@ Prea—e)-
v20,—1,—2,—... Pf inutile si Rev > —1

(o)

Rea>0, n=1,23,...

(__ a)n+i bid (1 —_— e-—-at)—i

P Y@ Bp)
v#0,—1,—2,—...

Pf 1, O<t<p
0, ailleurs
Pf inutile si Rev > 0

)

vZ£0,—1,—2,—...

a@Pffi "3, (2 Val)
Pf inutile si Rev > 0
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¢ (p)

£ 9 (p)

-1 gp E)
pre Y("’p

v#£ 0, —1, —2 —. ..

T (v) @i I, (2 Vai)

3 a

v-3 8 a
%op e
P e Y(”’t))

v£0,—1,—2 —...

v 1

re)(§) T_yva)

2z E)
P Y(”’ p

at v+h—1
- f gty (2Va)
[

Rev > 0,
Re(v —2) >0
a? ¥ (p, ) exp (—ae™)
T (n, Bp) (n—1) (nﬁ"_—;.) 307 (¢t —B)
j=1

n=1213,...

rG,6p) F— P C— B U —P)
>0, v#1,23,... Pf inutile si Rev < 1
pT(Bp) P U(E—p)
g>0
e T (v, ap) — @ Pi(t+ a)
argal < ra—s

v£1,2,3, ...

Pf inutile si Rev < 1

p~ e’ (v, ap)
|largal <=

t+ apt
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¢ (p) £ ¢ (p)
v—t erT( v, 2 —2 Pt “%K (2 Val)
e\ p TAd—y \i)™
v#1,23, ... Pf inutile si Rev < 1
a @ A+vV—1
P I‘(v, i) - f g I (2V2) du
Rei > 0 “
Re(A +v) < ——-%
a* T (—p, a) exp (—ae)
Rea>0
p~¢(p) 0, t<0
n, logn <t<log(n+1)
P +a Y, n
1£LnLet
1
pt(p) 7 (t—log n)=—
a0, —1,—2,—. .. r("),énzéet
t\ —1
£ (a, bp) 1 prpi(1—¢)

aZ0,—1,—2,—...
Reb >0

I (a) be
Pf inutile si Rea < 0
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IX. — FONCTIONS DE BESSEL
ET DE HANKEL

¢ (p) £ 9 (p)

1 v—1
(20 (e +4a) T

p~ [Jv (ap) cos ap —Pf— 1
+ N, (ap) sin ap] Vr(2a)yT (v + §>
v—%¢—-1,——-2,—... X sin [(v—%>al’000t82_ta]
Rea< 0

Pf inutile si Rev > — %

v—1
2

1
2{ 73k + 4)

p~[Jv (ap) sin ap Pf

g 1
— N, (ap) cos ap] Va(2ayT (v + §>
—drmtma— | oo [(s—b)arccog ]
R 0
o4 Pf inutile si Re v > _%
v—1
— 921 2
p~ Hy (ap) eer —iPf _2(t* 2 iaf) 1
1 VT @ayT (v + i)
V-¥—2¢_1,_2,_...

1 . 3 Pf inutile si Re v >—%
—§n<arga<§1t .
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¢ (p)

£-19(p)

P~ Hy (ap) eter
y1
2

3 1

#l’_zp—'...

vt
pp_ 2(¢ + 2 iaf) ,1
VE@ayT (v +3)
Pf inutile si Re v > _%

. at—bt
1Jv<2ab)e—-’—
p p
”#—1"—'2’_---

PiJ, (2bVD) I, (2ayi)
Pf inutile si Rev > — 1

a -1
5 () o+ 0
X et

Pf JV (t) J:v (2 \/a—t)
Pf inutile si Rev > -—;
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X. — FONCTIONS DE BESSEL
ET DE HANKEL MODIFIEES

¢ (P £ 9 (p)
I 3 p) 0, , [t >|B|
B réel le—n 1] <18]
! 1t]> 8]
..gIo 1
i o)
-—(Arccosl——?—r)i] [t <|B]
B 27
1@ p) 0, ‘ [t >8]
B réel —&lﬁt(ﬁ’——t’)_’, < B
0, 1 [t >8]
L3 p) ED @t
B réel T .
xcos(nArccosB), 1t <|B]
0, t<—pB
%(B’——l’)_%cos (v Arc cosé-—-wr)
I,
e, B<t<p
v —1, —2, —... Vel 1
# B s:rnvn(p_p,)-y

x[t+@—py ], 1> 6
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¢ (p) £719(p)
0, [t >B
@8
P LE@Pp 1
B>0 ﬁr(“ + 2)
1 y_?
i T R A S A 11l <p
Pf inutile si Re v >—%
[Rappelons que I’H_i(ﬁ p) s’exprime au moyen de eﬁP.]
0, t<
K, (¢ p) y , P
B> 0 @ — B fchu(argch-6>, t>8
: t
P K (@p) 0 p <P
>0 argchB, t>p
0, t<
P K. (6 ) ! ?
B>0 v#0 ;shv(argch5>, t>p
0, t<f
P K.@Bp Vr @p) Pf (t’-—-ﬁ')v—;, t>p
>0 I 1
1 vta
V—i;é—"l, ‘—2, e 1
Pf inutile si Re v >—3
e K, (ap) @ +2a) Fchvarg ch(l + 5)

|arga| <=
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¢ (p)

£-19(p)

p~t e K, (ap)
jargal<m, v30

1 t
;shvargch(1+ &)

p~ e*? K, (ap)
jarga| <m

arg ch(l + ’-i)

p~ e K, (ap)

VERA™ pr(p gy

|=mza|<1r l‘(v+§)
"_‘75 L - PfinutilesiRev>—;
e K, (ap®) ‘/ i I., )
Rea>0 2a 6a

\/;e"p’ K%_(ap’)
Rea>0

v£0, —1,—2, —. ..

P 2—-;’zv" (VZat)

Pf inutile si Rev > 0

P 1(p)

vE—1,—2,—...

Pf X (V2 af)

Pf inutile si Rev > —1

a
2 Iv ot
P (P)

VE D —3, —. ..

pry /2 we vz @)

Pf inutile si Rev > —2
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‘P(P) g—i?(p) '
S L)) . _
pte Iv<—) Pva(a\/2l)J\.(b\/2t)
v#—1 _82___ Pf inutile si Rev > —1

at+ bt b
-1 %p Iv(a—)
P p

v¢—l’——2,"—-..

Pf 1, (ay21) I, (by21)
Pf inutile si Rev > —1

Pf(x ) T, (2V2al)

y__%¢_1,_2’__ PfinutilesiRev>—-%
1 a
p e Iv<§) Pf (x t)—%lgv (2y2a)
e e 1
,_%;é_l’_z’_ meut11es1Rev>-—i

on(p)
p—e P
v #“-— 1! _29 Teee
A-"-"-7_£09 _19 _29 s

92—V gV fA+v—1
To+1)Ir@+v)
X (v + 3 29 + LA+ 2a)
Pf inutile si Re (A 4+ v) >0

Pf

0, [t >1
=) cos\/ai—?_—: B <1
piK, (E) -

vV2at
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¢ (p)

£ 9(p)

0
) P

v#:};%, ﬂ;g’-l—

2 cos vrt Pf (n ) * Koy (2y2 )
Pf inutile si | Re v | < %

1 a
i)
p e P

v;’-‘j:%;_—_l:%: +...

—sinvr PE(r ) * I (2¢2 )
1
—cosvr Pf(n f) TN, (2¢/2 at)
Pf inutile si | Re v | < -12-

K, (yap) ptie
Rea>0

_1 _t_a

p *K. (Vap) a‘ie

Rea>0

p¥K, (2yap)

Rea>0 )
p 7K, (2yap) s Tpe
Rea>0
P K, (2yap) LdtiE
Rea>0
y—2 1 Yy a
p* K(2Vap) 207 T(%9)

Rea>0
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0] £7 e (p)
o 0, t<f
(BT rp—ce
B>0 _co_s‘/(:’__ —\/_tjzﬁ’ =P
o 0, t<p
rtK, i :—f32
5o sm\;zt_’__\/iﬁ,ﬁ , t>p
0, t<p
' K,(@r 650 \/ztz_a-—wgp_v pf(tz___pz)—z—2
N T
) Pf inutile si Re v >—%
0, t<p
sVK,(@s) 550 \/ga—"-'-; ﬂ-va(t.’_.ﬁ:)_z5
”;é—%’_g’ _ ><Iv_%(a\/t2 —B), t>p
Pf inutile si Re v > —%
K. (VBF) H: (/BF) st Hs(£)
K, (VBF) 3, (/B) 3t 3(57)
K, (VBF) N, (VBF) 2N ()
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¢ (p) B—-iq,(p)
a+b
Kv(va_P-f-\/b_p)_ %t—‘ Iv(a;tb)e— 37
Rea> Reb >0
an — b\ —2xt
K, (Vap + vbp) %HK"(a_zTé)e a7
x K, (yVap—\/Tp)
Rea> Reb>0
K, (VP +vp—1) Lk, ()é
XK, (Vp—vp—1) ( )
g B 0, 1<
Kv(ﬁ(r+p)) v(z(r—p)) PfJ,v(a\/tsz), (>
>0 VE—B.
vE— %’ 2’ PfinutilesiRev>—-%
ker (2v/p) 2itcos%
kei (2yp) _%sin%
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XI. — FONCTIONS ASSOCIEES A CELLES DE BESSEL
(ANGER, STRUVE, etc.)

¢ (p) £-1¢ (p)
3y (©) — Jv (p) ST 0y i + 1 o]
dp (@) —J, (a) 1
sin & p E e—asht
Rea>0
poIE @) — N, @] | 2T e+ 2y
Rea> 0 \/,,r(v_}_i)
P~ [H, (ap) — N, (ap) 2 t
Re£>0 ap] EargSha

H, (ap) — N (ap)
Rea>0

2 -1, 2
L@ +a) T+ 230

PR, 09— N, (]

p¥ [H, (2 /ap)
—N, (2yap)]
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?(p)

£ 9(p)

% a- r(p + %) H* (a)

1 _ 1
7 et —1) Tsina(l— e

—2(25)‘1"
VaT(v + =
P L @p)— LGP ( 2> ,
vr— L 3 xPf (B* — ) %, 0<t<pB
2 2 0, ailleurs
Pf inutile si Re v > ——%
——gArcsinE 0O<t<p
p~[Lo B p) — L (B p)] n g’
0, ailleurs
——2—t(ﬁr—t*)‘* 0<t<p
L@p—LEp) nf ’
0, ailleurs
@y -
T(v+ 3
pL,Bp) VT ( +2) ,
v;é—%,—g,— xPi(g) (B —r) % 0<t<p
0, ailleurs

Pf inutile si Re v > ——-%

p L (2vP) — L (2VP)]

—(x t)‘*e‘*lt 1.,(2%)

1 B\~
P(i—l’ \2
X[L, (3) — 1, (8)]

V(1 — e Fsinp (¢ — 1)
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?(p) £-t9(p)
S_1,v (P) v (1 + ) Fshv (argsh )
P~ So,v () v—* sh v (arg sh f) :
P~ S,y (D) ch v (arg sh f)
0x (7) e+ a+ o +lt—a+ "}
5» (7) a+o e+ a+nil
—lt—a+ey]}
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XII. — FONCTIONS DE LEGENDRE

¢ (p) £-1¢(p)
p'Py(p) _ sin vz
0<Rev<1 n Wo-V+§(2l)

<2a i

K

iy gy )y oy g
xPI{TIK_(a)

Pf inutile si
Re(A—1)< Rev < —Re}

x 0} E) +
s Qv(a eivn(é_t_) Pft)\ 1, (al)
A vE—1,—2 a v+l
—3, ... Pf inutile si Re (A 4+ v) > —1
Q pta+b X
Y 2 ab n (ab)® Pf Jv+1(“t) J,, 1059
”¢_19—"2’ Pfi . 2. 2
—3, —... inutile si Rev > —1
v—1 P[P 1 Y
s~ ‘Pv(s> _—F(u—l+1)Pft L (af)
A—v7%1,23,... Pf inutile si Re v — ) > —1

o)

v AE—1,—2,—...

sin(A+v) =7 Y
TG F Dsmwn 10 K@)
Pf inutile si Re (v - 2) > —1
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XIII. — FONCTIONS DU CYLINDRE PARABOLIQUE

¢ (p) £ 9(p)
al‘p’D ( )
e _v (ap -2
" Pfpt ¢ i@
largal <7 4O o
0,1 24 Pf inutile si Rev > 0
v , —1, —2,—...
‘l’_p_’
p~e* D_y(ap) gt n
largal < T (2_»)7<”’ ﬁ)
2v#£0,—1,—2,—...
e ¥ Dy (ap) ‘
p~e* D (ap I
u 1(tg@)+
jarga| <
M
pte* D, (ap) o
larga] < 2 2ate P4 ad ()
4
a’pl

e’ D, (ap)

2" a -&
Vil 42a= +\/ -

T
|arga|<1
D_., (2VBDp) 2~ (2 ﬁ)? t—p _
p >0 O g
v#£0, —1, —2,—...

Pf inutile si Rev > 0



132 TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE MELLIN

9 (p) £ 9(p)
D, (2B p) = efr s(t—p)
D, (2VBP) —(g)?Pf(t——ﬁ)—%U(t—-ﬁ)
574 D_r, (2VBD) 2 (=B
p>0 Oy (Y
v#£0—1,—2,—... Pf inutile si Rev > 0
v ip a
rréo-u(/3) Ty @0 e
Rev>0
v __‘_a_ E N 1
pe PD“—’<‘/;) 2" 735 p—1 gin (v — /2 ap)
Rev>0

D_v_, (cl_‘11 p) D_y, (c_ g P)
Rev>—1

1

f-(,,ii—l)h;(g)




TABLES DE TRANSFORMEES DE LAPLACE INVERSES

XIV. — FONCTION HYPERGEOMETRIQUE

DE GAUSS

133

¢ (p) £~ 9(p)
F b c: A X-g t""%"’ %l A
peF(abiey) @ ¢ MO0
Rea>0
1 ar a+b—3
(o biei3—F) T@IHO) * Vesbsonea00
Rea> 0, Reb >0
c— n n! c—n ] b—c—n
ptp—1) » m)t_ L. ®
X F(-_—-n, b; c;p_1>
n=0,12, ...
Rec<1—n,
Re(b—¢)>n—1
1
(p* + 2)— l‘(a+b+§)
xF(a,b;a+b+%; —Te9
22 2 a-i-l:—i A
—— a—1(
P+ 1’) X (lt) Ters-3 00

Rea>0

F(a, b;c+p;2)B(p, ¢
Rec>0
jarg(z—1)| <™

(1—e9)tF(a b;c;z(1—e?))

F(a, p;c+p;2B(p, ¢)
Rec>0

lag—1)| <=

l—e?)—t(1—z et)a
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XV. — FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

CONFLUENTES
? () £~ 9 (p)
1 1y l+v—-
T M G —a)p) L (==
{3>a>0 (§+A+y,l_l+,) (ﬂ__t)).—-v+_
1
Re(\lil)<§ a<t<p .
0, ailleurs
p G'_’Ml,v(g) Mpft :I’v (2 \/‘Tt)
A I‘(v—-l+ )
V—l-l'i#o,‘—l, 1
—2 .. meutilesiRe(v—l)>—-§
2vE—1,—2 —...
1
0, t<§
1
P TV () 1\
Re(v — ) > 1 L 73 1
2 (»_1+1) poo 2
2 (H'i
= —ip
pter Wi, (ap) 1+a) P _(1+2at9)
Rei <1 *
larga| <=
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¢ (p) £~ ¢ (p)
—y_1ap a—v+; v—A—1 A1
p  “ier W, (ap) ——— P i+
|larga|<m l‘(i——)\+v)
1
A=y —35#012 ... Pt inutile si Re (v — ) > — 2

1
w :
pre’ w;,v(f) - 22
P/ I‘(Q—A+v)l‘(§—l—v)
Ay 220,12, ... L
x Pif 1K,,(2al)
Pf inutile si Re (A 4 v) < 5
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XVI. — FONCTIONS ELLIPTIQUES

¢ (p) £~ 9(p)
K (3) 25(%)
x(3) Fu(5)n(9) +500
(s ~sen($)u(9)+500
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XVII. — POLYNOMES ORTHOGONAUX
(DE LEGENDRE, D'HERMITE ET DE LAGUERRE)
¢ (p) £ 9(p)
—n— pta 1 b—a
o+o-n(F) | mern(FY
—v P + a rbt - _ . . b —a )
(p+b) Pn(m) I‘(V)tv lIFS( n’n+l’ 1!”’ 2 i
Rev>0
1, (1) He, (V21) He, (i y21)
vp “\p inlynt

1 1
—2rn i cos2yal

—n-t _8 % a
i (/5)

1 1
(— 12" i sin 2Vl

@ A tb_lng(—n;a"l‘l,b;lt)
() nT(®)B @ a + 1)
Reb>0
LY A «  a
nipee 7L () NI, (2yE0)

Rea>—n—1
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2 () =f.+°xs~'f<x>dz=m:f<x)}

gy, 0, désignent les frontiéres du domaine de convergence :

o < Re (S) < 0'3-]

REGLES OPERATOIRES

f(a2) = ¢ ()
2 f (x) ¢ (s +B)

@ | 5e(3)
21(3) ?(1—3)
f () (log 2)" o (s)
(x D) f (%) —9)"9(s)
Dz f(z) 1) (s—1)(s—2)...(s—n)o(s—n)
fzf(u)du —ste(s+1)
f“f‘(u) du sto(s+1)

[Tron@)a | weoue
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¢) ¢

© + 0 Amv I 1 w2

1 00— ¢—na -2 T
o + g— AB + 8) (p+s1—¢ xg—9 oT
o + 0 ®.a z 80] »—2

a -
u— 1—u— ®) 1 K
® + 0 (OR =9
soaremoaro ‘senbrurg)rrelo] ‘sereryusuodxe suorpouOy ‘|
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6, G
e++8
®og+1 0 Z T . ¢ -0 (x—1—szp)s01? .«lAﬁ + ) 14
Aw. s + lv (ON
T
1 0 »mms@,?-mlc Tun 1
» 0 2us(2)a’ % IS el
. 0 28500 (%)’ %500 1
1 0 »mmoo (s) J s> o0<» ‘T » 509 o1
I (] am%@?& 0<» ‘xous 6
(@312 0<» .Am+svm|o 8
13 °
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1+u u f—tt—s D m o<» ‘(0 + z) % «1 —)| 12
Am + ﬁv I
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Am — ﬁv 161 '
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1 0
s m s09 (0 Q) 3 | s .IN §00 X 502 fed
) ‘o {@Jluc=(@)o @/}
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4
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m a— A|N»H|w|.l @) *r b
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z Aml ﬁvu
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Am + mv J 1—a~sC
g (E—1+o)x
e + e 0 N . @ *r oz oy
AWVH«I&.&N
UIAIOY ‘uuewimo) ‘1ossog 9p SuoIjouojg %
s G—2) e—0—2)e 6¢
1 (1—2)e 8¢
. 3 0 <»
©+ 0 SR Te—nn—@nles |8
o *o {@J{uc=C()0 @/
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AVERTISSEMENT

Toutes les fonctions de x apparaissant dans ces tables sont nulles
pour < 0.
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I. — FORMULES GENERALES

m—ip(s) =V
et h (z) est une fonction Mellin-transformable.
m-1pBs) ="V,

distribution définie par { Vx, ® (z) > = | B|{ Va 28— ® (zF) D, B réel
[si V. est associée 4 h (z), Vx est associée & h (z/F)].

Mrtasv(s) =V,

distribution définie par ( V%, ® (@) > = a'{ V, ® (¢ 7)), >0
[si V- est associée & h (), V3 est associée & h (« z)].

m-1stp(s) = (— 1)k (D) Vo,
m-(s—1)yv(s) =(—1) D2 Vo

(Voir aussi paragraphes 6.3 et 6.4 de la premiére partie),
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II. — FONCTIONS ALGEBRIQUES ET ANALOGUES

e m— f(s)
1 d(z—1)
s dz—1)—d (@—1)
(s+a 2, 0<z<l1
Res> —Rea 0, z>1
G+ a 0, 0<z<l1
Res<—Rea — 2, z>1
(s+ a —z°log x, l<zr<l1
Res> —Rea 0, z>1
s+ a)? 0, z<1
Res<—Rea z* log z, z>1
(s+at(s+ b (b—a)y (z= — %), o<z<l1
Res>—Rea> —Reb| 0, z>1
(s+a)(s+ b —(b—a) 2, l<z<l1
—Rea> Res>—Red —(b—a) 27, z>1
(s+at(s+ 0 0, <1
Res < —Reb<—Red| (b— a) (2 —2z°), z>1
[(s + a)* + b —btxesin(blogr) O<z<1
Re(s+a)>|Imbd| o, z>1
[ + @)* + b i’li‘b”“"" 0<z<l
—Imb<Re(s+a) 1
<Imb 57 TV, z>1

[\
-~
o
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f©) S O

[(s + a)* + b 0, . rz<1

Re(s+a)<|Imb| b—t z2 sin (b log ), z>1
L a

(s* —a?)* —s —— I (—alog2)[U (@) —U (x—1)]
Res > |Rea| log z

s+ Pt:)" R I‘_(_l———vi Pf 22 (— log x)——1

es>—Rea
x[U () —U (x —1)]

v#0,1,2 ... Pf inutile si Rev < 0

¢ + ﬁ?) Pf 2% (log )~ U (z — 1)
Res <—Rea :

v#£0,1,2, ... Pf inutile si Rev < 0

e Vi oefallogz| i
¢ thls)s>|Rea| r(“)a Pf( 2 )
v£0,—1,—2,—... | *L.1@llez)U@—-UE=1)]

Pf inutile si Rev >0

i

-y allogz|\ *
(@ — )~ - Pf( )
—Rea< Res<Rea Va T () 2
vZ0,—1,—2,—... XK, i(allogz|)
2

Pf inutile si Rev >0
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III. — EXPONENTIELLES, LOGARITHMES
ET FONCTIONS CIRGULAIRES

f e
eBs ed s (.‘B——ep)
B réel
5 eBs B 3 (x — ef) — e &' (x — €F)
st ebBs 1, 0<z<el
Res>0 0, T <€
s ebs —U@—¢f)
Res <0
-2 eBs — log (8 x), O<z<el
Res>0 0, 2>
s eBs log (¢ P2) Uz —eb)
Res <0
352 1 e_(l(:sa-l‘)’
Rea>0 2yna
V_——i
« 2
v T . Pf(—l-l(%t—l> Jy-1(2VaTlogzT)
Re s0> o, . °f_>20_ X[U@)—U@E—1)]
v#£0, —1,—2,—... Pf inutile si Rev > 0
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sinms _
O<Res<j+1

j=01,2, ...

() =t f(s)
steavs erfc(——a———), 0o<z<l1
Res>0 2y |logz| .
3 s z>1
larga] <3
-1 1 _a_
§ Teave . R—S T T o<z<l1
Res>0 vV |logz|
T 0- $>1
|arga|<z
x°
log (s + a) Pfl—_z[U (@ —U@Ex—1)]
Res> —Rea o8
—(QogC)d(z—1)
— ¢ (v) —log|log x|
A T o) og 2l
e8> x [U@—U@—1]
v#0,—1, —2, —.. Pf inutile si Rev > 0
s (log )* (logCllogz|y—T%» 0<z<l
Res>0 0, z>1
Tos—k—1 x*
sinws (_l)kx+a’ «>0
k<Res<k+1
k=...,—1,0,1, ...
mai 2 (s —J) (— 1) j!1 @+ ay 7, >0
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0<Res<1

@) o1 f (s)
Ta 2 T 2
CoST S (—l)ka:+a’ «>0
1 1
k=—..,—10,1,...
8-——k—1 _k+£
me gms | | PE=U@ a>0
k=09:i:l’:|:2!:l:"'
mas—t— cotg s Pf —z_k—U @)
k<Res<k+1 &=z
k=0,+1,42, 4...
n? :r"l
sin’ws x—Ing
k<Res<k+1
k=09:|:1’:':2:2|:"'
T log (1 + 2)
(s—ID)sinzns - z
0<Res<l1
n
T 2 Arccotgz
scosz
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IV. — FONCTIONS GAMMA, ZETA ET ASSOCIEES

f© m=£(s)
T (s) e
Res>0
(=2
T (s) x__ V%)
—k—1<Res<—k © E, J!
k=0,1,2, ...
[rer o (2V
Res>0 2K(2\/z)
T (i—) sin;%g a sin x*

Res>0, «a>0

T (i> cos’r—s o CoS T*
a 2a

Res>0, a>0

1 T sin z
s__—lI'(s)cosis ——
Res>1
T (s) sin as e~*°%4 sin (z sin a)
Res> —1

|Rea|<lg
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(s oM~ f(s)
T () cos as e-*sa cos (x sin a)
Res>0
|Rea| < 3
T @) r
COST S e erfo (V)
0 < Res< %

T@+s)T(d—s)
—Rea<Res<Reb

T (a+ b)as (1 + z)—ob

Re(a+ b)) >0
1 (s+1> erfcx
TS 2
Res>0
a+b _
T(s+a)T(s+b) 22 % Ko_s(2V3)
2

Res> —Reb>—Rea

I'(s+a)T(s+ b)cosm (s—a)
|Rea| < Res<2

— 7t Nao (2V7)

T (s)
T(¢s+ a)
Res>0
a0, —1,—2, —...

1"_17) Pf (1 — 2 [U (@) — U (@ —1)]

Pf inutile si Rea> 0

ri—s)
Res<1

8lm

-e
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f©

o=t f ()

T'l—a—s)
Ta—9
Res>0
a#0,—1,—2,—...

1 .
r—(—a;Pf(x—l) tU(x—1)
Pf inutile si Rea> 0

T (s)
Ta@a—s+1)
1

1
0<Res<2Rea+Z

553, (2y3)

Ts+aTl(s—a)

(o4}

Res> |Rea|

I‘(%—s)l‘(s+a)
rd+a—s)
—Rea<Bes<%

T@a—s)T(b—s)
T(c—y9)
0<Res
< min (Re a, Re b)

T (s)

T (a)T (b)
T'(0)

2F1(a, b5 ¢; —2)

¢ (s + a) Bt _Pfﬁix[U @ —U @&—p)]
Res> —Rea C .
B> 0 —ﬁ“(log6>6(x—ﬁ)
stY(s+1) —logC(1l—2), O<z<l1
Res>0 0, z>1
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() o1 £ (s)
b+ D (1 + 2 log C (1 + 2
—1<Res<0
LT () e=logz
Res >0
7(s B) e, 0<r<pB
Res>0 0, z>p
T (s B) e=U(x—p), >0
T'(l—s, a) (z+])—i e—alx+1)
Res> 0 Rea>0
E@re) - (ee—1)
Res>1
1 z\*
E@I¢s+1) Z(sh3
Res> 1 4( 2>
(G a)T(s) e (1 — =)
Res> 1 Rea>0
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V. — FONCTIONS DE BESSEL

(s M= £ ()

5 et 26~ P (B — 2

z*"( P <2> xJ,(28YF—2), O<z<p
Res> 0 0, z>p
vE—1, —2,—... Pfinutile si Rev >—1

5,_.@er(3)
el
0<Res<Rev+ 5
>0

26 @ + ) T, 2BVF T B)

()

0<Res<Rev+%

28 @ + BTN, (2BVF T )

>0
ims 18 (x+ax1)
H:B)e* inte *
_ims _lﬂ(z‘+x—i)
H;(B)e * —in~te 2
—1<Res<1
>0
3—110(3) 1,._1 l (2<x<e—1
Res>0 7! arc cos log x, cil<r<e

0, z>e
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(@) =t (s)
0, , I<zr<et
s I, (s) _ v_1
Res>0 Pf (_} log’ ) 1' y i<z <e
v #0,—1, VE2 (s + )
9 09 r>e
—H PI inutile si Rev>-—%
s Ko () arg ch log z, I<zr<et
Res>0 0, zT>et!
1
s1K, (s) (log*z —1)%, Il<z<e
Res> 0 0, z>et
s K, (s) v—ish(vargch|log z|), I<z<e!
Res>0 0, T>e?
VT
sV K, (s) 9v r( !)
Res>0 vta \
v +1¢o,_1, XxPi(ogtz—1) 3, O<z<e
2 2 0, z>e?
- Pf inutile si Rev>—%
1 _ﬁ(x-f-a.—')
—_ 2
K. () 5¢ s >0
1_ ﬁ(e""z+e"r")
K, (6) e 56 *
lel<g B>0
(IRes|<lsiq>=g)
K,_.eer(3) 267 @ + ) |
iies>0 x K, (26V=* + ), B>0
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VI. — AUTRES FONCTIONS

@) m—*f(s)
25 (Jlogz|+1)

D (2V5) T (ogz[— D=

Res>0, Rev<O X[U@—U@—e)]
1 9’ (llogz| + 1)”*5
—§D"“ 2vs) T(—») (logz[—T)*

Res>0, Rev<0 X[U@)—U@E—e))
JFi(8584+v;a)B(v, ) Pfe (1 —x)*'[U (@) — U (x—1)]

Res>0

v#£0,—1,—2,—...

1F,(—s; %; a>l‘(s + %) ot e cos 2yaz

1
Res>§

,F,(l—-—s;%; a)l‘(s + -‘2-) %a‘*eﬂ—rsinz\/a—z

1

Res>—-§
s Fi(s,vis+1;—a) (d+a)™, 0<z<l1
Res>—1, laj<1 |0, z>1

s, F(—s,vi—s+1;—a)| g)“' _
’ﬁes<1, lal <1 (1+z U@E—1

sFi(s,a; 00T (s) e~ ,F; (a; b; c2)
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