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INTERPRETATION GEOMETRIQUE
DES PROCESSUS PROBABILISTIQUES CONTINUS

Par M. G. G. VRANCEANU,

Maitre de Conférence
a4 PInstitut de Constructions de Bucarest.

———— O G———

INTRODUCTION.

Dans ce travail on étudie quelques aspects de la théorie des processus
probabilistiques continus ou bien processus markoviens en utilisant
des propriétés géométriques obtenues en utilisant un systéme de
vecteurs ([1], [2]) ().

Le travail est divisé en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux processus probabilistiques
simples avec un ensemble tout au plus dénombrable des états. Dans
le premier paragraphe on montre comment on peut interpréter les
résultats de M. Fréchet [3], en utilisant un systéme (1) de n vecteurs
et son dual (2) ainsi que les systémes dérivés correspondants (i)’
et (1)'. Dans les autres paragraphes on traite les divers exemples de
processus probabilistiques continus et I'on retrouve ainsi pour n = 2 les
formules de M. Fréchet et 'on détermine une classe de processus
Markov avec trois états. Pour n arbitraire, on trouve une classe de
vecteurs qui engendre les probabilités fondamentales, dépendant
de n fonctions arbitraires.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie les processus probabilistiques
continus multiples. On sait que pour obtenir les équations différentielles
correspondantes, il fallait résoudre le probléme de trouver un analogue
de la relation de Chapman-Kolmogorov [9] qui joue un réle central
dans la théorie des processus markoviens simples. En généralisant
la relation classique de Chapman pour une chaine de Markov simple,

(!) Les nombres entre crochets se référent & la bibliographie qu’on trouve 4 la fin
de ce fascicule.
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0. Onicescu [4] (?) a donné la relation fonctionnelle & laquelle doivent
satisfaire les probabilités fondamentales d’une chaine multiple. En
utilisant cette relation, R. Theodorescu [5] (*) a donné la relation
fonctionnelle analogue 4 celle de Chapmam-Kolmogorov vérifiée par
les probabilités fondamentales d’un processus probabilistique multiple
et il a établi leurs équations différentielles.

Dans le premier paragraphe du chapitre II, on montre comment
on peut attacher une métrique & un processus probabilistique et I'on
considére en particulier le cas n = 2.

Dans le second paragraphe on montre comment on peut construire
un systéme de probabilités dans les espaces & courbure constante
négative et dans le troisiéme paragraphe, on montre comment on peut
associer un transport paralléle en introduisant la notion de connexion
probabilistique.

Dans le paragraphe 4, on montre comment un processus probabi-
listique peut étre considéré comme une G-structure affine.

Dans le dernier paragraphe, on considére quelques exemples.

Dans le troisiéme chapitre on fait quelques applications aux phéno-
menes démographiques, 4 la théorie de 'invalidité et aux processus
Markov qu’on peut associer & un groupe de Lie.

CHAPITRE 1

PROCESSUS MARKOVIENS SIMPLES.

1. Formules de Fréchet. — Nous considérons un processus
markovien simple avec n états. Un tel processus est caractérisé par
une répartition initiale et une matrice de passage formée par des
éléments non négatifs [6]

P(s, ) =||PL(s, )| () (s<8) (,j=1,2,...,n)

qui jouit de la propriété

1) PR JCHES
]=1

(%) Voir aussi O. ONicEscU, G. M1Hoc et IoNEscu TuLcea [14].

(®) Voir aussi G. Ciucu et R. THEoDOREscCU [11].

(%) Nous utilisons la notation P‘,(s, 1) au lieu de P, (s, ) pour étre d’accord avec
Yinterprétation géométrique qui est considérée dans ce travail.
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et nous avons
(2) P‘] (37 t) = Plk ("7 u) Pf (u’ t) (5) (s ZuL t)

pour toutes les valeurs de u, (k=1, 2, ..., n).

I1 faut supposer de méme que nous avons
(3) PL (s, 5) =8,

&) étant le symbole de Kronecker, donc &% est égal a zéro si i)
est égal & 1 sii=].

Il en résulte que la détermination des processus markoviens simples
avec un ensemble fini d’états, revient & trouver les solutions posi-
tives P, (s, f) des équations (1), (2) et (3).

On observe que les équations (1) sont linéaires, mais les équations (2)
sont des équations fonctionnelles et la résolution de ces équations
a été faite pour la premiére fois par Fréchet qui a montré qu’en suppo-
sant que P (s, f) sont des fonctions continues, nous pouvons écrire
la solution sous la forme
(2) PL(s, ) =p ()2 (8), (a=1,2,....n)

ou le déterminant A= |pl| est différent de zéro et ol A% sont les
réciproques du déterminant A, donc nous avons les conditions

(2" () M (s) = B,

Nous voulons donner ici une démonstration trés simple des
formules (2") de Fréchet (%).

Pour cela, supposons en premier lieu qu’on désigne par A’ (f) les
valeurs P (o, ), donc les valeurs des P, dans s=o. Nous allons
montrer qu’il existe une seule solution des équations (2) déterminée
par 2, (£), c’est la solution de Fréchet.

Pour cela observons, en premier lieu que les conditions (3) pour s = o,
nous donnent

(") A (0) = 8%,

donc le déterminant D(f) =|2}(f)|, se réduit pour {=o, au déter-
minant unité, Comme nous supposons que A’ () sont des fonctions
continues, il en résulte qu’il en existe un nombre a > o de fagon que
D() soit différent de zéro dans lintervalle o{<x. On peut
construire alors dans cet intervalle les réciproques du déterminant D (¢),

(*) On adopte la convention d’Einstein que si un indice se répéte, on doit sommer
par rapport 4 cet indice.
(°) Pour une autre démonstration de ces formules, voir J. Aczel ([7], [8]).
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donc les formules (3) sont vérifiées et alors les formules (2) nous
donnent évidemment une solution des équations fonctionnelles (2).

Nous allons démontrer, que cette solution est unique. Pour cela
cherchons une solution des équations (2) de la forme

%) Q, (s, £) = b () 22 (1) + B (5, ),

ot R} (o, f)=o0, R/ (s, s)=o0, donc une solution qui coincide avec
P (s, ) pour s = o. Il s’agit de montrer que R, (s, f) sont des fonctions
identiques nulles.

Pour cela, écrivons que les Q) données par les formules (4) satisfont
aux équations fonctionnelles (2). Nous avons
sz (s, 1) = sz (s, u) Q’; (u, t)
= [ 1, (8) Af () + Ry (s, w) J[1f () Mo (8) +~ R (w, ) ].

Donc nous pouvons écrire

QL (s, ) = L () A5 () + () Mf () RE (u, 2)
+ p} (w) 28 () Ry (s, u) + Ry (s, w) RE(x, 9),

ou bien, en tenant compte de (4), il en résulte

Ry (s, 1) = L (s) M (w) RA(y, o)
-+ uf (w) AL (#) Ry (s, u) + Ry (s, u) R (u, ©).

Si dans ces formules nous posons s=o et si nous tenons compte
que R/ (o, f) = o, on obtient les formules

" Af (u) R (u, ) = o.

En multipliant par p,(u) et en sommant par rapport a l'indice q
il en résulte, en tenant compte des formules (2”), que nous avons

R‘] (u, t) =o,

quels que soient u et f entre zéro et a, ce qui démontre :

TuEOREME 1. — I existe une seule solution P, (s, t) des équations (2)
et (3), qui se réduit a 1, (I) pour s = o, c’est la solution de Fréchet.

Il est d’ailleurs & remarquer que la condition de la continuité est
intervenue seulement pour s’assurer que le déterminant D (f) est
différent de zéro pour of{a. Donc les résultats sont valables
méme si les fonctions X (f) ne sont pas continues, mais le déter-
minant D(f) est différent de zéro pour o ¢ a. Le cas ou le déter-
minant D(f) est nul a été considéré par J. Aczel et I'on obtient des
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résultats analogues en ce qui concerne la solution des équations
fonctionnelles (2).

2. Systémes de vecteurs associés. — Nous allons observer qu’on
peut interpréter les p (s) comme les composantes de n vecteurs contre-
variants p}, (a=1, 2, ..., n) indépendantes et alors les A7 (s) sont les
composantes de n vecteurs covariants (7).

Nous avons alors :

TutorkME 2. — Elant donné un systéme de probabilités fonda-
mentales P’ (s, {), il en résulte un systéme () de vecteurs indépendants
de sorte que P (s, f) s’expriment par les formules (a') ot A% sont les
composantes du systéme dual (2) du systéme ().

Observons maintenant qu’on peut s’arranger de fagon que les condi-
tions (1) soient remplacées par les conditions

n

(5) Zx; ) =1,
=1 N

ou ce qui est la méme chose par les conditions
(51) 2“’5&(3) =1I.
a=1

En effet, en tenant compte que les probabilités sont définies par les
formules (2"), les équations (1) nous donnent

(®) Ha () DM (0) =1
1=1
En posant alors

) o1 (1) = A9 (2)
=t

et en multipliant les équations (6) par A?(s) et en sommant, nous
obtenons
ca(t) = e (s),

donc c® sont des constantes, donc nous avons les formules
pa(s)er=1,

c’est-a-dire les constantes ¢ ne peuvent pas é&tre toutes nulles.

(") On emploie la notation utilisée par G. Vranceanu [13].



6 G. G. VRANCEANU.

Maintenant nous observons que les formules (2’) sont invariantes
4 une transformation linéaire

7" Na=cghlh,  pl=clW,

oi1 ¢ sont des constantes. Par une telle transformation, nous avons
n
ca =ZT'} = c}cb,
]=1

donc ¢* se comporte par rapport i une transformation linéaire (7)
comme un vecteur contrevariant.

Il en résulte qu'on peut utiliser les constantes ¢ pour réduire les
constantes ¢* 4 une forme canonique, par exemple pour avoir ¢*="9f,
forme indiquée par Fréchet, ce qui revient & avoir les conditions

n
(8) po=1, Y Me=3

7=1

et les premiéres de ces conditions nous disent que le vecteur p; a
toutes les composantes égales i I'unité. On peut de méme supposer
que toutes les composantes c* sont égales & l'unité et dans ce cas
les vecteurs p, satisfont aux conditions (5') tandis que les vecteurs
duals 22 satisfont aux conditions (5).

Dans ce qui suit, nous utiliserons surtout les formes canoniques (5)
et (5') a cause de la symétrie des formules et l'analogie avec la
formule (1) & laquelle satisfont les probabilités fondamentales. On peut
voir qu’il est possible de passer des formules (5') aux premiéres
formules (8), {2, =1, en faisant la transformation des vecteurs

L= =B (a>2).

Les transformations (7) qui conservent les conditions (5'), satisfont
4 la condition

(8" f=1.

D’autre part, dans les formules (7) on ne peut pas supposer qu'il
existe des fonctions de la variable s ou f, parce que alors les for-
mules (2') ne sont pas invariantes. Il en résulte :

THEOREME 3. — A fout systéme de probabilités fondamentales on associe
un systéme de vecteurs (i) qui satisfont aux conditions (5) et ce systéme
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de vecteurs est déterminé, absiraction faite d’une transformation linéaire
a coefficients constants :

") ph = e,

a
ou cj satisfont aux équations (8).

Nous allons maintenant observer que la réciproque n’est pas vraie.
Etant donné le systéme de vecteurs (i) satisfaisant les conditions (5'),
pour que ces vecteurs définissent un systéme de probabilités fonda-
mentales, il faut que les conditions P/, (s, #) > o soient aussi vérifiées.

Comme d’autre part nous avons P (s, ) =", il en résulte qu'il
faut s’assurer que pour {>s nous avons tout au moins pour { assez
proche de s, les conditions

(9 Po(s,t) >0  (E#))

.3. Théoréme de Kolmogorov. — Pour trouver les conditions
nécessaires et suffisantes dans lesquelles le systéme de vecteurs (w)
peut définir un systéme de probabilités, considérons le systéme dérivé
du systéme (u), c’est-a-dire les vecteurs ()’, la dérivation étant faite

par rapport a la variable s. Alors on peut exprimer le systéme ()’
a l'aide du systéme () par les formules de la forme

(9" (6)' =T% uf,
ou I', sont des fonctions de la variable s, définies par les formules
L= (i)' M.
Dérivant la relation (5'), nous obtenons.
n
Cy Dy =o.
a=1
Mais compte tenu de (g'), nous avons

> (pz>'=2( ry u1,> =) [r',<2, ML)] =y r,
a=1 a=1 1

= =1 a=1 =1
donc

(10) il‘il:—-o.

j=1
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De méme, en dérivant les relations (2"), nous obtenons
n n
&
D) Mg+ Yk (M) =0
a=1 a=1
et donc tenant compte de (9”) et (2”) :
— T =l (A9,
c’est-a-dire
(10") (A2)y =—Tkag.

Par conséquent, en dérivant les formules (2’) par rapport a {,
s restant fixe, nous obtenons

dPi (s, 1) drg (2)
__.1_[”__ =, (5) :it =——I"I‘. ® Pi;(") g (),
ce qui nous donne
dP! (s, £) .
(“7“—),:3:‘ A

Par conséquent les probabilités P (s, f) (i=j) sont positives
pour {>ssi

(10") Mh(sy <o  (i#)).
Doric, nous avons le théoréme de Kolmogorov [9] sous la forme :

TuEOREME 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
de vecteurs satisfaisant les conditions (5") définisse un systéme de proba-
bilités dans le voisinage du point s, il faut que dans ce point les quantités
T, (s) (i 2 j) soient toutes non positives.

En tenant compte des relations (10) il résulte que I'\ doivent étre
positives ou nulles. En considérant alors la dérivée du détermi-
nant A =]}, | nous avons, en tenant compte de (g') :

A= Air:.
=1

D’autre part la somme des quantités I'! ne peut étre nulle que si
toutes les quantités I'; et par conséquent toutes les quantités I'; (i)
sont nulles, et en ce cas, p}; sont constantes. Il en résulte que le déter-
minant A ne peut pas étre constant pour un systéme de probabilités P
non constantes, donc qui ne se réduisent pas a 3.
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Maintenant nous allons donner une autre forme du théoréme de
Kolmogorov. Pour cela nous pouvons observer qu'on peut trouver
une solution des équations (5') dans le cas général, en posant

1 . 1
(11) ph:z-—mz (i # a), P‘f':;““sz;
aFi

et dans ce cas le déterminant A est nul pour les valeurs nulles
de n(n—1) fonctions mi.

Montrons que le théoréme de Kolmogorov peut s’exprimer seulement
avec n(n—1) fonctions m;, (i % a), et les quantités Iy, (i ;% j).

Pour cela on observe qu’en tenant compte des conditions (g') et
des équations (11) pour i = a, nous avons

= (= 30y (5 = i)+ v (5 + 3 m ),

j#a b#a

ol i et a sont des indices fixes. Ces formules, en tenant compte de (10)
s’écrivent

(12) (mb) = 2 I“].m{;——l‘ﬁzz m‘g—m‘azrij.

j#ita b#a 11

Les équations (12) représentent un systéme de n(n—1) équations
différentielles dans les inconnues m, (i 2 d). Pour que le systéme de
vecteurs (i) donné par les formules (11) puisse définir un systéme de
probabilités, il faut que dans le systéme (12), I';, (i 5#j) soient non
positives.

Nous avons donc :

THEOREME 5. — La condition nécessaire et suffisante pour que les
vecteurs définis par les formules (11) constituent un systéme de n vecteurs
probabilistiques, est que m’, soient les solutions d’un systéme d’équations

différentielles (12) dans lequel T', (i#j) sont des quantités nulles ou
négatives.

Le cas des fonctions non dérivables. Dans le théoréme précédent
on suppose que m, et donc pf sont des fonctions dérivables. Mais,
on peut donner une condition pour que le systéme de vecteurs (u)
soit probabilistique sans utiliser la notion de dérivée.

En effet, en multipliant les formules (2') avec p}(f) et en sommant
par rapport a j, nous avons

n
(13) PRJICHITAOEITAOR

1=1
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Supposons dans ces formules i a. Alors (13) s’écrivent, compte
tenu de (11) :

(13) 2‘H%@—M@Hﬂ{mewmwﬂ=m@—%@y

[#£izb a#b

dans lesquelles interviennent seulement les probabilités P, (s, #) (i # j).
Pour un i fixe, elles constituent (n —1) équations dans les quantités
P (s, §) (i #J) et par conséquent nous avons :

TuEoREME 6. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un
systéme de vecteurs (p.) soit probabilistique est qu’il soit donné par les
formules (11) et que les solutions P (i 2#j) des équations (13") soient
loutes positives pour s < L.

4. Probabilités stationnaires. — Etant donné un systéme de
probabilités fondamentales (2'), la matrice formée avec P (s, t)
constitue une matrice de passage. Si une des variables est considérée
fixe et l'autre considérée variable, nous obtenons une famille de
matrices de passage dépendant d’un paramétre. Si s a une valeur
fixe, par exemple zéro, nous avons alors pour ¢ positive une famille
de matrices stochastiques dépendant du paramétre ¢,

(14) PL (o, ) = Q, (&) = 1, (0) A2 ().

Nous voulons voir dans quelles conditions les matrices || Q' (1) ||
satisfont 4 la condition d’additivité .

(15) Q) (u+1) = Q; (») Q) ()

et montrer que cette condition se transforme dans une condition
relative au systéme de vecteurs.

En effet, supposons que la matrice || p% (o) | est la matrice unité,
ce qui peut étre toujours supposé en faisant une transformation (7').
Si || %, (o) || n’est pas la matrice unité, alors faisant la transformation

ph (o) = c‘b;ilb (0),
la matrice || 2} (o) | devient la matrice unité si nous prenons ciy= p, (o).
En supposant (| (o)]| la matrice unité, les formules (14) deviennent
Qi (&) =N, (v)
et donc les équations (15) sont vérifiées si elles satisfont les conditions

(16) M () = M () M (2).
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Ces conditions étant vérifiées, supposons que nous donnons a ¢ la
valeur —u, donc  + u = o. Dans le premier membre des équations (16)
nous avons 2! (o), donc la matrice || 2 (0)|| est la matrice unité, de
sorte que les formules (16) nous donnent

() lf (—u) =23,
D’autre part, nous avons les formules (2"), c’est-a-dire

A (u) p.f (u) =38,
I1 en résulte
ph () = M (—u).

Donc les systémes duals (1), (1) s’obtiennent un dans I’autre par le
changement du signe de la variable.

Dérivons alors les équations (16) par rapport 4 {; nous avons
[)\'I (u+1)] = A (v) [)\f QI
Compte tenu de (10"), ces formules s’écrivent
Ti(u+ )25 (u+0) =T ()M (u)/x_’zg)/,/
ce qui nous donne, en utilisant les conditions (16) :
Iy (6) =T4 (u+ 1),
donc les quantités I', sont constantes. Nous obtenons :

THEOREME 7. — Si les prdkabilités Q' () satisfont les équations
fonctionnelles (15), alors T, qui inferviennent dans les formules (g')
et (10') sont des constantes (?).

Dans ce cas le processus est stationnaire.

En revenant alors aux formules (2’) et en posant {=s 4 u, nous
avons

'P‘I (s, s+u) =i () A) (s +u),
mais compte tenu de (16), il en résulte
PL (s, s+ u) = () 24 () M () =%, (),

ce qui nous montre que les probabilités fondamentales dépendent
seulement de la variable u, donc elles dépendent seulement de la
différence { —s.

(®) Voir aussi Runnenburg [10].
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Supposons qu’on prend comme systéme de vecteurs 2} le systéme
R
aFl
Dans ce cas, les équations (16) s’écrivent

(16") ! (u +t) = nj (w) nk (¢) + [.1’—-2 nt, (u)]nij (%)
w a#l

-+ i () [::2"5 <t)] )

W aFEf

et nous avons un systéme des équations fonctionnelles dans les
inconnues n, (i % j). Si nous sommes dans le cas n = 2, nous pouvons
prendre

ni=a, ni=8
et les équations (16) s’écrivent
a(u+1t) =[1—a(u)]a () +[1—B()]a(u),
Blu+)=[1—Bw)]B@) +[1—a()]B(w).

5. Détermination des probabilités pour n = 2 et 3. — Utilisons
maintenant les résultats du premier paragraphe pour trouver les
probabilités fondamentales pour n = 2. Dans ce cas on peut prendre
comme formules (11) :

1
(17) pi=3+9 pi=

(17)

ol
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et les probabilités fondamentales sont données, compte tenu de (2")
par les formules de Fréchet () :

Pi(s, 1) = 2 FE@D -y py 2 =0 ()

(18) JORRION JORXION
wr (O — () V2O ()
PIeD =30’ He9=sm=u0m

Ces formules nous montrent qu’en supposant que ¢ - ¢ est positive
dans le point s, les formules (18) définissent un systéme de probabi-
lités pour fxs si les fonctions ¢, ¢ sont non décroissantes. Si ¢ -+ ¢
est négative dans le point s, alors (18) définissent un systéme de pro-
babilités, si ¢, ¢ sont des fonctions non croissantes.

D’autre part on peut remarquer que les formules (18) nous montrent
que les probabilités ne changent pas si I'on change le signe de ¢ et ¢
en méme temps.

Nous avons done :

TrEOREME 8. — Le systéme de probabilités le plus général pour n = a
est donné par les formules (18) ot o(s) + Y(s) est une fonction positive
et ¢ (1), Y (f) sont des fonctions non \c('oiffanles pour s,

N

Nous allons maintenant dire qu’un systéme de probabilités P (s, b
est symétrique s’il satisfait les conditions

Pi(s ) =P/(s,8), Pi(s)=Pi(s,0) (i5]).
On voit que dans le cas (18), nous avons
Pi(s,£) =Pi(s, 2)
si ¢, Y satisfont les conditions
() — () =4 (8) — ¥ (s),

donc la fonction ¢(f)—{(f) est une constante et par conséquent
nous avons

b)) =9() +a
et alors on voit que nous avons aussi

Pi(s, ) = Pi (s, t):&sz);z:;(_%ﬂ.

Donc, nous avons :

TuEorEME 9. — Dans le cas n =2 les probabilités (18) sont symé-
triqgues si la différence ¢(s)— {(s) est une constanie ef inversement.

(®) M. FrEcHET, loc. cil., p. 242.
MEMORIAL DES S0. MATH, — N° 167, 3
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Passons maintenant au cas n = 3. Nous pouvons écrire dans ce cas
les formules (11) sous la forme

1. I 1= 1_ =t —u
Ry = 3+?+u) e 3 P ] 3 ’
(19) w—-i—qa "=£+¢+v g
1"‘3 3 M3 3 ? L] 3 ?
I I I
y.}=§—6, p}:-?;—-w, p.}=§+0+w

Pour calculer les probabilités, il faut calculer les quantités 2.
Or, nous avons dans ce cas :

(20) pM e p Al AI=8 (G, j=1,2,3)

et il s’agit de résoudre trois systémes linéaires dans trois inconnues 2},
2%, 23 (j =1, 2, 3), le déterminant de ces systémes étant toujours
D =|p4| o p, sont évidlemment donnés par les formules (19). En
ajoutant les colonnes, on peut écrire

1z — T —u
377 3
1 1
D=|1 §+q:+v 3 ="
1 2 —w T ri+w
3 3

En retranchant la premiére ligne des autres lignes, on arrive faci-
lement a la formule

D=¢(B+v~+w)+d(0+u+w)+ 00+ vu+ uw.

Considérons maintenant les équations (20) pour j=1. Nous
obtenons

pIM+ M +pidl=1,
piNl+ pu3ri+pidl=o,
pirt+ i+ piri=o.
Il en résulte que nous avons m,_ %, o D; est donné par la
formule
1oz — T—u
37° 3
D;=|o %+¢+v %—v ,
1 I
0 3—w §+B+w
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ce qui nous donne
D, = %(20+2w+q;+ﬁ)+q;0+'{xw+0v.

De méme nous avons

ol

D2=§(q;—2ﬂ—v—w)+q;0+q:w+ﬂv,
D3=%(0—2v{;—v—w)+!{40+'{aw+09.

D’une maniére analogue on peut calculer les autres moments 2
et nous avons le tableau suivant :

) %(9—2w—u—0) + o0+ 9w+ uwl,

[ T
)\%:B %(:p+2u+20+w)+q>6+9w+uw ,

kg:%L%(W—mp——u—ﬂ) + 90 + 9w + uw |,

D L%(u—sw—:p—qa) +du+uo+90|,

) %(v—zu—:p—q;) +du+ue+o9e|,
- |

)\}=-ﬁ %(2@+2qa+u+v)+q.’u+uv+tpv )

Ces formules nous permettent de calculer les probabilités P (s, #)
par les formules (2'). Nous avons

PLG 0 = s[5+ 9@ + @ | Dico)

+ [%-:p(s)]n,(z) +[§ ——-u(s)]Da(t)}
= —D-—Et—){z[)(t)ﬂ(t) + Y () w(t) + e (0)8(r)
+ o (s)[e(t) +w (&) +6()]+u(s)[v(@) +w () +~4(O)];
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D’une maniére analogue on détient P} (s, f) et P} (s, ) de méme que
les autres probabilités. On obtient ainsi les neuf probabilités P (s, ?)
G, j=1,23):

)

Pi(s, &) = pgy L2 (O () +w(D)3() +2(D0 ()

— () [u(8) + w(8) + 0(O] + u ()2 () —H(D]},
Pi(s, ) = ppy (409 () + 0 (9 (O) +u (D) 4()
+ () [u(®) — ¢ (O] —u()[ () + 2 () + ¥ ()]},

I

P1(s ) = pgy { #(00() +w (D4 (1) + $ (D)

+0(8) [$() = 0] =4 () [¢ () +w () + 0 ()]},
B | X% @)+ @8O +¢(08(0)
+ o) [ () +9(0) +0(D)]
+ (o) [ () +w(0) + (D]},

PE(s 1) = gy [ #(8) (D) + u (@ (0) =0 ()9 ()

+ Y () [0 () —u(B)]—o () [+ @) + 4]},
P(s &) = pgy [ 28 () +w ()4 (8) + (10 (1)

+w () [8() =4 (O] —0() [0(8) +w(®) + 4 (O]},
Pi(s, &) = gy (2 (WO + 08D + 2 (0 (®)

+0() [ () — 9 (O] —w () [u (&) +2(H) + O
PI(s ) = pgy (2 (D0 () =0 (De(®) +u() ¥ ()

P3 (s, 0) =

+0(s) [9(8) + v () + (9]
+w(s) [u(®) +9() +4 (]}

ol nous avons posé

D () = (&) [6(2) + ¢ (&) +w ()] + § (¢) [u(2) + w(2) +08(8)]
+u(@)e(t) +u(t)w(t)+o(£)0(2).

Naturellement les fonctions ¢, ¢, 6, u, v, w doivent étre choisies

de fagon que P’ (s, f) (i;2j) soient toutes positives. Si ces fonctions
sont dérivables, les fonctions (12) deviennent

(22)

¢ =Ti(w—9) —Ti(v +¢ +1{),
w=T}(¢v —u) —Ti(u+w-+19),
Y =Ti0 —¢) —Ti(u+9 +19),
o =T (¥ —v) —T3(v +w=+19),
0 =T§(y —6) —Ti(u+¢ +0),
w=T{(p —w)—Ti(¢ +w-+¢).
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Donc il en résulte :

TueoritME 10. — Le systéme de vecteurs probabilistiques le plus
général pour n=3 s’obtient en considérant dans (19) les solutions du
systéme (22) de six équations différentielles linéaires, ou T'%, T3, T2, T2, I3,
T'; sont des fonctions réelles non positives quelconques dans la variable s.

Si T3, T3, T}, T2, T3, T2 sont des constantes négatives ou nulles,
nous obtenons un processus stationnaire avec trois états.

Nous montrerons maintenant que I'intégration du systéme (22) se
réduit 4 l'intégration & deux systémes des équations différentielles
linéaires et homogénes avec deux inconnues et 4 deux quadratures.

En effet, prenant dans le systéme (22) comme nouvelle inconnue

(23) zT=9—w,

en dérivant cette relation et compte tenu des expressions de ¢’ et w’,
nous trouvons

#=—(T}+Ti+THz+ (F§—T}) (v + w + §).
Si nous prenons comme nouvelle inconnue
(23) y=v+w-+1,
il en résulte
&=—(Tj+T}j+T})z+ (T§—T§)y.
Dérivons alors y et compte tenu de (22), on a

!

=— (F}+T}+THy+ T} —TIa.

I en résulte que x, y sont des solutions d’un systéme linéaire et
homogéne du premier ordre donné par les équations

(o) #'= (I§—T})y — (T} +T}{+T})a,
y'=@{—T})z— (Ti+Ti+T})y.

En prenant comme nouvelles variables
(25) f=0—u, N=u+w-+0

et dérivant, compte tenu de (22), nous obtenons pour{’ et v’ le s

(26) { = Ti—T{n— (Ti+Ti+THE,
"= (T}—T§)§ — (T§+T{+T])x.

SEVICE DE
MAT.L. T OUES
FonES



18 G. G. VRANCEANU.

Les équations (23), (23') et (25) nous montrent que nous pouvons
considérer comme nouvelles inconnues, z, y, &, n, u, w au lieu de 9,
v, ¥, ¢, u, W parce que nNous avons

w  f,imm,

=y—t—u—w, 0=mn—u—w.

D’autre part, les formules (22) nous donnent pour u’, w':
(27) w'=T}t—Tin, w'=Tiz—Tiy.

Il en résulte que l'intégration du systéme probabilistique (22)
pour n=23 se réduit a l'intégration des systémes (24), (26) de deux
équations linéaires et homogeénes et 4 deux quadratures (27).

Considérons maintenant quelques cas particuliers. Si I''=T3,

alors la premiére équation du systéme (24) s’intégre par des quadra-
tures et nous avons

—f'(l";+ I'i+Tyyds
z=Ae"* .

La derniére équation (26) nous donne

B —./:‘(I'§+I'=+I‘g)dc
n=>5be

et les autres sont des équations linéaires en y et &.

Si I''=T} et I''! =T, nous obtenons encore

_f'(rg+rg+rg)ds
E=Ce “° .

Si Ii=T3, Ti=T?=T9, le systéme (22) s’intégre par une seule
quadrature et nous avons

—f.(F{+I'§+I'g)ds
y=De " .

Si T4, I'Y, T2, T2, I3, T} sont des constantes, le systéme dépend de
I’équation caractéristique qui est la méme pour les deux systémes (24)
et (26) :

(27) 2+ (Pi+Ti4+T}+T3+T{+T§)p+Lirj+Tir}
+ M3+ P+ Tir3+rir§+riri+rir;+rifi=o.
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Observons alors que le systéme (24) se réduit & une équation de
Riccati, en posant Y = % En effet, si nous dérivons et compte tenu
de (23) et (23’), on déduit
(28) Y=(I{—T}) Y2+ (I}+T{+T}—T}—T2—T§)Y+T}—T2

De méme, le systéme (26) se réduit & une équation de Riccati en

osant Z = parce que en dérivant Z’ et compte tenu de (26), il en
P " P
résulte

(28') Z'= (T3—T})Z2+ ([§+T§+T§—I}—T}—T3)Z+T§—TL.

On observe que si nous faisons la transformation Z=—7Y —1,
I'équation (28') se transforme en (28), donc I'intégration du systéme (22)
dépend de I'intégration d’une seule équation de Riccati.

Nous avons donc :

TrEorEME 11. — L’intégration du systéme probabilistique (22) se
réduit & Uiniégration d’'une seule équation de Riccati (28) et des
quadratures.

En effet, supposons que nous connaissons Y, solution de I'équa-
tion (28). Dans ce cas, nous avons y = Yz, et x est défini par la premiére
équation (24) qui s’écrit

#'=(T§—T})Ye— (T} +Ti+T)a,

donc z s’obtient par une quadrature. De la méme facon on obtient les
autres fonctions.

Observons maintenant que le systéme (22) peut étre résolu par
rapport 4 I'}, I';, I'}, T2, I3, T3 et nous obtenons

. du—ou+ 9 (0 +w)+u'w
I'i=— A ’
. uo—ug +u (Y4+v)+9'v
Fj=— A )

= o— 4o+ (0+w)+ '8
- : |

Y

(29)

2 VY —od + 0 (p+u)+Yu

T{=— )

3 0w — 00’ + 8" (Y + ) + o'

I'1=— K
A

s w0 —wb + o' (p+ u) + of

j=— A ,
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ou
A=gB+v+w)+¢(0+u-+w)+00+uv-+uw.

Il en résulte que nous obtenons un systéme probabilistique
pour n = 3, si nous prenons un systéme de fonctions 9, ¢, 9, u, », w
positives, avec la condition que les numérateurs de ces formules soient
positifs. Mais on observe que ces numérateurs ont seulement des
termes positifs si ¢, ¢, 0, u, v, w sont des fonctions croissantes sauf les
termes

(30) u—ou, Ye—d¢y, 6w — '
qui interviennent en T}, I'?, T} respectivement avec le signe + tandis
que dans I}, T% T} ils apparaissent avec le signe —.

Donc dans le cas out ces termes sont nuls, le systéme est probabi-
listique si les fonctions 9, ¢, 0, u, v, w sont positives non décroissantes
et il en est de méme si elles sont négatives non croissantes. Le fait
que les termes de (30) sont nuls, signifie que les rapports ;—‘:, %, -o-(:-sont
des constantes. On peut prendre
(31) e=ad, u=39o, =1V, v=3V, 6 =128, w=u8,

olt @, B, v, 9, A, 1 sont des constantes positives et ®, W, ® sont des
fonctions quelconques. Dans ce cas les formules (29) s’écrivent

m '
n 7
, I‘%:-—%‘F’O,
@r) { .
M:—KWQ
n=—§wm
m /
ol
(32) A=m®P8 + ndV + p¥o
et ou

m=o\+au-+By, n=By+pd-+ad, p=T1h-+yp-+3h
Nous obtenons donc un systéme probabilistique si m, n, p sont des
constantes positives (négatives) et ®, ¥, @, fonctions positives (non
décroissantes) ou négatives (non croissantes).
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Supposons maintenant dans les formules (31) que les fonctions @,
W, O sont égales. Alors les formules (29) s’écrivent

m®’
Mj=——1"
(m+n+p)®
j=— "%
Ty= (m+n+p) @’
re—__P¥ |
(m—+n+p)®
i n®
Ti= m+nrn+p@’
Ql
$m P
Ti= (m+n+p)®’
rj= m®’

T m+n+p®’

. . . . . @
Donc on obtient une solution stationnaire si r] est une constante,
c’est-a-dire si ® = e*%, ou k est une constante. Nous obtenons ainsi :

TrHEoREME 12. — Si dans les formules (31), ® =¥ =0 = ¢,
on obtient une solution probabilistique stafionnaire si k est une constante
positive et si m, n, p sont des constantes positives.

Observons maintenant que si I'on tient compte des formules (31)
dans les formules (21), on obtient un systéme de probabilités qui
dépendent de trois constantes arbitraires et trois fonctions arbitraires
qui s’écrit

Pl (s, ¢y = PEDOO + ¥ () [n¥(2) + mO(D)]

D(#)
Pi(s, 1) = ™8O [‘g((i))—-@(s)],
P (s, &) = PO [3((?)—‘1’@)],
Pi(s, 1) = £200 [‘Ig(tt))—llf(s)],
(33) Pi(s, 1) = 22O + ‘I’[()s()t)[nQ(t) +pO®)]
Pi(s, t) = 220 [‘g((tg)—‘ws)],
Pi(s, 1) = pY () [Sgg —8(9)]
Pi(s, ) = 22 [g((?)-e(s)],

Pi(s, t) = n® ()W (2) + 8(1.)1)(15)771.'1)0) +p‘l"(t)]’
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ol
D(¢) = n® ()W () + pW(£)O (¢) + mB () D ().

Nous avons donc :

THEOREME 13. — Les formules (33) définissent un systéme de proba-
bilités si m, n, p sont positives et si ®, ¥, O sont des fonctions positives
non décroissantes (ou négatives non croissantes).

Autrement dit il n’est pas plus nécessaire de savoir si @, ¥, © sont
dérivables ou non.

Nous considérons maintenant le cas particulier quand u=g¢,
v=1y, w=79, donc

0(=?)=Y=3=)\=[J.=I.

Dans ce cas le déterminant A = | |, s’écrit

’

I I I
32 39 3@
I I I

(34) 3—Y¢ 3+2¥ 3¢
-g—e g_e -;—+20

et I'on peut montrer directement que le systéme de vecteurs (1g)
est probabilistique et ¢, ¢, 0 sont fonctiens non décroissantes ou
négatives non croissantes sans supposer que ¢, ¢, 9 sont dérivables.

En effet dans ce cas, nous avons

A =3(9¢ + ¢8 + Bp)

et les valeurs de 2} (i, j =1, 2, 3) s’écrivent

M='{4+6A+3v.p0, X§=3¢0A—e, 12=SWA_4',
— 6 —
34) { A= 396A b, 1;:%‘3&, ;_g=§.i’9T;?,

;‘é=3?q‘A_¢’ )‘§=3?¢—'?’ l§=?+q’:3?q‘,
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de sorte que nous trouvons

Pi(s, ) = OO +5 () [0 +4(0)],

A(e)
Pi (s, £) = O [‘Pgt()t)— 2]
Pl (s, 1) = L& [?A(t()t)— 21
Pi(s, 1) = O WY()J Y
(35) Pi(s, t) = c>(4t)0(t)+=1'A(2)[‘9(t)+(.°(t)]
Pi(s, ) = 20 WA(t()t)— Y1,
Pi(s, 1) = YO [OAU();)—O(S)]
Pi(s, 1) = 1 [ﬂgt()t)-—ﬂ(s)]
Pi(s, 1) = 2O +0A(s()t)[?(t) + 4]

ce qui nous montre que P (s, f) (i, j =1, 2, 3) sont en effet positives,
si 9, , 0 sont positives non décroissantes ou négatives non croissantes.

D’autre part en ce cas aussi on peut remarquer que les proba-
bilités (35) ne changent pas si I'on change en méme temps le signe
des fonctions ¢, ¢, 0, donc nous avons :

TuEoREME 14. — Les formules (35) définissent un systéme de proba-
bilités si 9, y, O sont des fonctions positives non décroissantes.

6. Exemples de systdmes de probabilités pour n> 3. — Nous
montrerons maintenant que les formules (35) du cas n =3 se géné-
ralisent pour n quelconque. Pour cela donnons premiérement une
nouvelle forme aux formules (35) en divisant les nominateurs et les
dénominateurs avec ¢ (f) Y (f) 9(f). Nous avons alors

(s 1 1
P“s’t)___?(t)-'_?(t)[e(t) w(t)]

I 1
5 ’ (“” 0) w)*W)’
N TR 1)
Pis 0 = smvms @

et des formules analogues.
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Il en résulte qu’en notant ¢, ¢, 0 avec 9, 9, 9; nous obtenons un
systéme de probabilités fondamentales, en prenant

' _ _%1(2) —ou(s) s
AR EAOTON O ¢,

P; (s, 8) = :igg + 9'?(‘:)(5—5?&(;) ¢ Jj=1213),

(36)

ces formules peuvent s’étendre pour les indices qui varient entre
1 et n. Dans ce cas, S a I'expression
I 1 I

(37) S—j?—l--l-;;-l---.-l-a'

De méme on peut supposer que n tend vers I'infini avec la condition
que S soit convergente.

Nous allons montrer maintenant que le systéme défini par le déter-
minant qui généralise (34) :

1 I I
At (D S —w R T
I I I
(38) P ar(r—De ... o —e
I I I
7T n T g (N

engendre les probabilités (36) (i, j=1, ..., n), ot g, sont des fonctions
positives non décroissantes ou négatives non croissantes.

En effet, observons que dans ce cas, nous avons
(38") mh= ¢, (i#a)
et donc les équations (12) s’écrivent
vi= D Thej— (n—DThea— 0 DT,
j#i#a J#l
équations qui s’écrivent encore sous la forme
1 1
(39) ?z=2rl/?i—nrla?a—‘?tzr’j-
J#l J#l

Par suite étant données deux valeurs, a, b, différentes de i, il en
résulte par soustraction qu’il faut avoir

rfz?a=rlb?ba
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Nous avons des formules de la forme
1]
Ii= 5—-,

Pa
qui introduites dans les équations (3g), nous donnent

, 1 %
= — g ki —_— k= —
P P ,Zi Py ) ?—zs
et done
(40) Mo=—oty  (a0),

ce qui nous montre qu’en effet I, sont non positives si ¢; sont des
fonctions positives non décroissantes et non des fonctions négatives
non croissantes, donc le systéme de vecteurs donné par la formule (38)
est dans ces conditions un systéme probabilistique.

Pour trouver les probabilités fondamentales, calculons premiérement
le déterminant donné par la formule (38). On observe pour cela que
si nous ajoutons & la premiére colonne les autres et puis les soustrairons
a la premiére ligne des autres, nous obtenons pour A comme un déter-
minant de I’ordre n —1 de la forme

(R —1)po+ g4 — P2 4 P31 — Qo+ @y
—93+91 (R —I)3-+191 ... — 93+ 91
sl LSt L ¢ (n—1)Pn+ 91

o 4

Cette formule nous montre que le déterminant A est un polynome
homogéne du grade (n—1) en 9, s, ..., 9, €t que le coefficient A
de ¢ est

(rn—1)%» — — P
A= — 93 (n—1)es ... — @3
— % — % .. (R—I)Pn

Si dans ce déterminant nous sommons les autres colonnes a la
premiére et puis la premiére colonne aux autres, nous obtenons

A= n"—x?g.-- Pn.

Compte tenu que A est une fonction symétrique qui dépend de
Q15 P2y « + -5 Pn, il TéSUlte que nous avons la formule

(41) A=nn—5?1?2...?ns <S=2T;—i>'
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Par conséquent, le déterminant A est différent de zéro si une des
fonctions 94, 9, ..., 9, est non nulle.

Pour calculer les probabilités P!, on peut calculer premiérement
le systéme dual (A7) et puis de considérer les formules (2').

Utilisons les formules (13'), en tenant compte de (38"

DPw(t) — X Pooi(0) + (n—)Paga() =wi(0) —2.() (a0,

J# JZi1Za

formules qui peuvent s’écrire

P Lou(t) — 9, ()] + nPhga(t) = 2(t) —wu(s)  (as ).
J#

Ces formules nous montrent que si a, b sont deux indices différents
de i, ce qui peut avoir lieu si nX 3, il en résulte que nous avons

43) Phoa=Pyos (a,bzi), P, 9‘, i#a
Compte tenu de ces formules dans les équations (42), nous obtenons
7:%: (%) [S @ — m] (n—0)q:+ ng,= . (t) — (),

ol S(f) est donné par la formule (37). Nous trouvons

_ @ — ()
SO%0)

et par conséquent les formules (3g) nous donnent

. _ ) —9:(s) L
o = swemsy A

11 en résulte que (1)

' . _ 2:(5) | 2(2) —9u(s)
(46) Pi(s, 2) =1 ,Z#P'(s = s

Donc nous avons :

THEOREME 15. — Si les vecteurs (i) sont définis par les formules (38),
les probabilités fondamentales sont définies par les formules (44) et (44").

0 ' (=9 N 1 _ e (=) [ 1\
“ gfp’ ©O= N @sh 250 T eSO c-:w)
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Nous voulons maintenant trouver les conditions dans lesquelles
les formules (44) et (44') constituent un systéme symétrique de proba-
bilités. Pour cela les formules (44) nous disent que nous avons

2 t) — 1( )
9_—_?(: ()t) mf(t)’ =9;(t) —9,(s),

donc .les différences 9,(f) — ¢,(f) sont des constantes. On peut donc
prendre .
o) =9@)+a, (j=2,..., n).

En tenant compte de la formule (44'), il en résulte

1 _ 91 (9 ¢1(8) —¢1(s)
Pl D=0+ srosm

_%1(s)+a ?1(2) — g1 (9) .
Pl = o wa T MO aps@ T =nen .

Considérons maintenant la différence entre P et P}. Nous avons

P1(8) + a» P —91() w8 _ w(®) =i ()
() +a:  [e1 () +aPS() ¢ (2) ?1 (1) S(2)

En tenant compte que nous avons

I I 1
S(t) = e —
0 %@ el ra o1 () +an’

la différence devient

@910 —0®)] § o0 (0) +ar]
91 Olen+aP & o) +a

Donc elle peut étre nulle seulement si a, est nulle.

Il en résulte que (44) et (44') sont symétriques pour n > 3 seulement
si toutes les fonctions sont égales entre elles.

Si I'on suppose ¢,=g¢, les probabilités (44) et (44') sont données
par les formules

P (s, t)=zl[l+(n-—1)%%],

7 (s, t)=;l[1—-%'g,]

quels que soientietj=1,2, ..., n.
Nous avons :
TuiorEME 16. — Les probabilités (44) et (44') soni symélriques

seulement si elles sont données par les formules (45) ot ¢ est une fonction
positive non décroissante.

(45)
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Par suite nous avons des exemples, pour chaque valeur de n, de
probabilités fondamentales qui dépendent de n fonctions arbitraires
P1y P2y + « ., Pne D’autre part il est facile d’observer que nous obtenons
un systéme plus général de probabilités, en prenant

. _ @) —9u(s) ¢ _o Cn
PY(s, 8) = 2:(2) 97 (2) Z(t) [E(t)_tp1+"'+q>n]’

Pl (S, t) — ?i(t) — % (S) [ — Ci s
i ‘Pi(t) . % (t)z (t)

oll ¢; sont des constantes positives ou nulles mais ¢,(i =1, 2, ..., n)
sont des fonctions positives non décroissantes ou des fonctions néga-
tives non croissantes, ce qui généralise les formules (33).

Revenons au cas des formules (18) et observons que ces formules
peuvent se généraliser en prenant

(46)

Pl(s, 1y = £ () —oi(s)

? ()
(47) o
Ph(s, ) = LA (i,

ot ¢=¢;4 ¢2+...4+ ¢, mais ¢; sont des fonctions positives non
décroissantes ou des fonctions négatives non croissantes. En effet,
les formules satisfont évidemment les conditions (1) et (3). De méme
nous avons pour i >£j :

Pi(s, 8) = X Ph(s w)Pf(u, ) + Pi(s, ) P (u, &) + P (s, ©) P (u, 1),
kA IA]

formules qui s’écrivent, compte tenu de la relation (47), sous la forme

P (s 8) = { D [oa (@) — 2]+ 9.(8) + (@) — 91(s) }__w fp‘gu')—:(ftg“)
ki)

4 Lo — 9 ()1 [ (%) +9,(2) — ?/(u)],
o (u) ¢ (2)

qui nous donne

_ 958 —9;(s)
(48) P (s, 8) = —"‘Tml—"

donc les formules. (2) sont vérifiées pour i 72 j.
De méme on peut montrer qu’elles sont vérifiées pour i =j.
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Les formules (47) nous donnent par conséquent un systéme de
probabilités fondamentales si ¢,(s) sont positives non décroissantes
ou négatives non croissantes.

Nous montrerons qu'on peut obtenir un systéme probabilistique
stationnaire si nous considérons les fonctions m! proportionnelles
avec des constantes multipliées avec la méme fonction e si

mb = cl ek,
olt ¢, sont des constantes. En effet, dans ce cas les formules (12),
s’écrivent
(49) keh= N, Tyof—T4 W cf—ca NI

j#i#a b#a J#i

et par conséquent T sont des constantes, elles étaient des constantes
non positives, cas qui a été considéré pour n = 3. Nous allons remarquer
aussi que les probabilités (47) sont symétriques si la différence des
fonctions est une constante comme dans le cas n=2.

7. Vecteurs probabilistiques le long d'une courbe. — Etant
donnée une courbe plane (C) :

z=f(s), yr=9(),

nous pouvons nous demander comment on peut définir deux vecteurs
probabilistiques le long de cette courbe, un de ces vecteurs étant le
vecteur tangent. Alors nous pouvons prendre [18]

< 0 dz a
(50) pi=B, pi=« <a=z’3=3{)'

11 en résulte que le deuxiéme vecteur est défini par les relations

donc nous avons
pi=1—, pi=1—a
D’autre part (9") pour n =2, s’écrit

dpy d

i
2

%=%=F§B+I‘§a,

Parce que nous avons

r{=—Tr§, T}=-—Tj, Qo\

MEMORIAL DES S0. MATH. — N° 167.
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il en résulte les formules

1 dB
B—a ds’

1 da

) R— —— e
(1) Iy= a—pds’

r=

qu’il faut définir '}, I'; comme des fonctions positives le long de la courbe.

Les formules (5:1) nous montrent qu’il faut supposer a2 et
que % ou %{% ne sont pas nulles, donc la tangente n’est pas paralléle
4 la premiére bissectrice et x, y ne passent pas par un extrémum.

Ainsi supposons que nous choisissons comme origine O un point
dans lequel la tangente est paralléle a la premiére bissectrice et ol
les axes ainsi que la courbe sont situés sous la premiére bissectrice.
Si nous déplacons dans le sens ou la variable x est positive, « — 3 croit

et j——: est positive, donc I’} est positive. De méme I'} est positive et

cette propriété reste valable le long de la courbe jusqu’a la rencontre
d’un point ol z, ou y passent par un extrémum ou un point ou la
tangente est paralléle 4 la premiére bissectrice. Nous avons donc :

THEOREME 17. — Dans Uintervalle OP oit P est un point oit x ou y

passent par un extrémum, on peut définir un processus de Markov
au long de la courbe (C).

Par suite sur une courbe fermée nous ne pouvons pas définir un
processus de Markov le long de la courbe entiére, un de ces vecteurs
étant le vecteur tangent a la courbe.

Supposons maintenant que la courbe (C) est donnée par I’équation
(52) y=f(x),

olt f(x) est une fonction continue et dérivable de sorte qu’a chaque
valeur de = dans lintervalle («, 8) correspond une valeur pour .
Les paramétres directeurs de la tangente sont donc dans le point (z, y)
de la courbe donnés par 1 et f’'(x). Prenons alors comme deuxiéme
vecteur probabilistique le vecteur tangent a la courbe. Cela reviemt
a prendre

pi=1—f'(r), pi=o,

pi=  f(z), pi=r

Les formules de Kolmogorov, ZI“, = o et (9') nous donnent
]=1
S (2)
=7
r?=o,

i

~
o=
I
|
~
e

Lel
o
I
=]
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Supposons que nous avons un point (%, Yo) situé sur la courbe on
la tangente 4 la courbe est la premiére bissectrice et si nous développons
en série autour du point ., y., on obtient

Y =Yoo+ i%%f'(-to) + -('t:—!xo)zf”(x.,) +..

Il en résulte donc que si la courbe est située sous la premiére bissec-
trice c’est-a-dire f'(x) —1< o, alors f”(x) est négative, donc T} est
positive et cette propriété se conserve quand

(52') S (2)—1<o,  f(x) <o,

donc aussi longtemps que nous ne trouvons pas un point P,(z,, y:)
ou la tangente est paralléle 4 la premiére bissectrice ou nous ne
rencontrons pas un point P”(z”, y”) ou f"(z") soit zéro, donc un
p/oint d’inflexion.

Nous avons :

TukortME 18. — Elant donné un point ordinaire P,(x,, yo) de la
courbe (52) ol la tangente est paralléle a la premiére bissectrice, la courbe

étant sous cette tangente nous pouvons définir un processus probabilistique
au long de la courbe (C) jusqu’a un point P, ou un pqint P,.

Il en résulte donc que s’il n’existe pas a la droite de P, des points P,
ou P, le processus peut s’étendre dans l'intervalle (x, c0).

Considérons par exemple la parabole (P)

224+o2py=o0 (p>o).
Dans ce cas :

donc nous avons un processus probabilistique pourz>- p. En tenant
compte que dans ce cas, nous avons

=1+

"

=
(MR
Il

u:ﬁ;, M=o,
R

>
- e

It

-
baet
o

{

-~
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et les probabilités sont données par les formules (2")

1 b 4 1 =iz
(53) Pl(s’t)_t-i-}), Pﬂ(s’t)—tﬁ-'p,
Pi(s, t) = o, Pi(s, 8) =1.

Nous avons donc :

THuEOREME 19. — Le systéme de probabilités (53) peut éire considéré
associé a la parabole (P).

On observe que pour p plus grand, lintervalle (— p, o) ol est
défini le processus est plus étendu.

Dans le cas d’une courbe quelconque (52), nous avons
1 L 2
M= ey Mo

S (x) A2
—j/ @’ "

et les probabilités sont définies analoguement par les formules

Al I

Pi(s, t) = %, Pi(s, £) = _f'I(S_)}-,(ft’)(t) ,
Pi(s, t) =o, P}(s.2) =1.

(54)

Nous avons donc :

TutoriME 20. — A {toute courbe plane (52), (52), on peut associer
les probabilités définies par les formules (54).

Supposons maintenant que nous avons

(65) J@)=e—arars 2.

En ce cas, les conditions (52') s’écrivent
z(z—2a?) <o, —at+x <o
et elles sont vérifiées si nous avons
o<z < ar
Quant aux formules (54), elles nous donnent

P} (s, t)=-:——g—g—:—Z—:—;, Pi (s, £) = <

Pi(s,t) =o, P2 (s, t) =1.

t—s) (2a2—t— )
t(2at—1t) ’

(56)

-



INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES PROCESSUS PROBABILISTIQUES CONTINUS. 33

On voit donc que les probabilités (56) sont associées a la parabole
cubique

3
(57) y=m——a3x=+-§—

dans l'intervalle o <z < a®.

CHAPITRE II.

PROCESSUS MARKOVIENS MULTIPLES.

1. Métriques probabilistiques. — Considérons maintenant un
processus markovien de multiplicité p avec un nombre m d’états
dépendant d’un nombre quelconque de parameétres (chap. I, § 6).
Nous montrerons qu’a un tel processus on peut y associer une métrique
riemanienne.

Pour cela soit une variété V, (s', s ..., s?) de dimension p et P} des
fonctions de deux séries de variables s!, s2, ..., s?, I, £2, ..., {7, donc
fonctions des deux points P(s) et Q(f) de la variété V,. Les indices i
et j varient de 1 4 n. Dans le cas probabilistique, n = m».

Supposons de méme que P, (s, {) ont les propriétés des probabilités
fondamentales, donc elles satisfont les équations fonctionnelles :

o PL(s, 5) =8, ZP; (s, t) =1,
=1

Pi(s, ) =Pi(s, u) Pk(u,2), oZs<t (i k=1,2,...,n),
olt nous désignons par u (u', u? ..., u") un autre systéme de variables

s', 8% ..., s” donc les coordonnées d’un autre point de V,.

Supposons que pour
stz tl,
nous avons

(1) Py (s, £) > 0.
D’aprés les résultats de Fréchet (1) et de Aczel (%), les équaﬁons

fonctionnelles (1) ont comme dans le cas d'une seule variable, les
solutions

(2) Py 0)=p(0)25(®), p@N (=8 a=12...n

(') M. FrécHET, loc. citl., p. 229.

(*?) J. AczEL, Vorlesungen iiber Fonctional gleichungen, Deutcher Verlag, Berlin,
1961, P. 247.
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et

3 Ep.i(s) =1, 2)&} (s) =1.

a=1 ]1=1

Les derniéres équations nous montrent que le déterminant A =| u (s)|
de n fonctions p4(s) est différent de zéro, car en notant avec A’ le
déterminant | A5(s) | nous avons AA’=1. De méme il résulte que 25(s)
sont les réciproques des éléments du déterminant ||, c’est-a-dire

nous avons les formules
ph () A2 (s) = 8¢ b=1,2,...,n.

Donc si nous interprétons les (1, comme les paramétres d’un systéme
de congruences indépendantes dans I’espace a4 n dimensions, alors A%
sont les moments de ces congruences. Par suite nous avons : .

TuroreME 1. — Etant donné un systéme de congruences indépendantes
dans un espace S, d n dimensions, oit [, sont des paraméires et 14 les
moments supposés fonctions des variables s', s°, ..., s? satisfaisant les
derniéres équations (2), nous avons une solution P, (s, f) des équations (1)
donnée par les formules (2).

De méme il faut remarquer qu’on peut définir un systéme de proba-
bilités par les formules L
§ (s, 1) =27 (s) 1y (8).

On voit donc que si I'on donne la probabilité fondamentale P, (s, ),
cela revient 4 donner sur la variété V, un déterminant |2}|32o
satisfaisant les conditions

n
A0 =Py(s, )N (5), P Ae=1,
1=1
ce qui définit les A} avec les valeurs dans un point.

Etant donné un processus markovien continu (2), cela signifie se
donner un systéme de n vecteurs contravariants p,(s) (@ =1, 2, ..., n),
de facon que si I'on considére le systéme de n vecteurs covariants
dual A7(s) (@a=1, 2, ..., n), les équations (3) soient vérifiées. Nous
dirons qu’en ce cas les vecteurs 1}, sont dés vecteurs probabilistiques (*3).

Sil’on considére les formes de Pfaff (') :

3" dst= \2ds

(**) G. G. VRANCEANU, Théorie géométrique des chaines probabilistiques [Bull,
Acad. roy. Belgique (Classe des Sciences), 5¢ série, t. 51, 1965, p. 1158-1167].

(**) G. VRaANCEANU, Legons de Géométrie différentielle, Gauthier-Villars, Paris,
vol. I, chap. I, 1957.
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et la métrique
(4) ds® = (da')° + (do°)2+. ..+ (don)= ay,ds' ds/,
nous avons évidemment
(5) a= A} k;‘. N _
Donc nous avons : ‘7;

TukorEME 2. — Etant donné un systéme de n vecteurs probabilistiques,
on peut leur associer d’une maniére invarianie un espace de Riemann V.

Nous dirons que la métrique (4) est la métrique naturelle associée
au systéme probabilistique correspondant. On peut d’ailleurs observer
que la métrique (4) satisfait & certaines conditions algébriques. En
effet si 'on somme dans les formules (5) par rapport 4 j de 1 A n et
si 'on tient compte de la seconde formule (3), nous obtenons

n n

—~

2 aij = E i)‘xa’
]j=1 a=1

donc en sommant encore par rapport a i, il en résulte

(6) 2 ay, = n.

i, j=1

Cette condition peut s’interpréter en observant que si les différen-
tielles ds' sont toutes égales, nous avons ds'=ds, il en résulte

ds? = n ds?,

comme si la métrique serait euclidienne et donnée par la formule
de Pythagore :

(7) ds? = (dst)2+ (ds?)2+...+ (dsn)2.
Nous avons donc :

THEOREME 3. — La mélrique (7) est euclidienne pour deux points P (s
et Q(s+ ds).
Inversement, étant donné un espace de Riemann, on peut se

demander si I'on peut associer & cet espace un systéme de vecteurs
probabilistiques.

Nous allons considérer premiérement le cas n=2. Dans ce cas,
les formules (3), peuvent s’écrire sous la forme (17), (17) (chap. I).
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ol A= ¢ + {. Les probabilités fondamentales sont données en tenant
compte de (2) par les formules de Fréchet [3], (:8) (chap. I).

Ces formules nous montrent qu’en supposant que ¢ 4-{ est une
fonction positive, dans le point s, les formules (18) (chap. I) définirons
un systéme de probabilités pour £>>s si ¢, ¢ sont des fonctions non
décroissantes. Si ¢ + ¢ est négative dans le point s, elle définit un
systéme de probabilités si ¢, | sont des fonctions non croissantes.
On peut réduire un cas a I'autre en changeant les signes des fonctions.

Quant a la métrique (4), elle est donnée par la formule
(8) do? = aq (dst)2+ 2ay2ds! ds+ asy (ds?)?.

En ce cas les formules (5) nous donnent, en tenant compte des

formules (17") (chap. I) ol l'on suppose ¢, Y, fonctions de deux
variables s, s* :

(9) _I+442 bod —1 @ 1+ 492

ayy = Ay = =
11 2 A% ) 12 2 A2 ) 22 2A2 ?

de fagon que la métrique s’écrit

o (dst—ds?)2+ 4 (Y ds' + g ds?)?
(o) o= PYCERIE '

Observons que nous ne pouvons pas avoir a,»= o, donc 4¢§ —1=o0,
parce que alors si ¢ est croissante, ¢ est décroissante.

Par conséquent, les coordonnées s!, s> ne peuvent pas constituer
un systéme de coordonnées orthogonales pour ds* que si ¢, ¢ sont
des constantes et alors les vecteurs sont constants et la métrique est
euclidienne.

Nous avons dans la formule (10) une métrique a deux variables qui
dépend de deux fonctions arbitraires qui se caractérisent algébri-
quement par le fait que nous avons en accord avec la formule (6) :

(11) A+ Ao+ 2a13= 2.

On peut se demander dans quelles conditions, cette métrique est
la métrique naturelle associée aux probabilités (18) (chap. I). Pour
cela, observons que les formules (g) nous donnent

1
= —_—al, = ———
8= a1 an—a}, CETOL

Cela signifie que le discriminant ¢ de la métrique (8) est toujours
une fonction positive non croissante si ¢ 4+ ¢ est non décroissante
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comme nous le supposons. En tenant compte de cette formule, les
formules (g) s’écrivent

2a4, 2a
I+ 4= —— ) I+ 4=
Q11 Aoz — Qg9 Q11 Aap— Qjg

4ot —1=

(12)

2as
Q1 Qs — a},

On voit donc que la métrique (8), (9) est une métrique naturelle
d’un systéme de probabilités 4 deux dimensions, si les seconds membres
des deux premiéres formules (12) sont des fonctions positives non
décroissantes plus grandes que l'unité.

Si nous posons

Qgp— Q11 = 20, Aoz ~+ Ay =1+ 2},
nous avons alors

1 I
a”=§+p+)\, a“=§+l—p

et par conséquent nous avons les formules

—1)” +—1)2
44‘2¢2£—'——‘;\ lp)z’ 4P2=§€;\ Ig,a
= 1= e F
4?‘!'—'27\—-92’ S (¢ +¢)2

Etant donné le fait que les fonctions ¢, ¢ doivent &tre positives et
non décroissantes, il en résulte que p doit étre compris entre —1 et 1
et que 2A4—p* doit étre une fonction positive non croissante. En
posant donc

I

21—9‘-’: F,

h doit étre une fonction positive non décroissante. Comme nous avons
- 1
(13) =h(i—p), 9= h(i+p),

il en résulte que les seconds membres doivent étre des fonctions
positives non décroissantes. En supposant s!, s?, fonction d’une
variable s, il faut que les dérivées par rapport 2 s de h (1—p) et h(z + p),
doivent étre positives.

Donc il faut avoir

hl pl hl Pl
(x4) = > o, i
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{
en tenant compte que h et h' sont des quantités positives. Nous avons
done [12] :

TuEorEME 4. — Les formules

(p—n2 1 _(p+r)2 1 _I—e 1
=T 2n?’ G2 = T Y oh Q= T TR
définissent la métrique naturelle d’'un processus probabilistique si h est
une fonction positive non décroissante si p est compris enire —1 el 1

el safisfait aux conditions (14).

En ce cas les fonctions ¢, | sont définies par les formules (13).

Nous allons remarquer, que la condition algébrique (11) peut toujours
&tre réalisée. En effet, étant donnée une métrique quelconque (8),
on peut toujours choisir un systéme de variables disons s!, s’ de
facon que dans ce systéme de variables, nous ayons

(11) Ay + dp+2a) = 2.

Supposons par exemple que nous prenons une métrique do* sous
la forme géodésique, ce qui est toujours possible; nous avons

do? = du?+ G dv2.

En ce cas, si I'on considére la transformation de variables

sl s2 sl 52 51_32>
= ’

w=T e= (5

nous avons en notant avec @i, @i, . les coefficients de la métrique
dans les nouvelles variables s!, s? :

aun= [+ GUfir i)'l an=+G(1—fD]

Ags = % [1+ G(fi— f2)2],

sty g2
2

ou f, est la dérivée de f par rapport &
s1— g2

—-

Pour que ai;, @i, @, satisfassent & la condition (11), il faut que
nous ayons

et f. la dérivée de f par

rapport a

1+ Gfi=2,

ce qui nous dit qu’on doit avoir

af 1
o @ = Vo7
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Nous avons :
THEOREME 5. — On peut passer de la forme géodésique d’'une méirique
a la forme probabilistique en intégrant I'équation différentielle (15).
Dans le cas ol ¢ =Y, les probabilités (18) (chap. I), deviennent

P%(") t)=P% (S, t):%[l_'_:((‘:;]’

PL(s, ) = P3 (s, 1) =-;-[1— “’(s)]

(15")

et la métrique (10) s’écrit

(dst — ds?)? - (dst + ds?)2 .

2=
ds 8ot P

Si ’on considére la transformation de variables
sl4s2= /20, stl—st=2/2B,
cette métrique devient

ds® = do?+ dBa y

?!

ce qui nous dit que la métrique est de la forme géodésique.
En tenant compte que la courbure de Gauss est donnée en ce cas

par la formule
__ WGaa _ (1
K= =TF ‘P)az

nous pouvons nous demander si cette courbure peut étre une constante.
Cela arrive évidemment si ¢ ne dépend pas de « quand la courbure K
est nulle, donc ¢ dépend seulement de (3. Mais alors ¢ ne peut pas
étre une fonction ‘croissante de s', s’ que si ¢ est une constante, donc
les vecteurs et les probabilités sont constantes, ce qui est le cas banal.

Si la courbure K est une constante non nulle, la fonction é=p,

doit satisfaire a 'équation différentielle
"+ Kp=o0
Si K < o, on peut prendre comme solution p = e~Y=%%, donc
P = eV—Eea,
On voit que les conditions (1') sont vérifiées quelsque soient

stZt! (i=1, 2), donc quels que soient les points P (s!, s?) et Q(#, #*)
du plan de Lobacevski.
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Dans ce cas, les probabilités (15’) sont données par les formules

’ V:i.\‘;/-l—as’
e
P}(S,t)=P§'(S,t)= I+_\/:—EE ’
_ e Vi

,—_Ksi+s’
I I e V2
2 V__—El‘+p
e ﬁ

I
2

Pi(s, ©) =Pi(s, 1)

il

Si K> o, on peut prendre p = cos /K a, donc

1
cos {/Ka

Dans ce cas, en supposant pour simplifier K =1, ¢ est une fonction
qui croit de 1 & 'infini si « varie de o & g, puis c’est une fonction qui
croit de — o & —1 quand « varie de g a m donc pour « = 7—; cette fonc-
tion est discontinue.

Cela signifie qu’il n’y a pas un systéme de vecteurs probabilistiques
sur toute la spheére mais il y a un tel systéme sur une demi-sphére.

En effet, on sait qu’étant donnée la sphére de rayon 1,
24 Y2432 =1,
nous pouvons considérer la représentation paramétrique

x =sinacosB, y=sinasinB, 2z=cosa,

ol 3 est 1a longitude qui varie de o 4 2 7 et « la colatitude qui varie de o
a . En ce cas, la métrique de la sphére est donnée par la formule

do? = da?+ sin?a df8?,
donc nous avons un champ probabilistique de vecteurs tangents &

la sphére seulement pour une demie-sphére et les probabilités sont
symétriques et sont données par les formules

1 t
Pi(s, ) = Pi(s, 0 = £ (1 222,

Pi(s, ) =Pi(s 0 =3 (1— 220,

oﬁ s <t sont deux valeurs de I'angle « entre o et ’2—:, Donc ces proba-
bilités sont les mémes quelle que soit la valeur 3, donc la longitude.
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Considérons aussi le cas particulier n=3 quand le déterminant
A=|p,| est donné par la formule (34) (chap. I) et les A% par les

formules (34') (chap. I). Dans ce cas les coefficients a;; (i, j =1, 2, 3)
sont donnés par les formules

ay = _Al_g (292 + 202+ 248 4 27¢262),

Ags = —AI—,_, (292 + 2024 2 98 + 2792 62),
as= g5 (297 + 202+ 290 + 279241),
an= gz (9¥— 90 — 40 — 202+ 27948%),
ap= é (98 — @b — $6 — 292+ 27 9¢20),

A= KI; (40 — ¢ — 90 — 292+ 2792 48),
oll
A =3 (ey + $6 + 69).
On voit que dans ce cas la détermination des fonctions 9, ¢, 9 quand
la métrique est donnée, est en général difficile.
Supposons alors que ¢ =1 =0, Alors, nous avons les formules

2 + 9¢*

Ay = A= A33 = —;713,—? ’
2—1

QA1 = A13= Q93 = 927?, ’

ce qui nous dit que nous avons la condition

ayn+2qs=1.

La métrique s’écrit
dot = 2_2'%%”3[(431)--.- (dst)2+ (ds3)3]
992 —1
+22F — (dst ds?+ ds? ds3+ ds® dst)

279*
qui peut encore s’écrire

(15" ds? = ay [ (dst)?+ (ds?)2+ (ds3)®] — @y, (dst ds?
+ ds? ds®+ ds3 dst) + dst ds* + ds? ds® + ds? ds?,
ou

dot = ay [ (ds1)? + (ds?)+ (ds?)?] + (1 — a,) (dst ds?+ ds? ds3 -+ ds? dist).
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Comme nous avors
2

2 =
¥ 9Ban—rn’
il en résulte qu'une métrique (15”) conduit 4 un systéme probabilis-

tique (34) (chap. I) & fonctions 9, ¢, § égales si a,,> % et avec a4,
fonction décroissante des variables s, s°, s°

Dans le cas ol 9=e* nous avons un systéme probabilistique
stationnaire.

La métrique devient

2 4 gez/c(sl+s'+a=)

W [ (dsl)‘3+ (CJS")2 -+ (ds:‘)’]

dﬂl =
+2 (g - ek(s*+s’+a*)) (ds* ds* + dst ds? + disd dst).
Considérons le cas ou
p=0=0y, ‘P =w=u,

qui correspond au déterminant circulant [10].
Pour 1% (a, j =1, 2, 3), nous avons les formules

M=X=Al= ﬁ(u2+uu+v’+u+v),
M=A=A= ]%(u’+uo+v’—v),
M=A=2l= %(u’q—uv-&-v’—u),

ol
D=3 (u2+ uv +¢°).

Pour trouver les coefficients de la métrique a,;, nous utiliserons
la formule

3
a,,=2x717 G, J=1,23).

a=1
Nous avons
_ _ 1 2
T M= A= g e T e & R
. I I
T Q3= an= g — 9 (ui+ up + %)
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Dans ce cas, la métrique s’écrit

(15")  do*= (%+m)[(dsi)z+(dsx)-z+(ds=)=]

+ (3 — —2_> (dst ds* + ds* ds + ds> ds?).
3 g(ui+ uv +v2)

Cette formule nous dit que la métrique n’est pas en général suffi-
sante pour définir le processus markovien, parce que les probabilités
dépendent de deux fonctions u, v, tandis que la métrique (15”) dépend

seulement de la fonction u’ -+ uv 4 v°. En effet on trouve facilement
que nous avons

Pi(s, ) =3 — 5[0 ) [2u(0) + 0 (O] —u(s) [v (&) —u(®)]],
PY(s, ) = 3 — 5[ 20 O +ud]— 0 () [u(0) — » (O]
et des formules analogues pour les autres Py, (i,j =1,2,3).

2. Métriques a courbure constante négative. — Montrons
maintenant que la métrique naturelle (10) peut é&tre & courbure
constante négative aussi pour ¢ >~ ¢. En effet en prenant

¢ = e, b=e*,
on trouve un systéme probabilistique. Or, en ce cas la métrique s’écrit

L (dst—ds)’ + 4[d(es + e ]2
- 2 (e + e™)?

(16) do

et il suffit de poser
(16") z=s'—s y=2(e+ &),
pour que la métrique devienne
dz?+ dy?
2 —-7-.——

ds? =

et coincide donc, abstraction faite du facteur 2, avec la métrique
du semi-plan. de Poincaré y > o, donc du plan de Lobacevski-Bolyai.
Quant aux formules qui nous donnent P (s, {), compte tenu des
formules (18) (chap. I), elles s’écrivent

e+ et ' e — e

Pi =g PG D=Gm
(17) 1 1 2 1
el — e$ el 4 es

P2 (s, t)=-e—l’-_|-—67" 'P%(S,t):m,

et P (s, ) (i, j =1, 2) sont positives si s' <1', s*< 1
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Nous avons :

TukoREME 6. — Sur le plan de Bolyai-Lyobacevski, il y a des champs
probabilistiques définis dans tout le plan, dépendant d’une ou de deux
variables.

En effet 4 tout point (z, y) avec y > o, correspond un point (s!, s?)
défini par les inverses des formules (16'). Si 'on suppose que s!, s?
sont fonctions d’une seule variable s nous avons des champs dépen-
dant d’une seule variable.

Les formules inverses des formules (16") s’écrivent sous la forme

’ 1 Yy er 2 Y .
(7 e = 2(1+ ex)’ e = 2(1+ e¥)

Si I'on note avec z', y' les valeurs correspondantes aux #, {2, nous
considérons les formules

o — Yy e* ,
2(1+ e*’)

el = Y

T a(1+ex)!?

les probabilités (17) sont données par les formules

.oy 1 1
Pi(z,y; 2, ¥) = Y ixes e’
. n_ Yy 1 I
( ') P;(%}G.}”:J’)*"‘? 1+ er 1+3-‘l‘"
17
. L Y I 1
Pi(zy; 5 y) = y’l+e"“+1+e—$"
¥ 1 1

2 Py N — .
Pi(e y; @y y) = Y i+te= T Ixrer

On voit donc que P}, P; sont toujours positifs si y, y’ sont positifs,
ce qui arrive dans le semi-plan de Poincaré. En ce qui concerne P3,
P? ils sont aussi positifs si nous avons les conditions

’ !

y X Y y .
1+e* = 1+ €ex I+e % = [+ e
Si I'on considére comme courbes coordonnées
ex y
1 u=2e'= Y p=10e"=
( 8) ¢ I+ ex ’ 1+ e*x ?

les courbes u = u,, et v = v, ou uy, v, sont des constantes positives, sont
donc asymptotes aux droites y=u,, y=wv, et coupent I'axe y en
des points ayant comme ordonnées y=al,, § =20,
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Dans les coordonnées u, v, la métrique (16) s’écrit

18’ . vdu*+udv’.
(18) do ue (u—+v)

Elle nous donne donc une métrique & courbure constante négative

dans le quart de plan u > o, v > o. Dans les variables u, v les proba-
bilités s’écrivent

w4y o' —0
1 c ol o) — . —
Pi(u"”u,p)—u:+v:’ P%(“:V’u,)‘)’)—ur_‘_vl’

u—u 7
2 ol o e— 2 P —
P,(u,v,u,v)————u,+o,, Pg(u,v,u,p')_u,+v,.

Les géodésiques du semi-plan de Poincaré sont des demi-cercles

(z—a)r+yr=r?,
donc

z=a-+rcosb, y=rsinb,

ot O est un angle compris entre o et .
Comme nous avons

u
x=1n;, y=u-+v,

un point P (u, v) de la géodésique est le commencement d’un systéme
de probabilités seulement pour les points P’(«’, ) qui nous donnent
w4+ v'>u-+v, donc sin®’>sinf. Nous avons le :

THEOREME 7. — Si l'on suppose que z, y sont des points d’une géodé-
sique, le point x', y' correspondant a un systéme de probabililés doit se
trouver sur la partie du cercle au-dessous de la corde Y = y.

Nous allons maintenant montrer que nous avons des propriétés
analogues dans le cas général n> 2.

Supposons en effet que nous avons comme systéme de vecteurs
contravariants p., le systéme défini par les formules

—es* (i # a),
(18")

ol a, i sont des indices fixes et ot nous avons posé

A, () = e+ es'+...+ e,
MEMORIAL DES S0, MATH. — N° 167. t
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Comme il est facile & voir, A,(s) est en méme temps le déter-
minant | p, |, donc le systéme de vecteurs (;, est un systéme de vecteurs
indépendants dans tout I'espace.

En ce qui concerne les vecteurs covariants duals, leurs composantes
s’écrivent

M= [—are] @0

ou a, i sont des indices fixes.

En ce qui concerne, les probabilités elles sont données par les

formules
U J 3 13

- ,__et—e’ .. _ Ay (s) +et—ef
(IS ) P]_ An(t) (l?‘.l)i P;_ An(t)
et les formules nous montrent que les probabilités sont définies dans
tout I'espace des variables s, ..., s

Pour calculer la métrique observons que les formes de Pfaff (3')
s’écrivent dans ce cas :
1 [dsa_ dst ...+ ds"] dAn (5)

(19) dat = An (s) n A () ’

donc la métrique associée s’écrit
’ I
(19') de? = m[¢n+ n2[dA,,(s)]2],

oil nous avons noté par ®, la forme quadratique
(19" ®,= (n—1)dstdsi—adsidsk  (j #k).
Comme le discriminant de cette forme quadratique dans les diffé-
rentielles ds' (i =1, ..., n) s’écrit
n—1 —1I “en —1
—1 n—1 ... —1I
—1 —1 e N—1
ce déterminant est nul donc la forme ®, est dégénérée et elle peut
s’écrire sous la forme
@, = (dy?)2+...+ (dyn)?,
olt °, ..., y* sont des combinaisons linéaires des variables s', ..., s%

En posant- aussi
.7‘ =nr An (‘))



INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES PROCESSUS PROBABILISTIQUES CONTINUS. 47
la métrique (1¢') s’écrit
(20) do?= n (dyV)it.. .+ (dy’l)i’
(y)2
ce qui nous dit que cette métrique est 4 courbure constante négative.

Nous allons maintenant observer que la métrique (1g'), (19"}
constitute une forme intéressante qu’on peut donner & une métrique
a courbure constante négative.

Pour obtenir une transformation de variables qui conduit a la forme

canonique (20), nous allons observer qu’en passant de n 4 n + 1 nous
avons

n-—+1
n

1
Dy = D, + ,—L[nds'l+1—dsl—...—-ds"]”
donc a4 une réduction & la forme canonique de ®,, correspond une
réduction a la forme canonique de ®,.,. Comme nous avons

®, = (ds>— ds')?,
il en résulte que nous avons

3= [ds* — ds' ]+ L [2ded — dst — ds'],
B, = 2[ds—ds' |’ +§-[zdsv-—dsf_ds~]z+ %[3ds*—ds1 —dst—ds]

et ainsi de suite, ce qui nous conduit 4 une formule de la forme

b, =a[ds’—ds'|’+...+ap[(n —1)dst —ds' —. .. — ds"1 ]2,

ou a, as, ..., a, sont des constantes positives. Cela signifie que si
I’on considére comme nouvelles variables

/

, L=e""+... +e",
(207 i L =[(p—0)Lr—T' .. —TP=1]  (P=2, ..., n),
la métrique (19') contiendra seulement les carrés des différentielles
dZ: (i=1, ..., n) donc nous aurons comme variables y', ..., y" dans
la métrique (20) des quantités proportionnelles respectivement
aux Z', ..., Zn.

En tenant compte que les formules (20") nous donnent une trans-
formation de variables qui change ’espace entier E.(s', ..., s") dans
le semi-plan Z'> o, de 'espace F,(Z', ..., Z") il en résulte :

TuEoREME 8. — Les formules (18") nous donnent un systéme de proba-

.

bilités définies dans tlout Uespace ouvert a courbure constanie
négative (1g’), (19”).
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3. Connexions affines probabilistiques. — Supposons main-
tenant que la variété V,(s!, ..., s*) dans laquelle nous avons le pro-
cessus markovien continu, posséde une connexion affine définie
4 l'aide des quantités I',;. En ce cas en transportant par parallélisme
les vecteurs (3, 1), qui définissent les probabilités P’, nous avons des
formules de la forme

(21) dpl =T pkdse, dkf:z—rfm)\fdsa (&), kya,a=1,...,n)

en passant d’un point P(s', ..., s*) de V, au point voisin Q (s’ ds?).
Si I'on veut que les dpl, dA% soient les différentielles des ), 17, donc
si 'on veut que nous ayons

dul oA
’ — J
(1) W—Fiapﬁ, Os% =—TfA

les I\, sont bien déterminées dans tout I'espace V, ol le processus
est défini et nous avoas les formules
d 1
() Tho= Go M-
La connexion affine ainsi déterminée est alors une connexion inté-
grable, car les formules (21') constituent des équations aux dérivées

partielles formant un systéme completement intégrable. Par conséquent
nous avons les équations

or; ar;
i jo /B LTk Lk
(22) L= -5 — I + Tial/g—TipTja=o0

qui expriment le fait que toutes les composantes T}os du tenseur de
courbure de la connexion affine I}, sont nulles.

En sommant les formules (22) par rapport & k et en tenant compte
des formules (3), nous obtenons les formules

n
(an' ' thamo.
k=1

Nous avons donc :

TufortME 9. — Un processus markovien induit dans la variété V,
un transport paralléle sans courbure dont la connexion est définie par
les formules (22) et (22").

En tenant compte des formules (2) et (21) nous trouvons

dP} (s, £) = Tha () ph (s) A (£) ds%— Tfa () pi (5) A% (2) dito,
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donc nous pouvons écrire les formules

(23) dPj(s, £) = Tha () Pf (s, £) dst— Tfo (£) Pi(s, £) deo,

qui constituent les formules de transport par parallélisme des proba-
bilités fondamentales P' (s, f). Il en résulte donc que si le transport
parall¢le est intégrable, les équations aux dérivées partielles

IPL (s, 1)

) oPL (s, 8)
@3) —LZ—= =Tia()Pf(s,8), —L7

aeo

=—T/2(t) Pk(s, £)

constituent un systéme complétement intégrable.

On voit par conséquent que pour ces probabilités, I'indice i est un
indice de contrevariance quand on dérive par rapport aux variables s

et j est un indice de covariance quand on dérive par rapport aux
variables £,

En tenant compte de ce fait et en considérant les composantes
des probabilités, P, dans le systéme de congruences défini par les
vecteurs (2, ), donc en considérant les quantités

P; (s, ©) = PL (s, £) M1 (5) 1 (8),
il en résulte que P$ sont égales & d%.

Par conséquent, nous avons :

TutoreME 10. — Les veclteurs (}, p) a Uaide desquels s’expriment
les probabilités P';(s, t) sont caractérisés par le fait que les composantes
P4(s, f) dans le systéme de congruences (A, 1) sont égales a 0.

En supposant #/>x s* et en posant #*=s'4 u’ il en résulte que u’sont
des quantités positives. Cela dit considérons les formules

P (s, t)
P‘k (3, S+ u) = Pl[; ("’ 5) -+ (__f’u_;-—)uu=oua+. (R

donc nous avons

13
P’,‘(s,s+u)=8'k+<?-55> UE4-...,
du® ue=0

les termes non écrits étant du second ordre dans u%,

Compte tenu de (1'), il en résulte qu’il faut avoir

P}, (dP’k) .
(a‘ﬁ) T =0 UFEH:

u% =0
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Parce que la deuxi¢éme équation (23') nous donne
oP;, .
(’(%;’ )[u:au = rka (‘)’
on trouve les conditions
(23") Ta(s) <Zo.

D’autre part, compte tenu de (22”) qui peuvent s’écrire

(23") Tia=— ¥ Tka,
e k#1

on déduit T',,> o. Par suite nous avons :

TrEOREME 11. — Le fransport paralléle probabilistique (23) associé
@ un processus markovien multiple satisfait aux conditions (22") et (23").

Nous allons observer que si pour un certain indice fixe i, nous
avons Ii,=o, alors nous avons aussi Tia=o0 (i #k) et par consé-
quent p ne dépend pas de s

De méme parce que nous avons les formules

dlnA =fy-_ﬁ,)\a

Os% gsa "7

ol A=/|pL], il en résulte que sil'on tient compte des équations (at’),

nous avons
JlnA

k
W =r'ka“a7\?=roz (I‘a=F;G)a

donc la connexion contractée Ty, est nulle si le déterminant est constant.
Mais parce que I, sont pour chaque i des quantités positives, il en
résulte que dans ce cas I';, sont toutes nulles et par conséquent compte
tenu de (22) et (23”), il en est de méme de I';, (i 52 k), done p;, et 25 sont
des constantes et P!, = d",.

11 en résulte donc qu'en laissant de cdté ce cas particulier ol les
probabilités sont lidentité, le déterminant A n’est pas constant.

Observons maintenant qu’étant donné dans I'espace V,(s', ..., s7)
un systéme de vecteurs contrevariants pi, ou bien le systéme dual
des vecteurs A% et un autre systéme de vecteurs g, 7\;‘, nous avons
des formules de la forme

(24) Ma=cil  Xj=cfhj

ou ¢? sont des fonctions des variables s, ..., s* & déterminant |cj|
différent de zéro.
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Cela fait les probabilités

Py=ua ()X (0), Py=pa(s)X5(0)

associées respectivement au systéme de vecteurs (u, 1%) et au systéme

de vecteurs (3, Xj’) sont différentes sauf si c¢§ sont des constantes
satisfaisant aux conditions
n

(24)) Yeg=1,

b=1
ce qu’'on peut facilement voir. Nous avons donec le :

THEOREME 12. — Deuzx systémes de vecteurs (i, 1) et (1, 1) définissent
les mémes probabilités si et seulement si ils sont liés par les formules (24),
ou ¢ sont des constantes satisfaisant a la condition (24').

En tenant compte des formules (21), il en résulte que les compo-
santes I'i, sont des invariants aux transformations (24), (24'), avec ¢§
des constantes, donc la connexion I, ne change pas si I'on change
le systéme (u, 1), dans le systéme (f, 1), si les probabilités restent les
mémes, propriété qui est aussi une conséquence des formules (23'),
qui définissent le transport parallele des probabilités P, (s, 7).

On voit donc que les composantes de la connexion I, servent
4 définir les propriétés des probabilités. Si ces composantes sont des
constantes, le systéme de probabilités est stationnaire et si la connexion
est intégrable, les formules (21’) nous disent qu'on doit avoir pour
une connexion constante

Tial)g=T}gT, o

Nous allons maintenant observer qu’en général on doit supposer
que les composantes T, ne sont pas symétriques dans les indices infé-
rieurs, donc que la connexion est avec torsion, c’est-a-dire qu’on doit
supposer que les quantités

i i i
Tira=Tra—Taz

ne sont pas toutes nulles. En effet supposons que nous avons i =k #~ a,
donc qu’on considére les composantes de la torsion

Tia=Tia— I,

on voit alors que Ti, doivent &tre positives car I, sont positives,
tandis que I';, sont négatives. Autrement dit les T;, ne peuvent pas
étre nulles que dans le cas o les probabilités P, sont égales a &%.
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Nous avons donc le :

TutorkME 13. — La connexion intégrable (22) associée aux proba-
bilités P*; est avec torsion, les quantités T}« élant positives.

Si I'on considére les quantités
n
Ta = Z T: [ 7]
i=1

il en résulte que T, sont elles aussi des quantités positives. Si I'on
considére donc la forme de Pfaff :

dp = Ty ds?,

cette forme de Pfaff est un invariant du systéme probabilistique,

donc la connexion Tk, est 3 forme de Pfaff invariante dans le sens
de G. Vranceanu [13].

4. Groupes probabilistiques. — Etant donné un systéme de
vecteurs (A, 1) dans l'espace V,, on peut associer 4 ces vecteurs les
formes de Pfaff (3'). De méme étant donné un autre systéme (2, ),
nous pouvons associer les formes de Pfaff :

dsa= ¢ dst
et les formules (24) nous disent que nous avons
(24") dse = c§ dsb.

11 en résulte qu’a chaque systéme de probabilités P, défini par le
systéme de vecteurs (2, (), nous pouvons associer un groupe de trans-
formations de congruences (24"), ou ¢} sont des constantes et satisfont
aux conditions (24).

On voit que le groupe (24"), (24') est un groupe affine de trans-
formations de congruences qui a la propriété de conserver les courbes
satisfaisantes aux conditions

dsa dsi
v =] v (a=1, ..., n).

En effet pour le groupe (24"), (24") il en résulte

ds»

@ =r
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Autrement dit le groupe conserve les courbes satisfaisant au systéme
différentiel
@ =
ol £ est un certain parameétre.

En tenant compte qu’un groupe de transformations de congruences
défini une g structure [16], nous avons le :

TuEoREME 14. — Un systéme de probabilités P; définit dans la
variété V, une structure affine (24"), (24").

On sait que le groupe affine de transformations de congruences
posséde un systéme complet d’invariants [13], qui s’obtiennent en
utilisant les coefficients des covariants bilinéaires des formes doe,
qu'on peut écrire

Aot = w} dob8cc  [Ac2= § doa— dbs2],

ol nous avons posé
. o g,
Wie=| 057 — ost |Mote:
Par une transformation (24"), les quantités w$, se changent comme
les composantes d’un tenseur affine du troisi¢éme ordre
(25) wepegel=wi.c}.

Si I'on somme par rapport a ¢ et si ’on tient compte des (24’), on
obtient les formules

N n
(25") wach=wch [W%:ngc]
c=1

qui nous disent que w$ sont les composantes d’un tenseur mixte.
Il en résulte :

TutortME 15. — Le groupe probabilistique (24"), (24') posséde
un tenseur mixte du second ordre (25').

Nous allons montrer que ce tenseur n’est pas nul en général. En effet
si I'on tient compte des formules (21'), il en résulte

k k
Wlarc= (ra/— Fla) )‘llf l"% F?
et naturellement nous avons aussi les formules inverses

k ky b
T8 —Tfa=wi.us A NS
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Supposons maintenant qu’on somme par rapport 4 «
Nous obtenons en tenant compte des formules (22”) :

n

(25") =D\ Tf=wiukal,
a—=1

De méme nous avons les formules inverses
n
PR
WZ:—-EI‘,ap.i AL
*x=1

Or ces formules nous disent que si k # j, le premier membre des (25")
est toujours positif, tandis qu’il est négatif si k =j. Donc w¢ ne peut
pas étre nul.

On sait d’autre part qu'un tenseur mixte peut étre réduit a la forme
canonique de Jordan ([15], p. 96) et alors les formes do“ sont en général
uniquement déterminées et la recherche des invariants se réduit a ce
qu'on appelle le probléme spécial d’équivalence d’Elie Cartan, quand
les invariants sont w¢, et leurs dérivés par rapport aux formes do.

Dans le cas ot les w§, sont des constantes, les do* définissent un
groupe simplement transitif continu g,, qui laisse invariant ces formes.
En ce cas le processus probabilistique est associé au groupe continu g .

Comme exemple d’un tel processus nous avons le cas ou les do“ sont
définies par les formules (19). En effet en ce cas, toutes les quan-
tités wy, avec a, b, ¢ différents, sont nulles tandis que nous avons

ou a, ¢ sont deux nombres fixes distincts.

Nous avons donc :

TuEorEME 16. — Le processus markovien (18") est un processus
associé a un groupe de Lie G,, groupe qui représenle en méme temps
le groupe de mouvement simplement fransitif de l'espace @ courbure
constante négative V,.

En revenant au groupe (24"), (24’). nous allons observer que si I'on
considére comme nouvelles formes de Pfaff :

det = dok—don,  don=don (k< n),
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les formes dp*, dp» subissent par le groupe une transformation de la
forme

dpt = af dpt [af = cf—cf, k, 1< n],
dor = don+ aydet  [ar=c}].

Comme on voit ce groupe conserve le systéme de Pfaff :

dpt=o (k=1,...,n—1)

et 'on peut dire qu’il conserve I’axe (n) dans le systéme de coordonnées
associées aux formes dp. On peut donc dire que le groupe (24"), (24"),
est un groupe axial.

Si I'on désigne par v}, les coefficients des covariants bilinéaires des
formes dp<, les formules (25), (25') s’écrivent

hoclel = of ok =

VeyCl Cr="04Cp Ay byrye, f=1, ..., n—1),
=k e S ok
Yin€l = vlnef‘

Les derni¢res de ces formules nous disent que les quantités v},
sont les composantes d’un tenseur mixte du second ordre.

Notons maintenant avec Q) les composantes des probabilités P,
par rapport au systeme de formes dp. Il est facile a voir que nous avons
les formules

Qf=Pf—P}, Q'=P}, Qi=1, Qi=o.

De méme si nous notons par =, o§ les composantes dans les
formes dp, des vecteurs p,, 25 on y trouve que les conditions (3)
deviennent

n n

Ewﬁ:l, Enﬁ:o, eE=1.

a=1 a=t
Parce que nous avons évidemment
=mz()of (1), Qf=ma(s)of () (kI<n),
il en résulte les formules
(26)  PP(s, ) =me()of (@), PL(s, ) =[ma(s) +7a(s)]of ()
et par conséquent nous avons conformément a la deuxiéme formule (1) :
} Pi (s, ) =1—73(s) Y of (),
=1

(26) .
PE(s, ) =1— [ () + =2 ()] of..(0)
=1
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Donc, nous obtenons :

TutortME 17. — Etant donné un systéme de vecteurs covariants
indépendants de type Fréchet o4 avec o;=1 dans chaque point de V.
nous avons un systéme de probabilités fondamentales P4 défini par
les formules (26) ef (26') ot 7}, sont les réciproques du déterminant | % |.

Il faut observer de méme qu’en notant avec v;. les composantes
de la connexion dans le systéme de formes dp, nous avons les formules

(27) T:a=Yr’:a=°’ Yla= T Ylkac:‘-r}a“r?m
de sorte que les formules (23") nous montrent qu’il faut avoir
(27) a0,  Yia+tago (kD).

Par suite on observe que les équations (22') dans la connexion ¥y
sont identiquement vérifiées si j=n, et nous avons un systéme
d’équations aux dérivées partielles, dans les inconnues Y, Y5, qu’it
faut satisfaire aux inégalités (27).

5. Exemples. — Compte tenu des formules (23"") il en résulte
que les équations (227) pour i=j sont une conséquence des
équations I} «g (i #j), parce que nous avons

I‘fap=—21‘;ap.
i#i
D’autre part, les équations Ij«g=o0 (i #j) peuvent s’écrire sous
la forme
ort, or
@ 8 1
dsB ~ 9s> +M,;ag=0,

ol M;.g sont des formes quadratiques en Th (k ZD).

Par conséquent on voit qu'd une solution constante négative
de T'/y (k5£1), donc & un processus stationnaire, correspond une solu-
tion positive —I'f, des équations (22"), c’est-d-dire 4 un systéme de
probabilités fondamentales dans lequel s 1.

Méme 3 une solution négative T}, (k3£I), dans laquelle T}, sont
des fonctions positives des variables s, nous avons une solution
positive —TI'/y qui correspond 4 un processus markovien dont les
variables s, { ont changé de signes.

Considéronsalors une solution particuliére positive des équations (22),
(23"), (23"), c’est-a-dire pour lequel toutes les composantes I}, (i %)),
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sont égales pour chaque o avec la dérivée d'une fonction
quelconque — +» donc nous avons

I n—1I
(28) Va=—1fu Th=

Jo  (@E#)),

ou f, est une fonction positive des variables s', s°, ..., s™
Dans ce cas, les équations du transport parallele des vecteurs
1, s’écrivent
(28") ‘)F'fz — S jn—1 4
9 = D S i
i#

n

Posant Zpa= [+as DOUS pouvons écrire ces équations sous la forme

j=1
oul
= L

Faisant la somme par rapport a i, il en résulte que p, sont des
constantes, donc nous avons comme solution pour p, :

Mta
+chef,

(29) ph= ™

n
ou ¢, sont des constantes. Compte tenu que zp‘a=1, les cons-

a=l

tantes p4, ci, il faut satisfaire les conditions

n n
(29") 2 Ma= 1, 2 ¢, =o.
a=1

a=1

De méme les équations de transport paralléle de A7 s’écrivent,

n
compte tenu que 27&§= I:

j=1

e <
j=1

de sorte qu’on obtient
(30) A=~ + ke s,

ol k? sont des constantes satisfaisant les conditions

(29" Y kf=o.
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Multipliant les formules (29) et (30) et sommant par rapport
4 lindice a, on obtient

heey Ha kY

uh (8) A% (5) = %’ +— ef(s) 4 ——n—’ e/ )+ ¢ kY.

11 faut que ces quantités soient égales a d* ; il en résulte les conditions
/

(30" %‘3+c‘ak}‘= by mekf=o0, Aeci=o.
Par conséquent, les constantes ., c,, kj doivent satisfaire les
conditions (29'), (29") et (30').
Compte tenu de ces conditions, les probabilités fondamentales
s’écrivent
1 1
(31) Pi/ (s, 1) = - —+ (6'/-——- 1—z> efls)=/ 1),

ol f est une fonction croissante dans la variable s.

Si f est une fonction linéaire, le processus est stationnaire et les
probabilités fondamentales s’écrivent

1 1
(32) P (s, t) = s (a'/__ ;> eha ot — 1),
ol k, sont des constantes positives. Nous avons :

THEOREME 18. — Les formules (32) définissent pour n = m” un
processus markovien avec m élats de multiplicité p si f est une fonction
croissante des variables s', s>, ..., s” el le processus est stationnaire
si f est une fonction linéaire a coefficients posilifs.

Les formules (32) nous donnent un exemple de processus dépen-
dant d’une fonction arbitraire de p variables.

En général, si nous avons un systéme (s', 8’, ..., s”) o les indices
varient entre 1 et I'infini et dans lequel la série

K
q
[
z,xua
a=1

est convergente et ou il a comme somme 1, on peut considérer que le
systéme des quantités A" associé est défini par les formules

Ep;,x;'.—. &), 2).7:;,

a=1 =1

k-
N ~
ZM‘:@’IFOZ, 2%=1

i=1 b=1
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et alors nous avons comme probabilités fondamentales d’un processus
de Markov avec une infinité dénombrable des états

P (s, 1) = D\ 1l (5) 25 (0),

a=1

seulement si cette série est convergente et P! > o pour £>s.

CHAPITRE II1.

APppLiCATIONS STATISTIQUES.

1. Phénoménes démographiques. — Dans le cas n = 2, les
probabilités sont définies par les formules (18) (chap. I). En ce cas
si 'on admet l'existence de dérivées, les probabilités pour un inter-
valle (s, s + As), s’écrivent

PLGs s+ 89 =1— £ aer o (a0,
" Py (5, s+ As) = ?T% As+o (&),
PH s +an = S hso(,
Pi(s s+ 89 =1— 0 ae o),

ou I'on indique par o(As) des termes du second ordre dans As.

Par conséquent si nous supposons ¢(s) + ¢(s) > o, il faut que ¢’ (s)
et }’(s) soient non négatives et il en résulte que le processus avec une
probabilité proche de 1, reste dans I'état ou se trouve, dans I'inter-
valle (s, s + As), ou As est trés petit. Donc c’est un processus de type
Feller.

Le processus devient Poisson si les coefficients de As dans les seconds
membres des formules (1) sont des constantes, donc si nous avons

- (s) 4 (s) _
) e R Y o ey o Rl

ou 7, |+ sont des constantes positives [19].
En ajoutant ces équations, on obtient

P+

=2
¢+ +

donc nous avons
9(8) + ¢ (5) = k e+,
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ol k est une constante d’intégration. On peut pour simplifier, multi-
plier s par un facteur positif de facon que A 4 p.=1. Cela fait que
les formules (1') nous donnent

(1" 9= 2rke+ h, b=(a—Nkes—h,

ol h est une autre constante d’intégration.
Nous avons :

TrHEOREME 1. — Le processus Markov continu a deux états est un
processus Poisson si les probabilités sont données par les formules
A (et — e%) ,

Aes+ (1— M) et
A —— ot

Pi (5, t) = et

Pi(s, t) =

Aet+(1—X)ef

Pi(s, 1) = UL, py(y, gy = 2R LD

e ¢
et inversement.

Supposons que ¢ =Cte. En ce cas les formules (1) s’écrivent
abstraction faite des termes d’ordre supérieur
P{(s,s+As)=1——2((:)) As, P%(s,s+As)=q;((:))As,

P} (s, s+ As) =o, P3 (s, s+As)=1.

(2)

Si dans ce cas on considére que l'indice 1 en haut représente la vie,
Pindice 2 en haut la mort et que la variable s est I'4dge, alors Pi(s, )
représente la probabilité qu’un individu de I’dge s soit en vie & I'4ge {,
P (s, t) est la probabilité qu’un individu de I’dge s soit mort & I'4ge ¢,
alors les derniéres formules (2) nous disent que I'état de la mort est
définitif, un individu mort ne peut pas revenir a la vie.

?'(9)

De plus 15) représente I'intensité de la mort notée habituellement
par p(s)=— gll—-((;s)), ou I(s) est le nombre des individus de I'age s [14].

Il est naturel d’admettre que p(s) est une fonction continue et crois-
sante parce que la probabilité de la mort croit avec I'age.

Comme nous pouvons prendre I(s) ¢(s) =1, il en résulte que nous
avons

P}(s,t):%—g-;y P;(.:,t)::——%%%,
Pi(s, 2) =0, Pi(s, 0) =1.
Observons qu'il est indispensable pour que

limg (¢) =, limI(¢) =0
(> (>
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qu’on ait }iﬂP} (s, f)=o, c’est-a-dire que I'homme de I'dge  ayant
pour ¢ — 00 une probabilité nulle d’étre en vie.

Nous avons donc pour ¢ = Cte le processus classique de la mortalité
pour un groupe d’individus. La mortalité entre d’ailleurs dans le type
classique de successions des événements indépendants avec la proba-
bilité constante, ce qui arrive si

P(s) =es, I(s) = e

Supposons que nous avons un processus de Markov associé a une
parabole [chap. I, formules (50)] :

t—
Pi (s, t>=f;—1;, PLGs, )= s
Pi(s, ) =o, Pi(s, ) =1.

Dans ce cas nous pouvons prendre comme fonction [(s) la fonction
l(s)= ;_:_—p et nous avons un des plus simples modéles qui peuvent
étre appliqués dans le cas de la mortalité. Dans ce cas

y(s):-l(%)=s+p,

ot p1(s) est I'intensité de la mort, donc ce cas est caractérisé par le fait
que le nombre des décédés croit proportionnellement avec I'age.

Supposons encore que nous avons les probabilités (54) du chapitre I,
associées 4 la parabole cubique (57). Dans ce cas I'intensité de la mort
est donnée par la formule

r(s) =s(2a2—s)

et 'on voit que cette intensité est maximale pour s = a% D’autre part,
nous avons
Pi(s, t) = s(2at—s)

(t—3s) (2a2—t—35)
t(zat—1)’

Pi(s 0= — o=y

)

donc si I’dge de I'individu est trés proche de a’, nous avons

s=a?—e,
ol ¢ est une quantité positive trés petite, alors les probabilités P} (s, f),
P} (s, f) s’écrivent pour {=a* :
. €2 €2
Pi(s, t) =1— 0 Pi(s, t) = -
11 convient donc, en admettant que a* est I'4ge maximal auquel peut

arriver un individu, de supposer que P; (s, ) soit la probabilité qu’un
MEMORIAL DES §C. MATH. — N° 167. )
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individu & I'age s = a*— ¢ soit en vie & I'dge { = @?, tandis que P} (s, {)
soit la probabilité qu'un individu & I'dge s=a®>—:¢ soit mort a
Iage t = a2

2. Invalidité. — Supposons dans les formules (21) (chap. I),
que 0 = a, w = b, o1 a, b sont des constantes. Alors les trois derniéres
de ces formules s’écrivent

P} (s, t) =o, Pi(s, t) =o, Pi(s, ) =1.
Nous avons encore

Pi (s, t)=—D—zt—){av(t)+bw(t)+a¢(t)
+e@)[a+b+o@)]+u@)[b+v () +d ()]}

Pi(s, ) = I—)-ZT){bu(t)+btp(t)+a<p(t)
—9() [a+b+u®]+u(®[e@®) —all,
PL(s, ) = gy (2 (D 0 () + 0 () 2 () +u (D) (@)
+9(9) [u® — o (O] —u(@) [0() +2(&) + $ (O]},
PH(s, &) = pgy L9 () + B4 () +ad(2)
+o(O[Y (O —al— ¥ [0 () +a+b]},
Pi(s, t) = b_zt_){bu(z)-;-bq;(z)-'-a?(t)
+o()[u(®) +9(0) +al+§ () [1() +a+b]),

PL(s )= gy (0 0 () + 2O ¥ () +0 (D 8 )
+4O@—u@®]—v()[u@) +2()+$(D]}
ol
D@=eo@)[v@)+a+d]+d(t)[a+b+u(t)]
+av(t) +bu(t) +uft)v().

On peut donc utiliser ces formules pour décrire la situation d’un
groupe d’individus ou I'état 3 (I'indice 3 en haut) correspond & la mort.
Quant aux deux autres indices en haut ils peuvent représenter la vie
et I'invalidité. Supposons que I'indice 1 représente la vie et I'indice 2
Pinvalidité.

Dans ce cas, P} (s, f) est la probabilité quun individu de I'4ge s
soit en vie 4 I'age ¢, P) (s, ) est la probabilité qu'un individu de I'dge s
soit invalide & I'dge {, P (s, {) est la probabilité qu’un individu de I’age s
soit mort & I'dge, t. P} (s, f) est la probabilité qu’un individu invalide
de I'age s soit en vie & I'adge £, P} (s, f) est la probabilité qu’un individu
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invalide de I'4ge s soit invalide & I'Age ¢ et P}(s, f) est la probabilité
qu'un individu invalide & I'Age s soit mort & I’age £.

Nous avons ainsi un schéma trés général qui comprend quatre
fonctions arbitraires u, v, ¢, ¢ et deux constantes arbitraires a, b.

Supposons que le systéme est homogéne. En ce cas, I'équa-
tion (27') (chap. I) dans laquelle on doit supposer '’ =T3=o et les
autres I' des constantes négatives possédent des racines réelles. En
effet le discriminant de cette équation s’écrit

R=(I'{)2+ (I'})2+ ([})2+ (['3)2+ 2T il + 24T}
— 2T} — 24l —2liT3+ 2T,
ou
R= (I'{—T}+Tj—T})?+4Tir},

donc R o0, car I' sont supposées des quantités négatives. D’autre
part, la somme et le produit des racines sont positifs, donc les racines p,
4 sont positives et I’on peut supposer évidemment p > 2. D’autre part
si nous supposons 6 =a, w=>b ol a, b sont des constantes nous
avons des formules de la forme

¢ =ai—+ ﬁl e 4, e7\’,
3 U = ag—+ Bs eFs+ vz s,
( ) 0=d3+p3€P“+T38)",

b =+ By eps+ v, b,
ot a;, B, v: (i=1, ..., 4) sont des constantes.

Dans ce cas les formules (29) (chap I), nous donnent pour I'}, T} :

ry

— &1 perlamBi—aiByt+ aBi+b(Bi+Br)]
+AeM[agyr— Yo+ ayi+ b (Y14 12) ]
+ (p—A) elerNs (Byya—Bavi) },
[€3) I‘}=—;—{ p ePs[ayBe— a0 B+ asBi—+ Bs (az+ ;)]
+ A er [y ya — Y1+ 2y Y1+ Ya (@3 + i) ]
+p elt N[ By — Biya+ Biys+ B2 (Y3 + 14) ]
+ AeletMo [Byya— Bavi+ BaTi+ Y2 (Ba+ Ba) ]
+p e [BiBs+PBa(Ba+B) ]+ A [yivs+ Y2 (Ya+ 1) 1}

Comme A(f) est toujours positif si toutes les quantités a, b, a,
By yi =1, ..., 4) sont des constantes positives, il en résulte que
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si nous avons p > A, les T';, T'} sont négatives si toutes les parenthéses
des seconds membres (4) sont positives, en particulier si nous avons

Biya— Bavix 0.
Maintenant si nous avons aussi

asfBi—a B0, % Y1— %1 Y2 0,

T} est toujours négatif tandis que I'} est aussi négatif si
pg (G!'; -+ a‘) -+ a3 ‘31 > a.p, —ay po,
Yo (a4 @) 4 agY1 > do Y — ) Yy,
B (ys+ i) + Bivs> Biya— Bava.

D’une maniére analogue, nous obtenons

'?=—

{ pe?‘[u;[i‘——a‘{33+b{53+§5(a+b)]
+ A e}“[da*{‘— oy Ys + bYs+ 4 (a + b)]
+ (p—) ele+Ns (Beys—Bama) ),

(8 ( Ti=—gl perlafa—aBit arfut By (am+ )]

Bl =

-

+heb[agys— ayYi+ @Y+ Ty (a+ @2) ]

+p et Ns[Byyi— Baya+ Bava+ Bs (Y1 +12) ]

+ A elerNs [Byys— Byya+ Bova+ Ya (Bi+ Bo) ]

+p e [BaBat B (Bu+ Be) ]+ X e [yats+ 1o (a+ 1) 1.

De méme si nous avons en particulier

Bsys—BsTixo0
et
asBi—aBs>0,  a3Ti— @Yo,
I’} est toujours négatif tandis que I'; est aussi négatif si
Ba (g 4+ a2) + as B> azBi— a4 B,
T3 (@1 + @2) + Y > Az Y — %4 Ys,
Ba (Y1 v2) + Bava> Bavs— Bavee

Par suite nous avons :

TaEorEME 2. — Il existe une infinité de processus probabilistiques
continus stationnaires qui peuveni décrirent Uinvalidité et ces processus
dépendent des constanies arbilraires a, b, ., 3 v (i=1, ..., 4), ces
constantes élant posilives et vérifiant certaines inégalités.
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3. Processus de Markov associés a certains groupes de Lie.
— Etant donné un groupe de Lie simplement transitif G,, celui-ci
peut étre défini comme groupe qui laisse invariante n formes de Pfaff ;

(6) dsa = \{}dax! (a,i=1, ..., n),

donc le groupe G, introduit de méme un systéme de n vecteurs, comme
dans le cas des formules de Fréchet.

On peut poser le probléme de voir en quelles conditions ces vecteurs
peuvent définir un processus de Markov.

Supposons que nous avons un groupe simplement transitif G, non
abélien. Celui-ci a alors la structure [17] :

(7) Ast=o, As?= [dstds], [dstds?] = ds18s2— ds®8s1°
et nous pouvons satisfaire cette structure en prenant
7) ds' = dzx, ds’= e— dy.

Or, nous observons que pour la premiére forme dst, la relation de
normalité (5) (chap. I) est vérifiée mais pour ds? elle n’est pas vérifiée.
Mais nous pouvons prendre comme formes qui satisfont la struc-
ture (7), les formes

(8) dst=du, ds?=(1—e—*) dx + e—*dy,

ce qui revient 4 ajouter & ds* donné par (7') une différentielle totale
exacte :

dy =(1—e=*)dz.

et alors les conditions de normalité sont vérifides.
Les formules (8) nous donnent pour 22, les valeurs

M=1, M=o, AM=1—ev, Ay=e—x,
Si nous considérons les formules inverses des formules (8) :
dx = ds!, dy =(1— e*) ds' + ex ds?,
il en résulte que nous avons
pi=1, pi=o, pi=1—e%, pi=en

Les probabilités fondamentales (2") (chap. I), sont données dans ce
cas par les formules

Pi(s, ) =1, Pl(s, t) =o,
Pi(s, t) =1—e—t, P3(s, 1) = es—t (s<0),
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oll s, t sont deux valeurs de la variable x. Parce que s < {, il en résulte
que Pi(s, f) et P;(s, ) sont des quantités positives.
Donc nous avons :

THEOREME 3. — A un groupe G. simplement fransitif non abélien,
on y associe un processus de Markov avec deux étafs dans tous Uespace
euclidien E,(z, y).

Considérons alors un groupe G; intégrable, qui a la structure
Ast=o, As*=[dstds®], As3= ) [ds'ds?].
Dans ce cas, nous pouvons satisfaire cette structure en prenant
dst=duz, ds*= (1—e—*) dzx + e—*dy, dsd =(1— e—**) dz + e~ M dz

et donc, les quantités A? sont données par les formules

A =1, M=o, M =o0;
9 AM=1—e2, A=e7, rj=o0;
M=1—ed Al=o, A= e,

En écrivant les formules inverses

de=ds', dy=(1—e*)ds!+erds’, dz=(1— er)dst+ el ds3,

nous avons
pi=1, ni=o, pi=o;
(9" lJ-; =1—e%, B3 =ex, pi=o;
P’} =1— eh‘, P.; =o, !“’;‘= ek.‘t.

D’une maniére analogue les probabilités fondamentales (2’) (chap. I),
en tenant compte de (g) et (9) sont données par les formules

P%(": t)=’: P%(’) t) =o, P:lh(s; t) =o;
Pi(s,t) =1— e, P (s, t) = e, Pi(s. t) =o0;
Pi(s, 1) =1—eds—t),  Pi(s,f)=o, P} (s, #) = eMs—dl.

Considérons la structure du groupe intégrable
(10) Ast=o0, As?=[ds'ds"], Ash =\ [dst dsh] (h=3, ..., n).
Dans ce cas nous pouvons satisfaire, en prenant

() dst=dz!, dst=(1—e*)dzt+ e dr?,
9 dsh=(1— e~ =" dgt ¢~ MT dgh,
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Donc les quantités A7 non nulles sont données par

pi=1,
U
(10") M=1—e"", AM=e",
M=1— e—)""’", A= e

avec h=3, ..., n.
Les formules inverses de (g9”), s’écrivent

drt=ds\, drr=(1—e*)dst+e'ds’, drh=(1— ") dst+ M dsh,

qui nous donnent pour g} les valeurs non nulles

pi=1,
1 1
(10") pl=1—e", pi= e,
Ap et h
ph=1— g, l"'h=3)"'z',

avec h=3, ..., n.
En tenant compte de (10') et (10”), les probabilités fondamentales
non nulles sont données par les formules
Pi(s, 8) =1, Pi(s, ) =1,
Pi(s, ) =1— 87\).(5‘—!’)’ P} (s, 8) = ghule' =,
On voit donc que les probabilités Py (s, #), i, j =1, 2, ..., n non

nulles, sont positives si A, sont des nombres positifs.
Il en résulte :

TutoriME 4. — Les groupes intégrables avec la structure (1o),
admettent un processus de Markov continu dans tout Uespace euclidien
si A (h =3, ..., n) sont fous positifs.

Supposons maintenant que nous sommes dans le cas d’'un groupe
nilpotent G, avec la structure-[15] :

(11) Ast= o, As°=o, As3 = [dst ds°].

Dans ce cas nous pouvons prendre comme formes de Pfaff qui
satisfont cette structure et elles ont des vecteurs normalisés, les
formes suivantes :

dst=dz, dst=dy, ds'=zdz—axdy+da.
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Les vecteurs A? (a, { = 1, 2, 3) s’écrivent dans ce cas sous la forme

A A

I
I

> >
e 0 o
l

o, 0;
(11") I, 0;

>

>
19 W N
Il

>

I,
)
Z,

>

>
S0 LD e
1

— 2, I.
En écrivant les formules inverses, nous obtenons les formes
dz = dst, dy = ds?, dz =— 2 ds! + z ds*+ ds3,

d’ot il en résulte pour p! (a, i =1, 2, 3), les formules

pi=1, pi=o, ni=o;
(11" ui=o, pi=1,  pi=g;
pi=—ux, pd =z, pi=r.

Les probabilités fondamentales (2') (chap. I), en tenant compte
des formules (11’) et (11”) s’écrivent sous la forme

P} (s, t) =1, P} (s, t) =o, P} (s, 2) =03
(117) Pi(s, t)=o, Pi(s, t) =1, P3(s, 2) = o;
Pi(s, ) =t—s, Pi(s, 8) =s—1t, Pi(s, ) =1,

ou s, £ sont deux valeurs de la variable x. Parce que s < {, il en résulte
que Pi(s,f) > o et Pi(s, f) <o, donc on ne peut pas associer un
processus probabilistique.

La propriété est vraie pour tout groupe nilpotent parce que tout
groupe nilpotent contient en général un sous-groupe G, donné par
les formules (11).

Considérons par exemple le groupe nilpotent G, ayant les vecteurs
normalisés

dst=dz, ds*=dy, ds’=dz + zdx — zdy,

d,&=(x_-a‘2—2)dx+ '—?dy——wdz+dt.

Dans ce cas, nous avons

rM=i, M=o, Ai=o, A =o;

: Ai=o, Ai=1, Al =o0, A =o;

(12) AM=uz, M=—z, Al=1, AM=o0;
z? z?

l:::p——?, M=;, M=—uz, A=1.
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Les formules inverses s’écrivent

dz = dst, dy = ds?, dz = ds?— zds' + zds?,

. ax? z°
dt=—<x+—2-)d.91+-;ds"+a:dss+ds‘,
donc
pi=r, pi=o, pi=o, pi=o;
pi=o, pi=r, pi=o, pi=o;
’
(r2) pi=—a, pi=x,  pi=1, pl=o;
x? x?
pi=—z——7y  pi=T  pi=z, pl=r

Calculons les probabilités fondamentales (2") (chap. I) en tenant
compte des formules (12) et (12'). Nous avons

Pi(s,t) =1, Pi(s, t) = Pi(s, t) = Pi (s, 2) = 0;
Pi(s, t) =o, Pi(s, t) =1, Pi(s, t) =Pi(s, ¢) =0;
Pi(s,t) =t—s, Pl(s, ) =s—1¢, Pi(s, t) =1, P{(s, t) =o0;

Pi(s, ) = t—s— [(8)2+ ()] + st;
“PH(s, )= S[()+ (0 —st, Pi(s,)=s—1, Pi(s, ) =1.

Parce que P} (s, f) et P} (s, {) sont des signes contraires, on ne peut
pas associer un processus de Markov.

Considérons aussi le cas d’'un groupe nilpotent & cing paramétres
qui posséde dans sa structure le premier covariant non nul d’ordre 4 :

Ast=As"= As’= Ast =0, As® = [dst ds’] + [ds® ds*].

Dans ce cas on peut satisfaire, en prenant

3 dst=dr, ds’=dy, ds3=dz, dst = dt,
(13) dss = zdz — zdy + sdz — s dt + du,
d’ot il en résulte pour A7 (a, i =1, ..., 5), les formules
AM=1, M=o, M=o, M=o, rM=o0;
Ai=o, Ao=1, Ai=o, Ai=o, At =o0;
(14) M=o, Al=o, Ai=1, i=o, Ai=o0;
?x:=o, M=o, M=o, =1, M=ol
M=z, M=—2 A=z A=—2z A=I

Les formules inverses des formules (13) s’écrivent

dz = dst, dy =ds’, dz = ds?, dt = ds*
du = — x ds' + x ds*— z ds3+ z ds* + ds®,



70 G. G. VRANCEANU.
d’olt il en résulte pour pl, les formules

K‘L{:l)

ui=o, pi=o, pi=o, pi=o;

sl*7=°, pi=1, pi=o, pi=o, pi=o;

(14") pi=o, pi=o, pi=1, pl=o, ui=o;
pt=o, pi=o, pi=o, pi=1, pi=o;

L mi=—a, w=x, pi=-—23, ui=z, pi=1

Les probabilités fondamentales (2’) (chap. I) en tenant compte
des formules (14) et (14) sont données par les formules

CPi(s,0) =1, Pli(s,8) =Pi(s,8) =Pi(s, £) = Pi(s, ) = 0;
Pi (s, £) =0, Pi(s, t) =1, Pi(s, ) =Pi(s, t) =Pi(s, t) =0;
(15) Pi(s, t) =Pi(s, t) =0, Pi(s, ) =1, Pi(s, t) =Pi(s, t) =o0;
P} (s, t) = Pi (s, &) = Pi(s, )=, P{ (s, t) =1, Pt (s, t)=o0;
Pi(s, t) =—st'+ 1Y, Pi(s,t) =s1—021, Pi(s, t) =—s3+ 13,
Pi(s, t) =s3— 03, Pi(s, t) =1.

Par conséquent aussi dans ce cas les probabilités sont de signes
contraires. Donc & un groupe nilpotent on ne peut pas associer un
systéme probabilistique.

Nous avons considéré ici seulement les groupes intégrables et leurs
cas particuliers, les groupes nilpotents. Cela est dd au fait que les
groupes intégrables G, admettent une réalisation globale dans les
espaces euclidiens E,. Par exemple dans le cas de la structure (7)
le groupe est linéaire et s’écrit

(16) r=x+a, y=ey+b

Un groupe intégrable G, admet donc une représentation dans E,
ol les vecteurs A7, p! sont réguliers dans tous l'espace E,, donc les
probabilités P (s, f) sont définies elles-mémes dans tout I'espace E.

Ev1demment nous avons considéré comme groupes G, intégrables
qui ne sont pas nilpotents, seulement les groupes ayant la struc-
ture (10) qui dépend de n— 2 constantes arbitraires. Il y a aussi
d’autres structures intégrables (non nilpotents) comme par exemple
la structure (11) 4 laquelle on associe le covariant bllmealre
As* = [ds*ds‘], donc la structure

(17) Ast=o, As*= o, As3 = [dst ds?], Ast = [ds? dst].
En ce cas on peut prendre comme formes normalisées.

gd:‘:dw, dst = dy, dst=zxdx — z dy + dz,

(%) dst = e~y dt +(1— e?) dy,
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de fagon que le tableau des A2 est donné par les formules

A=, M=o, M=o, Al=o0;
M=o, AN=1, Ai=o0, Ai=o;
M=z l=—g M=1, Al=o;
)\:=0, )\3=l-—-e“,‘, )\§=0, 12=e-r.

Or il est facile 4 voir que le tableau des probabilités contient (117)
donc on ne peut pas associer au groupe G, avant la structure (11)
et (17) un processus probabilistique, donc il y a aussi des groupes

intégrables non nilpotents auxquels on ne peut pas associer un pro-
cessus probabilistique.
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