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LA TOTALE-D DE DENJOY

ET

LA TOTALE-S SYMETRIQUE

Par W. J. TRJITZINSKY,
Urbana, Ilinois, U. S. A.

1. Introduction. — Notre objet est le développement approfondi de
fofalisations absiraites auxr genres -D de Denjoy et -S syméirique. A
Vorigine de toutes les totalisations est A. Denjoy; pour les totalisa-
tions en général d’une utilité capitale, voir les indications données
dans son livre (D) [1] [en particulier, voir (D; p. 440-465)]. Dans la
théorie abstraite il faut des conditions mi-topologiques, mi-métriques;
on essaie d’employer une topologie minimale. Les propositions
de nature métrique, comme le théoréme Denjoy-Vitali entre
autres, dont on fait usage dans les totalisations abstraites, ont été
développées par Denjoy (D*) [2] et, ensuite, par I'auteur dans les
fascicules (T%) [3], (T™) [5]. Les totales-D et -S ont été développées
dans I'Ouvrage (T) [4] de 'auteur sans la condition que les fermetures
des ensembles des familles fondamentales, qui interviennent, soient
compactes. La théorie de la totale-D, comme présentée dans (T),
constitue une extension de la théorie (d’une pareille totale) due a
P. Romanovski (R) [7]; le Mémoire (R) est dans Phypothese de
compacité. La totale-S symétrique fait intervenir des difficultés
considérables additionnelles. Des totalisations au genre symétrique
surviennent d’une maniére indispensable dans plusieurs problémes
fondamentaux. La premiére totalisation de cette sorte, dans I’espace
euclidien U, (de dimension 1), a été développée par Denjoy, dans (D),
pour le but de la résolution du probléme classique du calcul des
coefficients d’une série trigonométrique; il s’agit de la totalisation
des dérivées secondes généralisées (de Riemann) — c’est une tota-
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2 W. J. TRJITZINSKY.

lisation symétrique de second ordre. D’une facon plus générale, les
totales de ’espéce-S sont utiles pour la totalisation de certains lapla-
ciens généralisés.

En rapport avec la totalisation-D nous étudions les P- et les R-mino-
rantes et majorantes [(2.8), (2.20)], qui sont respectivement aux

genres de Perron et de Ridder. Dans la section 3 il s’agit des D-mino-
rantes et majorantes [(3.1)] qui sont pareilles aux minorantes et
majorantes désignées dans (R; p. g6-101) par D. f étant la fonction
de point qui intervient, on définit, moyennant ces trois sortes de
minorantes et majorantes, certaines fonctionnelles (si elles existent),
désignées respectivement P(f, R) (2.8 ¢), R(f, R) (2.23), D(f; R) (3.4).
Nous n’appelons pas ces fonctionnelles, respectivement, la P-totale
(ou la totale de Perron), la R-totale (ou la totale de Ridder) et la
D-totale, pour les raisons sur ce sujet que Denjoy a données
dans (D; p. 667-683) — c’est-a-dire, essentiellement parce que, en
général, il n’y a aucun moyen effectivement constructif pour les
calculer & partir de f; d’autre part, une totale (ou bien une intégrale)
devrait éventuellement étre le résultat d’un calcul. Liées avec la
totalisation-S symétrique sont les P’-, les R’- et les S-minorantes
et majorantes [(5.3), (6.7), (7.1)] d’'une fonction f ponctuelle. Les
fonctionnelles correspondantes Ps(f, ...), R*(f, ...), S(f, ...) sont
introduites dans [(5.3), (6.11), (7.4)]; elles ressemblent d’assez loin
aux fonctionnelles P(f, ...), R(f,...), D(f,...). Pour les raisons
indiquées plus haut nous ne les appelons pas totales.

Les conditions, définitions et résultats relativement a la totale-D
ont été présentés, en résumé, dans la section 2 de notre Mémoire (T+) [6].
Les notions d’un point « indéfiniment couvert par une famille
d’ensembles & » et d’ensemble A(F) de points indéfiniment couverts
par ¥ se trouvent dans (T; p. 2). Quant & la famille fondamentale
et la famille 5, on a I'hypothése (T;7.4) et la définition (T; 7.7);
on admet que M >G’, G’ étant d’accord avec [T; (2.8)]. Les décom-
positions-f et -f sont spécifiées dans (T; p. 36 et 38), tandis que
dans (T; p. 37-38) sont présentées I'intégrale de Burkill et les notions
de la « continuité intérieure dans O », de « 'additivité compléte
dans Jt », d’'un point isolé-s et d’un ensemble parfait-s. La définition
de la totale-D se trouve dans (T; p. 40). Notons I'hypothése (T; 7.8)
pour la mesure ¢.

Dans la section 2 le théoréme 2.7 est fondamental pour la définition
éventuelle de P(f, ...). La constatation (2. 10) présente un cas parti-
culier ol la fonctionnelle P vaut la totale-D. L’énoncé (2.11) est
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sur une propriété de f, lorsque f posséde une P-minorante et une
P-majorante. Selon (2.12), la sommabilité de f sur un R de Jn
implique

P(f, R) = (L) fn fds.

Quelques propriétés immédiates de P(f, r), en tant qu'une fonctionnelle
et une fonction d’ensemble, sont indiquées dans (2. 14). D’aprés (2. 5),
Iexistence de P(f, R) entraine D P(f, 2) = f(z) (dérivation par rapport
a J1) sur une plénitude de R. Si P(f, R) existe, f est mesurable sur R;
si P(f, R) existe et f>= o, f est sommable (2. 16). La proposition fonda-
mentale, qui est & 1a base de I’emploi de R-minorantes et R-majorantes,
est comprise au théoréme 2.19. Selon (2. 21), si ® est une R-minorante
(de f) sur R, il vient D ® (x) < 4- co sur une plénitude de R. L’existence
d’une R-minorante et d’une R-majorante de f sur R (de Om)
implique | f| < oo sur une plénitude de R (2.24). D-totalisabilité de f

sur R entraine R(f, R) = (D) f fdo (D-totale) (2.25). La fonction-
R

nelle R(f, ...) satisfait aux propriétés élémentaires (2.26). On note
en plus (2.27) : DR(f, ) = f(x) sur une plénitude de R, si R(f, R)
existe; (2.28) f>. o et I'existence de R(f, R) impliquent

R(f, R) = (L) jl:fd<9-

Au théoréme 2.29 il s’agit des conditions sous lesquelles I’existence
de P(f, R) implique celle de R(f, R) et ’égalité de ces fonctionnelles;
pour la démonstration on adapte le raisonnement dans (T; p. 60-62).

Dans la section 3, en faisant usage du lemme 7.::1 de (T),
on démontre (3.2) que f est mesurable et | f| < oo sur une plénitude
de R, lorsque f(z) posséde sur R une D-minorante et une D-majorante.
Moyennant le méme lemme, on établit le théoréme 3.3 : ® ()= W (r)
[pour tout r (de M)c R}, dés que ®[W] est sur R une D-minorante
[ﬁ-majorante] d’une méme fonction ponctuelle. Quelques propriétés
assez immédiates de D(f, ...) survignnent dans (3.5). La totali-
sabilité-D de f sur R implique I'existence de D(f, R) (3.5a). Les
énoncés (3.5D), (3.5c¢) s’obtiennent aisément. Dans (3.6) nous
introduisons la notion d’une fonction préfofalisable-D; cette notion
intervient au théoréme 3.7; celui-ci présente des conditions sous |
lesquelles Iexistence de R(f, R) entraine celle de D(f, R) et I'égalité
de ces nombres. Enfin, au théoréme 3.8 on constate que 'existence
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de D(f, R) (un Reom) implique la relation D(D(f, z) = f(z) sur une
plénitude de R, la dérivation étant par rapport a la famille’onr.

Un résumé sommaire des résultats sur la totalisation-S (T; p. 67-131),
dont nous faisons usage par la suite, est présenté de (4.1)
jusqu'a (4.39 a@). L’hypothése 4.41 méne & une simplification consi-
dérable de la théorie de la totale-S; cefte hypothése est admise dans
les développements des sections 5, 6, 7 sur les Ps-, R*- el S-minorantes
et majorantes. La proposition fondamentale, fondée sur I'hypo-
thése 4.41, est le théoréme (4.42), qui présente des conditions sous
lesquelles, étant donnée une fonction. ¥ sur un H de Jité, il existe un
ensemble p = p(H) parfait-s dans H de sorte que ¥ soit s. a. (au
sens de [(4.17)-(4.17 b)]), relativement a p, sur H [voir (4.42a)].
L’énoncé (4. 43) est sur la mesurabilité des dérivées extrémes E" F (4.28).

A la base de l'emploi des P-minorantes et majorantes est le
théoréme 5. 2. F étant définie dans Jits sur un H de 3its, I’énoncé (5.4)
présente les conditions sous lesquelles I'existence de la dérivée (symé-
trique sphérique) D*F(x) sur une plénitude de H entraine

F(H) = Ps(DsF (), H);

la constatation (5.5) fait intervenir des conditions entrainant
F(H) =(S) [ DF () dy (a),
H

ol le second membre est une totale-S. Il est montré (5.6) que 'exis-

tence sur un H (de Jt!) d’une Ps-minorante et d’une Ps-majorante
de f(x) entraine | f(x) | << oo sur une plénitude de H. Au théoréme 5.7
il est établi que la sommabilité (L) de f(x) sur H entraine

P<(f, R) = (L) [ £ () de (2).
H

La proposition (5.8) donne gquelques conséquences de l'existence

de Ps(f,H) pour un H (de Jit§). On démontre que Iexistence
de Ps(f, H) implique la relation D*Ps(f, ) = f(x) sur une plénitude
de H. Enfin, dans I'hypothése (4.29), si P+(f, H) existe, f sera mesu-
rable sur H et, au cas f> o, f sera sommable sur H.

Dans (6.1)-(6.1") nous introduisons les notions V7.B. (variation
bornée au sens sphérique asymétrique), A.C’. (continuité absolue
sphérique asymétrique), A.C7. S., A.C> I, A. C° G. (continuité
- absolue généralisée au sens sphérique asymeétrique) et la notation F,,
[p au moins fermé dans ’ensemble de H considéré]. Les caractéres
asymétriques impliquent les propriétés correspondantes au sens
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symétrique (6.2). A la base de I'emploi des R*-minorantes et majo-
rantes est le théoréme 6.5, dont la démonstration tient a la propo-
sition (6.6); celle-ci fait intervenir le* caractére A. C°. G. et est ana-
logue au résultat (4.33) [voir la preuve a la suite du théoreme 6.18].
On note I’énoncé (6.g), selon lequel le caractére Vs.B. sur un H
(de o"ng) entraine la sommabilité sur H des dérivées extrémes D7 ,D°
asymétriques. Au moyen de (6.9) on établit (6.8) : sur une plénitude
de H, D° ®(z) <+ co[D° ¥ (x)>— 0], lorsque sur H, ® [¥] est une
Re-minorante-[une R‘*-majorante] d’une fonction f(x). Ensuite, on
déduit (6.10), Iinégalité ®(r) =W (r) [ pour tout r (de Jns)cH],
valide si sur H, ® est une R*-minorante et W est une R*-majorante
de f(x). L’existence sur H de Res-minorantes et majorantes de f
entraine |f|< oo sur une plénitude de H (6.12). On montre que, si
la S-totale F de f dans un H (de J}) existe et F posséde les propriétés
A.C% G. et (4.41, L, II), on aura R*(f,...) = F(...) dans H. La

sommabilité de- f sur un H implique Rs(f, r)= (L) f fde

[tout r (edits)cH] (6.14). Puis, au théoréme 6.16 on vérifie que
Iexistence de R*(f, H) entraine D* R*(f, ) = f(x) sur une plénitude
de H; si I'on ajoute I’hypothése (4.29), on aura f(x) mesurable et i,
en plus f>o, f sera sommable sur H (6.17). En procédant comme
dans (T; p. 123, 124), on déduit le théoréme 6. 19, selon lequel, F étant
une fonction définie et finie pour les sphéres dans un H (de Jii?),
Pinégalité D°F>-—ow sur H—e, ol ee(*) (5.1), implique
F—(6.3)€A. C°. G. sur H. Cette proposition survient dans la preuve
du théoreme 6.18 :’existence de Ps(f, H) entraine celle de R*(f, H)
et 1'égalité des deux nombres.

Moyennant (T; lemme 13.6) on établit que f(z) est finie sur une
plénitude de H et mesurable, lorsque sur H, f(z) posséde une S-mino-
rante @ et une S-majorante ¥ (7.2). En tenant compte de
(T; lemme 13.6), on déduit aussi le théoréme 7.3 : ® =¥ dans H,
lorsque @ et W sont respectivement une S-minorante et une S$-majo-
rante sur H d’une méme fonction ponctuelle. Quelques propriétés
de S(f ...) assez immédiates sont indiquées dans (7.5). L’existence
dans un H (de J1§) de la S-totale F de f, F satisfaisant a (4.41, I, II),

implique que S(f, H) existe et vaut (S) /H‘ fde (7.6). La somma~
bilité de f sur H entraine

S (f, H) =<L)fnfd9;
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si f> o sur H et §(f, H) existe, il vient

S (f, H) = (L) fn fds.

Dans (7.7) nous introduisons la notion d’une fonction préfofalisable-S
sur un H. Au théoréme 7.8 on admet la condition (4.29); si f(x)
est prétotalisable-S sur H et R*(f, H) existe, on aura S(f,H)=Rs(f, H).
Enfin on montre (7.g) que, la condition (4.29) étant admise, 1’exis-
tence de S(f, H) entraine sur une plénitude de H : D> 8(f, ) = f (),
ou la dérivation est au sens sphérique symétrique.

Dans la section 3 du Mémoire (T¢) [6] de I'auteur on a présenté
une construction effective de la totale-D, en forme d’une succession
transfinie des calculs. Dans la section 8 de I’Ouvrage actuel nous
résolvons le probléme correspondant pour la totale-S. On admet

que f(z) soit totalisable-S, au sens (4.18), sur un H de Ji* et I'on
entreprend le calcul dans H de la S-totale, (S) [ fde, a partir de f.
Nous procédons sans I’hypothése (4.29) [voir la remarque a la fin
de la section 8].

Dans les sections 9, 10, 11 nous développons la totalisation-S des
séries, liée avec la totalisation-S des fonctions. Dans (D; p. 343-388)
on trouve I'exposé de la totalisation des séries dans 'espace eucli-
dien U, de dimension 1, que Denjoy a réalisée en rapport avec sa
totalisation originelle, dite « simple », des fonctions. Dans (T*) I'auteur
a présenté la totalisation-D des séries; cette théorie est liée avec la
totalisation-D des fonctions. '

Selon (9. 1), si F est définie et finie pour les sphéres fermées contenues

~ $
dans un H (de J¢) et p est parfait-s dans H, tandis que f F
H

(rel. & p) [(4.15)] finie existe, alors 'intégrale f 6F (rel. & p) finie

existe pour tout r (de Ji)cH; de plus, cette intégrale indéfinie
est complétement additive dans O (9.2). En admettant que F(e)
puisse étre distincte de zéro pour des ensemble'e de (3) (4.12), on
définit le caractére de I'additivité compléte de F dans Jits (9.3).
Dans (9.4)-(9.7) nous spécifions les notions de décompositions
(finies) dans JM*, avec composants dans une famille 9t, de s.a.

(rel. & p), de A.S.G. sur un H (de Jit*) épais. Le lemme 9.8, qui
est une adaptation de (T;lemme 13.6), joue un réle fondamental
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dans la suite. Soit u, (n =1, 2, ...) une suite de nombres avec zéro
comme le seul point d’accumulation. Désignons par 6={0,}

(n=1,2,...) un ensemble de points 0, situés sur un H de Ins.
Les 0, et les u, correspondent I'un & 'autre d’une maniére biunivoque.
Nous admettons la condition (10.1). La {ofale-S (si elle existe) de la

série Zun sur p (de Jis) cH est une fonction finie F@)= (9)2 Su,,

qui satisfait aux conditions de la définition 10.3. Moyennant le
lemme 9.8 on obtient le théoréme 10.4, selon lequel cetle totale est

unique. La classe des séries Zu,, totalisables-S est linéaire (10.5).

Soit un H (de i) =Z ¢.+e, ou les ¢, (de J*) sont épais, dis-

joints, eq;=o, e€(}); si la série Zun est totalisable-S sur chacun
des ¢, cette série sera totalisable-S sur H [voir (10.6), (10.64a)].
Au moyen du lemme 9.8 on montre (10.7) : 1a totalisabilité-S de Z Up

sur un I, (de .:ﬁlﬁ)cH, avec Uu,>o0, entraine (ro)ESu,,éo.
D’aprés (10.8), la convergence absolue de la série Zun implique
la totalisabilité-S de cette série et I'égalité (H) X, Su,= Y u,, au

moins au cas ol pour tout ensemble p parfait-s dans H (EJT”L;) et
tout r de s, rcH, rp £ o, il existe un r’ (de o*), contenu dans r,
joint & p et dépourvu des points de 6.

‘Dans la section 11 on envisage une série 2 u, totalisable-S sur un H

(de Jng), avec 6 ={0,} sur H; au moyen d’une succession trans-
finie des calculs on résout le probléme de trouver, d’une fagon effecti-
vement constructive, la totale-S de cette série.

2. Les P~ et les R-minorantes et majorantes associées avec
la totalisation-D. — Dans les seufions 2 el 3 il s’agira toujours de
fonctions d’ensemble, nulles pour tout e contenu dans la frontiére d’un
ensemble de . Dans les conditions actuelles, d’aprés [T; (7.4, 89)}
le théoréme exact de Denjoy-Vitali [(D*), aussi (T (8.1)] s’applique
sous la forme suivante:

(2.1) Soient un Reon [T; hypothése 7.4], un ensemble H, cR,

mesurable et une famille 9, = | ¢ }, avec les p (de In) contenus dans R.
Supposons que, sauf peut-étre pour un ensemble mince, H est contenu
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dans A(9T,). Etant donné un &> o, on peut choisir une suite dénom-
brable de §,, €9,, disjoints, de sorte qu’en posant T =2§ 15 on ait-

(2.1a) ¢(H—HT) =o, (') < 9(H) +-.

On sait que la famille 9T, peut étre réduite en sorte qu’en retenant

la notation originelle H et A(3,) soient identiques, sauf pour des
ensembles minces [voir (D*; p. 353) et (T™; p. 67, 68)].

Si f(x) est une fonction numeérique définie sur un ensemble H
et x,€H, posons

My (f, 2o, 1) = My (=0, 7) = sup(zerH) f(x),
my(f, xo, 1) = my(xo, r) = inf(xerH) f(z), avec r(deIM)>dz,;
@a) { My (f, 20) = My (@0) = mf (r (de I 5.z0) My (0, r),

’ my (f, o) = my (xo) = sup (r (de IN) > x9) my (20, 7).

(2.2) {

f(x) sera semi-confinue supérieurement (inférieurement) au point =,
de H sur H, si

(2.28) S(@o) =My (f, @)  [f (@) = my(f, 20)];
on dira que f(x) est continue au point x, de H sur H, si
(2.2¢) Sf(xo) = my (f, 20) = My (f, zo) fii.

On pourrait indiquer ces propriétés « en x, de H relativement a H ».
En tenant compte de la condition [T; (7.4, g°)], il vient que la conti-

nuité de f sur H (e. g. en tout point de H relativement a H) signifie
que
zo€eH, ¢>o0 entrainent I'existence d'un no= n({xy, ¢) > o0

tel que
(2.2d) osc(FH) f<ce, des que 7(de M)szy et 9(F) < 1o;

ici, le nombre au premier membre est I'oscillation de f sur TH, e.g.
sup | f(x')—f(z")| pour z' et z" sur T H.
Un théoréme de Lusin s’applique dans nos conditions [T; (9.2):

(2.3) Si f(x) est mesurable et finie sur une plénitude d’un

ensemble mesurable E et EcR(ed), a tout ¢>o il correspond
un E,, cE, fermé tel que

e(E—E;) <e et  f(x) est continue sur H.
N
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(2.4) La mesure ¢ est nulle pour tout ensemble contenu dans la

frontiére d’un ensemble de Jit; ¢ est complétement additive dans m
(T p. 38); ¢ est intérieurement continue dans Jn (T; p. 37) sur tout R
de Om.

En effet, soient un ReM et un ensemble ecR—R; d’aprés
[T; (7.4, 69] il y aretp dans On tels que

7cR, Rcp, o9(R—r)<e  o(p—R)<g;
ecp—r et o(e)Lo(p—1)=9[(p—R)+(R—r)]<2¢;

d’olt ¢(e) = o. La seconde partie de (2.4) s’ensuit. La troisiéme partie
est immédiate.

(2.5) SiW est intérieurement continue dans 911 pour un R (de on),
des r,€on existent tels que 7,cR et W(R) = lim ¥ (r,).

A tout > o il correspond un 7(s)> o de sorte que les relations
r(eM)cR, e(R—r) <n(e)

entrainent | W(R) —W(r)|<e; selon [T; (7.4, 69)] il existe un r(e)
(de Im) tel que ,
T()cR,  g(R—r(e)) <n(e);

on aura |W(R)—W(r(s))|<ce La conclusion dans (2.5) découle en
posant g, = ’—IL, r,=r (_1,;) .

(2.6) Etant donnés un R de 1t et une fonction W définie pour les F
(de on) contenus dans R, on définit les dérivés extrémes D W(x),
D W (z) et 1a dérivée unique D W (z) (sielle existe) d’accord avec[T; (8. 2)]
e. g. en faisant usage des ensembles 1 de In; D W (x), D W (z) et toute

dérivée intermédiaire, D W < D*W < D W, sont mesurables [T; (8.3)].

(2.7) Désignons par (*) loute réunion dénombrable de frontiéres
d’ensembles de M.

Le lemme fondamental qui est a4 la base de I’emploi des P-majo-
rantes (P-minorantes), du genre de Perron, donné par Roma-
novski (R; p. 92) en rapport avec sa théorie, aura lieu dans les condi-
tions actuelles. Ainsi :

THEOREME 2.7. — Soit F additive dans O sur un R de O et inté-
rieurement continue dans O sur R, tandis que sur R:

(2.7d) DF(x) >— oo, sauf sur un ensemble (*): D F(z)> o0 sur
une plénitude de R. Alors F(r) > o pour fout r (de .M)cR.
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11 suffit de démontrer le théoréme en supposant que : (1°) D F(z) > o
sur une plénitude de R; en effet, si F satisfait aux conditions indiquées
au théoréme, d’aprés (2.4) la fonction F'=F +¢¢ sera additive
dans On et intérieurement continue dans on sur R, tandis que
D F’(z) > o sur une plénitude de R; on aura la conclusion du théoréme
pour F', donc pour F. De plus, comme une conséquence de (2.5),
il suffit d’obtenir la conclusion du théoréme pour R, €, avec R,cR.
Le reste de la démonstration est comme dans (R), en s’appuyant
sur le théoréme de Denjoy-Vitali sous la forme (2.1).

(2.8) Si f(x) est une fonction numérique de point définie sur une
plénitude d’un R (de o1), une fonction ® [une fonction W] sera dite
une P-minorante [P-majorante] de f(x), si elle est additive dans Jn
et intérieurement continue dans Jn sur R, tandis que

2.8a) DP(2) <=+ [DW(2z) > —o] surR sauf sur un ensemble (*),
(2.85) D®(x) = f(x) [DW(x) > f(«)] sur une plenitude de R;

si pour une f(z) de la sorte indiquée et pourtoute > o il y a une P-mino-
rante ® et une P-majorante W' de f, telles que ¥'(R) — ®(R) <s, on
définit le nombre

(2.8¢) P(f, R) = sup @ (R) = iaf ¥ (R).

On note que, d’aprésle théoréme 2.7, ® (r) < W (r) (toutr, de o, c R);
P(f, r) est une fonctionnelle de f, f décrivant un certain champ P,
et une fonction d’ensemble r (de JM)c R. Pour les raisons indiquées
dans la section 1 nous n’appelons pas P(f, ...) totale (ou intégrale)
de Perron.

(2.9) Admettons que F est additive dans o et intérieurement
continue dans Ot sur R, tandis que — o< D F(z), DF(z) < + o,
sauf sur un ensemble (*), et que la dérivée D F(x) existe sur R—e,
¢ (e) = o; alors P(D F(z), R) existe et vaut F(R).

En effet, la fonction f(r) =D F(x) est définie sur R — e [elle est
mesurable d’aprés (2.6)]; F sera a la fois une P-minorante et une
P-majorante de f(z); d’ou la conclusion.

(2.10) Si F safisfait aux conditions de I'énoncé (2.9) ef si, en plus,
F est complétement additive dans i sur R [(T;(7.7)), (T;p. 38)]
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el est continue au sens de [T; (10.7)], tandis que O jouit de la propriété
de mobilité (T; p. 60), il s’ensuivra que

(2.10 @) F(R) = P(DF (), R) =(D)fD F (2) dy (),
R

le troisiéme membre étant une fotale-D.
Ce résultat découle de (2.9) et du théoréme 10.8 (T; p. 60).

(2.11) Si f posséde sur R une P-minorante ® ef une P-majorante ¥,
f sera finie sur une plénitude de R [pour cela il suffit donc que P(f, R)
existe].

Si (2.11) est en défaut, on aura par exemple f= -+co sur un
ensemble h, ¢.(h) = 1 > o. Selon (2. 6), la dérivée D W () est mesurable,
donc I'ensemble hy=}xe€R; DW¥(r) =+ 0| l'est. D’aprés (2.8 b)
(pour ¥) DW(x) =DW(z) =+ sur h—2, ¢(A) =o0; hpDh—A.
F =¥ —® (additive dans O sur R) > o, donc FeV.B. sur R au
sens de (T; p. 50); d’aprés [T; (9.4)], tous les dérivés (extrémes
et intermédiaires) de F sont sommables sur R; en particulier, D*
désignant un dérivé intermédiaire quelconque, D*F sera fini sur une
plénitude d¢ R. On a j—((’% —D W(x) (=4 ) pour xz€h, dés
que r,=r,(x)€M, T.>z, ¢(r)—>o. Pour tout xeh—2 prenons
¢ (r)
? (7o)
D’aprés (2.84a), D*®(x) (=D ®(x)) <-+oco sur une plénitude h,
de h—7 (donc de h). On a

les r,=r,(z) de sorte que lim = D*®(x) (fini ou infini) existe.

=DW(x) —D*®(a) =D*F(x) sur h,;

ici D*'F(x) est fini sur une plénitude h, de h, (de h); ainsi
D*F (&) '(ﬁm) >DW(z) —D®(x) =+x —D @(w)‘=+oo sur hs;

il 'y a une impossibilité, en tant que h, est non vide
[car ¢.(h»)= 9.(hl)=n>0]. On procéde d'une méme fagon pour
f=—c0 sur un h, ¢.(h) >o. (2.11) est vérifié.

(2.12) Si f est sommable sur un R, P(f, R) existe et vaut U'intégrale
de Lebesque (L) j .f de.
R
Comme au cas analogue (R;p. 93) il suffit d’établir cet énoncé

avec f> o et finie partout sur R. Il y a des modifications dans la
démonstration en tant que dans la théorie actuelle on ne suppose pas
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que les fermetures des ensembles de on soient compactes. Notons
d’abord qu’avec la semi-continuité définie selon (2.2)-(2.2b) on
peut vérifier, dans les conditions actuelles, le fait suivant :

(2.13) Si q est sommable sur un R (de on), pour l'intégrale indé-
finie F(e) = f gqde (e mesurable, cR) on aura D F(z)> ¢(x) aux

points z de R, oll ¢(x) est semi-continue inférieurement relativement
a R.

L’énoncé (2.12) est démontré comme dans (R; p. 93-94) en faisant
usage du théoréme de Lusin dans la forme (2.3) et de (2.13). Au
cas envisagé, on définit effectivement une P-majorante W et une
P-minorante ® de f(x), toutes les deux étant certaines intégrales
lebesguiennes indéfinies, tandis que ¥ —® <e.

(2.14) Si P(f, R) existe, P(f, r) existe pour tout r (de M)cR
et représente une fonction additive dans O et intérieurement con-
tinue dans I sur R; si P(f, R) (i =1, 2) existent et si k, et k, sont
des constantes, on aura

P(kifi+ kafo, R)= ks P(fi, R) + k2 P(f3, R).
Cet énoncé est une conséquence immédiate des définitions.

(2.15) Si P(f, R) existe, DP(f, x) = f(x) sur une plénitude de R.
On peut suivre I'idée de la démonstration dans (R; p. 95). Pour ¢ > o,

une P-majorante ¥ et une P-minorante @ de f sur R existent, telles
que F(r) =W () —®(r) <& (r, de M, cR). Posons

h=h(e)=(zeR; DF(z)>¢);

d’aprés (2.6), h est mesurable; moyennant le théoréme de Denjoy-
Vitali dans la forme (2.1), il vient ¢ (h) < ' F(R) <. Sur une pléni-
tude ¢ =¢q(c) de R—h(¢) )

(1) 0o=ZDW(2)—DO(z) =DV (2)—Ddb(x) = DF(x) <.

Ecrivons P(r) =P(f, 1); ¢ = q(—:l-\), ®,, ¥, correspondent 4 ¢ = ,_ll;
sur ¢, : D®, (r)= f(*) < D ¥,.(z). Sur une plénitude Q, de Q =1limg,
(donc de R), on aura (DP(z)<)f(x)=DP(z), ce résultat pour
P,(r) =P(—f,r) donne f(z) =DP(x) sur une plénitude de R;
(2.15) s’ensuit.

CoroLLAIRE 2.16. — L’existence de P(f, R) entraine la mesurabilité
de f sur R; si f>o sur R et P(f, R) existe, f sera sommable sur R.
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La premiére partie découle de (2.15) et de (2.6), la seconde comme
dans (R; p. 94-95).

Avant de considérer des R-minoranfes et R-majorantes, au genre

de Ridder, empruntons quelques faits préliminaires au mémoire (T),
a savoir (T; p. 52, 53, 55).

(2.17) F étant définie dans ON sur un R, on dira que FeA. C.
(absolument continue) sur R, si pour ¢> o0 il y a un n(s) > o de sorte

que IzF(q.)l<a, dés que:

(2.17a) ¢.(deIn), ennombre fini, sont disjoints, ¢.c R, ¢ <2 q,) <n(e);
FeA.C. I. (A.C. inférieurement), si (2.17d) implique seulement
Y F(g)>—¢; une définition analogue pour A.C.S. (A.C. supé-

rieure). On dit sysiéme fini dans R pour désigner un nombre fini de ¢,
(de o) disjoints et contenus dans R; on écrira

F~(s) = mfF (o), F+(s)=supF (a),
G -

si s est un systéme fini dans R, les ¢ désignant tous les systémes finis
(vide ou non) contenus dans s. Il vient

(2.17b) Fr(s)>o0xF-(s), F+(s)xF(s)xF-(s),
DF+x D*F » DF— surR.

(2.17¢) Si F est additive dans o sur R et p est fermé, on pose -
(avec redm, rcR)

Fpo(r)=F(r) (sirp#o0), =o (si7p=o0).

FeA.C.G. (A.C. généralisée) sur R, si p parfait-s, redn, rcR,
rp # o entrainent I'existence d’un r; (de o), Cr et joint & p, de

sorte que F,,eA C.surr;; FeA. C. G. surunRequwauth—E)(n),

ou les A(n) sont fermes (dans R), fout A (n) étant dans la fronllére d’un
ensemble de I, ou bien F, , € A. C. sur R.

(2.18) Avec F définie dans o1 surun R, on dira que Fe A. C. G. I.
est A. C. G. inférieurement, sur R, si F-€A. C. G. sur R; une défini-
tion analogue pour le caractére A. C. G. S.

La base pour ’emploi de minorantes et majorantes au genre de
Ridder, introduites plus loin, est le théoréme suivant qui est analogue
a un énoncé dans (R; p. 95):

TutortME 2.19. — F éfant additive dans O ef intérieurement
continue dans O sur R, si FEA.C.G. 1. (2.18) sur R et DF(x)> 0
sur une plénitude de R, on aura F(r) > o pour tout r (de M) cCR.

MEMORIAL DES S0. MATH. — N° 166. 2



14 W. J. TRJITZINSKY.

Moyennant (2.4) et (2.5), comme dans la preuve du théoréme 2.7,
on voit qu’il suffit de démontrer le théoréme en admettant
que D F(x)> o sur une plénitude de R et d’obtenir la conclusion
pour R,eom, R,cR. La démonstration est achevée comme
dans (R; p. ¢5) en s’aidant de (2.17¢) et du théoréme de Denjoy-
Vitali (2.1); on ne fait pas usage d’ensembles compacts.

(2.20) On dira que ®[¥] est R-minorante [R-majorante] de f,
f définie sur une plénitude de R, si elle est additive et intérieurement
continue dans o1 sur R, tandis que

®eA.C.G.S. [WeA.C.G. I.] surR,
D®(z) = f(x) [D¥(x)> f(£)] sur une plenitude de R.

__(2.21) Pour les fonctions ®, W survenant dans (2.20), on a
D®(r) < + oo et D W(x) > — oo sur une plénitude de R.
En effet, ¥-€A.C. G. et

(2.17¢) Rc21n+2gn,

ol g, est la frontiére d’'un ensemble de O, tandis que A, est fermé
et W5 €A.C. sur R. On obtient : (1,) D ¥, (z) =D W(x) sur RA,;
or ¥5 e€V.B. sur R et, d’aprés (T; p. 51), D W5, (x) est fini sur une
plénitude de R (le dérivé est sommable sur R); ainsi [(1,), (2.17 b)]:

D¥(z)[=DW,(2) >D W}, (2)]>— =

sur une plénitude de Ri, (n =1, 2, ...), donc de R.
La démonstration est pareille pour D @ (x).

(2.22) Si sur R, ® est une R-minorante et ¥ est une R-majorante
de f(x), on aura ®(r) < W (r) pour tout r (de M)cR.

Cela s’ensuit du théoréme 2.19 et de (2.21).

(2.23) Etant donnée une f(z) définie sur une plénitude de R,
on dira que le nombre R(f, R) existe, si pour tout > o il existe des
R-minorantes @ et des R-majorantes W de f(x), telles que ¥ (R) — @ (R) <¢;
alors on pose

R(/, R)=sgp (R) = inf ¥ (R).

Pour les raisons données dans la section 1 nous n’appelons par R(f, r)
totale (ou intégrale) de Ridder. R(f,r) est une fonctionnelle de f,
pour f dans un certain champ, et une fonction d’ensemble r (de M) R.
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(2.24) Si une R-minorante ® et une R-majorante W de f(x) existent
sur R, f sera finie sur une plénitude de R.

Supposons, par exemple, que f= + oo sur un h, 9.(h) =n>o.
Or hy={xeR; DW()= + oo} est mesurable. D’aprés (2.20),
DY (z) = 4 o0 sur un hy, ¢(h—h,) = o; hyd>hi, 9(hy)>>n. Comme
dans la démonstration de (2.11), il suit que tout dérivé D*(¥'— @)
est fini sur un ¢, 9(R—e) =o, et que DW(x) —D ®(x) est finie
sur eh,. Donc D ®(x) = D ®(z) = + oo sur eh,, ce qui est contraire
a (2.21).

(2.25) Si f est D-tfolalisable sur R, R(f, R) existe et
D dy = R(f, R).
@) [ fdo=R(fB)

D’aprés les caractéres de la D-tétale,

F(r)::(D)ffd? [rde T variable, rcR],

spécifiés au Mémoire (T), on a FeA. C. G. sur R, e. g. simultané-
ment F est A. C. G. L et A. C. G. S.; en outre, selon (T; théoréme 8.8),
D F(x) = f(x) sur une plénitude de R; F est une R-majorante ainsi
qu’'une R-minorante sur R de f, d’oi1 1a conclusion dans (2. 25).

L’énoncé suivant est immédiat :

(2.26) Si R(f, R) existe, R(r) =R(f,r) existe dans on sur R °
et y représente une fonction additive et intérieurement continue
dans J1; si ky, k. sont des constantes et les R(f;, R) (i =1, 2) existent,
on aura

R (ki fi+ ko fs; R) = ki R(f1, R) + k2 R(fy, R).

(2.27) Si R(f, R) existe, en posant R(r) = R(f, r) (r de O variable,
rcR), on aura DR(z) = f(z) sur une plénitude de R.

La démontration est comme celle pour (2.15).

(2.28) Si R(f, R) existe et f(x)>o0 sur R, f sera sommable et
R R) =) [ fdy (finie).

En effet, d’aprés (2.27) et en raison de (2.6), I'existence de R(f, R)
entraine la mesurabilité de f sur R; si (L) L fde = + o0, en posant
¢.=f (ou f <n), =n (oit f> n), on aura

(L) fgm de > R(f, R) (fini) pour n,; suffisamment grand.
X -
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Conséquemment, en tenant compte de [T; (7.13 €)], (2.25), il vient
(L) [ gndz (finic) = (D) | g,,ds =R(gn, ) >R, R).
R *“R

L’inégalité ici présente une contradiction, car g, -<f.

THEOREME 2.29. — Admelions la mobilité [T; (10.7 a)] de o e
la continuité [T; (10.7)] dans o de W[®]; si W[®] est un R une P-majo-
rante [P-minorante] de f(x), W[®] sera une R-majorante [R-minorante]

de f(x); Uexistence de P(f, R) entrainera celle de R(f, R) et I'égalité de
ces nombres.

Envisageons, par exemple, une P-majorante ¥. Selon (2.8), f(z)
est définie sur une plénitude de R, ¥ est additive dans on sur R,
D W (x) > f(x) sur une plénitude de R et

(19 DV¥(@)>—» sur R—H, ou HocH,=2gne(*) (2.7).
1

W remplira les conditions (2.20) pour une R-majorante, si 'on établit
que ¥ e A. C.G. I sur R, ce quivoudrait dire ¥~ € A. C. G. sur R (2.18);
d’aprés (2. 17 ¢), cela reviendrait & montrer que des ensembles E,. (c R)

fermés existent tels que R—Z E,. est contenu dans un

1
ensemble (*) (2.7), tandis que W¥j €A.C. sur R (2.17); e. g. que
pour > o un vn,(e) > o correspond, de sorte que les relations

(2)) q.(de M)cR (i=1, ..., v fini), g, disjoints, 9(2%) < Ny (€)

[c’est-a-dire { ¢, | est un systéme fini sC R, avec ¢ (s) < 0 ()] entrainent
(3) (o) ‘Fgm(q,)> —c (ou bien, > —¢).

Nous adaptons le raisonnement dans (T; p. 60-62) en faisant les
modifications suivantes dans les formules et constatations (1), ..., (14').
L’inégalité dans (3’) est remplacée par ¥(p) > —mo(p); la seconde

inégalité (6') est omise; (8') prend la forme W(p) > — b(x) »(p); dans
la quatriéme ligne & la suite de (9') on aura

V) —b(x)2(p) > — meo(p), pcR;

(10) devient R —H, =2 En, ot H, est I'ensemble survenant dans (1°);

a partir de (10') z est un point sur E,, E, étant défini selon les
formules (1'), (2'), (3") modifiées; la premiére partie de (13’) sera

V(E)x=—me(')=—mo9(p);
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dans (12') et (13') on fait usage de la mobilité de On; linégalité
dans (14') est remplacée par W (p) > — m o (p); (14') s’ensuit en raison
de la continuité dans o1t de W'; on conclut que z de E,, (cF,, fermé)
est sur E,, donc E,, est fermé (m =1, 2, ...).

A cause de (19), R—ZEm:HOCHie (). Pour o<e1,

posons n,,(g) = % et considérons un systeme fini s (c R) satisfaisant
a (29, s={g;}; ona

9 (g) < — <

€ 1
m m

Si q;En 2 o pour un j, en utilisant la définition [T; p. 60; (2'), (3)]
modifiée de E, (avec p=g¢, et un point z€g;E,), on obtient
W(g;)>—mq(q;). Par conséquent, (2°) implique

IIJ'Em O] =2 ‘FEm@i)
j

= @En# )W (g) > — InE ?(g)=—me(s)>—¢
i j
ainsi (2.17), (o) Wg, (s) > —z¢, e. g. (2°) entraine (3°). Le théoréme

est vérifié pour W'; d’une maniére analogue on le démontre pour @;
le reste est immédiat.

3. Les D-minorantes et majorantes associées avec la tota-
lisation-D.

(3.1) f(x) étant définie sur une plénitude d’'un R (dé an), on
dira que ®[¥] est une D-minorante [D-majorante] de f, si P[¥] est
complétement additive dans W, intérieurement contlnue dans O sur R
et est telte que : les relations

B.1a) p parfait-s, pRso,. r(dedlt)cR, rp#o

entrainent I'existence d’un p (de ON)cr, pp 7 o, de sorte que
B.ab) [ @,=W) [ fde l v, (L) fd:p] pour tout ¢ (de ) cp,
‘/7{ " ‘/17‘17 ‘—[7‘ g ‘/q‘p

f étant sommable au sens fini sur pp.

Il serait naturel d’appeler cette sorte de minorantes [majorgat®
les minorantes [...] de Denjoy, parce quappar riment ell

SE?VICE DE
MATHEMATIQUES
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étroitement .liées avec la totalisation-D [comme développée dans
(T; p. 35-67)], qui est du genre des totalisations originelles de Denjoy.
Les D-minorantes [...] correspondent aux D-minorantes [...]
dans (R; p. g6-101), qui ont été envisagées dans les conditions du
Mémoire de Romanovski.

On pourrait procéder a partir de la définition (3.1), en n’employant
pas d’abord les conditions [T; (7.4, 7°), (7.4, 8°), la partie extérieure
de (7.4, 69)].

(3.2) Si f(x) posséde sur R une D-minorante [D-majorante] ®[W¥],
f(x) sera mesurable et finie sur une plénitude de R.

Nous allons démontrer cet énoncé au moyen de (T; lemme 7.11)
[qui est essentiellement différent du lemme analogue dans (R)].
Considérons le cas ol f(x) a sur R une D-minorante ®. Soit 9t, com,
la famille d’ensembles p, tels que :

(1) pcR, f(x) est mesurable sur p, f(x) est finie sur une plénitude
de p.

Supposons quun r (de 9t)cR, tandis que des r* (n=1,2,...)
épais existent tels que

(2') redn, r4r, r posséde dans O une décomposition-f avec
composants dans 9U; ainsi:

CHI =E o’ + e, les p! (n fixe) disjoints, p}€It, e* contenu
1

dans une réunion finie de frontiéres d’ensembles de .

11 suit que f(z) est mesurable sur r* et est finie sur une plénitude
de r*; d’aprés (2’), f(z) aura les mémes propriétés relativement a r;
donc re dt; la condition [T; (7.11, 1,)] est remplie. Si un p€ 9L, tout r
(de On) contenu dans p sera un ensemble de I, e.g. la condition
[T; (7.11, 2,)] est satisfaite. Considérons un r’ de oM, tel que tout r
de o1, avec Tcr’, apartient &4 9U; ¢ satisfait & la partie intérieure
de la condition [T; (7.4, 6,)], donc pour n =1, 2, ... il existe un r,

(de o), tel que F.Cr, o (r'—rn) < ;l; on a r, €9, donc sur une pléni-

tude de ¢ =2r,. f(x) est finie, f(x) est mesurable sur q; or

2 ’ ’ S 1
l'—q=H(r—rn)cr—rn, d’odr 9(r’—-q)<;;

et ¢ est une plénitude de '; ainsi r'€9t; on a vérifié [T; (7.11, 3,)]
pour la famille 9t.
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Soit 91, une sous-famille de 9L ne couvrant pas R. L’ensemble

A =F—E(ﬂl,)p, ol F est I'espace A(F), est fermé et AR est non
vide,
Cas (1°) : AR posséde un point x, isolé-s. — Il y a un r, (de on) tel
que
RD"()B.’L'o, rokcg,

ol ¢ est la frontiére d’un ensemble de Jomn;

ro—ro)\e.ﬁl et ro—-rolcz(m,)p.
En vertu de (T; lemme 7.10), pour 9, et avec F =ro—r,A, il vient

ro— rok =2‘§>’v, les %, (de JT) disjoints,
v=1
ke
Svcunryde 9,5 By =Z pv,: + ey (décomposition-f dans ),
=1

9 (ey)=o; pv,1 (de M) cBycry, avec rye€Il;cIt.

D’aprés [T; (7.11, 2,)], déja établi pour 9t, on obtient p,;€9t. Or’
n ky

n
(4) 1m=rok +Zz‘,=2 va,,-.- en (en mince)€IN;  rn4 ry(cR).
v=1

v=1 1=1

Par conséquent, le caractére [T; (7.11, 1,)], déja Leérifié pour I,
entraine r,€ 9L, Ainsi, au cas (1°) il existe un r, de 9L non couvert
par ,%1.

Cas (2°) : L’ensemble 1 est parfait-s dans R. — Puisque ARZo
et ® est une D-minorante de f, selon (3. 1) on déduit I'existence d’un p
(de M)cR, Ap;Zo0, de sorte que

f@)‘é (L)f Sfde (fini) pour tout ¢ (de M) cp;
7 g}

en particulier, f étant sommable (au sens fini) sur p, f est mesurable
sur p et est finie sur une plénitude de p, e. g. (1’) on voit que p est
dans 9t. En tant que Ap £ o, p n’est pas couvert par 9t,. Au cas (29
on a la méme conclusion qu’au cas (1°).

La condition [T;(7.11, 40)], ainsi que les autres conditions de
(T;lemme 7.11), est vérifiée pour 9 (1'). Conséquemment, Re I,
ce qui démontre (3.2).
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TutoreME 3.3, — Si sur R, ® c\est une D-minorante et W est une
D-majorante de f(z), on aura ®(r) ZW(r) pour tout r (de M)cR.

Soit 9, con, la famille d’ensembles pc R sur lesquels ® =W,
Supposons qu’un r (de M)c R satisfait 4 (2). On aura (3’) pour r”;
d’aprés la définition de 9t, @ (p) = ¥ (p"); ® et ¥ sont complétement
additives dans Jit (T; p. 38), donc ® et ¥ sont nulles pour tout ensemble
contenu dans la frontiére d’'un ensemble de Oon, de sorte
que ®(e”) = W (e") = o pour e* de (3'); par suite,

0 =30 6ty =W (1) =V ()

rm (de ) 4r (de o) entraine (vu I'additivité compléte dans Jit)
@ (r) < W (r). Si g (de M) C 1, en notant que gr* (de IN) posséde dans 1t

une décomposition-f avec composants dans 9¢, au moyen du raison-
nement qu’on vient de donner on obtiendra

®(grr) =W(qrr) ety enfin, ®(9) <=¥(g) (car gro 4 gq).

Ainsi redt, ce qui verifie [T; (7.11, 1,)]. Soit un r’ (de JN), tel que
tout r (de Jn) ayant rcr’ est dans 9t. Considérons ¢ (de Jn)cr';
® et W étant intérieurement continues dans O, d’apres (2.5) on
trouvera des g, (de Jn) tels que

gncq, P(g2)>P(q9), W(g»)>»Y¥(9);

or g.Cr', donc ¢, €9 et ®(q,) < W (g.); par conséquent, ® (q) = ¥ (q),
e.g. r'edt. La condition [T; (7.11, 3,)] est établie. Si un r de oM
est contenu dans un p de 9, selon la définition de 9L on aura reat,
ce qui signifie [T; (7.11, 2,)] pour It.

Etant donnée une famille 9U,C 9, ne couvrant pas R, posons
A=F =Y () p;

AR o et A est fermé. Si AR posséde un point z, isolé-s, nous procé-
dons comme au cas (1°) dans la démonstration de (3. 2); on obtient (4'),
ou 1o, , Py, Pyv,.» €* sont des ensembles spécifiés par rapport aux
familles 9t,, 9t A présent considérées. On fait l'emploi de
(T;lemme 7.10) [T;(7.11, 20); (7.11, 1,)] et I'on montre que
® (q) =¥ (q) pour tout ¢ (de M)cr,. Donc r,€9L; mais r, contient
le point x, de AR; ainsi au cas envisagé il existe un r, de 9t non couvert
par 9,
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Vérifions le fait suivant
(11) a(deM)cR— Ry ent;atne eI,
e. g ®(h) W (h) pour tout h (de M)ca.

En effet, acz(ﬂl,)p; d’aprés (T; lemme 7.10), il existe des @,
(de Jn) disjoints et des r, (de 9%,), BoCry (v =1, 2, ...), tels que

ky
“=2§v: §V=ZPV,1+8V7 ¢(ev)=o,
i=1

{ev,:} (v fixe) étant une décomposition—f dans Jit de Bvs

n
pv.. (de M)cr €I [cIt] entraine p,,€9; r"=2§'ve.ﬁt et rn
v=1
posséde une décomposition-f dans Jit avec les composants dans It,.
de plus r*ta; selon [T;(7.11, 1,)], déja établie, a €I, e. g (1)
s’ensuit.

En continuant avec A parfait-s et en faisant usage de (1), nous
procédons comme dans (R; p. 97) et nous concluons qu'un p de N
existe non couvert par 9L, ; [T; (7. 11, 40)], ainsi que les autres condi-
tions de (T;lemme 7.11), est remplie, d’ou ReIt; le théoréme 3.3
en découle.

(3.4) f(x) étant définie sur une plénitude de R, on dira que le
nombre D(f, R) existe, si pour tout ¢>o il y a une D-minorante ®
et une D-majorante W de f sur R, telles que W (R) — ® (R) < ¢; on pose

D(f, R)= sgp@(k): i‘grfqr(n).

L’énoncé suivant est immédiat :

(3.5) Si D(f, R) existe, D(f, r) est définie pour tout r (de JM)cR
et représente une fonction complétement additive dans it et inté-

rieurement continue dans o sur R; de plus, D(kf, R) = kD(f, R)
lorsque k est une constante.

En tenant compte de la définition (T;7.12) de la totale-D et
d’aprés (3.4) on conclut ainsi:

(3.54a) Si f est totalisable-D sur un R (de o), D(f, R) existe et
Uon aura

(D)fﬂqu: =D(f, R).
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On démontre comme dans (R;p. ¢8) la constatation suivante :

(3.5b) L’existence des nombres D(f; R) (i =1,2) entraine
Iexistence de D(f, + 2 R), qui vaut D(f;, R) + D(f:, R).

(3.5¢) Sif>o sur R et D(f, R) existe,
D(f, R)y=(L d ).
S R)=W) [fdy (finie)

En raison de (3.2), f(z) est mesurable et finie sur une plénitude
de R; si f est non sommable sur R, définissons g, comme 4 la suite
de (2.28); pour un n,(> o), en tenant compte de [T;(7.13 ¢)] et
de (3.5 a), il vient

B(s, R) < (L)fnq,..dqa =<D>fnqn.dnp =D (gny R),

ce qui est une impossibilité, car f> ¢,. '

Réintroduisons maintenant les conditions [T; (7.4, 7°), (7.4, 89),
la partie extérieure de (7.4, 6°)].

(3.6) On dira qu’une fonction f(x) est prétotalisable-D sur R de Jn,
si

(10) p parfait-s, un r (de M)cR, rp #o,

entrainent I’existence d’'un p (de JM)cr, pp # o, tel que f(x) soit
sommable sur pp. '

Ce caractére est nécessaire, mais non pas suffisant, pour que f(z)
soit D-totalisable sur R.

THEOREME 3.7. — Soit f(x) préfotalisable-D sur un R; supposons
que R(f, R) existe. Alors D(f, R) eriste, sans qu'on exige que D(f,...)
soit complétement additive dans 3t sur R; de plus, on aura

R(f, R) = D(f, R).

Soient sur R, ® une R-minorante et ¥ une R-majorante de f(z).
Supposons qu’un p et un r satisfont 4 (1,). D’aprés (2.20), ®+ et ¥,
sont A. C. G. sur R. Donc (2.17 ¢), on peut trouver un r, (de oOR)Cr,
ripZo, tel que sur ry:

(20) PreA. G, ¥;eA.C..

Puisque f est prétotalisable-D, il y a un p (de o), tel que

(30) pcri(cr), pp FZ o, (L)ffdcp (finie) existe.
‘ ep
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En appliquant [T; (9.6)] & ®, (€A.C.S. sur p) et 4 ¥, (€A.C. L
sur p), il vient pour tout ¢ (de M)c :

(ho) f_fbpéfﬁfbpdcp =f D® do « (L) [fd? (finie)
q q qp

“qp
<[ owas = [D¥,dy < [ 0.
124 q -7

Ainsi [(3.1)-3. 1 b) ® [¥] est sur R une D-minorante [ D-majorante]
de f au sens modifié, e. g. sans qu'on exige l'additivité compléte
dans Jit. La conclusion du théoréme en découle.

Remarque 3.7'. — Dans la démonstration de (R; p. 98-gg) d’'un
résultat analogue au théoréme 3.7 on ne fait pas I’emploi d’une
condition pour f au genre de (3.6). Il est indiqué que la sommabilité
de f (sur l'ensemble approprié) est une conséquence d’un énoncé
dans (R; p. 81); celui-ci correspond a (T; p. 51-52). Nous n’avons
pas pu vérifier cette constatation. Si 'on omet le caractére (3.6),
en vertu de (2,) et de (T; p. 51-52) on conclut que les dérivés de @,
et de W, sont sommables sur o (en général @, et W', ne sont pas addi-
tives dans Jn), mais il ne semble pas possible de déduire autant
pour les dérivés de @, et de W}; sur une plénitude de pp il vient

D®, < f<DW,; on n’obtient, pour ¢ (de oN)Cp, que

Sa= [ D, ds =fﬁc1>;;d<p <o,
(50) vq q

' —w<f12‘b’;d<?éf12‘1’pd?=§;
S q q

il est concevable que x =-—o0, ou bien 8 = +o0; la sommabilité
sur pp de f ne s’ensuivrait pas. '

TutoriME 3.8. — Levistence de D(f, R) entraine D F(z) = f(x)
sur une plénitude de R, oit F(r) =D(f, r) pour r (de OM) wvariable
dans R.

La démonstration est comme dans (R; p. gg-101), en faisant usage
du théoréme de Lusin dans la forme (2.3) et du théoréme Cantor-
Baire (T; section 4), qui s’applique dans les conditions actuelles
et qui permet de constater qu'une certaine suite d’ensembles fermés
se stabilise; on évite partout 'emploi d’ensembles compacts, en les
remplacgant par des ensembles qui sont seulement fermés.

4. La totalisation-S symétrique. — Résumons sommairement
ce qu’il nous fait sur la totalisation- S (T; p. 67-131). Comme en rap-
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port avec la totalisation-D, nous admetfons encore les définitions ef les
développements des sections 2, 3, 4 dans (T;p. 2-19). Ainsi les en-
veloppes el les noyaux s’identifient respectivement avec les ensembles
ouverts et fermés dans l'espace F = A(F).

(4.1) On admet la propriété [T; (7.1)] : si H (cF) est mesurable
ef ¢ > o est donné, il existe un Q fermé et un O ouvert, lels que Qc Hc O,
?(0—Q) <.

Une certaine famille dénombrable G’ [T; (2.8)} d’ensembles ouverts
posséde la propriété (T;7.2) (G’ est une base de la topologie qui
survient).

(4.2) Tout ensemble fermé est l'intersection d’une suite non
croissante d’ensembles ouverts.

(4.3) Dr’accord avec (T; p. 8) la pseudo-distance p (sans que Uiné-
galité triangulaire soit nécessairement satisfaite) est définie comme
il suit : si z; et x, sur F sont tels que des O (de G') les contiennent,
on pose

e (21, z2) = mf[O (de G')> (a1 x:)]9(0); e (@1, £2) =g (22, 1) 2 0;

on suppose que p(Zx;, *;)>o lorsque z,2xz, et p(x:, x.) existe;
p(z, x) = o.

Deés lors on suppose la pseudo-distance p étendue de sorle qu’elle soit
définie et finie pour tout couple de points sur F. La condition [T; (3.1 ¢)]
de continuité de p n’est pas nécessaire pour la totalisation-D. En
outre, nous en avons besoin pour la totalisation-S; cette condition
est la suivante :

(4.3 a) Sile point z, et le nombre ¢ > o sont fixes et il y a des =,
tels que o = p (T, 23), x; étant variable on aura p(xi, ) — o dés
que p(zy, ) >o [x,, variable, assujetti & I’équation p(zx,, z;) =o].

Les sphéres et les surfaces de sphéres sont introduites d’accord
avec (T;p. 67-68); ainsi on a la situation suivante:

(4.4) La sphére fermée S(z,r)={z;p(x,2)<Lr}; la sphére
ouverte S°(z,r)={z;p(x,z)<r} (si r>o0); la surface de S(z,r)
est C(z, r) = S(z, r)—S°(x, r). On dit r est un «rayon effectif » de S(z, r),
si pour tout ¢ > o il existe un ze S(z, r) tel que p(x, 2)>r—e. Par
la suite on ne considére que les sphéres S(x,r) pour lesquelles
[avec o<y Le =0 (F)]:

(4d.4a) o<r<Lc, C(x,r) n'est pas vide [ainsi r est toujours un
rayon effectif pour S(z, r)]. De plus, pour la mesure ¢ on admet
que 9(C(x, r)) =o. Il suit que ¢(S(z, r))>r.
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DErFINITION 4.5. — Soient L le segment linéaire o< r=c, et
F*=FXL [avec F=A(F)] un espace produit. Pour tout couple
de points v =(z,r), v,= (x,, ;) de F* la pseudo-distance p*(v, vy)
vaut 5(x, ;) + | r—ry|.

La continuité d’une fonction numérique définie dans F* sera entendue
moyennant la pseudo-distance dans F*.

(4.6) Les familles on, ot étant celles ainsi désignées dans (T)
en rapport avec la totalisation-D [voir (T;7.4, 7.7)], on introduit les
familles

(4.6 a) Mes, aws, Jts, IRy

de la maniére suivante. O1* est formée de O et des sphéres ouvertes;
an's est la famille des ensembles H e, H décrivant ons, e (vide
ou non)cﬁ ———H;:ﬁv est la famille minimale, >01's, telle que les
inclusions H, e I (i =1, 2) entrainent que les ensembles H, 4+ H,,

H,H,, H,—H,H, sont dans 51'15; 51’1;; consiste des ensembles
ouverts de Jits,

(4.7) o étant toujours étendue de sorte que les sous-ensembles
d’ensembles minces-¢ sont minces-9 et les frontiéres des ensembles
de Oons étant minces-9, il suit que les sous-ensembles des frontiéres
d’ensembles de Jit* jouissent de la méme propriété; ¢ satisfait aux
conditions intervenant relativement & on dans (T;7.4); en outre,
on admet a présent aussi la condition de continuité relativement a O* :

(4.7a) 9(S(z,r)) est continue dans F'=FxL (4.5), comme
fonction de point (z, r); ¢(S(z, r)) tend vers zéro quand r— o.

(4.8) Notons [T; (12.5)] que pour tout z fixe sur F, chacune des
relations

o(S(z, r))—>o, p(S(w, 1)) (= diamétre dey — o, r—>o
implique les deux autres.

DEFINITION 4.9. — On dira qu’une fonction W additive, définie

et finie pour les ensembles de Jits, est complétement additive dans i,
si les relations

Heolts, H,edMs, les H, disjoints, H =2Hn

entrainent W (H) =21P‘(Hn); nous convenons foujours d’inclure dans
la définition de la compléle additivité dans St* le caractére de conti-
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nuité, relativement aux spheéres, au sens de (4.7 a), avec ¥ au lieu de ¢
[on évitera la mention explicite de cette condition, dés que le caractére

de la compléte additivité dans J* est admise].
Des hypothéses déja introduites on conclut ainsi [T; (13.3, 6°)].

(4.10) Pour tout r de s et ¢> o il existe des r,, p. de o,
tels que

rier,  Fop,  9(r—r)<e  g(pe—r)<e
(4.11) On admet Uhypotheése [T; (7.4, 7°)), avec o au lieu de .
(4.12) On désignera par (}) tout ensemble contenu dans une
réunion finie de frontiéres d’ensembles de J1ts,
Soient 9t c g et un redit’; on dira que r posséde une décompo-
sition finie dans it avec composants dans 9t, si

v

(4.12 ) r=2q,+e, q.€9L. g, disjoints, ee()) (4.12).
1

Notons que les relations 9t c I, redns, ot couvrant r, entrainent
I'existence des ry, py (v =1, 2, ...) tels que

(4.12b) r=29v, pv disjoints, pycry, pveoﬁs, ry€at;

on peut faire en sorte que
pV=pl+...+pve:ﬁlﬁ (evA ).

Le lemme (T; 13.6) joue un réle fondamental podr la totale-S.

D’accord avec les remarques de A. Denjoy (Un demi- siécle de
Notes. .., t. II; Observations, p. 68-6g), ou bien comme dans
(T; p. 87) on réalise le théoréme de Denjoy-Vitali pour les sphéres dans
la forme suivante :

4.13) " Etant donnés un ensemble H (cF) et une famille 9ts de
sphéres fermées, de sorte que tout point de H est contenu dans une
suite de sphéres de 9t°> de mesure (de rayon) tendant vers zéro, on
pourra associer avec tout > o des sphéres S,€9l’, disjointes et en
nombre fini, telles que M} S;} (=sup¢(S)) <:e et

?e(H — HE Sz) <, %(ES,—- HES,) <e.

(4.13a) Si W est définie pour les sphéres fermées et pcF,
on définit W', ainsi : W, (s) = W(s) '(si le centre de s est sur p),
W(s) = o (au contraire).
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(4.14) Siunredit} et un p fermé est joint a r, on dira que S ={s;}
est un systéme fini (de sphéres), relativement a p, dans r, lorsque les s;
en nombre fini sont des sphéres fermées disjointes, contenues dans r,
de sorte que ou bien le centre de s; est sur pr, ou bien s, est disjointe
de p; il suit de (4.13) que S (rel. & p, dans r) peut étre choisi tel que

(4.14a) Mis;t[=supe(s;)]<s, “P<"—2-‘i) <&
pour un tel systéme fini S on pose |

(4.148) N(S)[=N{s;}=N(r, S)] =sup<M{ sil, :p(r—Zs,-\)).

DEFINITION 4.15. — Soient p fermé, ud r de s épais, une ¥
définie (finie) pour les sphéres fermées. Les intégrales de Burkill (au
sens sphérique symélrique) de W' sur r, relativement a p, seront désignées
par

(4.15a) f—s‘P‘ (rel. 3 p), fs‘lf (rel ﬁj;), fs(rel. ap);

ce sont les intégrales supérieure, inférieure et unique (si elle existe)
et elles sont définies comme lim, lim, lim unique de Z‘F(s,-),

ou S = {s;} est un systéme (variable) fini, relativement a p, dans r° (4' .14),
le nombre 9L (S) (4. 14 b) tendant vers zéro.

W, p, r étant comme dans la définition, on pourra dans (4.15 a)
remplacer W par W, (4.13 a); dans ce cas nous omettrons parfois
la désignation (rel. & p); ainsi, si la limite existe,

s s
- - . N\ (24
(4156) [ W= [ Wp=lim ¥ W(s) [= V(¥ p))
r r
o (] $,p#£0

lorsque N{s;}(4.14 b)— o, {s;} étant un systéme variable fini, relative-
ment a p, dans r° [le centre de tout s; intervenant au troisiéme membre
est sur p].

(4.16) Si p est fermé et un r épais €In’, tandis que I'(r) = f v

(rel. & p) finie existe, & tout ¢ > o il correspond un 7(g)> o tel que les
relations

S = {57} un systéme fini (rel. 3 p) dans 9, M(S)[= sup ¢ (s;,)] < n(e)

impliquent |W(S) —T'(S)| <e; ici, par exemple, W(S) =Z‘F(s/)
[voir plus loin (9.1), (9.2)].
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(4.17) On dira que ¥, définie dans Jits est s. a. (additive au sens

sphérique), relativement & un p fermé, pour un redis, si W(r) = f v
(rel. a4 p). i

(4.17 @) =, est un point isolé-s de p, si pour un r, de O (ou de Ins)
contenant z, on a r,pe(}); on dira qu'un ensemble est parfait-s s’il
est fermé et sans points isolés-s.

(4.17b) Si W(e)=o pour tout ee(]), on note (T; p. g1) que ¥
est s. a. (sans intervention de p) pour tout r mince de Jits. On dira
que W est s. a. relativement a p (fermé) sur un r de i, si ¥ posséde

cette propriété pour tout o (de Jis)cr [cela revient a dire : pour
tout p (de J'Tlg)cr].

(4.18) f(x) étant définie (finie) sur une plénitude d’un HeJits,
on dira que f est fotalisable-S (totalisable au sens syméfrique) sur H,
s’il existe une W, nulle pour les ensembles ({) (4.12), complétement

additive dans Jits sur H (4.9), telle que :

— si p est parfait-s dans (H)° (au cas de H épais) et r (de on°)
est contenu dans H et est joint & p, il existe un r’ (de oW), r'cr,
pr' £ o, pour lequel :

(D W= [ W, (el & p)dans r' [e.g. (4.17) ¥ est 5. a. (rel. & p)

sur r'l;
(@8] / W, (rel. a p) [=¥(W¥, rp)]=(L) f fde (intégrale
ry vrp
finie de Lebesgue) pour tout ry (de Jh‘)cr’ (4.15 b). Dans ces condi-
tions, on écrit

(%.18 a) (S)ffdcp (totale-S de fsur H)= ¥ (H).
H

Celte totale est unique (T; p. 92-95).

(4.19) (a) Si f est totalisable-S sur un He I, fle sera sur tout r
(de Jns)cH;

(b) Siles ¢q. (i =1, 2, ...) sont les composants d’une décomposi-

tion dans Ofts de H et f est totalisable-S sur chaque ¢, f sera tota-
lisable-S sur H et

(S)fqu: =2(S)f fdy pour tout r (de JRs) cH;
r T,
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(¢) La classe de fonctions totalisables-S est linéaire;
(d) Si f> o sur une plénitude de H et f est totalisable-S sur H,

) f fdo > o; si f= o sur une plénitude de H, (S) f fdo = o sur H;
H
(e) Sifest sommable sur H, f sera totalisable et (L) f fde = (S) f fdo.
H H

Si W est définie pour-les sphéres (fermées), on envisage (T; 11.8)
les dérivés extrémes et la dérivée unique (si elle existe) sphériques;
symélriques :

D W(z)= EM

)
(hu30) 7 (S(2, 1)

Ds ¥ (2) = nm%%’%:—:% [pour 7(>> 0)—> o].

Notons le fait suivant {T; p. 100), conséquence de (4.13).

(4.21) Avec dérivation au sens (4.20) D* symétrique, des théo-
rémes analogues aux constatations [T; (8.5)-(8.6 b)] ont lieu, y
inclus : le théoréme d’épaisseur et les énoncés relativement aux fonc-
tions complétement additives et absolument continues d’ensemble
mesurable et aux fonctions sommables.

(4.22) Avec H (eJns) épais et 9 étant la famille de sphéres
fermées contenues dans (H)°, soit W' une fonction définie dans 9t:

si V'intégrale symétrique (4.15) de Burkill f W (sans intervention

s
d’aucun ensemble p) existe sur H et si f ¥ = o pour tout o de I,
c

DsW(x) = o sur une plénitude de H [voir (T; p. 100-101)].
De plus, selon [T; (14.2), (14.3)] on a ceci:

(4.23) Avec H (eJiv) épais et p fermé joint a (H), si f v

(rel. & p) existe sur H et si f (rel. & p) est s. a. (4.17) relativement a p
pour toute sphére dans H, sur une plénitude de H on aura

Ds ¥ (2) =Dt | ‘W (rel. 2 p), p_alF(m:g-;f’qr (rel. & p).

$
(4.23 @) L’ensemble p intervenant ou non, si f W existe dans I’

s
sur un Heons, f ¥ sera additive dans o1 sur H.

MEMORIAL DES §0. MATH. — N° 166. 3
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(4.24) Si f est totalisable-S sur un H de oW, sur une plénitude
de H on aura

D:[(s) [7de] = s(a).

(4.25) Soient un H (de Jis) €pais, un Ec(H)’, une W définie
pour les sphéres fermées ¢ H; on dira que ¥ e Vs. B. (¥ est a variation
bornée au sens sphérique) sur E dans H, s'il existe un n>o tel que

‘2|W(S,)léB <o, dés que les sphéres S;=S;(z;), c(H)’, en
nombre fini et disjointes, ont les centres z; sur E et M{S;}
[= s1’1p cp(S,):|< 7; on dira que We A, Cs. [¥ est absolument continue
au sens sphérique (symétrique)] sur E dans H, sil Z'IT(S /) l < ¢, lorsque
les sphéres S;, < (H)°, en nombre fini et disjointes, ont les centres
sur E et ¥ ¢(S;) <n(e); nous dirons WeA. C'. L (¥ est A. C. infé-
rieuremenf) sur E dans H, quand les conditions pour les S; qu’on
vient d’indiquer entrainent seulement Z‘F(S ,) > —c¢; d’une pareille

facon on définit les caractéres : A. Cs. S. (A. C*. supérieure), V5. B. 1.
(Vs.B. inférieure), V<.B.S. (V. B. supérieure) sur E dans H. La

définition de A. C:. n’est pas modifiée si I'on remplace |Z\P‘(S,-)
par Y| ¥ (S) |-

(4.26) Le théoréme de Lusin, au genre de [T; (9.2)], a lieu dans
les conditions actuelles.

(4.27) Si WeVs.B. sur (H) dans un H de 515 épais, tout dérivé
(intermédiaire ou exiréme) au sens sphérique syméirique de W sera
sommable sur H.

(4.28) Les dérivés extrémes et la dérivée unique (si elle existe)
au sens sphérique général, d’une fonction W en un point x sont désignées
par D°W (z), D°W () et sont définis comme les limites, respectivement

- sopr s . T'(s) .
supérieure, inférieure et unique, de 36" oreprésentant les sphéres
fermées, o3z, 9(¢)—>o.

Quelques développements relatifs 4 la totalisation-S sont dans
I’hypothése suivante :

(4.29) DoW(2)=DW(z) [DoW(2)=DsW(a)]

sur une plénitude de U'ensemble oi1 les dérivés indiqués sont définis

[¢f. (T; (14.11)].
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THEOREME 4.30. — Admetions que WeA. Cs. 1. (4.25) sur (H)
dans un H épais de Sis. Si un p fermé est joint a (H)°, on aura

(4.30 a) f W (rel. & p) éfﬁ“lfdcp, [ ¥ (rel. 2 p);fgﬂlfdcp;
" H H

e}

la seconde inégalité est dans la condition (4.29). Si le caractére A. C. 1.
est remplacé par A. Cs. S., on aura dans les relations (4.30 a) le signe <
[alors il faut admettre (4.29) pour la premiére inégalité].

Par la suite, avec H (de J1t*) épais et p fermé, (H)’p £ o, on fera
usage des nombres W (s), W+(s), définis relativement a p, s = { s;} dési--
gnant un systéme fini de sphéres dans H [e. g., les sphéres fermées s;, en
nombre fini, sont disjointes, s; < (H)]; avec la notation W'(s) =E W(s)),
voici la définition :

(4.31) T (s) = inf ¥ (o), P+ (s) = sup ¥ (o),

3 o
les ¢ = {o,} étant des systémes finis de sphéres fermées, relativement a p,
contenus dans s [ainsi, pour un o fixe, les o, sont disjointes, toute
o, C(8)° pour un k, tandis que toute o; (de o), dont le centre est

étranger a4 p, est disjointe de p]; ¢ peut étre-vide, e. g. dépourvu
d’éléments; on pourrait écrire W' (s) (rel. a p), ... :

(4.31 @) U+ (s)> o W (s), U+(s) > W(s)> W—(s),
DsU+(z) > D'W (2) > DsU—(2) [aux points out DsW (x) existe].

(4.32) Soit W définie pour les sphéres dans un H (eJis) épaiss
on dira que WeA.C'. G., absolument continue généralisée sur H
[e. g. sur (H)° dans H], au sens symétrique, si les relations

p parfait-s, (H)°p # o, r (de ) c (H)o, rp#o

entrainent ’existence d’un r, (de Jng)cr, tel que rip 2 o et W eA. C.
[déf. (4.25)] sur rip dans r; [e. g. ¥,) (4.13 )€ A. C. sur r, dans ry].

(4.33) WeA.C%.G. sur un H (de 51*) épais équivaut a ce que :
(H)o =21(n), les A(n) étant fermés dans (H)*, avec A(n)e(}) (4.12),
1
ou bien
Yon)€A.C. sur H  [e.g. sur (H) dans (H)?].

Notons que ce théoréme est indépendant de I’hypothése (4.ag).
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(4.34) Admettons que WeA. Cs. sur un H épais de i, Lexis-

tence de D*W sur une plénitude de H implique I'existence de | W
H
(rel. & p) et l'indépendance de cette valeur de p; l'existence de

f W (rel. & p,), pour un p, fermé, entraine l'existence de D*W sur
H

une plénitude de H.
Cet énoncé suit du théoréme 4.30 [et de 4.27)]; ainsi ’hype-
thése (4.29) intervient.

(4.35) Soit W définie dans Jis dans un H épais de Jts. On dira
que W est additive au sens sphérique généralisé, ¥ €A. S. G., sur H,
si pour tout p parfait-s joint & H° et tout r de o1, contenu dans H

s

et joint & p, il existe un r, de N, rycr, rip # o, tel que W =f ¥
(rel. a p) dans ry [e. g. W est s. a. (rel. & p) sur ry; cf. (4.17), (4.17 b)].

TuEorEME 4.36. — Admettons que ¥'(2) = o pour tout A de (})
dans un H (eJis) épais, que ¥ est complétement additive dans oits
sur H et WeA. S. G. sur H (4.35). Dans ces conditions, pour que ¥
soit une totale-S sur H, il faut et il suffit que

(4.36 a) TeA.C.G. surH et DsW(z) (finie)
existe une plénitude de H.

(4.36") Dans les conditions du théoréme, pour que W soif la fofale-S
d’une fonction f(x) (définie et finie sur une plénitude de H), il faul
et il suffit que WeA. C. G. sur H ef D*W(x) = f(x) sur une plénitude
de H [le théoréme 4.36 et (4.36') sont dans I'hypothése (4.29)].

(4.37) Soit W complétement additive dans Sis sur un H épais
de S5, W = o pour les ensembles (%), WeA.S. G. sur H. Si, en plus :

(1°) D'W(z) existe sur une plenitude de H;
(2°) — o< DsW(x), D:W(z) <+ sur H—H,,
avec H, contenu dans une réunion dénombrable de frontiéres
d’ensembles de o1, il s’ensuivra que W est la lotale-S sur H de sa dérivée
DsW¥ (x) [on inclut H—(H)* dans H,].

Dans cet énoncé, I’hypothése (4.29) intervient.

DeriNiTION 4.38. — W étant définie pour les sphéres fermées
(contenues dans un certain ensemble), e étant fermé, on posera (4.13 a) ;
f W (s(2)) =W (s(2)) =W (s(2)) =¥ (s(2))

(4.38&) ? (Si -’L‘Ge), =0 (si $€€),
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s(x) désignant une sphére de centre x. Pour un H (€ 01s) épais nous
désignons par I' (H —H.,) I'intégrale de Burkill (4.15), si elle existe,

(4.385) T(H—H,) =‘/H‘ Wie) (rel. & e) [= Si_;r(l’z (z, &e) ‘F(s,(x))], )
ot S =(s,(z,)) est un sysféme variable fini, relatif a e, dans H,
avec N(H®, S) (4.14 b)<e; on note que pour les sphéres de S on a
s,(z,)cH® et que s,(x,) est disjointe de e dés que x,&e; le nombre
F(H—H,), s’il existe, est défini par les valeurs de W pour les sphéres
fermées c H'— HVe.

THEOREME 4.39. — Soient un H (de 51s) épais, un e fermé, eH® £ o,
une f(z) définie sur une plénitude de H et sommable sur He; suppo-
sons, de plus, que ¥ (r) = (S) f fdo existe pour tout r (de ofts) tel

que rc H° et Te = o, tandis que v(p) =T (p—pe) est (1,) compléfe-
ment additive dans 515 sur H ef (2,) posséde la propriété A. S. G. (4.35)
sur H. Dans ces conditions il s’ensuivra que f est fotalisable-S sur H ef

(4.39 ) (S)’/H‘fdcpr_(L)f fdo + T (H—He).
He

Dans le texte en rapport avec [T; (15.3)] est introduit le carac-
tére I°. G. qui dénote l’infégrabilité, au sens sphérique symétrique,
Burkill généralisée; I°. G. intervient dans les énoncés (T;15.4),
(T;15.6) et dans la partie (15.8 a) de [T; (15.8)]. Au théoréme
(T;15.16) il est affirmé que toute fonction f(z) totalisable-S appar-
tient & une classe K, [Définition (T; (15. 15))] pour un « des classes I, II.

En tenant compte de (4.14)-(4.15 a) on conclut comme il suit.

(4.40) SirdeJits est épais et W est définie pour les sphéres fermées,
contenues dans r’, et si p est fermé dans r°, on aura

s o S
fqréfqr(rel.ap)éfur(rel.ap)éf v,
vr r i r

les intégrales extrémes aux premier et quatriéme membres sont sans
qualification; elles peuvent étre définies relativement a ro.

Notons que si p;cp.(cr’) et les p, (i =1, 2) distincts sont fermés

N s
dans r°, tandis que r°—p,>=o, il ne s’ensuivra pas que f v

(rel. & p,) < f W (rel. & p,). En effet, un systéme fini S, (de sphéres

fermées) (4. 14), relativement & p,, dans r°, ne 1’est pas nécessairement
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relativement & p,, puisqu’il peut arriver qu'une sphére fermée s, €S,
existe, telle que s,p; = o, s, p»Z o et le centre de s, est dans r'—p,;
une telle s, ne sera dans aucun, systéme fini relativement a p..

Par la suite, & quelques reprises, on admettra I'hypothése suivante :

HyrPoTHESE 4.41. Soit W définie pour les sphéres fermées,
contenues dans un H de i,

(I) C’est la propriété suivante : pour toute frontiére y d’'un ensemble
de 05, YH £ o, les relations

S={o;} un systéme fini (de sphéres fermées) dans H (4.14),
g;ys%2 0, M(S) (4.14 a) > o, entrainent

‘F(S)(:Z\F(c;))—>o.

an mnj’sw=mf‘qr=o, des que go.(€F)CH et guio.
n Yqn n In

Remarque (4.41'). — En conséquence du théoréme de Denjoy-
Vitali pour les spheéres il s’ensuit que ¢ nécessairement satisfait a la
condition (4.41, ITI) [méme avec la relation g, | o remplacée par ¢, | 9,
ol ¢(0) = o].

L’énoncé ci-aprés permettra une simplification considérable de
la théorie de la totale-S, si les deux parties de I'hypothése (4.41)
ont lieu pour la fonction d’ensemble, éventuellement la totale-S,
tandis que ¢ satisfait 4 (4.41, I). Ce résultat nous sera utile dans
I'étude de majorantes et de minorantes de divers genres, au sens
sphérique.

THEOREME 4. 42. — Soit un H e Jit§. Supposons que W est compléte-
ment additive dans J* sur H (4.g), nulle pour les ensembles () @.12)
et WeA.C.S. sur H (4.35) [ce qui est la propriété (4.18, I)]. En
plus, admettons que W satisfait, dans H, aux conditions (4.41, I),
(4.41, II) et que o remplit (4. 41, I). Alors il existe un ensemble p = p (H)
parfait-s dans H, tel que W est s. a. (additive au sens sphérique [(4.17)-
(4.17 b)), relativement a p, sur H, e. g. que

(4.42 @) ¥ (p) =f‘\llf (rel. 3 p) pour tout p (J§)c H.
4

Nous ferons usage du lemme 13.6 de (T). Soit 9% la famille de tous
les p tels que:

(19 pedity, pcH, ¥ est s. a. [rel. 4 p(p)] sur p, oit p(p) est parfait-s
dans p. Ici et dans la suite la désignation p (.. .) signifiera un ensemble
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parfait-s dans I'ensemble indiqué. Par définition & tout p de 9, il
correspond un p(p), parfait-s dans p, pour lequel (1°) a lieu.

Considérons un r de 1% contenu dans un r' de 9t. Avec p’' = p(r')
on aura

$
W(ry) =f W (rel, & p’') pour tout 7y (de Jtg)cr'.
ry

En particulier, cela aura lieu pour r,=r; d’oi redt. Pour p(r)
on peut prendre p’. 9t satisfait a la condition [T; (13.6, 3,)]. Démon-
trons la proposition suivante :

(2°) Si r, et r, sont dans 9, ry 4 r, sera dans 9t.
On a (r.—r.ry)° (si non vide) €9t; posons
pi=p(r),  pr=plra—rir)°]

I1 existe un ensemble p parfait-s dans r, +r, tel qu'on peut prendre

pi=p.=p. Soit A (de Ji}) un ensemble quelconque contenu
dans r, 4 r,; posons

)\1= )\7‘1, lg:()\——)\j)o, d’ol )\gc(rg—rlrg)".
On aura

A=A+ Ay+e, e€(3)(4.12), e disjoint de XA;+ %o, r\NeI (i=1,2);

2 s
) W) =T () + T (hg) =2/; ¥ (rel. 3p ).
i=1 4

S = st} étant un systéme fini quelconque, relativement a p, dans A
[voir (4.14)-(4.14D)], il vient S=S'+$S2+ S, ou S'={s;} est
un systéme fini (rel. 4 p) dans 2, (i =1, 2) et S*=/{s; | est un systéme
fini'dans 2 dont les sphéres sont jointes 4 e. Puisque ¢ satisfait &
(4.41, I), (S*) > o lorsque N(A, S) — o [car alors M(S*) (4.14 a)— o).
Par conséquent, N(2, S)—>o entraine N(3, S)—>o (i=1,2). En

tant que f V‘If (rel. & p) existe et vaut W (3,), ¥ satisfaisant a (4.41, I)
)‘l
d’aprés (1) on obtient [pour N(2, S)— o]

'IP(S)=lIl'(Si)+‘F(Sﬂ)+'lf(S*)—>2fsllf (rel. 4 p) =¥ (A);
i=1 A

$
e.g. Y()= K W(rel. & p) pour tout A (de IM;)cr, +r. Ainsi
r +r, €9, ayec p(r,+r,) = p. L'énoncé (29) est veérifié.
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Envisageons un r(de 5it$) c H ayant une décomposition finie dans s
avec composants dans 9, e. g.

v

(39) r =2ql+ e, les g; et e disjoints, ¢,€IU, ee(}).

1

En vertu de (29) il existe un ensemble p’ parfait-s dans ¢, +... 4 ¢v,
tel que

v
q=an€91, avec p(g) =p"
1

Il y a un ensemble p parfait-s dans r tel qu'on peut prendre p’= p.

Soit un A (de Jitj)cr. On aura Agedir], Aqcgq, donc [d’aprés
(T; (13.6, 3,))]

A=Xxg+¢€, hgete disjoints, AqgeI, avec p(iq)=p, ee(l).
S ={s;} désignant un systéme fini (rel. & p) dans A, on obtient

S =S8 + 5%, o1 § est un systéme fini (rel. 4 p) dans g, tandis que S*
est un systéme fini dans 2 dont les sphéres sont jointes a e’. Pour

N, S)—o il résulte que ¢(S*)—>o0, N(Aq, §)—>o0 et
w(ﬁ)»f\r (rel. 3 p) =W (rg) (car AgeIt) =W (r) (car ¥ (e') = o)
g

Ainsi® (S)="(8) + ¥ (S*)— ¥ (3), puisque ¥ (S*) >0} e.g. W (}) = f ¥
A
relativement a p, cela étant pour tout A (de JiS)cr. Par 13, redt.
La condition [T; (13.6, 1,)] est vérifiée.
Envisageons maintenant un r et des ri(n=ru, 2, ...) tels que
(4°) redug, rnedl, rrfr  pour n->o.

p(r") parfait-s dans r~ est associé a r»; il existe un ensemble p parfait-s
dans r de sorte quon peut prendre p(r)=p(n=rm,z2,...). Si

un A (de Ju)cr, posons An=2ir7, p*=(A—27)°. En tant que A

(de dns)cre, selon [T;(13.6, 3,)]A»€9t, avec p(A")=p(r*) =p.
On observe que

(59 A=At en,
les ensembles au second membre étant disjoints, e*e (),
) =T0On) +T(er), ¥ =f ¥ (rel. & p), An4 1,
an

lim (Wn) = W (X).
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S={s,} désignant un systéme fini (rel. 4 p) dans 2, on obtient
S =57+48+ 8, ou S” est un systéme fini (rel. 3 p) dans A7, $” est

un systéme fini (rel. & p) dans p~, tandis que S~ est formé des s; jointes
4 e”. Avec n fixe, la relation N (4, S) > o implique

9(87) >0, N@O2, 8750, N(m, 870, W(E) o,
lim W (Sn) =f W (rel. 4 p) = W(Ar)  (car Aredl);
AR

or
¥ (S) = ¥(Sn) + ¥ (8) + w(§n);

il en résulte
60 g 1. a + W (in) £ W l.ap)< L'} 1. a
6°) _fp (rel. & p) + W (an) £ (rel. & p) j; (rel. a p)
ZW¥ )+ | W (rel a p).
S

pr(emi)cicrcH et p*)o, donc (4.41, II) s’applique et I'on
déduit (4.40):

e
) s A
lllrn_/“lf(rel ép);ln_mf‘l:llmf‘l)':o
" Len "L " Lpn

En tenant compte de (5°), (6°), on obtient
=S )
f ¥ (rel. & p) 2 W (}) +l|mj v=wQ),
A nJgn
[ e ap) s w0y +lim [ ¥ =)
._.) n <o
conséquemment,
() =f ¥ (rel. & p) pour tout A (de M) cr;
A

c’est-a-dire, les relations (4°) entrainent redt avec p(r)=p;
[T; (13.6, 2,)] est établie pour It.
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La preuve de[T; (13.6, 40)}. — Soit une famille 9t,, c 9L, ne couvranl
pas H; on veut monirer qu’il existe un p' de 9t non couvert par 9,.
Posons

(7 g=H—N (S)¢;

q est non vide, fermé dans H. Considérons d’abord le cas ou ¢ est
parfait-s dans H. La propriété A. S. G. sur H (4.35) de W entraine
I'existence d’un p’ de o1, tel que p’cH, p’gs=0, W est s. a. (rel. & ¢)
sur p’. On voit (1°) que p’€9L avec p(p’) = ¢q. En outre, p’ contient
un point de ¢, d’olr p’ est non couvert par 9t,. Il reste & considérer
le cas ot q posséde un point 1, isolé-s. Il existe un r, (de Jn*) conte-
nant z,, tel que r,cH, roqcy, y étant la frontiére d’'un ensemble
de on,

Soit un A (de g)cr,. I résulte que
(8°) )\’=)\—.)\Te.’)°fl§, ).'cH—q=2(9t,)p.

L’énoncé (4.12 b) s’applique a X', qui est couvert par la famille 9t,.
Des ry, py (v =1, 2, ...) existent tels que

k’=29v, py sont disjoints, pycry, pvE I, ryedl, (cIu).

1
En tenant compte de [T; (13.5)], on peut prendre

p1=A'ry, pv=Ary—Ary(pi+...4 py—1) (v>1);
alors
{9°)  p'=pit...py [=N(r+...+n)],  predity, 4N
Les r, étant dans 9t,, donc dans 9, d’aprés I’énoncé (2°) on a

rV=ri+...+ry€dl.

Selon [T; (13.6, 3,)] et (9°) : p'(cr’) est dans 9t. Il y a
‘un ensemble p, parfait-s dans r,, tel qu’on peut prendre p(p¥) =p
(v=1,...) [noter que r,r'eJt, avec p(rr')=p, et p'crr,
de sorte que p(p’)=p(r.r’)=p]. Posons '=(A'—p")°; on
obtient

N=p'+1t+e,, e,€(}); ) =) =W(pY) + T(w);

(10%) ¥ (pv) =f“~lf (rel. a p);
pv
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A=p"+41"+4e, les ensembles (pour v fixe) au second membre
étant disjoints, e, € (). Soit S = { s; } un systéme fini (rel. & p) dans 2;

alors S =S¥+ §¥ 4+ §v, S” étant un systéme fini (rel. 4 p) dans p*, &

étant un systéme de la méme sorte dans ', $' comprenant les s
jointes & e,. En procédant comme i la suite de (6°), on observe que
la relation N(A, S)— o entraine (pour v fixe)

N(, 8Y) >0, N(v, 8) >0, W(§)->o,

lim ¥ (SY) = ¥ (rel. 3 p) =W ();
A
de plus [en tant que W(S)=W(s)+w(d) +w(§)]

) l- é w v ‘qr 1. é ) ‘w l- a
L.v ¥ (re p)+¥(p )4_‘/‘)\ (rel. & p) _:j): (rel. & p)?
‘I‘. v IF l. é -
=¥ (pv) +L (rel. a p)

W étant complétement additive dans i,

lim ¥ (pv) = W (\') = ¥ ()).
Comme & la suite de (6°), en tenant compte de (4.41, II) on déduit que
fgllf (rel. & p) =¥ (1) pour tout A (de ) cro,
A

e.g. r, €N, avec p(r,) = p; mais r, contient le point z, de ¢ (79,
donc r, est non couvert par 9t,. On a établi que 9 safisfaif a
[T; (13.6, 40)].

- Lelemme 13.6 de (T) entraine que H e 91, la famille 9t étant définie
selon (1°). Le théoréme est vérifié.

(4.43) Soit un Hedh] (donc H est ouvert). Désignons par G la
famille de toutes les sphéres fermées sc H. Elant donnée une F définie
ef finie pour toute s de G, il suit que les dérivés D°F, D°F (4. 28) extrémes
sont mesurables sur H(= A(G)); de plus, I'ensemble E (s’il est non vide)
oit D°F existe est mesurable; D°F est mesurable sur E.

Cela s’ensuit essentiellement parce que pour G le théoréme de
Denjoy-Vitali s’applique [woir Denjoy (D*; p. 338-33g), aussi
(O CR))
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5. Les Ps-minorantes et majorantes associées avec la tota-
lisation-S. — Dans les sections 5, 6, 7 on supposera loujours que
les fonctions d’ensemble, qu’on considére, sont nulles pour les
ensembles ([) (4.12) [si elles sont définies pour e€(})].

(b.1) Désignons par (*) loule réunion dénombrable de frontiéres
d’ensembles de ons (4.6).

La proposition suivante est & la base de I'’emploi des majorantes
(minorantes) au sens P, qui seront introduites par la suite et qui
ressembleront d’assez loin aux majorantes (minorantes) de Perron.

THEOREME 5.2. — Soit un He i, Admettons que F est compléte-
men! additive dans s sur H (4.9), A. S. G. sur H (4.35), que F
satisfait a (4.41, I, IT) et que ¢ remplit (4.41,I). Si[avec D® au
sens (4.28)]:
3.2a) DoF (z) >—® sur H—eH, ou ee€(™);

(8.26) DsF(x) >0 sur une plénitude de H,

on aura F(r)> o pour fout r (de Jvs)c H.

Il suffit de démontrer cet énoncé en remplagant (5.2 b) par la
condition

(3.26") DsF () > o sur une plénitude de H.

En effet, d’aprés les propriétés de o, le caractére (4.41, I) pour ¢
inclus, on voit que la fonction F' =F -+ ¢ remplit toutes les condi-
tions du théoréme, mais avec D*(F'(z) > o sur une plénitude de H;
si le théoréme était démontré avec (5.2 b') au lieu de (5.2 b) on aurait
sur H:

F'>o, d’out Fx—cp et Fgo.

Ainsi, nous procédons sous la condition (5.2 d’), avec 1'objet de

démontrer que F(H)> o, donc pour tout ensemble de J1L: et de Jn
contenus dans H; la conclusion du théoréme s’ensuivra.

L’ensemble e dans (5.2 a) est ZY"’ Y. étant la frontiére d’'un
1
ensemble deon*(n =1, 2, ...). Supposons, s’il est possible, que F (H) < o.

D’aprés le théoréme 4.42, qui s’applique sur H 4 F et 4 ¢, il existe
un p = p(H), parfait-s dans H, tel que

(10) F (o) =f F (rel. 4 p) pour tout p (de JR3) c H.
4
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Soit S = {$}(x=1,...,v) un systéme fini (de sphéres fermées),

relativement 4 p, dans H,=H—Hy,; H,eof. Pour N(H,,S)
(4.14 b)—> o, il vient

F($)=F(s) — f‘F (rel. 4 p) = F (H,) = F (H) (< o).
1 Hy

Ainsi il existe un systéme fini S de la sorte indiquée, tel que F(S) < o.
Parmi les s; de ce systéme il y en a un, soit s’, pour lequel ,

(20) F(s) <o [s' fermée, s'cH, s'y1=o0];

la sphére s’ est (rel. & p), e. g. s'p = o ou bien le centre de s’ est sur p.
Selon (5.2 b'), D*F(x)> o sur s'—e', avec ¢(¢') = o; la frontiére
de s’ étant mince, nous la comprenons dans e’; on aura s'—e'c(s')°
(lintérieur de s'). Pour zes'—e’ il existe une suite de sphéres
fermées s,(x), de centre z, telles que ¢ (s,(x))—>o et

limF(s,,(,z)) F(sp(z))>o0 (n=1, 2,...);

>0,

(@ (), lim o ®) si z¢p, oma s(2)p=o.

Soit F = {s,(x)}, x décrivant s'—e€, n=1,2,.... F couvre au
sens de Denjoy-Vitali I'’ensemble s'—e’; ¥ contient une suite dénom-
brable de sphéres s*(n =1, ...) disjoinfes, pour lesquelles

src(s)9, F (s7) > o0, les s7sont (rel. a p),

%
? <s’ ——2 sn> =0, le centre de s” est sur s'—e¢'.

1

En prenant n' assez grand, (s, s? ..., s") formera un systéme fini
(rel. & p) dans (s)°, tel que

nt
B0 elg)<s ob gi=()9—Fetedity [F(sh) >o].
1
Or Fests.a. (rel. 4 p)sur ¢*[4.17)-(4.17 b)]; d’oit, S'={ s} }(k=1, ..., V")
désignant un systéme fini (rel. 4 p) dans ¢' avec N(g!, SY)—>o, en
tenant compte de (2,), (3,) il vient

(4o) lmF(SH)=F(g"), F()=I F(sH)+F(g) =2F(s;) +limF(S1) <o;

les F(s*) sont positifs. Il existe un systéme S', avec N(q!, S*) assez
petit, de sorte que

|F(g") —F(5) | <— S F(s);
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alors, d’aprés (4o),

(5) F(S') =F(¢") —[F(g)—F(SH]<F(s) — s F(s)= 2 F(s) (<o)
Les s; de S' sont dans ¢!, donc (3,) ¢(S!)<¢; en raison de (5,)

F(s‘) ,
2 k (< F (s')
¢ (24)

Il existe un ¢ > o, tel que parmi les s; d’un systéme S', qui corres-
pond, il s’en trouve une, soit o, qui est (rel. 4 p) et pour laquelle

(60)

" <o)-—>—oo pour &—>o.

(70) :((::)) <2 %‘—;— =B(<0) [c, cqt =(s’)°——2 sk(de M), o111 =‘o(20)].

Sinon, pour tout ¢ = %(n=1, 2, ...) aucun o; (= s;) de S!(St! corres-

pondant a ¢), satisfaisant & (7,), n’existe; e. g.
P)spel) = e o F(Xel)spe(el),

ici le systéme St'={s}| correspond & &= %; en laissant n-—>oo,

on obtient une contradictjon & (6,). En succession on trouve des
sphéres fermées ¢, (j =1, 2, ...), chacune étant relativement a p,
telles que o(g,)—>o0 et

F(s)) > F (6;—1)

@=)29, S0y <2306

%Y= 0,

pour j=1,2,..., avec s,=H; on a :((:’)) ——oco0. Il existe un point
7

unique x, =Ha,, eH—HZ'{,, en lequel D°F(z,) =—c0 (4.28),
ce qui est contraire 4 (5.2 a). Le théoréme est établi.

DErFINITION 5.3. — f(x) étant une fonction numérique de point,
définie sur une plénitude d’'un H de Jit:, on dira que @ (¥) est une
Ps-minorante Ps-majorante de f(x) sur H, si ®[¥] est complétement

additive dans 5its sur H et A. S. G. sur H, si ® (W] satisfait & (4.41, I, II)
et ¢ remplit (4.41, I), tandis que

(3.3a) DI® <+ [DoW(x) >— o] sur H—He, ou ee&(®),
(8.38) D@ (z) < f(x) [D*¥(2)> f(x)] sur une plenitude de‘H,
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si pour tout ¢ > o il existe une Ps-minorante ® et une P*-majorante ¥
de f sur H, telles que W (H) — ® (H) < ¢, on définit le nombre

5.3¢) P(f, H) = s:ll,pd)(H) = i'rlnrf‘If(H).

La définition de P<(f, H) a un sens puisque pour les fonctions ¥, ®

survenant dans (5.3 c) il vient ® (r) < ¥ (r) (pour tout r, de Jits, c H),
ce qui est une conséquence du théoréme 5.2. Par définition, dire

que ® est une Ps-minorante sur un r (e ) équivaut a ce que ® est
une Ps-minorante sur (r)° (eJn°); @®(r) =@ ((r)°), car r—(r)°e().
Si @ [¥]est un Ps-minorante [ P>-majorante] de f(z) sur H, il en sera
de méme sur tout r(eJns)cH.

Si pour un H(eJns) Ps(f, H) existe, le nombre Ps(f, r)="P:(r)
existe pour tout r de S, rc H; par définition, P+(f, r) = Ps(f, (r)°).
Pour un H fixe, H étant dans J ou bien épais, P*(f,r) est une
fonctionnelle en f, f parcourant un certain champ P*=Ps(H);
pour H et f(ePs(H)) fixes Ps(f, r) est une fonction d’ensemble r
(de Fhs)cH.

(5.4) Soit F complétement additive dans t* sur un H de us,
A..S. G. sur H, satisfaisant a (4.41, I, 1I), o étant assujettie a (4.41, I);
si, en outre, —oo < D9F (z) =< D*F(x) < 4+ oo sur un H — He, oil e€ (*),
et si D*F (x) existe sur une plénitude de H, on aura

F (H) = Ps(DsF (z), H).
La fonction f(z) =D°*F(x) est définie sur une plénitude de H;

F est simultanément une Ps-minorante et une Ps-majorante de f(z)
sur H; (5.4) s’ensuit.

(5.5) Soient H, F, ¢ assujettis aux conditions de (5.4); de plus,
admetions Uhypothése (4.29). Alors .

F (H) = P+ (D¢F (), H) = (S) fn DF () dp (),
le troisiéme membre étant une fotale-S.

Sur H — eH, on aura
—w <DOF £ DsF, DsF <£DoF <+ .

Le théoréme (4.37) s’applique, ce qui méne & la conclusion dans (5.5).

(5.6) Si sur un H (de Jns) f(x) posséde une Ps-minorante ® et
une P:-majorante W, f sera finie sur une plénifude de H [il suffira que
Ps(f, H) existe].
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Si cet énoncé est en défaut, on aura par exemple f= -4-co sur un
ensemble h, avec ¢.(h) =n> o. Soit hy=[reH; D*¥ (x) = +];
d’aprés (5.3 b) D* W (x) > f(x) sur une plénitude de H, donc hyDh—12,
9(@)=o0, DW(@)=+0 sur h—2A Or F@O)=¥({I)—P(r) >0
pour tout r (de J*)cH, tandis que F est complétement additive
dans Ji¢ sur H. Pour tout systéme fini (de sphéres fermées)
S={s,{ (j=1,...,v) dans H, il vient

N5 (ded)cH, o< F(S)<F(H) <+ ;

1
par conséquent, FeV'. B. sur H dans H (4.45); & cause de la propo-
sition (4.27) fous les dérivés D°F, D*F (intermédiaires) sont

sommables sur H, donc mesurables et finis, chacun sur une plénitude
de H. On obtient

(10) DsW (z) (=+oo)=lim‘:-:‘—(($((% pour ze€h — A,

lorsque les s,(z) (i=1, 2, ...) sont des sphéres fermées quelconques
de centre z, 9(s.(x)) > o. Choisissons les s,(x), pour tout xzeh—A2,
de sorte que lim 2(8(2) _ Ds*®(x) (fini ou infini) existe; alors (1y) :

@ (s:(x))
m f((:'((;))\) = DS (2) — D>*®(a) = D**F() sur unc plénitude h de h—

[D#*®<D°®; vu (5.3 a) D°® < +oo sur une plénitude de H; donc
la différence D*W (z) — D™ ® (r) est déterminée sur une plénitude h,
de h—1]. Le dérivé intermédiaire au troisitme membre est fini
sur une plénitude h, de h,, ¢.(h;) =n> o; or sur h, :

(20) Ds*F () (fini) > Ds¥ () — Ds @ (x) =+ o — D @ (x);

donc D*® (x) = +co sur h,; par' 1a D°® (z) = 4o, sur h, ce qui est
contraire 4 (5.3 a). De la méme facon, on obtient une contradiction,

si f=-—oc0 sur un ensemble g, avec ¢.(q) > o; ainsi I'dnoncé (5.6)
est vérifié.

THEOREME 5.7. — Si f(x) est sommable-¢p sur un H épais de o,
Ps(f, H) existe et

Pi(f, R) = (L) fﬂ f(z) d (2).

On peut supposer que HeJit] et donner la démonstration pour f
non négative et finie sur H. Pour tout ¢ > o il existe un ensemble
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Q = Q:(cH) fermé tel que ¢(H—Q) <& et que f(x) est continue
sur Q relativement & Q. La fonction q = f (sur Q), = o (sur H— Q) est

semi-continue supérieurement (rel. a H); f “(f —q) do — o pour ¢ — o;

posons F(r) = f gde. On obtient

DoF (z) < q(2) £ f(%) <+ surH,
d’otr

(19) D*F (2) < f(x) surH (car Ds < D9).

F satisfait aux conditions (5.3 a), (5.3 b) d’une P>-minorante. F est

complétement additive dans Jits, puisqu’elle I'est comme fonction
d’ensemble mesurable-¢. Soit S={s,} (j=1,...,v) un systéme

fini de sphéres fermées dans un p (de i) c H; on obtient
(20) F(p)—F(S)=£qdq>, ot A=A(S)=p— N

Pour N(p, S) (4.14 b)— o, il vient ¢(2)—> o et [d’aprés la continuité
absolue de F comme fonction d’ensemble mesurable-¢]

(30) F (p) = limF (S) =f F pour tout p (de Jt§) cH;

P
donc F présente un cas assez spécial du caractére A.S.G. (4.35)
sur H. Soit y(yH 72 o) la frontiére d’'un ensemble de ons; désignons

par S={g,} (j=1,...,v) un systeéme fini (de sphéres fermées)
dans H, o,y o; on aura

v
o£F(S)=[qds, =3(8)=Ds;
Je ,
posons ¢ = ¢ (ol ¢ <n), = n (ol ¢> n), alors
3,(S) = —"d_éa( — "dq;=v,, Yn 4 O pour n—>ow;
()_[(q q)vj“q q") ; yor
pour £ > oil y a un n’ = n(g) tel que v,,,<§;il vient
FS) = g dp+0(8) d'om) + £ <y,
T

dés que M(S) (4. 14 a) est suffisamment petit afin que ¢ () = ¢(S) < 2_;_
[noter que ¢ satisfait & (4.41, I)]; ainsi M(S) » o entraine F(S)— o,

MEMORIAL DES §C. MATH, — N° 166. 4
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d’oui F satisfait & (4.41, I). Envisageons des ensembles g,
(n=1,2,...)eM, ¢.cH, ¢.} o; d’aprés (3°)f F existe et vaut
ql

§
F(gn) = f ¢(2)dg(z), donc lim f F=o,
qn n g,

ce qui est la propriété (4.41, II) pour F. On conclut comme il suit.

(4°) La fonction F, infroduite plus haut, est sur H une P*-minorante

de f(x); on peut faire en sorte ilue (o) f (f—q) do soit aussi petit
H
qu’on veut.

Nous allons construire une fonction g d’une facon pareille 4 des
développements analogues dans 1'Ouvrage (R;p. 93-94). Par la
suite dans les applications successives du théoréme de Lusin [comme
établi dans (T*)] il s’agira de certains ensembles fermés, plutdt que
compacts. On pose E,={xeH; f(x) <1}; il existe un Q, (cE,)
fermé tel que ¢ (E,— Q,)<<e 2! et f est continue sur Q, relativement
a Qq; soit fi=f [sur Q;+H—E,)], =1 [sur E,—Q.]; ensuite,
dans E,={zxeH;1Lf, <2} on trouve un ensemble Q. fermé,

P (E.—Qu)< i g27?, tel que f; est continue sur Q. relativement a Q..

En procédant ainsi, on obtient des ensembles fermés Q,, des E,, et
des fonctions f,, tels que:

f=heh<fig...; QucEn={zeH;m—1Lfna<m};
5o \
(5% q:(Em—Qm)<”i@=2-'";
fm=ﬁn—i [sur Qm""(H—"Em)], =m [sur Em—Qm];

fm continue sur Q,.,, relativement a Q,(m> o);
S Un—fni ds < e

6% Q+...+Qnu+E={zeH; f(x)<m}; 9(Q1+ Qe +...)= p(H);
ﬂ-,:f\,:fw‘:.}. sur Qy[cH —Ep, (m > v)],

cela étant pour v =1, 2, ...;

(7°) fm(m>1) est semi-continue inférieurement, relativement a H,
en tout point de Q,.; on définit g(x) = lim f (z) sur H.
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Cette fonction g(z) jouit des propriétés :
(89) g> fsur H; ¢ est sommable sur H; ?]= fm sur Q,; g est semi-

continue inférieurement, relativement a H, en tout point
de Q:+Q.+... (une plénitude de H);

fﬂ (&—f)de <e.

Montrons que W(r) = f gde [r (de Jn*)cH] est sur H une
P-majorante de f(z). W est complétement additive dans Jis;
¥(p) = f W pour tout p (de Jit$) c H [voir le raisonnement en rapport

P

avec (29), (39)]; donc ¥ est A.C.S. sur H; ¥ satisfait aux condi-
tions (4.41, I, II), ce qui résulte des développements 4 la suite de (39),
en tant que W est une intégrale de Lebesgue. D’aprés la propriété (8°)
de semi-continuité de g, il vient

DoW (z) > g(x) > f(x) sur la plenitude Q*= Qs+ Qo+ ... de H.

OrD*>D°, donc D* W (z) > f(x) sur Q*; W satisfait ala condition (5.3 )
pour une Ps-majorante de f(r). La fonction W étant non négative,
D°W> o sur H; ainsi ¥ remplit (5.3 a). On conclut que W est en effet
une Pr-majorante sur H de f(z); de plus, comme on vient de voir

ffdcpé‘lf'(r)<ffd:p+a [tout r (de M )cH].

En tenant compte de (4°), le théoréme 5.7 est vérifié.

(5.8) Si P+(f, H) existe pour un H de 1§ (ou bien de 5i°), P(f, r)
existe pour tout r (de S*)cH et est une fonction complétement addi-
tive dans Jits et A.C.S. sur H, satisfaisant a (4.41, 1, IT); si les
Ps(fi, H) (i =1, 2) existent et ki, k. sont des constanles, on aura

Pt(kjﬁ-f- k?fl) H) =k P"(ﬁ, H) —+ ke P’(fg, H).

Pour tout ¢é> o on trouve une Ps-majorante W (H) [Ps-minorante
W (H)] de fsur H de sorte que ¥ (H)—® (H) <:; r (de Jt*) désignant
un ensemble quelconque contenu dans H, ¥ (r) [® (r)] sera une Ps-majo-
rante [Ps-minorante] de f sur r;

(0g) W(r)—@(r)<W¥(H)—2H) <¢;
donc Ps(f, r) existe. Soient les r, et r dans Ji°, rcH, r,, 4 r. On obtient
Q(ra) < Ps(f, ra) £ (ra);
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d’aprés la compléte additivité dans ons de @ et de W, il vient

() @(r) <EmP(f, r) (), | P(f, ) —TmPe(f, o) | <

par conséquent lLimP+(f, r.) =Ps(f,r). Ainsi Ps(f,r) est compléte-

ment additive dans ots sur H.

Soient un p parfajt-s dans H et un r (de on’)cH avec rp = o;
écrivons Ps(f, ...)=P(...). ¥ et ® étant A.C.S. (4.35) sur H,

d’abord on trouve un r’ (de o), r'cr, r'p o, tel qlie V= / Ty
(rel. 4 p) dans r’ [e. g. ¥ est a.s. (rel. & p) sur r']; ensuite on trouve
un r, (de o), r,Cr, r,pZo, de sorte que ® = f ® (rel. & p)

dans r;. Soit S un systéme fini (de sphéres fermées), relativement a p,

dans un p (de dn)cr; alors ®(S)<=P(S)<W(S); en laissant
N(p, S) (4. 14 b) - o on obtient

® (rel. a p)< P (rel. a p) < P (rel. p) < | W (rel. & p);
4 S i i
d’or

@ (o)< f P (el d p) ¥ ().
Lo
Enfin f‘P (rel. & p) existe dans r, et 'on a
P(p) =f P (rel. & p) pour tout p (de Mms)cry.
¢

Ainsi Ps(f,r) est A. C. S. sur H. Soit y la frontjiére d’un ensemble
de o5, yYH#Zo. Or W et ® satisfont & (4.41, I); si S={o;}] est
un systéme fini dans H, avec les sphéres fermées o; jointes & v, on aura

¥(S) ->o, ®(S)—>o, lorsque M(S) (4.14a)—>o.

Puisque @ (S) <L P(S) L W-(S), on obtient P(S)—o3 e.g. Ps(f, 1)
remplit (4.41,I). Prenons )

q,,(efflg) (n=1,2,...), gncH, gnio;
¥, @ satisfont a (4.41, II), donc

) =S
(20) limf ¥ = o, limf b =o0;
& Viga »

Zqn
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s0it Sp={s,4} (k=1, ..., v;) un systéme fini dans q,;
@ (S2) < P(8,) W (Sn).

Avec n fixe, pour N(g,, S;) tendant vers zéro, il résulte

P . s § TS =S
lim ® (S,) < fm P(S,)< Tim ¥'(S,); /‘Déf Péj Pé/ v,
In —qn qn In

enfin, en laissant n—>oo (2) il vient lim f P =o. Donc P* n
~qn
satisfait a (4.41, II). Le reste de I'énoncé (5.8) est immédiat.

TukoriME 5.9. — Si P(f, H) existe pour un H de S, on aura
D*Ps(f, x) = f(x) sur une plénilude de H.

Soit un ¢> o; il existe une Ps-majorante et une Ps-minorante
(de f sur H) telles que

(a1) (0L)F(r)=T(r)—®(r)<s pour tout r (de J*)cH.
Puisque D*<D° (4.28), il vient
(@) h(s)={zeH;D*F(z)>¢}ch'(e)={aeH;DIF (2)>¢};

selon (4.43), I’ensemble h’(e) est mesurable. Soit # la famille de toutes
les sphéres fermées o, telles que o cH (ouvert), F(s)> ¢ 9(¢). L’en-
semble h'(c) est indéfiniment couvert par # [e. g. tout point = de h'(c)
est contenu dans une suite ¢» (de ¥), avec ¢(¢”) - o]. En raison du
théoréme (4.13) de Denjoy-Vitali pour les sphéres, des , (n =1, 3, ..., v)
existent telles que

¢, €%, les g, sont disjointes, <p<h’(a)—— R (s)éu,,> <
. 1
[encH, F(on)> ¢ (o2)]. Par 1a [(a), (a)]:
(@s3) ‘Pe(h(s)é‘?(h’(s))<i?(kl(3>°n)+EéVZ?("n)"'E
, 1 1
<§}v]F(cn)+sé§F<H)+s<zs.
D’aprés (a:) et (5.3 b), il y a une plénitude q(c) de H—h(c) sur

laquelle
(as) Ds®i1£f2DW, oDV —Ds® DWW —Ds® <DsF <c.
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Désignons par @, et ¥, les fonctions ® et ¥ qui correspondent a
I
=15 Fa=Wn—®y;  hy= h(%), gn= 9(2)'
Posons . .
Q= li’lf!qn, Q= liT(H—hn); ?(Qu—Q)=0o,
Or (a;):

H-Q,:]i_mh,,:Z(h,,h,,_,.,...),
1

e (hnlinis...) £ 9o (hm) < % (tout m X n);

@ (h.hrrs...) =0, donc ¢ (H—Q,) = o; ainsi Q est une plénitude de H.
Soit un point = sur Q; des entiers n,=n,(x) (i =1, 2, ..,) existent
tels que lim n,=o0 et xe€q,; on aura (a,):

D+ @, (2) < f(2) 2 D &, (),
) ) 0 2 Do W, (0) — s 0, () S Do W, (0)— D+ &, (0) < D F () & i

puisque @,(...)ZPs(f,...)=P(...)=<W¥,(...) dans H, on obtient
(as) Ds @, (2) < Ds p(2) £ D ¥, (2);
pour les x considérés, de (a;) il suit que

lim Dy, () =limDs @, ()= f(x);

il en résulte [d’aprés (as)] : D* P(z) = f(z) sur la plénitude Q de H.
Cette conclusion, appliquée a P,(r) =P*(—f, r), méne & la relation
f(x) =D*P(x) sur une plénitude Q' de H. Le théoréme est vérifié.

(5.10) Admettons Uhypothése (4.29). Si Ps(f, H) existe, f sera
mesurable sur H; si, en plus, f>o sur H, f sera sommable sur H.

La mesurabilité de f(x) suit du théoréme 5.9 et de I’énoncé (4.43).
Pour démontrer la seconde partie de (5.10) notons d’abord que
I’existence de P*(f;, H), avec f, < f, sur H, entraine P*(f;, H) < P*(f., H)
Si f(= o), connue é&tre mesurable, est non sommable, prenons ¢, = f
(ot f<n), =n (ot f> n); pour n suffisamment grand, en vertu du

théoréme 5.7, il vient
(L)fqn de = Ps(qn, H)> Ps(f, H) (fini),
H

ce qui est impossible, car ¢, f.
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6. Les R*-minorantes et majorantes associées avec la tota-
lisation-S. — Introduisons :

DErFINITION 6.1. — Soif F définie (et finie) pour foufes les sphéres

fermées contenues dans un H de Jits; soit E Jjoint @ H. On dira que
Fe Vo, B. (est 4 variation bornée au sens sphérique asyméirique) sur E

dans H, s'il existe un »> o tel que le(crl)‘éB<+oo, dés que
o'={og,;} est un systéme fini dans H, M(c’)[:: sup q)(a,-)] <w,

o;E# 0. On dira que FeA. C°. (est absolument continue au_ sens
sphérique asyméirique) sur E dans H, si pour ¢>o un () > o existe
de sorte que les relations

o = {a{ est un systéme fini, o;cH, oE %o, Zcp(cr;)<'q(s)

entrainent l Z F(o)

< &, Dans ces définitions, la signification des carac-
téres V°.B., A. C° n’est pas changée quand on remplace IZF(U;)I
par I EF(ai)

A. Ce. S. (A. Co. supérieure) [A. C°. I. (A. C°. inférieure)], en rem-
plagant l EF(cri) dans la définition de A.C°. par ZF(G’,-)< €
[ZF(ai)>—s]. De la méme maniére, on spécifie: V°.B.S. (V°.B
supérieure) et Ve, B. I. (V°, B. inférieure).

. On obtient les caractéres :

(6.1) F et H étant comme plus haut, supposons p fermé est
joint 4 H. Pour toute sphére fermée sc H, nous posons

Fy(5)=F(s) (sisps#o0), =o (sisp=o).
Ceci constitue une modification de F(, (4.13 a).

(6.1") FeA.Co. G., absolument continue généralisée au sens asy-
méfrique, sur H, si pour tout p parfait-s, joint 4 H, et tout r (de ;)
dans H, joint & p, il existe un r, (de Jis)cr, tel que r,p£ o et que
FeA.Ce. sur r,p dans r, [e. 8. F,,€A. C°. sur r, dans ry].

(6.2) Les caractéres sur E dans H : V°.B.,, V°.B. S, V°.B. L,
A.Cs., A.Cc. S., A. C° 1. impliquent respectivement sur E dans H :
Vs.B.,, Vs.B.S.,, V.B. I, A.Cs., A.C.S.,, A.C.L [cf. (4.25)]
A. Co. G. sur H entraine A. C’. G. (4.32) sur H.

SEPVICE DE
MATHEMATIQUES

PURES
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Notons que, si F est définie pour les sphéres fermées dans un H
(de n*) épais (ou bien de Jif), pour tout systéme fini s=1{s, |
dans (H)* on définit

(6.3) F—(s)=ir¢17f(c), F+(s) = sup F (s),

o= {0} désignant des systémes finis continus dans s [voir la défini-
tion (4.31) pour le cas oll 'ensemble fermé p y intervenant est tel
que p(H)’=(H)’]; on a
Fr()>oxF-(s), F+()xF()xF(s);
(6.3 a) Ds F+(z)~ D' F (2) > D F— (),
DeF+(2)>DoF (2)> DOF—(z) (4.28) sur (Ho).

DErFINITION 6.4. — Soit F définie pour les sphéres fermées dans
un H de Ji;. On dira que Fe A. C°. G. L. [A. C°. G.S.] sur H, si F-[F+]
est A.C°. G. sur H (6.1").

TutoriME 6.5. — H étant dans SN$, supposons que F est compléte-
ment additive dans Stv sur H (4.9), FeA.S.G. sur H (4.35), F
satisfait a (4.41, 1, 1I) et ¢ remplit (4.41, I). Les conditions
(6.5a) FeA.Cs.G.I. sur H (definition 6.4);

(6.56) D*F(z)>o0 sur une plénitude de H

entraineront F(r)> o pour tout r (de Ji*)c H.
11 suffit d’établir cet énoncé avec la condition

(6.58") D*F(x)> o sur une plenitude de H,

au lieu de (6.5 d). Or ¢ satisfait aux conditions du théoréme; le
méme sera vrai pour F' =F + :9, si F remplit ces conditions; mais
on aura D*F'(z) > o sur une plénitude de H; ayant établi que F'> o
dans H, il s’ensuivrait que F>—:9, donc F > o dans H. Ainsi il
suffira de procéder sous la condition (6.5 b") pour F, en obtenant F(H)>o0.
On aura alors la méme conclusion pour tout r de St (donc de Jit*)
contenu dans H.

On a (6.5a) F-€A. C° G. sur H. Or, en utilisant les méthodes
qu’on avait employées pour établir le théoréme (4.33), on peutf vérifier
une proposition [analogue a (4.33)], selon laquelle le caractére A. C°. G.

sur H (de 51§) pour une fonction Q équivaut a ce que

(6.6) H=Y A(n); les A(n) fermés dans H; A(n) contenu dans la
1
frontiére d’un ensemble de I, ou bien Qo (n>€A.Co sur H [e. g.
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sur H dans H; (6.1')]. Nous en donnerons une preuve a la suite du
théoréme 6.18.

Par conséquent :

®© L)

(1°) Hc Zem+2 Ay

m=1 m=1

A €étant la frontiére d’un ensemble de Ons; les e, sont fermés;

Fe.,>€A. C° sur H. Pour tout ¢ >0 un n(s) >o existe tel que les
relations

(29) ~  {s/} est un systéme fini dans H, ch(s,) <n(e)

imp]jquent E Fe,»(s)>—e (car Fe,,<0); or Fe..,>Fcg,

pour les sphéres, donc (2°) entraine ZF<em>(s,)>—e. Ainsi la for-

mule (1°) a lieu avec F..,,€A.C° 1. sur H. Supposons, si cela est
possible, que F(H)<o. En vertu du théoréme 4.42, pour H et F,
il existe un p = p (H), parfait-s dans H, de sorte que

s
(3) F(p)= [ F (rel. 4 p) pour tout p (de Fits) cH.
ve

Désignons par S = {s;} un systéme (rel. & p) dans
Hy=H—HX;, Hems;
on obtient

F(S)—> ‘F (rel. 3 p)=F (H,;) = F(H) <o
H,

lorsque F (Hi, S) (4.146)—>0

[on se rappelle la constatation au commencement de la section 5].
Pour N(H,, S) suffisamment petit, S contiendra une sphére fermée s’ .
telle que

(4°) F(s)<o, scH, s'Ay=o0, s est(rel.a p).

Soit o <& <1, &< > | F(s) . En raison de (6.5 on a DsF(z) >o

sur s'— e’ c (s')°, avec un ¢’ mince (on inclut la frontiére de s’ dans ¢’).
En tenant compte du théoréme de Denjoy-Vitali (4.13) et procédant
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comme 2 la suite de (5.2 b’) de (2,) jusqu’a (3,), on trouve un systéme
fini (s', s ..., s"), relativement a p, dans (s')°, tel que

sk (s)0, F(sk)> o0, le centre de sk est sur s —e¢';

nt

(5°) 9(¢")<mn(ey), avee q'=(s')°—2ske3ﬁg.
1

Pour les raisons qui, a la suite de (5.2 b’), ménent a (4,), (5.) il existe
un systéme St ={s;} (k=1, 2, ..., v") fini (rel. & p) dans ¢!, tel que

) [F(g)—F ()| <—F(), F(S)< F(5) (<o)

D’aprés la seconde inégalité (6°) des s; existent tels que F(si)<<o;
désignons-les par o, (i=1, ..., m); les autres seront notées s;;
F(s))<o, F(s;)>o0. On a [(59, (6°)]

F(¢)= Y F(st)+ P F(e) + D F(sh)+3,  oi 3=F(g)—F(s");
. K 1 ky
N F(@) <F()—3< 1F () (<o)
i

Si Yon avait toute o, jointe a e, on obtiendrait

3 Feen(3) = P (3) < SF(4);

F..,;est A. Ce L. sur H (dans H); or Za,c q', d’out (5°) Zcp(ai) < 'n(s:);
{0, } satisfait & (2°), avec ¢ =¢,; par 14,

— <2F<m(cr,) < %F(:’) (< o).

ce qui est contraire 4 I'inégalité ¢, < -;- | F(s')|. Par conséquent, il y a
une a;, soit o' (rel. & p), telle que (4°)
slcs, il =o, oley= o, F (s1) <o, @ (o1) < ().
\

En succession on trouve une suite de sphéres fermées o» (chacune
relativement a p)

(7°) oida2>...; on.(en=+ Ap) = 0; 9 (an) < M (sn); F(on) <o;
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. I 1 e
on prend successivement o < ¢, < 7 &= 5 |F(e")|; ainsi 9(¢") = o.

Le point unique z, =II o" est dans H et est étranger a Z(en +2z),
ce qui est contraire & (1°). Le théoréme 6.5 est vérifié.

DEFINITION 6.7. — On dira que ®[¥] est R*-minorante [Rs-majo-
rante] d’une fonction f(z), définie sur une plénitude d’un H de JTg,
si elle est complétement additive dans i sur H (4.9), A.S.G.

sur H (4.35), satisfait 4 (4.41, I, II) [¢ remplissant (4.41, I)], tandis
que:

(6.7a) ®e€A.Co.G.S. [TeA.Co.G.1.] sur H (définition 6.14);
(6.78) Ds@(2)< f(z) [DsW(xz)> f(z)] sur une plénitude de H.

(6.8) Si ® et W ont les propriétés qu’on vient d’indiquer, on aura
D ® (2) < +- o ef D° W (z) > —o0 sur une plénitude de H.
En tant que ¥—e€A. C°. G. sur H, d’aprés (6.6):

(1) Hciem+i)\m,
m=1

m=1

A étant la frontiére d’un ensemble de J1, les e, fermés; ¥e, ,€ A. Co,
sur H (6.1'). On voit que

(2") DoV (z)=Do ¥, ,(z) sure,H.

Moyennant des méthodes pareilles &4 celles utilisées dans la preuve
de (4.27) [voir (T; p. 107-108)] on vérifie la constatation suivante.

(6.9) Q étant définie pour les sphéres fermées conlenues dans un H
(de 51g) si Qe Vs.B. sur H dans H [ce qui revient a V°.B. [(4.25),

(6.1)] sur H dans H], il s'ensuit que les dérivés D° Q sont sommables
sur H.

On ne peut pas déduire cet énoncé comme une conséquence directe
de la proposition (4.27). Nous savons déja (4.43) que les dérivés
extrémes D°® Q(z) sont mesurables; (6.9) est prouvé essentiellement
en utilisant le théoréme de Denjoy-Vitali pour les sphéres.

A. Ce, sur H (dans H) pour Wc, , entraine le caractére V°.B.,
donc V-.B., sur H (dans H); d’aprés (6.g), le dérivé D° Wy, est

_fini sur une plénitude de H (y étant sommable). Par conséquent (2),

Do ¥ (z)> Do W, ,(2)>— o sur une plénitude de e, H.
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En tenant compte de (1), la conclusion de I'énoncé (6. 8) pour ¥ découle.
La partie de (6.8) relative 4 ® se démontre de la méme fagon.

(6.10) Si sur un H, ® est une Re-minoranie et W est une R*-majo-
rante de f(2), il s'ensuivra que ®(r) =W (r) pour tout r (de J*)c H.
En effet, (6.7a) ¥ et — ® sont A.C9.G. L. sur H, donc F =% — &
Pest, e. g. F satisfait a (6.5 a). De plus, F (comme ¥ et ®) est comple-

tement additive dans Jits sur H, A. S. G. sur H et remplit (4.41, I, II).
Montrons que D¢ F(z)> o sur une plénitude de H; alors le théoréme 6.5
entrainerait F>. o dans H, e.g. la conclusion dans (6.10). D’aprés
(6.7 b) et (6.8), il y a une plénitude h de H sur laquelle simultanément

(1) DI =LfeDW, D@ («D0®)<+x, —oo<(DIWL)DSVY.

Conséquemment pour x sur h il est impossible que I'un ou l'autre
des deux cas suivants ait lieu

(21) {Ds®@(z) et DsW(x) sont + o}, {Ds®(x) et D* W(x) sont — o |.
Mais les cas (2,) sont précisément ceux pour lesquels
a(z) =D (z) — D" @ ()
est indéterminée. Il vient
DF>D W+ Di(—P)=a(éd) >0
sur h, ce qui établit (6.10).

DEFINITION 6.11. — Soif une f(x) définie sur une plénitude de H

(de 915). Nous dirons que le nombre R (f, H) existe, si pour tout ¢> o,
[ posséde sur H une Re-minorante ® ef une Rs-majorante W, ftelles que

¥(H)— & (H)<s3; R*(f,'H):sgp@(H):lgf‘F(H).

(6.12) Si f posséde sur H une R*-minorante ® et une Rs-majo-
rante W, f sera finie sur une plénitude de H.

Cela se démontre comme I'énoncé correspondant (5.§) pour les
Ps-minorantes et majorantes. Supposons, par exemple, s’il est possible,
que f= +4oo sur un ensemble h, avec o.(h) = > o. Selon (6.7 b),
Ds W (x)> f(x) sur une plénitude de H; ainsi D* ¥ (z) = 4 oo sur une
plénitude A’ de h. F(r) =W (r)— ®(r) (> o) est complétement addi-
tive dans Jt* sur H; FeVe. B. (aussi V°.B.) sur H dans H; par
conséquent (4.27), tout dérivé intermédiaire D*F est fini sur:
une plénitude de H. D’aprés (6.8), D* ®(z) [ =D° ®(x)] <40 sur
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une plénitude h, de h'. Pour tout x sur h, prenons des sphéres fermées
s:(@) (i=1,2,...), ¢(s:(x) — o), de sorte que limq)(s‘(x)) = D**9(x)

] ] ? (s2(z))
existe; cette limite sera sur h, inférieure & + co. On aura sur h,

F(si(@) | W(s(2) ., ®(s(a))
I G@) M s T ™ ) =

+ oo —Ds* & (x) = D*F ().

Le dernier membre est fini sur une plénitude h, de h, (de k', de h);
92(h;) =n>o0, il y a une impossibilité en tout point de h,. On procéde
de la méme maniére au cas oll f=-—oo0 sur un ensemble de mesure
extérieure positive.

(6.13) Si la S-fotale F de f existe dans H, tandis que Fe A. C°. G.
sur H [(6.1)(6.1")] et F remplit (4.41, 1, II), il suivra que R*(f, H)
existe el

[F(r) =](S)ffdcp = Rs(f, r) pour tout r (de IN*)cH.

D’aprés (4.18), F est nulle pour les ensembles ({) (4.12) contenus
dans H, F est complétement additive dans Jis, FeA.S.G.
sur H (4.35); en raison de (4.24) on a Ds F(x) = f(z) sur une pléni-
tude de H. Puisque F € A. C°. G. sur H, F est simultanément A. C°. G. S.
et A. C° G. L sur H. En tenant compte de la définition 6.7, il vient
que F est a la fois une R*-minorante et une Rs-majorante de f; d’oit
la conclusion dans (6.13).

En tenant compte du théoréme (T'; 15. 10) on peut faire la remarque
suivante. Dans I’hypothése (4.29) la totale-S est A.Cs. G.; or dans
I’énoncé (6.13) cette hypothése n’intervient pas, tandis qu'on admet
le caractére A. C°. G., qui n’est pas entrainé par A. C*. G.; par consé-
quent, la totale F, survenant 4 (6.13), est dans un certain sens plus
restreinte et dans un autre sens moins restreinte que la S-totale
selon (T; 15.10).

(6.14) Si f est sommable sur un H, on aura
Lffdcp =Ré(f,r) dans H.

L’intégrale indéfinie F(r) = (L) f fdo [r (de Ji*) variable] satis-

fait dans H aux conditions (4.4r1, I, IT), comme on peut vérifier
par les procédés qui & la suite du théoréme 5.7 ménent & (4°). Or
on sait (T) que F est dans H la S-totale de f; FeA. C° G. sur H;
donc (6. 14) suit de (6.13).
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(6.15) Si Re(f, H) existe, -il suit que F(r) = Rs(f, r) existe pour
tout r (de Jt*) cH et que F est complétement additive dans S0 sur H,
F est A. S. G. et A. C°. G. sur H. Si les R:(f,, H) (i =1, 2) existent
el les k, sont des constantes,

R (ks fi+ ko fo, H) =) ki Re(f,, H),

La démonstration est pareille 4 celle de 1’énoncé (5.8); on montre
en méme temps que F satisfait & (4.41, I, II).

TuEorEME 6.16. — Si R:(f, H) existe, DsR*(f, ) = f(x) sur une
plénitude de H.

La preuve est comme celle du théoréme 5.9, avec (6.7 b) au lieu
de (5.3 d).

(6.17) Admettons (4.29); Uexistence de Re(f, H) enirainera la
mesurabilité de f sur H; si, en plus, f> o, f sera sommable sur H [de
sorte que (6.14) s’applique].

La premiére partie découle du théoréme 6.16 et de la constata-
tion (4.43) [D*R(f, ) = D°R*(f, x) sur une plénitude de H]. Démon-

tronsla deuxiéme partie; si elle est en défaut, c’est que (L) f fdo =+o0;
I
en posant g,={f (oit f<n), q. = n ailleurs, il y a un n' tel que
@) f ¢n do surpasse Rs(f, H); en raison de (6.14):
H

(DL%@=WMMW>WMHL

ce qui est contraire & I'inégalité ¢, f (sur H).

TuEOREME 6. 18, — Si sur un H de 5it; W[®] est une P*-majorante
[Ps-minorante} de f(x), ces fonctions seront respectivement une Rs-majo-
rante ef une R*-minorante de f(x). Si Ps(f, H) existe, il en sera de méme
pour R*(f, H) et 'on aura

Ps(f, H)=R:(f, H).

D’aprés (5. 6), f est finie sur une plénitude de H. W est sur H compléte-

ment additive dans Jits, A. S. G. et satisfait a (4.42, 1, II) [comme
todjours ¢ remplit (4.41, I)]. On a [(5.3 a), (5.3 D)]:

(10) DOV —w sur H—H, oi HocH,=Zgn(e(*‘)),
1
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les g, étant des frontiéres d’ensembles de Jis; de plus,

Ds¥ > f sur une plénitude de H.

En tant que W, il ne reste 4 montrer que (6.74a) : ¥e€A.C° G. L.
sur H (définition 6.4), e. g. que

(20) W—-eA.Co.G. [(6.3); (6.1"), (6.1'); définition 6.1).

Or par la vertu du théoréme 6.19, établi plus loin, (1,) entraine (2,)

[on note que, selon la définition 4.g, I'additivité compléte dans St
comprend la continuité au sens (4.7 a)]. Conséquemment W est sur H
une R'-majorante de f. De la méme maniére, il suit que ® est une
Re-minorante de f. La derniére partie du théoréme 6.18 en découle.

VERIFICATION DE L’ENONCE (6.6). — Soit F définie et finie pour
les sphéres fermées contenues dans un H (de 1s). Soit :
(I) FeA.Co G. (6.1") sur H. Montrons que

(I H =2}.(n) [les A(n) fermés dans H]; A(n) contenu dans la

1

frontiére d’'un ensemble de INs, ou bien Fo(,, (6.1)€A. C° (6.1)
sur H dans H. |

Procédons comme dans (T; p. 117-118) avec F au lieu de W.
[T; (1")] est remplacée par : F.. _,, €A.C” sur ry_, dans ry_,. La
constatation en rapport avec [T; (2), (3')] n’est pas changée, sauf
que linclusion pcr;_, soit remplacée par pcry_,; ici [T; (13.3, 79)]
veut dire (4.11) [e. g. 'hypothése [T; (7.4, 79)] avec I au lieu de or].
A (T; 1") correspond I’assertion

() |ZF%_D<S’,~> =
li

lorsque S’ = {S;} est un systéme fini (de sphéres fermées) dans r,_,,

Z (5" .eams % 0) F(S)) | <5,
7

avecz 9(8,) <7u-1(s) < 0u. Ensuite on envisage un systéme S ={S;}

fini dans H, tel que Zcp(S,) <7Mg-1(¢), et en posant vqy To_;eqy
on obtient

S F o (8) =3, (8/.va5% 0) F(S));
/ I

ici pour les S, (fermées) au second membre on a ¢(S;) <oy, SjFa—s7% o,
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donc [T; (3')] entraine que les S, (de Zf)cr'a_,; ces S, sont jointes
3 e, .. Daprés (a) : lEqu,(s,)

(&) Fiy,€A.Co. sur H dans H,

<. Par conséquent,

si a est de type 2 [au sens de (T; p. 117)].

On obtient une suite transfinie d’ensembles fermés A (F) = e, €, D....
Si a est de type 1 (« de la premiére espéce et e, possédant un point z’
isolé-s), on pose e, = €y—1—I'o—1€51, Ol Iy (de JN*) est unlensemble
contenant z' et tel que Ty, €21 C gar €(]) (4.12). Si « est de type 2,
on prend encore e,= €y_y—Ia 1643, OU To—; (de OW*) est choisi
selon (T; p. 118). S1 « est de la premiére espéce et e,, est parfait-s
et e,.1H =0, on pose e;=¢, ;. On achéve la preuve du résultat
voulu en faisant usage de (b) et en suivant les développements des
sept dernieres lignes dans (T; p. 118), avec ({) (4.12), Fe, A.CO.
au lieu de (*), Wy, A. C.; (I) implique (II).

La réciproque. — Admettons (II). On obtient I'énoncé (T'; L, p. 119),
sans rien a4 modifier :

(L) Soient p parfait-s et pH 7 o et un r (de ;) c H, joint @ p;
alors il existe un r, (de Ons)cr, tel que r,p 2o, r;pCi(n) pour un n.

Pour ce r,, p étant sans points isolés-s, r,p sera contenu dans un
des A(n), pour lequel on a l'alternative : Fo (), € A. C°. sur H dans H;
ainsi il existe un 7,(c) (> o pour ¢ < o) tel que les relations

¢’={ oy} un systeme fini dans H, 29 (3) <n(e)

impliquent

Z(a,z(n)¢o)F(a,)’ <z;orrpc A(n), done (6.1)Fe A. Ce.
sur ryp dans ry. Ainsi (6.1") FeA. C°. G. sur H, e. g. (II) eniraine (I).
La proposition (6.6) est vérifice.

TuEorEME 6.19. — Soit F définie et finie pour les sphéres conienues
dans H (de J11?) et continue, relativement aux sphéres, au sens de (4.7 a)
avec F pour ¢). L’inégalité

(6.19a) DOF > — o sur H—HZg,,
[les g, étant des frontieres d’ensembles (de In3)| entraine F-

(6.3)€ A. Co, G. sur H[si s est une sphére fermée et s° est son intérieur,
tandis que s°c H, on a F(s) = F(s%)].
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En raison de I’énoncé (6.6), il suffira d’établir l'existence d’en-

sembles e, (c H) fermés de sorte que H—-Z e, soit contenu dans
un ensemble de (**) (5.1), tandis que

(a1) F,.»€A.Co. sur H dans H;

e. g. que e, fermé soit tel que pour ¢ > o un 7, (¢) > o existe de sorte
que les relations

(ay) o' ={o;} un systéme fini, ¢’ cH, S&m # 0, 29 (o) < Mm'(€)
impliquent

(as) (02) Y Fe,,.» (o) —e.
)

Nous procédons en quelque sorte comme dans (T;p. 123-124).
il vient [T; (7.3)] H=Z fus les fr étant fermés, f, 1. Dans la suite s
1

désignera toujours une sphére fermée. Soit e,, 'ensemble des points x
de fn, pour lesquels les relations

(1) sz, 9(s) < o
entrainent
(62) 5% (Vintérieur de s) cH, F(s)>—meo(s).

A cause de (4.8) sur H il existe une v (x) > o, telle que si s>z, I'iné-
galité

(63) ?(s) <v(=)
implique
() scH.

Posons H,= HZ g.. En raison de (6.1ga) sur H—H, il existe
une b(z), telle que

(6,) 0<b(r)y<+=o, —b(x)<<DSF(xz) sur H—H,.

De plus, il y a une ¢(z), >o sur H—H, de sorte que

(bs) F($)>—b(x)9(s), dés que ssz(eH—Hy) et 9(s) <e(x).

Pour tout z sur H— H, on trouve un entier m, satisfaisant a

&) Swd@  menb(@), - Lv(@),  o-Ze(n).

MEMORIAL DES SC. MATH — N° 166. 1
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Les relations s>z (sur H—H,), ¢(s) < mLx » entrainent
scH, F()x—5b(2)9(s)>—me9(s);

ainsi, sur H—H,, zee,_; dol

(Bs) H=Ho+ Y en.

. Il est & démontrer que e, est fermé. Soient un point y et une sphere
fermée S, tels que

(bs)  y€Em(Cfn), S (lintérieur de S)>y, ¢(8)< %
11 existe un point z sur e, S°; donc d’aprés (b,), (b,),
(b10) S°cH, F()x—me(8);

(bs) entraine (bio).

Envisageons maintenant un point y et une sphére (fermée) s, tels
que

(b11) y€En(chn)s  $37, ()< -

D’aprés la continuité de ¢ au sens de (4.7 a), on peut trouver une
sphére S, de méme centre que s, de sorte que S°>s(3y), ¢(S) < niz )

e. g. que (b,) ait lieu. Pourtant (by), on sait que (b,) implique (by0);
en particulier, s*(csc S°)c H, ce qui est la premiére relation dans (b,).
En raison de la continuité (4.7 a) de F et de 9, cette sphére S peut
étre choisie de facon que

F(S)=F(s)+3, 9(S)=9(s)+0,
13]<e, 0 —, 9<-;—L—q>(s).

D’aprés: (by,) :
F(s) +8>—mo(s) —mb;

s est indépendante de ¢, d’olt F(s)>>—m9(s), ce qui est la seconde
relation dans (b,). Conséquemment (b,,) implique (b,); selon la défi-
nition [(b), (b.)] de e, il suit que y (de )€ ey, €.8. €n =€, n est
fermé.

Envisageons un systéme fini ¢'={o,} satisfaisant a (a,), avec

€ . .
Nm(e) = 73 0 < e 1. SUT 0.6 il y a un point z; on aura

I
6,3, ¢ (0‘1) <M (e) £ E’
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e. g. la condition (b)); d’aprés la définition [(b,), (b.)] de e il vient
F(e)>—mq(s); ainsi (a,) implique

Fens(®) = 2, Feepa () = JF () 2= m 3 (20 >~

ce qui donne F, ,(¢')>—¢, €. g. (a;). En tenant compte de (bs),
ol les e, sont fermés, et du texte en rapport avec (a:)-(a;), la preuve
du théoréme est achevée.

7. Les S-minorantes et majorantes associées avec la tota-
lisation-S. — Nous ‘continuons avec ¢ toujours remplissant (4. 41, I),
DEFINITION 7.1. — Soit une f(x) définie sur une plénitude
de H (en;). Nous disons que, sur H, ®[W] est une S-minorante

[ S-majorante] de f, si ®[W] est complétement additive dans Jhs
sur H (4.9), A. S. G. (4.35), satisfait a (4.41, I, II), tandis que les
relations

(7T 1a) p parfait s, pH = o, r (de IMs)cH, rp # o,

impliquent I'existence d’un p (de m<)cr, pp o, tel que f(x) soit
sommable sur pp et

(T.18) jq" () (rel. 2 p) £ (L) fqp\fdv [ l W) (rel. 3 p) (L) f,,p fdv]

pour tout ¢ (de ) cp [cf. (4.13 a), (4.15 D)].

On observe le lien étroit entre les minorantes, les majorantes de
cette espéce et la S-totale [définition (4.18)]; en effet, si F est sur H

a la fois une S-minorante et une S-majorante de f, c’est que
F=O) f fdo (totale-S de f sur H). On pourra envisager de telles
minorantes et majorantes sans les conditions (4.41, I, II); pourtant
cela empécherait des développements utiles ultérieurs.

(7.2) Si sur H, f(r) a une S-minorante | S-majorante | ® [¥'), f sera
finie et mesurable sur une plénitude de H.

Pour la preuve nous utilisons (T; lemme 13.6). Procédons en tant
que ®. Soit 9t, cIij, la famille d’ensembles p, tels que

pcH, f(x) est mesurable et finie sur une plénitude de p.
Soit un re i{, rc H, r possédant une décomposition finie dans Jis

avec composants dans IU [cf. (4.12 a)]; I'ensemble e intervenant
dans (4.12 a) est mince, donc redt. La condition [T; (13.6, 1,)] est
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remplie. Soient redws, rredt, r4tr; il suivra que redr,
e.g. [T; (13.6, 2,)] a lieu pour 9. Si r'edt et r(de y)cr, r sera
dans 9t, d’oir [T; (13.6, 3,)] est satisfaite.

Envisageons une famille 9t,, c 9%, ne couvrant pas H. L’ensemble
A=H —2 (9L,) p est non vide, fermé dans H. Si A posséde un point x,
isolé-s, il y aura un r, (de o*), tel que

Zo € 1y, 1ocH, roAcCy,
ou v est la frontiére d’'un ensemble de Ors,
F=r,—r,A est ouvert et appartient a JnS; T'CE(.%‘)p;

d’aprés (4.12 b) (pour 7, 9t,) p’ (de Jits) 47, ot p¥ est contenu dans
une réunion finie d’ensembles de 9t,(cIt), p'e€Ir; d’aprés
[T; (13.6, 2,)], déja établie, F€ 9t ; 1, = F 4 ro A seradans 9, car roA(CY)
est mince; mais r, contient un point (a savoir x,) de 2, e.g. r, est
non couvert par Ji,; ainsi [T; (13.6, 4,)] est vérifiée au cas considéré.
Supposons A est parfait-s dans H. Soit un r (de t*)cH, riz2o;
selon la définition 7.1 d’une S-minorante, r contient un o’ (de o) cr,
joint a 2, tel que f(x) soit sommable sur p'A [tandis que (7.1 b) ait
lieu] : o' est dans 97 ; étant joint & A, p’ est non couvert par 9,. Par
conséquent, [T; (13.6, 4,)] est vérifiée dans les deux cas. D’aprés
(T; lemme 13.6), He 9t; Uénoncé (7.2) en découle.

TrEOREME 7.3. — Si sur H (de Jng) @ et W sont respectivement
une S-minorante et une S-majorante de f(x), on aura ® (r) =W (r) pour
tout r (de Jit*)c H.

Désignons par 91, c s, la famille d’ensembles pc H, sur lesquels
® ~V,e. g. tels que @ (r) = W (r) pour tout r (de i3, en effet de Its) c p.
Soit un r (de Ji¢) contenu dans un r' de 9t; il suit que reIt; ainsi
[T; (13.6, 3,)] a lieu.

(1°) Si r, et r, appartiennent @ 9, on aura r; 4 r.€ 9,

Pour démontrer (1°) nous procédons en partie comme en rapport
avec (2°) a la suite de (4. 42 a). Si (z;—r,1>)° est non vide, cet ensemble
sera dans 3713 et, d’aprés [T; 13.6, 3,)], dans 9t; A désignant un
ensemble quelconque de Jit{ contenu dans r, + r,, en posant A, = Ar,,
e =(A—1,)°, il vient

"eI (i=1,2), A—M—Are(l) (4.12);
donc

D) =D (A) +B(h) 2T (M) + T () =W (L), dol ri+redl.
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Considérons un r de (JN$)cH, r possédant une décomposition
finie dans Jn°, avec composants dans 9t :

v
r =Zq,+ e, les g, et e disjoints, ¢;€9, ee(}) (4.12a).
1
Selon I'énoncé (1) :r = ¢ + e, avec q =2q,ef)’c. Si un A (de Jn)cr,

on aura Agedn; a cause de [T;(13.6,3.)]Aqedt; A—2Aqe(l);
par conséquent,

(x)=0(rq) =¥ (2g) =¥ (),
ce qui veut dire : re 9t. La propriété [ T; (13.6, 1,)] est vérifiée.

Soient re Jig, r e 9, tels que r*4 r. Envisageons [un A (de Jit})cr.
Pour les A= Ar" on aura A"€ I, A»€ 9L (car A*cr de 9t), A4 A
En raison de la compléte additivité dans Jit* de ® et de W on obtient

®(A) =Lm®(An), W) =lim¥(\n);
D) W (M), dott  BEA) =T (N);
ainsi re 9t et [T; (13.6, 2,)] s’ensuit.

Occupons-nous de la condition[T; (13. 6, 4,)]. Soit une sous-famille 9t,
de 9t qui ne couvre pas H; ¢= H——Z (9t)p non vide est fermé
dans H.

(20) Si un r (de )cH—¢q [=2 9t P], on aura ®(r) W ()
(en effet redt).

D’aprés (4. 12 b), des p, (de Jits) disjoints et des r, (de 9t,) existent,
els que r=zpv et pycr. Si plZ£o, pleIns; p, étant dans r
de 9%, donc de 91), on a p$ € 9L et (en vertu de 'additivité compléte
lans JT°)

Pe) =RE) ZTED =T () B(r) =X () < 3, () =T (r).
Considérons maintenant le cas oii q est parfait-s dans H. ® et ¥
étant A. S. G. sur H (4.35), il existe un p’ (de o), tel que p'cH,

p'q# oet ® ests. a. (rel. & ¢) sur p’; dans p’ il se trouve un p” (de In*)
de sorte que p”"g2o et W est s.a. (rel. & ¢) sur p”; par conséquent,

(30) @(r) =fs¢ (rel. & q), ¥(r) =fs11" (rel. a ¢) surp”,
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e. g. pour tout r (de J;)cp”. Or en vertu de (7.1 b), il existe un p,
(de ms)cp”, joint a ¢, tel que
f‘ @) (rel. a g) é(L)f Sfde surpg
r rq

puis dans p, on trouve un p, (de Jn*), p,g= o, de sorte que

[ W, (rel. & q),é(L)f Sfdye sur ps;
J, N -

ainsi

(4°) f @) (rel. a q) éf ¥, (rel. & g) sur pa(cp”).

Soit un r (de Jit$) c p; en se rapportant & (4.14)-(4.15), envisageons
un systéme fini S= {s;} (rel. 4 q) dans r; S=S'+4S”, ou ' consiste
des s; dont les centres sont sur g et S” est formé des s; disjointes de g¢;
d’aprés (29), ¥(S") — ®(S") > o. Rar conséquent,

W (S) —®(S) W (8) —2(8) =W (8) — Py (S)-
En laissant N(r, S) (4.14 b) — o, il vient
lim (¥ (S) — ®(S)] > limW(g) () — lim &g (8).
D’aprés (39), la lim au premier membre est la limite unique et vaut
W (r) — @ (r); par suite,
W (r)—®(r) é_/r's‘l’(q) (rel. 3 q) ——f:sd’(r;) (rel. & g) sur g

Enfin (4°) méne a l'inégalité W (r)— @ (r) > o pour tout r de ans
(de JMs) cp.. Ainsi p, (joint & g)€9L; g. est non couvert par Ity
e. g [T; (13.6, 4o)] a lieu au cas ot q est parfait-s dans H.

Le cas ot1 q contient un point x, isolé-s (€ S). — Il y a un r, (de on*)

tel que Hory3x,, roqC g, ol g est la frontiére d’'un ensemble de o+,
On note que

F=ro—rogedily et ‘;-'cZ(SM) P

en raison de (20) : Fedt. Il vient r,=TF +r,q; si r (de Jnj)cr,

r=r1¥-+e avec rfedn] et ecg; en tant que rfc¥(Jt), selon
[T; (13.6, 3,)], on obtient rf€It; par 14,

S(r)y=0(F) W (GF) =T (r) d’ou ro€Idu.
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r, contient un point x, de ¢, donc r, (de 9t) est non couvert par It,.
La propriété [T; (13.6, 40)] est établie. Le lemme (T; 13.6) s’applique,
ce qui donne He 9t ; le théoréme 7.3 est vérifié.

DEFINITION 7. 4. — Soit f(x) définie sur une plénitude de H (de IN3).
Nous dirons que le nombre S(f, H) existe, si pour tout : > o f posséde

surHune S-minotante ® et une S-majorante W', telles que W (H) — ® (H) < .
Par définition,

S(f, H) = sup® (H) = pf ¥ (H).

(7.5) Supposons que S(f, H) existe. Alors S(f, r) est définie pour
tout r (de Ji*)cH et représente une fonction complétement

additive dans Jfs sur H, A. S. G. (4.35), et satisfait a (4.41, I, II);
si k est une constante,

S(kf, H) = £ §(f, H).

Cet énoncé se démontre comme la proposition (5.8) analogue, qui
est pour Ps(f, ...).

(7.6) Si la S-totale F de f existe dans H et F satisfait a (4.41, I, II),
il sensuit que S(f, H) existe et vaut (S) f fdo.
H

En tenant compte de la définition (4.18) de la S-totale et de la
définition 7.1, on observe que F est a4 la fois une S-minorante et
une S-majorante de f, ce qui vérifie la constatation.

(7.6 @) Si f est sommable sur H,
L de =8 (f, H).
() [ fdo =S8 (f, W)

En effet, F=(L)ffdcp =(S)J/1fd<p (dans H), d’aprés (4.19e¢€);
F satisfait & (4.41, 1, II), comme une intégrale de Lebesgue; I’énoncé

suit de (7.6).
(7.6 b) S(fi +f» H)=S(fi, H) + S(f>, H), si les $(f,, H) existent.
(7.6¢) Linégalité f>o sur H et Uexistence de S(f, H) entrainent

8(f, H) =(L)j';qu: (finte).



68 W. J. TRJITZINSKY.
En raison de (7.2), f est mesurable sur H; posons
Ja=[f (ob f£Ln), =n (ou f>n);

STf, H) est fini. Si f est non sommable, en prenant n, suffisamment
grand et en tenant compte de (7.6 a) (pour f,), il vient

S ) <) [ fodz =8 (S H),

H

contrairement a f, <.

(7.7) Une fonction f(z) sera dite prétotalisable-S sur un H (de oig),
si pour tout p parfait-s dans H et tout r (de o*)c H et joint a p,

il existe un p (de on*), cr et joint & p, tel que f(x) soit sommable
sur pp.

THEOREME 7.8. — Supposons que f(x) est prétotalisable-S sur H
et que Re(f, H) existe. En admettantfla condition (4.29), il suivra
que S(f, H) existe et vaut R+ (f, H).

Envisageons sur H une R¢-minorante ® et une Rs-majorante W
de f. Selon la définition 6.7 : ®, ¥ sont sur H complétement additive

dans Jis, A. S. G. et satisfont a (4.41, I, II); de plus, @ est A. C°. G. S.
et W est A. C°. G. L., tandis que

(11) Ds® = f < Ds¥ sur une plénitude de H.
@+ et W sont A. C° G. (6.1"). Soient
(21) un p parfait-s dans H, un r (de JNts) cH, p # 0

Il existe un r, (de Jit}), cr et joint a p, tel que ®+eA. Co. sur p
dans r,; dans r, on trouve un r, (de Jit$), r,p~o, de sorte que
¥-eA. C° sur p dans r,. f étant prétotalisable-S (7.7), il y a un p
tel que

(31) peIMs, pcry (cncr), pp # o, (D)f fde (finie) existe.
24

Or, selon (6.2), A.C° G. entraine A.C:. G.,, A.C° sur p dans p
implique A. C*. sur p dans p; ainsi &+ et ¥'—sont A. C. sur p dansp, e. g.

&t eA. G, Wine€A. Co. surp (dans p);
d’aprés (4.25), cela veut dire

P, €A.CS., ¥peA. G5 1. surp (dans p).
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A cause du théoréme 4.30 et de (1,), pour tout A (de Jn:)cp on
obtient

) [ @z [Detpdy= [ Dddy< [ fdp (fnie)
A S p \p
¥
éf ]_)alll‘dq; =fg°ll.{p)d?éf ‘If(p)
Ap 2 A

[ici les intégrales de Burkill sont (rel. & p)]. En résumé, (2,) entraine
I'existence d’un p satisfaisant a (3,) et & (4,). D’aprés la définition 7.1,

sur H, ® est une S-minorante et W est une S-majorante de f. La
conclusion du théoréme en découle.

THEOREME 7.9. — Supposons que S(f, H) existe et que la condi-
tion (4.29) a lieu; posons F(r)=S(f,r) pour tout r (de 5°)cH.
Alors D*F(x) =f(x) sur une plénitude de H.

Nous procédons en quelque sorte comme dans (R;p. 99-101),
mais avec des modifications considérables. Soient sur H, ® une S-mino-
rante et ¥ une S-majorante de f (7.1). Envisageons une situation
suivante.

(10) E est fermé dans H, un r (de On*)cH, f est sommable sur rE
(supposé non vide) et

S s
v(q) Ef (I)(E)éf fde éf W pour tout g (de Is)cr.
q qE =7

Ici et dans la suite les intégrales de Burkill, avec I'indice inférieur (E),
sont rel. 3 E. Rappelons-nous la notation : si Q est définie au moins
pour les sphéres et S={s,} est un systéme fini (de sphéres fermées) s,,

on écrit Q(S) =2 Q(sn). Si S={s,} est un systéme fini dans r, il vient

(20) v(8S) =j; ¢(E)é£Efd? é;/s' L
fs Wy < £Efd9+r(r),
(30)

y
f Q(E,éffdcp—l‘(r), o8 T=¥_0.
] SE
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On note que (2,) est immédiat. Démontrons (3,). Soit ¢'={c,} un
systéme fini (rel. 4 E) dans un s, (de S); pour N(s,, ¢') (4.14 b)— o,
n étant fixe et x, désignant le centre de o,, on obtient

(40) f g =hmP g ()

= H}EZ (2,€E) T (5,) £T (s5) (car I'> O,chcsn>;
) RS et S RS
¥=¢+T, donc f W(E,éf Q(E)+f I‘(E)éf D)+ T (52);
‘n Sn Sn n

ainsi, en tant que anc r, d’aprés (2,),

S S -
f ‘F(E)éf @(E)+r§;ffd?+r(")3
s s SE

la premiére partie de (3,) est vérifiée. ® =¥ —T'; en raison de (4o),

s s = <
f ‘I’(E)éf ‘F(E)—f r(E)éf Wp—T (s2);
Sn ZSn Sn Zon

par conséquent, 4 cause de (2),

—‘/s'stl)(mé;/s‘sm'(m—l‘(S) é./svxfd?_r(r);

le tout de (3,) est démoniré. Or

PFW et Py < Figy< Vi,

donc de (3,) il suit que
5 do—T (2 [ Foz [ Foge  fdo+T
(50) v[nf ? (r) _j; (E) js E) ‘£Ef ? (r)

(S étant un systéme fini dans r). D’aprés (7.2), f(z) est finie sur une
plénitude de H et mesurable. Avec un 7n> o, soit e I'ensemble des
points z, €rE, oil f(2) est finieet D*F(x) > f(x) + n. Vu (4.29), D*F(x)
est mesurable, donc e I’est. Un théoréme de Lusin s’applique dans la
théorie actuelle, de sorte qu’il existe un ensemble fermé e’ (qui peut
étre non compact), contenu dans e, tel que :

(6:) 9(e—e') est arbitrairement petit, f(x) bornée sur ¢’ est continue
sur €.
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Selon le théoréme de: Denjoy-Vitali (4.13) pour les sphéres on
trouve un systéme fini S,, = {s,,,} dans r, tel que

?(om—ome’) < ;In—’ p(e'—ope) < %r
(70) .
on=Dsmn  P(ms) <33 Foma) > [f(@) + 119 (sm)s
13

Z=2(Sm,) = Tm, au dernier membre étant le centre de s, ., z€€.
Puisque f est continue sur ¢, il vient

(8) I ' [/ (@n0) + 1] 9 (oma) = [ fdg +n9(e).
] e

En effet, avec | f(z) | <B < +o0 sur ¢, il vient

Ef(-z'm D) 9(Smu) = Am—+ b,

am =Zf(xm,l) ? (Sm,;e'), b, =2f(xm,1) Ema
ol

, , B
gm,t=?(|sm,i—3m,le )7 lbm]éB‘P(cm—cme)<‘”‘;;

bpm—>o, a,n—>fqu>.
o

Soit S), = {sh,:} = Spm ={Sm,} un systéme fini dans r, construit
comme plus haut, avec m'= m + n,,, ol n, (> o) est suffisamment
grand de sorte que [(1,) étant toujours admis]

F(Sh)=F(mw)> [ fdy=ne(e)— 1o
G E

(90)
M(Sh) <> Ow= sma= Y, shu=h.

1 ]
Pour vérifier, posons
U’ = O’ — Om’ 8’, pm' =€ — oy e', Im' = Sp’ E—ope
et notons que (7,)

1
(100) omE=¢— Bmr =+ Ym's Ym' CAm?y e(Bm) < Pt elvm) < %: ’

O Efd? - [-]e:—‘/ﬁ‘...: +‘[r‘m,]fd? +J;f"%
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f étant sommable sur les ensembles qui interviennent; or

F (am ) >2[f(wm’,z) -+ "l] ¢ (sm',l) =Ap'= )\m+nm;
13
pour m fize, on peut choisir n,, tel que

m

M > [ fdp+mo(e) — s (8)

et que f fdo soit suffisamment proche de Jnf do (10,), afin
O E e’

que (o) ait lieu.

Procédons avec S} =S, introduit plus haut. Soit Sm={sn}
(i=1,2,...,1n) un systéme fini dans r, dont les sphéres sont dis-
jointes des sphéres de S;.. Dans clraque s prenons un systéme fini

(vel. A E) S = { sy |, tel que N(s7,'S™) (4.14 b), < —:ﬁ, soit suffisam-
ment petit, de sorte que (4.15 D) :

1
(110) Fe (S*) [=§F(E)(szlk)] >‘_[mF(E)_ i)

ou lintégrale inférieure de Burkill est (rel. & E). Posons

Iw
(120) Sz, = sk, } 2,5

=1
oi S™ est formé des si% dont les centres sont sur E; alors
F(S7) = Fg(S8"); daprés (11o),

. * I ¢ I
F(8%) =Fg (Sn) >2f Fo—— =f Fo—5-
. =Sy zsm
Puisque Fig> @, en raison de (3,) et (12,), il vient

I 1
(130) F(Sk) >£m¢(E)— = GMEfd‘P—r(")— ! cm=231’".
- 1]

L’ensemble o, +oc™=0c), +o" [(g), (13,)] réunit les sphéres
du systéme fini S}, 4+ S™ dans r; choisissons d’abord S™ [= {s"}
(i=1,...,1,)] de sorte que o(r—o,—1y™) soit suffisamment
petite; puis prenons S* (rel. & E) dans chacune s de sorte que
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¢ <a’"—2 s{’,'k> soit suffisamment petite; ainsi on peut faire en sorte

que la mesure de
1,,,_r-—-a,,l—-—z [_) — o}, —am 4 < —ZS,':',‘>]

soit aussi petite qu’on veut; les s étant (rel. & E), il vient

EEsl”,‘k=EZs?ﬂ,,=Ec}‘n, d'ot  tpE=rE —(c}+03)E,

¢(7»E) est arbitrairement petite (tenant m fixe); conséquemment,
f étant sommable sur rE (1,), S™ et les S (i=1, ..., ,,) peuvent
étre choisis de fagon que

1
(140) ‘[Efd?—;<L}”+w)Efd?<[fd?+—’

et de méme avec o™ au lieu de o3,.
En raison de (90), (13,), il résulte

(150) F(Sho+ S > [ fds+ne(e) =T () — -
rk

Les centres des sphéres de S!, [ = S,'(7,)] sont sur ¢’ c E; ainsi (12,),
les centres des sphéres du systéme fini v,,=S}, + S;, sont sur E;
on a

F(vm) =Fg(m);, M) < % (4.14 @);

en outre, d’aprés une adaptation convenable de (4. 16) [voir 1a démons-
tration dans (T; p. go-gr1)], 1l vient

F ) (Vm) <f Fiy+ €m, limey, = o.
Vo m
F(E)é ‘F(E), donc (30)

F (vm) <f ¥+ eméf Sfdo +T(r) +epm.
vﬂl

L’ensemble réunissant les sphéres de v, étant ¢}, 42, d’aprés (14°)
on déduit

9 Al I
(160) F(ShSi) € [ fde+T () +emt 1o
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En vertu de (15,), (16,),

n9(e) <Al (r) +tm+ o

donc (6,) n ¢(e) £ 2T (r) [e introduit 4 la suite de (5,)]. Posons
er={zerE, f(z) fime, D*F (z) < f(z) —n };

comme pour e on établit que 7 ¢ (e,) < 2T (r). Rappelons-nous que f(x)
est finie sur une plénitude de r (de H). On obtient

(170) f(2) —n £ DsF (2) < D*F (2) £ f(2) +n

sur rE, sauf sur un ensemble de mesure ¢ (e + ¢;) < LT(") + En résumé,
(10)-(170,) ménent a la proposition sziﬁnte:

LemME 7.9’. — La condition (1,) pour ®, W, E, r entraine I'existence
d’un ensemble 3, CrE, tel que

() e (0) < §r<r>, | DF (@) — f(2) | <n sur rE— ).

Nous procédons a la facon de (R;p. 1oo-101), avec certaines
modifications. On définit une suite transfinie d’ensembles e, (C H),
fermés dans H, comme il suit. e,=H; si « (> o) est de premiére
espéce et e,_, posséde un point x5, isolé-s, il y a un r,_, (de M%) > 2,_,
@(re—1a—1) =0, et I'on pose e, =€;_1—ry_1€,; i @ est de premiére
espéce et e,, est parfait-s dans H, au moyen de la définition 7.%
on trouve un r,, (de ) dans H, tel que f(x) soit sommable
SUr e, iI'e_17 0,

‘/:scb(eu_‘, (rel. & ea—y) < (L) f

Pea—

fdy < f W, (rel. & egy)
=p

pour tout p (de J*) cra_y, auquel cas on pose

€y = €Cg—1— I'q—1€5—1;

pour « de seconde espéce : ey =l_[ (B < a)eg. Selon (T'; section 4),
il y a un «, minimal (des classes I, II) tel que e, .7 0, €x,= 0.
Les ensembles épais parmi les e, T4y (a2 <o), fermés dans H,
couvrent H sauf pour un ensemble mince; énumérons-les en une

suite
vy = emrm [m=1,2,...; rm (de IMs)cH];
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on a

_, . .
(180) f Bipm (vel. a m) é(L)j fds éf W my (vel. & em)
e pem Zo

pour tout p (de Jis)crm,

Ainsi (1,) a lieu avec E=e™ et r=r~; en raison du lemme 7.9,
il existe un A, ce”rm, tel que
o) s0m=irem<irm),  |DF (@) —f(e)|£n survm—im,

On trouve des ensembles v, fermés, disjoints, v,cv”, tels que
(1 +...4+v,)>¢(H)—¢ pour un n = n(c). Formons des systémes
finis Sp={sn.} (i=1,...,ls) (de sphéres fermées) pour mn,
tels que

Smerm,  les c,,,=2.sm,,(m < n) sont disjoints, (Vi — O Vm) < €27,
1

on a
V= SmVm+ B, 9 (0m) <e2m,

En vertu de (18,), (19,) des ensembles 0,, (CSn,.v™) existent de
sorte que

(200) l DF(2) — f(=) | ZN SUT S,V — 8,y 9(8m,) £ % T'(sm;) (m <L n).

Dans les sommes ci-aprés m < n= n(s); posons

Y= E Sm, V™;
myl

OF Oy DOmV¥m=Vy—0, et

Yn:ZVmg-m:va(vm—-ﬂm) =2vm—-A,,, 9 (An) = "(20”‘) <e

Ainsi ¢ (Y.)> 9(H)—2¢; soit o =2 Om,;3 en raison de (20,)

m,i

OB

|DF(2) —f(@) | 2n  sur Ya—B3 =3 (sm,1v™—Bm,0)-

m i

On peut faire en sorte que
r(H) (=¥ H)—®(H)) <=, alors 9(8) <4n;

n et ¢ étant arbitrairement petits, la conclusion du théoréme 7.9 en
découle.
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8. Succession transfinie des calculs pour la totale-S. —
Soit f(x) une fonction totalisable-S (4.18) sur un H de Jits. Si ¢(H)= o,
la totale-S de f sur H sera nulle. Admettons donc que H soit épais.
il existe une fonction unique F (d’ensemble de Jit), qui est la totale-S
de f sur H; F posséde les propriétés indiquées a (4.18). A présent notre
objet est de calculer la totale-S F a partir de la fonction f totalisable-S.
Si p est fermé dans H, on définit F» [(4.38 a), (4.13 a)] :

8.1) f Firi(s(2)) =F (s(2)) —Fp(s(2)) =F (s(@)) (si z&p),
{ =o (sizep),
ol1 s(z) est une'sphére fermée de centre z, s(zx)c H.

Si p est parfait-s dans H° (la partie intérieure de H) ef r (de on¢), cHY, ,

est joint a p, il existe un r' (de M), cr, r'p o, de sorte que (4.18)

pour fout r, (de J)cr' on ait an

I F (ry) =f F(rel. a p);

(Ir) Fip) (rel. a p) = (L) | fde,
S, ®e L,

f étant sommable sur r'p; d’aprés (8.1) et (I),
st(,,) (rel. a p) =f (F — F) (rel. & p) = F (ry) ——f Fr) (rel. & p);

(8.2) F(r,)=(L)f qu)+f F(r) (rel. 3 p) pour tout r; (de ") € '3
p 7

ici on a (4.38 b)
(8.0a) f FU) (rel. & p) =T (ri—ryp) = lim ¥ (2,€p) F (s1(21)),

pour N(ri,S) (4.14b)—>o0, S={s,(x,)} désignant un systéme
variable fini (rel. a p), Scr{, les x, étant les centres des sphéres
fermées s, [les s, (z,), cr}, sont disjointes; x,¢ p entraine s,(z.) p= o].
On note que la totale-S F sera calculée a partir de f sur r', moyennant
les formules (8.2), (8.2 a), dés qu’on a obienu F(s) a partir de f pour
toute sphére fermée scr'—r'p.

Or H° est parfait-s dans H°; en vertu de ce qui précéde, tout r
(de o), cH°, contient un r’ de ons, tel que [(8.2), (8.2 a)] f soit
sommable sur r’ et qu’on ait

(8.2") F(r) = (L)ffd:p pour tout r, (de Dﬁs)cr'.
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(8.3) Dans la théorie actuelle (T; p. 86-87) il existe une famille
G*={S;!, Si=Si(x:, rx), dénombrable de sphéres ouverles, qui
couvre H [en effet, F= A(G")] indéfiniment au sens de mesure-¢,

ainsi qu'au sens du pseudo-diamétre [les centres z; sont partout
denses sur H (sur F), r;> o].

G® est une sous-famille de ons [(4.6), (4.6 a)].
Avec p parfait-s dans H, soit 9L ={s,} (i=1, 2, ...) la famille
des spheres de G* telles que

- s
(10) s,cHo, sp#o, F(p) = (L)j fde +f F(r) (rel. a p)
gr e

pour tout p (de Jiv)cs. D’aprés le texte qui méne a (8.2),
on s’apercoit que tout r (de o1t*), contenu dans H° et joint & p, contient
une sphére s’ de G°, tel que

s'cHY, s'p+o,

F(p)=(L) [ fde _,_st(,,) (rel. ap)  [tout p (de JTs) cs'];
Yor e

nécessairement, s'€9t; ainsi ’ensemble
(20) pi=Hop —Es,p est fermé dans H°, non dense sur H'p;  p,cHO.

(8.4) Si p est parfait-s dans H° et si la tolale F(s) est connue pour
toute sphére scH°, avec sp=o, F(s,) sera connue pour foute sphére
ouverte s,c H*—H°p.

Cela s’ensuit en raison de la continiiité de F relativement aux spheres
[voir (4.7 @) pour F; noter aussi la convention survenant a la défi-
nition 4.g]. Le calcul de F(s,) pour une s, (ouverte) c H°—H?’p,
A partir des valeurs de F pour les sphéres sc H', avec 5p = o, provient
moyennant une opération qui traduit la propriété (4.7 a) de F.

Remarque (8.4'). — Dans la présente section, dire que F est connue
pour un ensemble r (de J*) signifie que F est effectivement connue
pour tout sous-ensemble, dans Jns, de r.

Continuons avec la situation décrite dans (8.4). p, étant défini
selon (2,), on a

(30) H°— p; (ouvert) = (H*— Hp) +25,p.
Si ze Ho— pa, ’
() reH— Hop,

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 166 ]
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ou bien

(it) xezs,p[_-_ Hop —p,].

Au premier cas il existe une s de G’, telle que s>z, scH —H°p
et F(s) est connue; au cas (ii) une s,z et la totale F(s,) sera connue
d’accord avec (1,). Introduisons la famille 9t'={st} (k=1, 2, ...)
des sphéres de G* contenues dans H*— H°p. La sphére s mentionnée
plus haut est dans 9t’. La famille 9t couvre H°—H’p; en effet,

Zs‘= H*—H’p; les F(s*) sont connues (8.4). En outre, d’apreés (2,),
9 couvre H°p — p,; enfin, en vertu de (3,),

(4o) I+ 9 (cGs) couvre H'— p;.
/“

(8.5) Soit p parfait-s dans H°; ﬁns Hp il y a un ensemble p, (2,)
fermé dans H°, non dense sur H°p. Supposons F connue pour
les sphéres sc H, avec p = o. Alors le probléme contigu a p, peut étre.
résolu; e. g. F est calculable pour tout r de 5t contenu dans H°— p,.

Or G'conscdni. Si un r de J* est dans H°—p,, on aura
rediy (si 7o), et r° sera couvert par 9 49t (4,). La propo-
sition (4.12 b) (avec I 4 9L’ pour I) s’applique de sorte que des p,
(v=r, 2, ...) existent, tels que

(Boy ro =2 Py, ey (de D’l'ls) disjoints, pycuns: ou bien pycunsi.

L’ensemble r—r, (si non vide)e (i) (4.12) et F(r —r°)=o; donc
en vertu de I'additivité compléte dans it de F, il vient

(60) F(r)=F(rv) =ZF(9,) [les F (py) effectivement connues].
1

Ici toute F(p,), pour laquelle p, est dans un s;, est donnée selon (1,).
L’énoncé (8.5) est vérifié.

Procédons dans I'hypothése de (8.5). Si p; (2,) a un point isolé-s x,
dans H, il existe une s, (de G*) telle que s,cH°, $,2x,, $p1C¢o
go ¢étant la frontitre d’'un ensemble de Ons. Désignons par
AN ={ag} (i=1, 2, ...) la famille des ensembles de G> pour lesquels

6 C HO, 51P1¢ o, "tPngn
& est la frontidre d’un r; de N5, r;cHY;

(10) {
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cette famille couvre I'ensemble e, des points isolés-s dans p,. On a
o:p1 €M et F(o.p,)= 0; 0,—0,p,(c H) est dans Jits et est disjoint
de p,; d’apres (8.5), les totales F (¢,) = F(a,— o, p,) sonf connues. Posons

(20) pr=pi—e; etunr(de Is)cHO— p,.

e; est contenu dans Ea, D1; en outre, tout point de o,p, est isolé-s
dans p; [¢f. (19)], d’on e,=20,p,; par 14, p, est fermé dans H°.
(8.6) Dans I'hypothése survenant a (8. 5) le probléme contigu a p, (2°)
peut étre résolu.
On envisage la famille 9t' = {¢*} (k=1, 2, ...) des ensembles

de G* contenus dans H'—p,; Zaﬂ= H°—p,; 9L+ 9U' couvre

H'—p,, e.g. H—p1c2a,+zo-k; les totales F(s), F(c*) sont

connues (8.5). Soit un r (de Jn*) contenu dans H*— p,. En procé-
dant comme & la suite de (8.5) jusqu’a (6,), mais avec I au sens
de (1°) et 91’ comme on vient de spécifier, on trouve que

F(r)=2 F(pv),
(39 Z

v (de Jn) disjoints, p,cun s/ ou bien p,cun o,

les F(p,) étant effectivement connues; I’énoncé (8.6) est établi.

En continuant, a partir, de p (8.5), on obtient une suite transfinie
d’ensembles pg de la fagon suivante :

(4°) B est de premiére espéce : Alors on pose pg= pg_—eg_;,
eB désignant I'ensemble des points isolés-s dans pg_,, le probléme
configu a ps, supposé déja résolu. Dans ce cas, on procéde comme
dans les développements (19)-(3°), avec pg_, eg_1, pg aulieu de p,, e, p.
et en prenant pour 9 =} o, ] la sous-famille des sphéres de G°, telles
que o,cH’, o,ps_,7o0, o,p3: €tant contenu dans la frontiére
d’un ensemble de 15, tandis que 9U'=c*} dénote les sphéres de G*

contenues dans H°— pg~1<ep_1= Ung_,>. Au cas (4°) le probléme

contigu @ pg est résolu, en obtenant F pour r (de J1°) c H'— pg d’accord
avec (3°), oit 9L et I’ ont le sens qu'on vient d’indiquer.

(5°) B est de seconde espéce : On pose p3=H(a < B) pa; les pa
et pg sont contenus dans H°, fermés dans H®; pa> ps.1; le probléme
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contigu @ p. (x <) est supposé résolu. Soit It ={s,} (i=1,2,...)
la famille des sphéres de G°, chaque s, étant contenue dans H'— p,
pour un a<<f.

La {totale F est connue pour s, (i=1, 2, ...). Soit un re H— pg;
il y aura des s (de G*) de diamétre arbitrairement petit, telles que
s>z et scH°—pg. On aura

(I) unes, (de 9L)sx  [s; contenue dans HO— p, pour un a < B].

En effet, si (I) est en défaut, les relations

(1) s (de G%) > x, scH°——pB

entraineront

(2) s¢ I, €. 8. spe# 0 pour tout « < B;
L~

on note que, pour «(< f3) fixe, toufe s (de G*) contenant z est jointe
A pq, d’out (€ H°) est point d’accumulation de p, (fermé dans H?);
ainsi T€p,; cela étant pour tout « <3, il vient xe€pg, ce qui est
une impossibilité. La constatation (I) est vérifiée; conséquemment,
It couvre H'— pg. On conclut comme il suit. Au cas (5°), le probléme
contigu a chacun des p, (¢ < ) supposé déja résolu, le probléme contigu
@ pg est résolu moyennant la famille 9L = {s,| spécifiée plus haut,
en fant que les totales F(s)) sont connues; si r (de ois)cH'— Pss
on obtient [pareillement & (3°)] :

(6°) F(r)=2F(pv), ey (de JTts) disjoints, pycune s,.
1

D’accord avec (4°), (5°) et a partir de p (8.5), on obtient la suite
transfinie
(79) POP1IDP2D...DPgD s}

ici padps pour a <a', les p, (cH’) sont fermés dans H°; p, est
non dense sur H°p. Pour le premier a, (des classes I, II) pour lequel
cette suite se stabilise (T'; section 4), I’ensemble

(8.7) P'=pa,(cH'p) est parfait-s dans R.

Il nous conviendra d’employer une définition analogue & la défi-
nition 3.17 de notre Mémoire (T*) [celle-ci concernant la tota-
lisation-D].

DEFINITION 8.8. — Soit un p parfait-s dans H*(€IR;). On notera
par (*) Uopération dont I’application a p, ou bien a p,(2,), méne d’accord
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avec (1)-(6,)-(7°) a l'ensemble p* (8.7), parfait-s dans. H° et non dense
sur H'p:

(8.8a) Pr=(p)*,
(8.8b) P =(p)*

(8.9) Si la totale-S est connue pour [voir (8.4')] toute sphére s, c H",
dont la fermeture est disjointe de p, les procédés (1,)-(7°) fournissent
les moyens pour la résolution effective du probléme de fotalisation-S
contigu a

Pr=(p)=(p)* (20)-

Prenons p=H" et faisons usage de la constatation (8.2"). Soit
I,,1=={8;} la famille des spheéres s; de G, telles que

(ay) s;cHe, F(p) = (L)ffdcp pour tout p (de Js) csy;
e

I’ensemble

(a2) Po,4 = HO —Zs, est fermé dans H°, non dense sur HO.

He— P, , est la réunion des ensembles de 9%, 1. Sir (de Jits) c H*— P, 1,
1 (de F3) sera couvert par 9t,,,; d’aprés (4.12 b), des py (de Js)

disjoints existent, tout p, étant dans une s, tels que r°=2 Pvs

1
et il vient (a;):

(a3) P =F () =W [ fav

C’est le premier pas dans le calcul de la totale F; (as) représente la
résolution du probléme contigu & P, ;. A partir de (a;) et en laissant Py,
jouer le réle de p; (2,), on obtient P,= (P,,1)*, d’accord avec (8.8 b);
P, est le noyau parfait-s dans H° de Py, 1; P, est non dense sur P,= H°.
Selon (8.9), on saif résoudre le probléme contigu a P,. Comme on I'a
vu, & partir du probléme déji résolu contigiment & P, cela fait
intervenir une suite transfinie (s’arrétant 4 un nombre transfini
- des classes I, II) d’opérations dont chacune traduit le caractére de

Padditivité compléte dans Jits de F.
On obtient une suite transfinie d’ensembles :

(8.10) Ho= Po> Po,1> P> P> i Po1> Pora>Papa 1.,
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oit les Po,1 sont fermés dans H°; P, (x> 0) est le noyau parfait-s
dans H° de P, ,; Pgyy,1 est non dense sur Poy,; Pyii= (Py,q)* [défi-
nition (8.8 b)]. Si « est de premiére espéce,

(8.10a) Pyt1= (Pg)* [définition (8.8 a)];

si « est de seconde espéce,

(8.10b) P¢,1=H(7<a) PY,1=H(Y<a) Py

[au troisitme membre, aucun y n’est de seconde espéce]. Pour « de
premiére espéce [cf. (24)],

Py,1= Pa—Zs;Pa,

o ={s} (=102 .. .) est la famille des sphéres de G* telles que

/\ $;Pai# 0,
(8.10 c) F(p) = (L) fd<p+f F® (rel. 3 Py)

[tout e (de 3]‘0) cs,).

Entant que Py, > P, 1> ...> Py 1>Pas,1> ..., lesinclusions pour
ces ensembles fermés dans H° étant au sens strict, (T; section 4)
s’applique et lon obtient P, ,=o, avec un a, (des classes I, II)
minimal ef de premiére espéce.

Si a est de premiére espace et F est connue contigiment a Py, 4,
F sera calculable dans H°—DP,, e.g. contigiment au noyau
parfait-s P, de P, ,; cela se fait d’accord avec la proposition (8.9)
[en tant que Py= (Po—y,1)" (8.8 1)]. Une remarque, comme celle
qui précede (8.10), s’applique avec P, ; au lieu de P, ;.

Considérons le cas ot a est de seconde espéce et F est connue conti-
glment a Py, pour tout y <. On obtient F dans H*— P, ,, avec Poy
défini selon (8.10b), en procédant comme il suit. Désignons par
N ={s} (i=1,2,...) les sphéres de G*, chacune dans H°—P, ,
pour un y <a. La totale F est connue pour (ainsi que sur) toute s,.
Le raisonnement qui de (5°) méne & (6°) entraine que la famille 9t
couvre H'— P, , et que pour tout r (de Jt*) contenu dans H*— P, ,
il vient

F(r) =2F (pv), les py (de JWts) disjoints, pycun s,

ou les F(p,) sont connues. Ainsi le probléme contigu & P, (« de
seconde espéce) est résolu.
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Le calcul de la totale F sur He[ donc sur H (de 5i#), car F (H) = F (H*) ]
seffectue en commencant d’accord avec (a:)-(a;) et en procédant
progressivement, d’accord avec ee que nous venons d’indiquer plus
haut, jusqu’a ce que le probléme contigu & P, , (qui est vide) soit
résolu, c’est-a-dire que la totale soit obtenue sur H.

Ce calcul est indépendant de I'hypothése (4.29). Au fond il dépend
sur les intégrales de Lebesgue de [ sur certains sous-ensembles
de H, soit directement, comme dans (a:)~(a;), soit indirectement
au moyen des intégrales (au sens symétrique relativisé) de Burkill,
comme & (8. 10 c). Cetfe possibilité de calcul effectif justifie I'appellation
« totale-S ».

9. Préliminaires pour la totalisation-S des séries. — D’abord
démontrons un complément a la proposition (4.16) [voir (T; (13.8")].

(9.1) Soit F définie et finie pour toute sphére fermée s contenue
dans un H de 5§ ; p désignant un ensemble parfait-s dans H, supposons

que f F (rel. @ p) (définition 4.15) finie existe. Alors J F (rel. a p)
H 7
finie existe pour tout r (de Jit*) cH.

Dans la preuve les intégrales de Burkill (au sens f s. . > et les

systemes finis (de sphéres fermées) sont tous relativement a p. Notons

d’abord que f "F= [ F, si redis et Yintégrale existe. Si

’énoncé (9.1) est en défaut, il y a un r de ms, rcH, H—r#o,
pour lequel I'intégrale finie n’existe pas. Alors il y a un nombre &> o
de sorte que, pour fouf n>o, un couple de systémes finis dans r,
Sk={sk,,}\ (k=1, 2), existe de sorte que

(10) N(r, S)) <n (4.140),  [F(S5)) —F(S2)[> o

Désignons par S'={s’} un systéme fini dans H—r, avec
N(H —r, S*) <n. Posons

(20) Sf={ sk} = Sg+ 8" (k=1,2);
ce sont des systémes finis dans H, avec N(H, S;) <2n. On obtient
F(S;) =F(Sx) +F(8")

et (lo)
|F(S5) —F(83) | =|F(8:) —F(82)|>eo.
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s
Or le premier membre ici devrait tendre vers zéro avec v, puisque f F
H

finie existe. Il y a une contradiction; I’énoncé (9.1) est établi. On peut
déduire un fait qui va plus loin.

(9.2) Les ensembles p, H et la fonction F étant comme a (9. 1),
supposons encore que f F (rel. a p) finie existe. Alors I'(r)= f F
(rel. a p) est complétement additive dans s, r (de 51s) variant dans H.

.Soient un r (de Jits) epals, rcH, et des r, (de ) (n=1, 2, ...)
tels que r, 4 r. Parce que f F (rel. & p) existe, on peut trouver un
systéme fini S,= {s,,;} (rel. 3 p) dans r,, tel que

9 (Sn,1) <%, ?(rn~23n,i)<”
11

(30) s
lf F (rel. a p) —F (8a) | <

I
n

[on a N(r,, Sp) < lz] S, peut étre considéré comme un systéme fini
(rel. & p) dans r; on remarque que

7
?(r—-—Z&,,t) =o(r—r,) + 9(r,,—2s,,’,> < o(r—rn) + % ——
]

1

donc N(r, S;) <7, On sait (9.1) que f F (rel. a4 p) finie existe;
N, S.) o (avec n,), d’ol i

fJF (rel. & p) = limF (Sy)

r n
et, d’aprés (3.),

s <
f F (rel. & p) =1imf F (rel. & p),
r nJp

ce qui veérifie la constatation (9. 2).

DErFINITION 9.3. — Soit F une fonction définie (et finie) additive

pour les ensembles de J1s, contenus dans un H de 51*} on admet que F(e)
peut étre distincte de zéro pour des ensembles e€ (i) (4.12). On dira
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qu'une telle fonction est complétement additive dans s (dans H),
si les relations

re 51"1,‘,

L)
1cH, rp€Idls (n=r,2,...), les r, disjoints, 27‘,,:7'
1

entrainent F ()= F(ry).

Dans les sections précédentes on a inclu la propriété de la conti-
nuité, relativement aux sphéres, dans la définition 4.9 de 'additivité
compléte dans Jit*. Dorénavant nous ne le ferons pas.

Soient un r épais de Jit* et 9 une sous-famille de i dont les
ensembles sont épais; on dira que r posséde une décomposition (finie)
dans 3 avec composants dans 9t si

v
(9.4) 7 =2q,+ e, q:€ 9, ee(y) (4.12),
1

les ensembles au second membre étant disjoints.

(9.5) Soient un redi* (non vide) et IcIns, la famille 9
couvrant r; alors des ry(v=1, 2, ...) de 9T existent tels que r,r=o0
et

r =2 ev, pv disjoints, pyeJiLs, pvCry.
1

L’intérét de cette décomposition (qui peut étre infinie) est pour le
cas ol r et les ensembles de 9T sont épais.

On établit cela en notant que, d’aprés la séparabilité, 9t contient
une sous-famille finie ou dénombrable { r,} couvrant r; on pose

gr=rry, pv=rry—rry(p1+...~+ gy—1) (v>1).
(9.6) F définie (finie) dans Jns est dite s. a. (additive au sens
sphérique), relativement & un p fermé, pour un r épais de o, si
F()= f SF (rel. a p) [au sens indiqué F(r°) sera connue A partir

des valeurs de F pour les sphéres fermées s (rel. & p), contenues
dans r°]. F est s. a. (rel. & p) sur un r épais de s, si elle 'est pour
tout p épais de Jns contenu dans r.
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(9.7) Soit F définie (finie) dans Jis dans un H (de Ji*) épais.
D’accord avec (4.35) F est dite A. S. G. (additive au sens sphérique
généralisé) sur H, si a tout p parfait-s dans H° et r (de Js), contenu
dans H et joint & p, il correspond un r, (de In°), cr et joint a p,
de sorte que

S
F(p) =f F (rel. & p) pour tout p de JiL§ contenu dans r4;
e

e.g. F est s. a. (vel. & p) sur r,.
Voici une adaptation, qu’il nous faudra, du lemme 13.6 dans (T).

LemME 9.8. — Soit un H de Jit§. Désignons par 9t une famille

partielle de Jis, dont les ensembles sont épais et contenus dans H,
cette famille satisfaisant aux conditions suivantes :

(1°) Si un pedt, tout ensemble p°+ e, ol e quelconque (vide
ou non) est dans 7 —p, appartiendra a 9t.

(29 Si r (de Jf*) est épais et rcH, tandis que r posséde une

décomposition (finie) dans Ji*, dont les composants sont dans 9t (9.4),
il suivra que reat. '

(39 On aredt, dés que
r (de 1) est épais, rned (n=1,2,...) et redor.

(4°) Siun r'edt et un r(de Fis) est épais et rcr’, on aura re 9.
(5°) Si une famille 9t,, contenue dans 9tIns, ne couvre pas H,
il existe un ' de It qui est non couvert par 9t,.

Dans ces cing conditions H appartiendra a 9t (de méme pour H + e,
si ecH—H).

Démontrons d’abord que
(a4) H =2 (9C) o (réunion des ensembles de IT).

Envisageons la famille 9t, formée des ensembles p°(= (p)°), p décri-
vant 9t. D’aprés (1°), les ensembles de 9t, sont dans It; p“e.ﬁlg,

donc 91, c 9LIiLs; en effet, 1, = 9dns. Or p* (de 9L, JcH, Zp° cH.
Si 9%, ne couvre pas H, en vertu de (5°) on pourra trouver un r' de 9L}

non couvert par 9t;, ce qui est contradictoire. Ainsi H=2 e°.
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Or, en conséquence des hypothéses de 1'Ouvrage actuel H =Zpo’
en tant que H et les p° sont dans Jit¢. Ainsi

H =z (9C)p;  (a1) suit dapres (19).

Soit r un ensemble épais de I contenu dans H. Selon (a,), r est
couvert par 9t ; la proposition (9.5) s’applique, donc des r,(v =1, 2, ...)
de It existent, joints & r et tels que

(az2) r =2 v, pv (M) disjoints, pycry.
1

En posant p'=p; ...+ p,, il vient
(as) evedis, ¥4 r, v épais pourv>v.

Soient les n, (i=1,2,...) les indices pour lesquels p, est épais;
en tant que p, (de Jis) épais est contenu dans I'ensemble r,, de 9,
a cause de (4°) p,, appartient & 9t. Or (pour v > v')

(@) =X () e, e, ee(l) (b1,

les ensembles au second membre étant disjoints. On a ici une

décomposition finie dans Jit* avec composants dans 9, au sens de (9. 4).
En vertu de (2° [pour p¥(as), v>v'] on conclut que les p”(v > v')
sont dans 9. Les relations (a;) et la propriété (3°) entrainent re dt,

comme une conséquence de la supposition : r (de Jis) épais cH.
On observe que tout ensemble H +e, oll e est un sous-ensemble

quelconque (vide ou non) de H—H, appartient &4 Ji* et est épais.
D’aprés ce qu’on vient de prouver, H + e 9t. Le lemme est vérifié.

10. Totalisation-S des séries. — Soient u, (n=1,2,...)
des nombres possédant o comme le seul point d’accumulation. Un
ensemble O ={6,!(n=1,2,...) est formé de points 6, sur un H

de Jtts; les 0, et les u, sont dans une correspondance biunivoque.

On considére la sérieZu,. et I'on va développer une totalisation

de 2 Up.

(10.1) Nous supposons que la sérieZ(ﬂ,lee) u, est absolument
convergente, lorsque e est dans la frontiére d’un ensemble de ons.
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AinsiZ(O,.ee) u, sera absolument convergente pour e€ (%) (4.12).

La totale-S de la sérieZu,, sur p (de Jtv)cH, si elle existe, est
une fonction finie F(p), que nous désignons par

(10.2) () Y, Sun

et qui satisfait aux conditions ci-aprés.
DEriNiTION 10.3. — On dira que la série Zun est totalisable-S
~ 1

sur H (de Jit?), s'il existe une fonction F avec les Ipropriétés suivantes :

(19 F@=Y (.€0)u, dés que e(?) (4.12) et ecH [la série
au second membre est absolument convergente, vu (10.1)].
(2°) F est complétement additive dans Jis sur H (définition 9.3).

(3%) Si p est parfait-s dans H et un r (de J")cH et pr£o, il
existe un r’ (de Ji’), contenu dans r et joint & p, tel que

(I) F est s a. (rel. a p) sur r' (9.6) : F(p) =./‘\F (rel. a p) pour
~ ¢
tout p (de Jns)cr;

(IT) f Fy) (rel. & p)=Y, (0&r.p) u, (absolument convergente)

pour tout r, (de Jt3) contenu dans r', F,, étant définie selon (4.13 a)
pour les sphéres fermées sc H. Dans ces conditions, on écrira

(10.3 a) F(H) = (H)ZSun (totale-S de la série).

On note que l'existence de la totale F sur un r (de Jitj) entraine
Pexistence de la totale sur r'==r - e, ou e est un ensemble quelconque
dans la frontiére de r; dans ce cas,

F(r)=F(r) +2 (Bp€e) un,

la série au second membre étant absolument convergente.

TutorEME 10.4. — La lotale-S des séries (définition 10. 3) esf unique.

Si la proposition est en défaut, deux fonctions F’ et F” distincles
existent, chacune satisfaisant aux conditions (1°)-(3%) (la derniére



TOTALE-D DE DENJOY ET TOTALE-S SYMETRIQUE. 8g

étant remplie pour tout p parfait-s dans H). Pour la fonction
F=F —F’ on aura:

(10) F(e) = o, lorsque e de (?) est contenu dans H;
(20) F est complétement additive dans Jits sur H (9.3).
Soit 9t 1a famille des p épais de s, tels que :

(ay1) pcH, F(X) =0 pour tout A (de Oﬁ‘)cp.

Avec un pe 9, considérons p, = p’ 4 ¢, ou e (quel(.:onque)cp —p%;
alors p, (de Jit*) est épais, p,cpc H. Si A (de Js)cp,, on a

A=lp+A(z—p), de(eIM)cp et A(F—p)e(d)
en tenant compte de (a,) et de (1,), il vient
F(d) =0, F(QO(p—p))=0, donc F(})=o,

e.g. p, est dans Jt. Ainsi, la famille 9t satisfait a la condition (1°)
du lemme 9.8.

Soit un r'edt, e.g.

(a)) r' épaisedNs, rcH, F(A)=o, lorsque A (de Jts)cr';

considérons un r (de Jis) épais, rcr'’. Sip (de Js)cr, d’aprés (a)
on aura F(p) = o. Ainsi re 9t, ce qui vérifie [9.8, (49)].

Pour démontrer [9.8, (2°)] envisageons un r (de Jis) épais, rc H,
r possédant une décomposition (finie) dans Jit>, avec les composants
dans 9t (9.4), e. g.

(a) r=Yq+e, qedl, ee(l)
1

les ensembles au second membre étant disjoints. Si un A (de Ji)
mince cr, on aura A€ (%) et, d’aprés (1,), F (A) = o. Si un 2 (de o)
épais cr, il vient (a;)

v
A =2q,)\ +ek, e e(?), gq.redls.
1

Vu [9.4, (49)], déja établie, tout ¢.A[ c g.€ It] épais est dans It. Soient
i, (n=1,"...,v') les indices pour lesquels ¢, A est épais; la réunion
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des ¢.A minces est dans ({), d’olt (les ensembles au second membre
étant disjoints) :

r=Naguh+e, ee), F(H=o (), FQA)=NF(g,)) =o.
Par conséquent (a;), redt, e. g. le caractére [9.8, (29)] a lieu.

Soient un r (de Ji*) épais et des r* (de 9t) 4 r. Considérons un A
(de J*)cr; si A est mince, e. g. A€ ({), on aura (1,) F(2) = o; ainsi
supposons que A est épais. On a A, = Ar"4 1, A,€ 1", A, épais pour
n>n,; A, (n>n,) étant dans r* de 9, d’aprés [9.8, (4°)] 2. appar-
tient a 9, donc F(2,) = o (a;). Enfin, d’aprés la propriété (2,) de F,

il vient FQA) =lim F(,) =o0, e.g. (a) redf. Donc I satisfait
a [9.8, (39].

Envisageons une famille 9t,, c 9L, qui ne couvre pas H. Posons
(as) p=H-—Z(9h)p;

p non vide est fermé dans H (de Jii). Supposons p contient un
point z, isolé-s dans H; x, est contenu dans un 7’ de o1, de sorte que

r'cH, rpcy, 7y étant la frontiére d'un ensemble de JNs.
Nous allons montrer que r'€dt [nécessairement r' sera alors

dans 9'(,311] Si A mince de Ofs est contenu dans r’, on aura

F() = o (1) [car A€ ({)]. Considérons un A (de mv) épais, ACr'.
il vient que

M=X—2y (de Jfs) est épais, l'cH—p:Z(QZ,)p.

En vertu de la derniére relation, d’aprés (9.5) desr, (v =1,2,...)
de 91, existent tels que

ry\ # o, N =va, py disjoints, p,€dMs, pycry.

Si un g, est épais, p, étant contenu dans un ensemble de 9t,, donc
de 9%, selon [9.8, (4°)] on aura F(p,) = o; pour tout p, mince aussi
F(py) = o (1,). Ainsi, en raison de la propriété (2,) pour F, on obtient

F()= F<>~x +29v) =F () + X} F(py) =o.
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Conséquemment r'€9Jt, en effet r'e€Itiis. Or r' est non couvert
par 9L, car r' contient le point x, de p (a.). La propriété [9.8, (5°)]
est vérifiée au cas oi1 p (a;) n’est pas parfait-s dans H. Reste le cas : p (a,)
est parfait-s dans H.

Or F=F —F" ou F’' et F” toutes les deux satisfont aux condi-
tions de la définition 10.3, relativement 3 la méme série 2""' Soit

un r de o joint 4 p (@), rcH; r contient un r' de oM, pr' £ o,
de sorte que

s
F’=f F (rel. 2 p) dansr,
S
f Fip (rel. a p) =E (9, €ryp) up (absolument convergente)
71
pour tout ry (de .‘ﬁlg)cr’.

Ensuite dans ' on trouve un p' de M°, joint a p, tel que

F" =f F” (rel. ap) dansg’,
$ &
[ Fin(rel.ap) =X, (dneeiplua  [tou ps (e3h) <o,
Jo,
Par conséquent,

F(p)=[ F (rel. d p),
(a5) 3 ‘/pv

f F(p) (rel ap)=o [toutp (€ Iy) cp'].
2

Soit s, (j=1,...,v) un systéme fini (de sphéres fermées, relafi-
~vement a p), contenu dans p (4.14). On note que § = p —-2 s,e:fflﬁ-;
le systéme S = { s, | peut étre choisi de sorte que le nomb;e

N(g, S) (4 145) =sup(M{s, }, 2(8))
soit arbitrairement petit. Vu la seconde relation (a;) :

(as) 1.m2 (s,p(#0)F(s)) =0 lorsque N(p, S)>o.

On observe que

(a2) p=b+ 25 F@=F® +XF(s).
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Soient s; les sphéres de S disjointes de p; toute s; est couverte par 9t,,
donc (9.5), pour k fixe, des r, (=ry,) de 9L, existent, r,s; £ o, tels que’

sk:Z vy py disjoints, pvefn‘, pvCry.
1

Si p, est mince, F(p,) = o (1,). Si py est épais, p, étant contenu
dans un ensemble de 9t,, donc de 9t, d’aprés [9.8, (49)], on aura p,€ I

et (a;) F(py) = o. Donc F(s:) =2 F(py) = o; d’oli, en raison de (a;),
F(p) =F(3) + X,F(s) =F(®) + 3, (5,p % 0) F (s
VE

[au troisitme membre les centres des s, qui surviennent sont sur p].
Or p est indépendant du choix de S. En tenant compte de (a;), il vient

(as) F(p) =1limF () lorsque N (p, S) —>o,
cela étant pour tout p (de Ji§)cp’. En vertu de (a;), (a.,),
F(8) =F(p) —F(85),

(@s) limF (3) = F (p) — limF (S) = F (p) a—st (rel. & p) = o,
p

Ainsi (as) F(p) = o pour tout p de la sorte indiquée. Si A (de Jit*) cp
et ) est mince, e. g. A€ (%), on a F(A) = o; si A (de Js)cp’ et A est
épais, mais A¢I?, il suit que

i ~
A=M—+e, ee(}), MNeI, F(M)=FQQ")+F(e)=o0
(d’aprés le résultat que nous venons d’obtenir). Conséquemment (a;) :
p’ (de O1s), joint & p, appartient a IT;

de plus, étant ouvert, p’ € 9L . Puisque ¢’ contient un point de p(a;)
non couvert par (9t,), p’ est non couvert par 9t,. Nous avons achevé
la vérification de [9.8, (5°)]. A cause du lemme 9.8 on constate que
Heat, done (a)):

F(A\)=o0 et F(A\)=F()) pourtout A (de JN:)cH.
Le théoréme 10. /4 est prouvé.
(10.5) L’existence de la totale-S de la série Zu,, sur H entraine

Pexistence de la totale sur tout r (de 5its) c H; dans ce cas, F(r) = (r)z Su,
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salisfait aux conditions de la définition 10.3. La classe des sériesz Un
fotalisables-S est linéaire.

Cette proposition résulte immédiatement des définitions.

(10.6) Soient des ¢, (de Jv*) (i =1, ...,v) épais disjoints, fels
que

H=Yg-+e, egq=o, ee(l),
1

tandis que la sériez u, est lotalisable-S sur chacun des g. AlorsZu,,
esl totalisable-S sur H et, pour tout r (de 9t*) cH, on aura

(10.6 @) (r)ZSun=2 (rq,)ZSun+2 (8, € 7€) Un,

la derniére série étant absolument convergente.
Pour démontrer il suffira de considérer le cas ol e est vide. D’accord
avec la définition 10.3, relativement a la sérieE u, et 4 'ensemble ¢,

il correspond la fonction F; (qui, selon le théoréme 10.4, est unique).
Posons

(&) I‘(r)=2(rq,)2$u,,, alors I‘(r)=EF,(rq,) [r(dedfie) cH]

Si ee (}) et ¢'cH, il vient e'q.€(]) et, a cause de [10.3, (19)],
r(e) =Y Fi(¢e) =X | X (tneca u,.] =3 Gnee) un;

la série au dernier membre est absolument convergente, d’ou T satis-
fait a [10.3, (1°)] pour H. De plus, T remplit [10.3, (20)], puisque

sur ¢, la fonction F, est complétement additive dans Jit*. Soient

(b2) un p parfait-s dans H, un r (de 9ts)cH, pr #o.
On note que pr est joint 4 un g} (= (qx)°) [sinon on aurait pr disjoint

dezqg [=H—e, &€l d’m‘l il suivrait que pre(}) et que p
=1

posséderait un point isolé-s dans r (cH)]. Puisque F: satisfait

MEMORIAL DES SO, MATH. — N° 166. 7
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a [10.3, (39)], relativement a q%, Iensemble gir (de Jn$) contient
un r’ (de o), joint a p, tel que

Fir(p) = Fi (rel. a p),
x(p) ‘fp‘ ( pP)
(&3)

s
f (Fi)p) (rel. d p) = 2 (0,€pp)u, (absolument convergente)
e

pour tout p (de Jng)cr’ (cgl). Pour tout p de cette sorte pg; = o
(k) et (b):

T(e) =Y Fileqs) =Fr(eqe) = Fa(p)-

i=1

En somme : pour tout p et tout r, d’accord avec (b,), il existe un r’
(de J1¢) r'p £ o, pour lequel les relations (b;) ont lieu avec F;
remplacée par T'(p), e.g. I' remplit [10.3, (39)]. relativement a H.
L’énoncé (10.6) est démontré.

(10.7) Supposons que u,>o0 (n=1,2,...) el que la sérieE u,
soit lotalisable-S sur un r, (de Sn3)cH; alors (ro)z (S) unx>o0. Si
Up=o0 (n=r1,2,...), on aura

(r)z (S) un=o pour tout r (de M) cH.

Soit F fonction qui, d’accord avec la définition 10.3, est associée
(uniquement) avec la sérieZ u,, relativement a r,. Désignons par 9t
la famille des ensembles p (de Jit*) épais, pc T, tels que
(e1) F(A\)>o0 pour tout A (de :ﬁl‘)‘cp.

Considérons un p€9t et un p, = p° + ¢, 'ensemble e (vide ou non)

étant contenu dans § — p°. Pour A (de J*)cp, il vient A = Ao + e,
e€((), d’ou (c)

F(A) =F (%) + F (e0) > F (&) =2 (Bp € €0) un (convergente X o,
e.g. pr€I; donc It satisfait a [9.8, (19)]. Si un r (de Jne) épais
est contenu dans un r’ de 9t, on aura, d’'une part

r (de ) épaiscFy, F(A)>o0 pourd (dedit)cr

et, d’autre part : si p (de Jn*)cr, il viendra F(p) > o0; par consé-
quent, redt; [9.8, (4°)] a lieu.
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Envisageons maintenant un r (de Jis) épais, contenu dans T,
tel que

v
(¢2) r =Eqi+ e, ¢.€9l, ee(l) (les gy, e disjoints).
1

Si A (de J1t*) mincecr, on a

re(}) et F) =Z (0. € 1) u, (convergente) > o.

Pour A (de Ji*) épais, cr, nous procédons comme a la suite de (as);
en désignant par ¢, A (n=1,...,v') les ¢, A épais, on note que,
d’aprés [9.8, (49)], q..A€9t et F(g,,))>o0 (c;); on a

Py =Z qu.r+¢, ee(}), FO)xF(e) =2 (8. €€’)u, (convergente) > o.
n

Par conséquent, re 9t; [9.8, (29)] est éfablie. La propriété [9.8, (3°)]
est vérifiée en procédant d’accord avec le texte qui précéde (as),
avec F(A,) > o au lieu de F(2,) = o.

Soit une famille 9, c 9L N? ne couvrant pas r,. On aura
(es) p= ro—z (9)p # o fermé dans. ro.

Supposons que p posséde un point isolé-s dans r,. Nous suivons
les développements a la suite de (@), avec r, pour H et en faisant
les changements suivants : au lieu de 1'égalité F(p,) = o, il vient

F(py) > 0 si py est épais (¢y),

F (pv) =2 (0.€py) Un >0 sipy est mince;
n

la relation F(2) = o est remplacée par
F(\) =F(\y) +2F(pv) > F(Q\y) =Z (0, €XY) un (convergente) > o,

en tant que Aycy, ou y est la frontitre d’'un ensemble de ome.
Ainsi r' [r'eoms, r'cr, r'pcy, r' contient un point de p isolé-s
(dans r,)]€dt. Par conséquent, au cas considéré, [9.8, (5°)] a lieu.

Le cas oit Uensemble p (c;) est parfait-s dans r,. — En raison de la
propriété [10.3, (39)] pour F, relativement a r,, il existe un p’ (de on*),
p'Cry, p'p # o tel que

s
F (p) -_-f F (rel. 4 p),
(c‘) s e
f F(p) (rel. & p) =2 (0n€pp) un (absolument convergente) > o
4
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pour tout p (de Js)cp’. En procédant comme 3 la suite de (as),
mais & partir de (¢;), on obtient au lieu de (a;) :

(es) limz (5;p#0)F(s;)>o0 [S = {s,} un systéme fini, rel. 4 p, Scpl,

lorsque N(p, S) (4.14b) > o. Les relations (a;) s’appliquent, ou
p=p ——2 s,€Ins. A la suite de (a,) il s’agit des s; (de S) disjointes
de p, donc couvertes par 9U,, et des ensembles r, (= r:y) de I,
et des p, (de Jv), cr,, disjoints; s; =va; on fait les change-
ments suivants : ’

F (pv) =Z (8r€py) u, (convergente) > 0 si py est mince;
n

F(py) >0 sipy est épais [car p,€IL, & cause de (9.8, (4°))];

par conséquent, F(sy) > o. Il en découle (a,) :

F(p)>F(®) + X F(s) =F () + X, (5,2 =0) F (s)).
17#k
L’inégalité (c;) méne &

F(e) > 1ImF (3) lorsque N(p, S) >0 [pour tout p (de .’.ﬁlz)cp’].
La limite au second membre existe; en effet, en tenant compte de (a;)
et de (c.) on obtient (a,), e.g. lim F(§) = o; ainsi F(g)> o0 pour
tout p de la sorte indiquée; on conclut (c,) que p'€9t; or p'€ I}
(en effet, € o) et est non couvert par It,, puisque p’ est joint & p.

La propriété [9.8, (5°)] est prouvée au cas actuel. En vertu du lemme 9.8
r,€9t, ce qui veut dire:

F(ro) = (ro)ZSu,,é o.

La seconde partie de (10.7) est immédiate. La proposition (10.7)
est établie.

(10.8) Supposons que O est tel que pour tfout ensemble p parfait-s

dans H (e€ns) et tout r de v, conlenu dans H et joint a p, il existe
un r' de M, r'cr, r'pz# o, r'0 = o. Dans ce cas, la convergence

absolue de la sérieE u, eniraine la totalisabilité-S de la sérieZ u,

sur H et la relation
(H) Z Su, =Zu,..
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Formons la fonction d’ensemble rcH :
(dy) F(r) =2(6,,er) Un.

11 suit immédiatement que les conditions [10.3, (19)], [10.3, (20)]
sont valides pour F. Soit un p parfait-s dans H et un r de ons, rcH,
rp # o. D’aprés I’hypothése sur 0, il y a un r’ (de oms)cr, r'p # o,
r' étant dépourvu des 8,. Pour p (de Jni)cr,, on aura F(p) =o
et f F (rel. 2 p) = o, e. g. [10.3, (3°, I)] a lieu. En plus, F;,(S) = o

P
pour tout systéme fini S = {s;}cCp, relativement a p, donc

fg F(p)(rel. a p) =0
¢
et la propriété [10.3, (39, II)] survient. L’énoncé (10.8) est vérifié.

11. Succession transfinie des calculs d'une totale-S des
séries. — Supposons que la série 2”" est totalisable-S sur H de i3,

I'ensemble 0 = {0,} étant situé dans H. Procédons avec le calcul
de la totale-S de cette série sur H. Selon la définition 10.3, il existe

une fonction F complétement additive dans 5its sur H (définition 9.3),
telle que F(e) =2(0ne e) u, (convergente) pour e€(]) (4.12), salis-

faisant aux conditions [10.3, (3°, I), 10.3, (3°, II)]. On se rappelle
la définition (4.13 a) de F;)(s(x)), si p est fermé dans H et s(x) est
une sphére fermée quelconque, s(x)c H, de centre z. Puis on fortne

Fir)(s(2)) = F (s (2)) — Fip (s (@) = F (s(2)) (si 2&p), =o(sizep).

Si p est parfait-s dans H et r (€1?), cH, est joint a p, il existe
dans ow* un r' cr, aussi joint a p, tel que pour tout p (de N3) contenu
dans r':

(11.1) F (¢) =fp F (rel. 4 p),

(1l.1a)- f F(p) (rel. & p) =2(9nE9P) Un,
P

la série indiquée au dernier membre étant absolument convergente pour
tout p spécifié; en vertu de ce qui précéde, il vient

(11.2) F(p)=2(enepp)u,.+fp Fio) (rel. 2 ) [p (de Sg)er].
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Ici, au second membre, la série est absolument convergente, tandis
que l'intégrale de Burkill est définie d’accord avec (8.2 a) (avec p
au lieu de r,). Dans (11.2), F(p) est connue & partir des u, sur pp
et moyennant les valeurs de F pour les sphéres fermées s contenues
dans p—opp(cr’' —r'p).

H étant parfait-s dans H, en tenant compte de I'énoncé (11. 1), (11.2),
on trouve que dans fout r (de O*), contenu dans H, il y a un r' de on’,

de sorte que la sériez (0. €r') u, soit absolument convergente et

(11.3) F(p) =2(6,,Ep) un, pour tout p (de M) cr.

Comme on I'a indiqué dans (8.3), il existe une famille

Go={Sx}, Si=Si(mr, ) (k=1,2,...)

de sphéres ouverfes couvrant indéfiniment ’espace considéré (en parti-
culier H); Gscomns,

Soient un p parfait-s dans H et 9t = {s,} (i =1, 2, ...) la famille
des sphéres de G, jointes & p, telles que

§
ucH,  F(p)=Y,(bneep) +f Fio) (rel. & p)
P

[tout e (de 3715) c s,].

(11.4)

En vertu de la constatation (11.1)-(11.2) tout r (de o1¢), tel que rc H
et rp Z o, contient un r’ (de O1*), joint 4 p, dans lequel (11.2) a lieu;
soit x, un point de r'p; une s’ de G* contient x,, tandis que s'cr'cr;
nécessairement s’ est une s, de 9r; par conséquent,

(11.4a) pi= Hp—Zs,p est fermé dans H, non dense sur Hp.

Désignons par 9t' = { st} (k =1, 2, ...) la famille des sphéres de G*
contenues dans I'ensemble (ouvert) H— H,. En tant que

H—pi= (H—Hp) + ¥ sp,

la sous-famille 9t + 9L’ de G* couvre H — p,.

Si e (cH) est fermé dans H et F est calculable pour tout p de Jit?
contenu dans H—e, on dira que le probléme configu a e est résolu.

(11.5) p élant parfait-s dans H, supposons que F est connue pour
les sphéres ouvertes s, c H, disjointes de p. Alors le probléme contigu
& p; (11.4 a) est résoluble.
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Considérons un r (de Jif)cH-—p:; r est couvert par
It + 9’ (< G*). En raison de I'énoncé (9.5), des p, disjoints existent,
tels que

Wl ~
r= Pv, pv€IN®, pyc unr, de I+ .
1

Or p,=p? + e, ol p? € I et e, (contenu dans la frontiére de p,) € (),
ou bien e, est vide. Il vient

(10) _ F(e) =F(p8) + Y, (dneen) u,

la série étant absolument convergente; p? est dans un s (de 9t'),
ou bien dans un s; (de 9t). Au premier cas, F(p’) est connue, car
ssCcH—Hp et F est supposée déja calculée dans toute sphére
ouverte contenue dans H — Hp. Au second cas (11.4),

S
(20) F (p9) =2(0neP3p) u,.+f FiP) (rel. a p).
n 43

En posant py =p(crcH —p,), il vient

@) [P el 4 p) =1im D ep) Pz [pour N (5, 8) o],
P t

ou S={s,(z,)} (j=1,...,v) dénote un systéme fini (rel. & p) de-
sphéres fermées s,(x,)Cp [r, étant le centre de s,(z))]; les si(x.),
qui interviennent au second membre, sont dans p —ppcH — Hp;
selon I'hypothése dans (11.5), les totales F(s?(x.,)) qui correspondent
sont connues, de méme pour les

F (s, (1)) = F (s} () + ¥, (0n €2) i,

ol ¢, est la frontiére de s,(z,). Par conséquent, I'intégrale de Burkill
dans (2,) est effectivement obtenue, ainsi que les F(p,) (10) (v = 1, 2, ...).

Enfin, d’aprés I’additivité compléte dans ot de F, on obtient

(30) F(r) =2F(p‘,) pour tout r (de Oﬁg)cH—-p,,
v=1
ce qui est la conclusion dans la proposition (11.5).

Si p: (11.4 a) n’est pas parfait-s dans H, e.g. si p, posséde des
points isolés-s, nous envisageons la famille 9 = {o.} (i =1,2,...),
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I c G¢, définie d’accord avec [8, (19)]; 9t consiste des sphéres de G-,
contenues dans H, telles que :
o,p#o, 0.p1Cq, ¢ étant la frontitre d'un r, (de IM%)cH;
o,p: €3, mais en général F(s,p,) > o; on a

F (o1p1) =Z (0. €0, p1) up, (absolument coniergente).e
n
L’ensemble e, des points isolés-s dans p, est couvert par 9t ; e, =Za, Di;
Uensemble

(10) p2=pi—e; est fermé dans H.

(11.5a) Dans les conditions de (11.5) [donc F étant calculable

contigliment & p, (11.4 a)] il suit que le probléme contigu a p, est
résoluble.

Soit ' = {ok} (k =1,2,...) la famille des sphéres de G* dans
H — p;; la réunion de ces sphéres est H—p,. Il vient

H —poZG‘,-i-zak.

D’aprés I’énoncé (11.5), la totale-S F est effectivement connue dans
chacune des sphéres ¢ft. De méme, F est connue pour tout p
(de Jng)c un o5 en effet,

=a+B, a=p(a—op), B=papi(cg); a(deMiycH—p,

donc F(«) est connue; enfin on calcule

F(p) = F () + F(B) =F («) + Y, (bn €pa11) hn.

H — p, étant dans la réunion des o, et des o* et F étant connue dans

chacune des o* et des o, nous obtenons F(r) pour tout r (de itj) c H—p,
moyennant des procédés de la sorte qui ménent a (3,); ainsi

(20) F(r) =ZF(pv), ev(de ) disjoints, pycunc! oubien pycunoy;
1

ici les ¢, o; sont les sphéres des familles 9t, 9t’ dont il s’agit a la
suite de (3,). La constatation (11.5 a) est vérifiée.

Nous obtenons une suite transfinie d’ensembles py, p:, ..., pg, .- -
fermés dans H comme il suit.

(3°) B (> 1) est de premicére espéce et le probléme est supposé résolu
contigiiment & pg_,. On procéde comme dans [8, (4°)]. Ainsi on obtient
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des développements analogues & ceux donnés en rapport avec (1°), (2°);
Pg—1, €81, pg = pg_1+ — eg_, remplacent p,, e, p.; I = {7,}, CG,
sera la famille des sphéres de G, contenues dans H et jointes & pg_.,
telles que o,pg_, soit contenu dans la frontiére d’un ensemble de Jm;
' ={g*|sera la famille des sphéres de G* contenues dans H — pg_;;

€3 =261p3_1. On calcule F contigiment a pg, e.g. pour tout r

(de 5'1‘63)CH——pg, moyennant une formule comme (2°), 9t et I’

ayant la nouvelle signification [eg_, est I'ensemble des points isolés-s ’
dans pg_,].

(4°) B est de la seconde espéce; F est supposée calculée contigitment
a lout p, (« <B). Par définition,

re=[J =8 pu
N ={s} (i=1,2,...) est la famille des sphéres de G, telles que
toute s, cH — p,. pour un o = «, << 3. La démonstration dans [8, (5°)]

s’applique et I'on montre que H — pgc 23" La totale-S est connue
pour (et dans) chaque s,. Pareillement & (2°) on déduit que

(59) F(r)=YF(p) pour r (de Jig)cH— pg,

oul les p, (de Jit’) sont disjoints et tout p, est contenu dans une s,
de 9t; les F(p,) sont déja connues. Ainsi, dans le cas considéré, (5°)
présente la résolution du probléme contigu a pg. -

A partir de p parfait-s dans H [dont il s’agit dans (11.5)], il y a
une suite transfinie d’ensembles fermés dans H:

POP1dP:d . DPad. ., poecH (a>o0); p1 non dense sur Hp.
Pour un o, (minimal) des classes I, II, la suite se stabilise, de sorte que

(11.6) P* = Pa, st parfait-s dans H et non dense sur Hp.

Désignons par (*) Uopération dont Uapplication a p, ou bien
a p, (11.4a), méne a lensemble p* (11.6); p*= (p)'= (p.)". Les
développements a la suite de (11.3) jusqu'a (11.6) montrent que si
le probléme est résolu contigiment & p (méme si F est seulement connue
pour les sphéres ouvertes s, c H, disjointes de p), ou bien lest conti-
gtiment a p,, F sera effectivement calculable dans H — p*.

SE™VICE DE
MATHEMATIQUES
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Commencons avec ’ensemble p = P, = H, qui est parfait-s dans H.
Désignons par 9, = {s,} la famille des sphéres de G‘, contenues
dans H, telles que dans chacune d’elles :

(11) F(p) =2(0,, €p)u, (absolument convergente) pour tout p (de 3715) csy.
En tenant compte de (11.3), il découle que

N\ ’
(21) Ppi=H ——2‘ s; est fermé dans H, non dense sur H.

Tout r (de Jit3) contenu dans H — P, , est couvert par 9, ,; en raison
de (9.5),

r =va, ¢y (de J) disjoints, pycun s (k= ky);
1

en plus (1y),

(31) F(r) = ), [(bn€p) ual,
v=1

avec [...] absolument convergente.

Les développements (1,)-(3;) constituent le commencement du
calcul de la totale-S de la sériez U, en résolvant le probléme contigu
a Py 1; Py, joue le role de p, (11.4). Moyennant I'opération (), il vient
(41) Py=(Po)*=(Py,1)*, P, (< H) est parfait s dans H et non dense sur H.

Le probléme est résolu contigiment & P, de la maniére indiquée

dans (11.5)-(11.6); dans ce stade du calcul, les intégrales de Burkill
n’interviennent pas.

Une suite transfinie d’ensembles P, ,>.P,., survient safisfaisant
a (8.10) et a la constatation en italique qui suif. On a Poy = (Pq,1)";
de plus, si a est de premiére espéce, Po.y = (Po)* [ici (*) est I'opéra-
tion introduite 4 la suite de (11.6)]. Pour « de seconde espéce,

Pe,, =H(‘y< a)Py,1. Si a est de premiére espéce,
(1) Pa,1=Pa— ¥ siPs,
It = {s,} formée des sphéres de G* telles que

s
(a2) sicH, 3Py # o, F(p) =z(ﬂ,,epPa) u,,-+—f F®a) (rel. a Py)
P
n

pour tout p (de Jitj)cs, la série étant absolument convergente

[ef.- (11.4)-(11.4 a)].
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On aPy > P,uy,i (2 2 0)au sens strict. La suite transfinie des P, ;.
se stabilise’de sorte que pour un «, (des classes I, II) minimal P, = o,
Si F a été calculée contigiiment & P,_, ; (« de premiére espéce, « > o).
on obtient F dans H — P, en utilisant le fait que P, = (Pa—y,)*
et en tenant compte de la remarque 4 la suite de (11.6), ott py = Pq—y,1;
pour « = 1, les développements ont été donnés dans (1,)-(4:); pour «
(de premiére espéce) >1 on procéde d’une maniére analogue; dans
ce cas, les intégrales de Burkill généralement interviennent. Si «
est de seconde espéce et F a été calculée dans H — P, , pour tout y <o,
nous dénotons par 9 = {s,} les sphéres de G, telles que toute s,
est dans un H—P,,, (y <a). F est connue pour (et dans) toute s,
de Jt. Moyennant une démonstration comme celle dans [8, (5°)]
on établit que la famille 9t couvre H—P, ;. De la méme fagon
comme en rapport avec (2°), il résulte que, pour tout r
(de oTtg)c H—P,,4, 0n a

F(r) =2F (pv), des py(de Jjs) disjoints, tout pycun s; (de IT);
1

les F(py) sont connues. Avec a« de seconde espéce, on a calculé F
contigiment 3 P, ..

Le calcul de la totale-S, F, sur H de la sériez u, se termine, en

procédant transfiniment comme on I'a indiqué, au moment ol le
probléme est finalement résolu contigiment & Pa, =o0 (2 de
premiére espéce); e. g. on obtient F(H), ainsi que F(p) pour tout p
[de Jr:, conséquemment de Jis]cH.

Les développements que nous venons de présenter justifient
l'appellation « fotale-S des séries ».
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