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ETUDE DU SCHEMA FLUIDE PARFAIT

ET DES EQUATIONS DE MOUVEMENT
DANS LES THEORIES
PENTADIMENSIONNELLES

DE JORDAN-THIRY ET DE KALUZA-KLEIN

Par Mme Aline SURIN.

INTRODUCTION.

Les théories de la relativité restreinte et de la relativité générale ont
permis U'unification du champ électrique et du champ magnétique,
en un méme hyperchamp représenté par un tenseur antisymétrique.
Mais, alors qu’en relativité restreinte, le champ gravitationnel appa-
rait comme un phénoméne non lié a l'espace-temps de Minkowski,
il se trouve représenté en relativité générale par le tenseur métrique
symétrique de composantes g;,. La relativité générale apparait
satisfaisante en lant que théorie du champ gravitationnel pur; par
contre, elle n'est pas une véritable théorie de I'éleciromagnétisme
qui apparait comme un phénomene superposé a la structure géo-
métrique de la variélé riemannienne, cadre géométrique de la rela-
tivité générale.

Deux groupes de théories tendent a 'unification du champ gravi-
tationnel et du champ électromagnétique. Les premitres ont pour
cadre une variél¢ pentadimensionnelle : ce dont les théories de

Kaluza [29] (%), O. Klein [30], P. Jordan [28] et Y. Thiry [35].

(') Les numéros entre crochets renvoient & la bibliographie.
MEMORIAL DES S0. MATH. — N° 159. 1



2 A. SURIN.

Les autres ont pour cadre une variété a connexion affine quelconque,
quadridimensionnelle.

Dans ce travail, nous nous intéressons au premier groupe de
théories unitaires, les théories pentadimensionnelles. Nous utili-
serons le formalisme ¢laboré par A. Lichnerowicz et Y. Thiry, qui a
conduit a la théorie appelée théorie de Jordan-Thiry [35].

La structure géométrique de l'univers est celle d’une variété
riemannienne 4 cinq dimensions Vj, sur laquelle est définie une
métrique hyperbolique normale de signature (4 ————). De
méme que la relativité générale généralise la relativité restreinte, la
théorie de Jordan-Thiry doit généraliser la théorie de la relativité
générale. Ltant donnde la nécessité de mettre en évidence une
variété riemannienne 3 quatre dimensions V,, qui puisse étre inter-
prétée comme cadre de la relativité générale, V; est supposée
admettre un groupe connexe a un parameétre d’isométries, satisfaisant
des hypotheses que nous rappelons au début du premier chapitre.
La variété V,, espace quotient de V, par le groupe d’isométries,
devra alors pouvoir étre interprétée comme l'espace-temps de la
relativité générale. Les équations de champ, qui permettent de
déterminer les composantes du tenseur métrique de V;, ont été
choisies comme une généralisation formelle de celles de la relativité
générale. Elles seront donc

Sap=6ap

(la constante cosmologique étant supposée nulle), S,g désignant les
composantes du tenseur d’Einstein symétrique, qui satisfait les
identités de conservation

D“Sg =o,

0,5 sont les composantes du tenseur d’impulsion-énergie, qui doit
représenter la distribution de masses et de charges. Les équations de
champ sont linéaires par rapport aux dérivées secondes des potentiels
et présentent le caractere hyperbolique normal.

Les équations de champ, écrites en termes de V,, peuvent se
séparer en trois groupes :

le premier peut étre comparé aux équations de champ de la
relativité générale,
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le deuxitme généralise les équations de Maxwell de 1’¢lectro-
magnétisme classique,

ct enfin une derniére équation détermine yoo. Tous les potentiels
ont alors une interprétation physique, sauf y,0, qui malheureusement
ne semble pas présenter une signification immédiate. Dans cette
théorie, les équations de Maxwell se déduisent des équations de
champ : c’est, en opposition a la théorie provisoire de l'électro-
magnétisme, que cette théorie est dite unitaire.

Si Yoo est supposé constant, les deux premiers groupes d’équations
sont rigoureusement les équations de la théorie provisoire de
I'électromagnétisme, mais la variable yoo n’est pas solution de
I'équation susceptible de la déterminer.

Une autre théorie, celle de Kaluza-Klein [30], a é1é ¢laborée avant
la théorie de Jordan-Thiry : clle peut étre étudiée dans le méme
formalisme. Le groupe d’isométries se réduit a un groupe de transla-
tions, ce qui entraine yoo constant. Les équations de champ, déduites
d’un principe variationnel, sont alors

Sal — Qui,

Elles comprennent les deux premiers groupes des équations de
champ de la théorie de Jordan-Thiry signalées plus haut, équations
dans lesquelles yo0 est supposé constant. La théorie de Kaluza-Klein
constitue donc un formalisme équivalent a la théorie provisoire de
'électromagnétisme, et ne se présente pas exactement comme un cas
particulier de la théorie de Jordan-Thiry.

Au chapitre I, nous rappelons les fondements de la théorie de
Jordan-Thiry; nous utiliserons ces bases dans la suite de ce travail.
Les équations de champ du cas extérieur sont écrites en termes
de V., munie soit de la métrique quotient, soit de la métrique
conforme introduite par F. Hennequin [27].

Au chapitre II, nous écrivons les équations de champ du cas
intérieur, en termes de V,. La variété est munie successivement des
deux métriques signalées dans le chapitre I. En premier lieu, nous
avons écrit ces équations sans particulariser le tenseur impulsion-
énergie de Vy, c’est-d-dire, sans nous placer dans un schéma déter-
miné. En nous rappelant que I'idée directrice fondamentale dans
cette théorie est I'interprétation de V, comme la variété espace-temps
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de la relativité générale, nous obtenons l'interprétation physique
de @ et 8 (les interprétations étant différentes selon la métrique
dont est munie V,); @0 n’a pas d’interprétation physique, mais dans
le schéma fluide parfait, @, se calculera a partir des éléments qui
déterminent @, et . Nous essayons ensuite de définir le schéma
fluide parfait unitaire, susceptible de généraliser le schéma fluide
parfait de la théorie provisoire de I'électromagnétisme; nous
obtenons ainsi la forme générale du tenseur impulsion-énergie de V,
puisque les composantes contravariantes du vecleur vitesse unitaire
de V, (relatives aux indices 1, 2, 3, 4), sont proportionnelles & celles
du vecteur vitesse unitaire de V,. Puis, en identifiant les deux
premiers groupes d’équations avec celles de la théorie provisoire
dans le schéma fluide parfait chargé, nous interprétons les éléments
introduits dans V; en ¢léments fonctions des données physiques p,
[~ et p représentant respectivement la densité de matiére, la densité
de charge et la pression. Dans la suite, nous supposons que le fluide

admet une équation d'élat p=g¢ (%), équation donnée par la

physique, ce qui entraine une relation entre des scalaires de V. Le
schéma mati¢re pure a é16 étudié¢ par Y. Thiry [35] : nous vérifions
qu'il apparait bien comme un cas particulier du schéma fluide
parfait. Nous écrivons les conditions de conservation dans ce schéma,
et étudions la forme sous laquelle elles se présentent.

Apres avoir rappelé les résultats obtenus par A. Lichnerowicz [9],
dans 'étude du probléme de Cauchy pour les équations de champ
du cas extérieur, nous nous proposons de résoudre le méme probleme
pour les équations de champ du cas intérieur, schéma fluide parfait.
Les résultats sont analogues a ceux obtenus en relativité générale
dans le schéma fluide parfait non chargé, et sont indépendants de la
métrique dont est munie V,. D’aprés le théoréme établi par
Y. Choquet-Bruhat [7], la solution existe et est unique, & un change?
ment de coordonnées prés conservant tout point de la surface 2
(portant les données de Cauchy), et les données de Cauchy.

Le tenseur impulsion-énergie étant de la forme
848 = roavg— ly1a,
les dérivées partielles premiéres des composantes covariantes ¢, du

. N .
vecteur vitesse unitaire ¢ ainsi que celles de r et de / sont continues
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a la traversée de 2. De plus au voisinage de Z, les données de
Cauchy satisfont aux équations de champ du cas unitaire, et le

vecteur ¥ est encore unitaire.

Les variétés exceptionnelles sont alors mises en évidence et, entre
autres, les ondes hydrodynamiques dont la vitesse de propagation est
celle obtenue en hydrodynamique classique par le théoréme de
Hugoniot et, en relativité générale, dans le schéma fluide parfait non
chargé. Les calculs donnés pour l’étude du probléme de Cauchy
entrainent immédiatement l'invariance de r, ! et v, par le groupe
d’isométries.

Toujours dans le schéma fluide parfait, nous étudions le prolon-
gement de la métrique unitaire extérieure dans la métrique intérieure
et inversement.

Enfin, de facon a traduire les conditions de conservation en
termes de V,, nous calculons en repéres orthonormés et en termes
de V,, DF;B‘,E et D3B£§, B.f étant les composantes mixtes d’un
tenseur de V; invariant par le groupe d’isométries. Les conditions
de conservation de V; auraient pu étre obtenues a partir d’identités
de V, que nous précisons, et des équations de champ de V4 traduites
dans V,. Aprés avoir écrit dans V, les condilions de conservation
d’un schéma quelconque, nous les écrivons dans le schéma fluide
parfait en vérifiant que pour voo constant, nous obtenons celles de la
théorie provisoire de I'électromagnétisme.

Le chapitre III a pour but de trouver une solution des équations
de champ (cas extérieur et cas intérieur), par une méthode d’appro-
ximation. Nous précisons les hypotheses faites sur le tenseur
métrique, et faisons un calcul effectif, en premiere approximation et
en coordonnées isothermes. Ces calculs sont analogues a ceux faits
par F. Henunequin [27], mais nous avons démontré que y,, et Yo, ont,
en premiére approximation, un ordre différent de celui choisi
a priori par F. Hennequin.

Le calcul est particularisé au cas de N domaines présentant la
symétrie sphérique. Parallelement, nous déterminons en premiere
approximation, le tenseur métrique satisfaisant les équations de
champ du cas extérieur et les conditions d’isothermie. Nous suppo-
sons dans ce calcul que les singularités du champ extérieur sont
ponctuelles & symétrie sphérique. En dehors du fait que certaines
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constantes peuvent étre déterminées en interprétant physiquement
le probléme (c'est-a-dire en utilisant les équations de champ du cas
intérieur), nous devons faire par rapport au calcul précédent, une
hypothese supplémentaire; ce sera, par exemple :

weo(t)

La suite de ce travail a pour but d’établir les équations de mouve-
ment par des méthodes généralisant celles de la relativité générale.
Les travaux relatifs a cette dernitre théoric sont irés nombreux et la
bibliographie sur ce sujet est incompléte. En théorie de Jordan-
Thiry, F. Hennequin a étudié les équations de mouvement par la
méthode du tenseur impulsion-énergie et a fait le calcul effectif, en
premiére approximation.

Dans le chapitre IV, nous établissons en théorie de Jordan-Thiry,
les équations de mouvement & partir des équations de champ du cas
extérieur : c’est une généralisation de la méthode des singularités,
établie en relativité générale par Einstein, Infeld, Hoffmann [12],
puis approfondie par Pham Tan Hoang [23]. Nous terminons les
calculs en premiére approximation, sous I’hypothese de N singularités
ponctuelles & symétrie sphérique. Les résultats qui sont d’ailleurs
identiques & ceux obtenus par la méthode du tenseur impulsion-
énergie, pour N domaines présentant la symétrie sphérique, sont en
contradiction avec les équations de mouvement en électromagnétisme
classique.

Ayant obtenu des résultats inacceptables inhérents a la théorie, il
semble naturel de revoir l'interprétation physique de V, et, entre
autres, le choix de la métrique conforme. Il semble malheureusement,
qu’une modification des équations de champ de la théorie de Jordan-
Thiry soit nécessaire. Nous établissons le résultat suivant : quel que
soit le choix de la métrique conforme a la métrique quotient, il n’est
pas possible d’obtenir les équations de champ de la relativité générale,
en deuxiéme approximation, dans le cas gravitationnel pur.

Dans le chapitre V, aprés avoir rappelé les fondements de la
théorie de Kaluza-Klein, nous montrons qu’en repéres adaptés, les
conditions de conservation sont celles de la théorie de Jordan-Thiry,
avec £ = 1. Tous les résultats du chapitre II se transposent immédia-
tement en théorie de Kaluza-Klein.
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Nous démontrons alors que le résultat (établi par F. Hennequin
en théorie de Jordan-Thiry) est valable en théorie de Kaluza-Klein,
en repéres adaptés : compte tenu des équations de champ en coor-
données isothermes, les équations approchées de mouvement sont
équivalentes aux conditions approchées d’isothermie.

La méthode du tenseur impulsion-énergie et la méthode des
singularités, pour obtenir les équations de mouvement, s’appliquent
a la théorie de Kaluza-Klein. Les équations de mouvement obtenues
par la premidre méthode (dans I’hypothése de N domaines intérieurs
a symétrie sphérique), et par la deuxiéme méthode (dans ’hypothese
de N singularités du champ extérieur, ponctuelles a symétrie
sphérique) sont identiques en premiére approximation : ce sont celles
de I'électromagnétisme classique.

Au chapitre VI, les solutions des équations de champ du cas
extérieur sont calculées en deuxi®me approximation, en théorie de
Kaluza-Klein. Des fonctions arbitraires de ¢, introduites dans ce
calcul, sont déterminées en utilisant les conditions d’'isothermie et
deux des équations de mouvement. La difficulté de ce calcul réside
dans le choix de la solution d’équations de Laplace avec second
membre, solution qu’il est suffisant de détermincr au voisinage de
chaque singularité.

Au chapitre VII, de fagon a faire progresser les équations de
mouvement relativistes, nous écrivons, aprés de trés longs calculs et
en deuxi®me approximation, les équations de mouvement relatives
aux N singularités du champ extérieur. Nous vérifions que, dans le
cas gravitationnel pur, les équations obtenues sont celles de la
relativité générale, déduites des équations de champ du cas
extérieur.

NOTATIONS.
@, B, A, p prennent les valeurs o, 1, 2, 3, 4
i, J » 1,2,3, 4
A, B, » 0,1,2,3
A,B » 1, 2,3

z* désigne la variable temporelle, (2*) les variables spatiaies.
V; est munie de la métrique do® = y,8 dz* dzB.
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V. (espace quotient de V par le groupe d’isométries) est munie soit

de la métrique ds*= gi;dz’ dz/, avec g, j=Yij— ToT'—-Y""a soit de la
00

métrique d5? = g;;dzi dz/, avec gij=£ gij (quelquefois, d5? dési-
gnera une métrique conforme quelconque et g;; désignerad g;;).

W3, sections d’espace de V, (définies par z*= Cte), seront munies
de la métrique ds? induite par celle de V,.

Métrique............ooiall do? ds? ds: ds?
Discriminant................ z
. . . (%) _
Connexion riemannienne..... I‘§Y Ty I"“,k T
Dérivation covariante. ....... D, v; ", VA
~
Tenseur de Ricci............ Ras ﬁ,,- f{;,- -
"
» d’Einstein.......... Sas St,- ég, -
on pose
Yoo = — 2,
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PREMIERE PARTIE.

THEORIE DE JORDAN-THIRY.

CHAPITRE 1.

FONDEMENTS DE LA THEORIE PENTADIMENSIONNELLE DE JORDAN-THIRY.

1. La variété riemannienne V;. — Avant de préciser les fondements
de la théorie de Jordan-Thiry, rappelons la définition d’une variété
munie d’une structure différentiable de classe G*. Une variété V,
A n dimensions est un espace topologique, séparé, connexe, dont
chaque point posséde un voisinage homéomorphe a la boule ouverte
euclidienne a n dimensions. Ces homéomorphismes induisent sur
V. des systémes de coordonnées locales, qui définissent sur V, une
structure différentiable de classe C¢ si :

«. les domaines de carte recouvrent V,;
B. en un point z appartenant a l'intersection des domaines de
deux cartes locales, les coordonnées de x dans I'une des cartes sont

des fonctions ¢ fois contintiment différentiables, a jacobien non nul,
de ses coordonnées dans I'autre carte.

Le cadre géométrique de la théorie de Jordan-Thiry est une variété
différentiable Vy 4 cinq dimensions, de classe G2, C* par morceaux.
(Ce qui signifie que, dans l'intersection des domaines de deux sys-
temes de coordonnées, les dérivées secondes continues du chan-
gement de coordonnées sont encore de classe C2?, excepté dans
le voisinage d’un nombre fini de surfaces de discontinuités, les
discontinuités étant du type de Hadamard.)

Au point z générique de V;, de coordonnées locales (z*), est
définie une métrique riemannienne de type hyperbolique normal, de
signature (+-————). Rapportée 4 un repere naturel, elle
s’écrit

do* = Yop (2) dz* dzb

(«, B, tout indice grec =o, 1, 2, 3, 4).
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Les potentiels v,3 sont de classe G*, C3 par morceaux, hypothése
compatible avec la structure différentiable de V.

Nous supposons que Vs admet un groupe connexe G a un para-
métre d’isométries globales de. V5. G définit une relation d’équiva-

Vs

lence R = G

» dont les classes d’équivalence sont les trajectoires z

relatives & G. Désignons par V,, 'espace quotient% de V;, par

les trajectoires d’isométrie. De plus, nous faisons les hypotheses
suivantes sur les trajectoires z :

a. elles sont orientées de fagon que do? <<o et ne laissent invariant
aucun point de V;;

b. elles sont homéomorphes au cercle T;
c. V, est une variété différentiable de classe C2, C* par morceaux,

. . . +
et V; peut étre identifiée au produit topologique V,<T?. £, le
vecteur générateur infinitésimal du groupe d’isométries, satisfait les
équations de Killing :

XYag = Dgla+ Dyfg=o,
>
X étant Popérateur de dérivation de Lie relatif au vecteur £.

2. Repére adapté au groupe d’isométries. — Choisissons les
coordonnées locales (2*) de V; telles que les () soient les coor-
données locales d’un point de V, (Z, tout indice latin =1, 2, 3, 4).

La donnée des (2!) détermine une trajectoire z sur laquelle z°
varie seul. Dol

fl=o0, 2o

Par un changement de coordonnées conservant globalement
chaque trajectoire, on peut toujours se ramener a (* = 1. Les variétés
2°= Cte sont alors homéomorphes 4 V,.

Un systeme de coordonnées locales, satisfaisant les propriétés que
nous venons d’énoncer, est dit adapté au groupe d’isométries.

Dans un tel systtme de coordonnées locales les équations de
Killing s’écrivent

XYag=0doYap=o0.

Les y,g sont indépendants de z°.
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Les changements de repére permettant de passer d'un repére
adapté a un autre sont de la forme
2t = ¥ (1),

| 2= a9+ (a7),

(I.1)

¢¥ et ¢ sont des fonctions arbitraires des z/. Dans toute la suite,
nous n’utiliserons que des systémes de coordonnées locales adaptées.

3. Variété riemannienne V,. Tenseur champ électromagnétique.
— Les trajectoires z étant orientées de fagon que do?<C o, nous
déduisons yoo << 0 et nous pouvons poser

Yoo=—§%,  avec §{>> o.

En groupant les termes en dz° dans do? :

dor = = [yoo A2+ Yo, dat] + (y,,— l‘ﬂﬂ) dat da.
Yoo Yoo

Etant donné le type de la métrique, do? peut se mettre sous la
forme
(I.2) dot = —(0)2+ (wi)2— (0l)?— (02)?— ()2

N

ou

wl=

%[m da® + 1o, dat).

Les o sont des formes de Pfaff des dz=.
Le repeére (w, ?E) dual du repere (z, »°) est orthonormé; 39_ est

tangente en z a la trajectoire z passant par z. Le repére (w, Zu) est
appelé repeére orthonormé adapte.

Posons

(1.3) dst= <Y,,- YY) gt s,
Yoo

/

Désignons par W, une section de V; par 2°=Cte. Dans un chan-
gement de reperes adaptés sur W,, on vérifie que y,, définit un
tenseur covariant d’ordre 2, vo, un vecteur covariant d’ordre 1, et Yoo

un scalaire. Donc, g, =v,— Y—"Yim, définit sur W, un tenseur
oo
covariant d’ordre 2. Et d’apreés (1.2) :

(L.4) dst= ()1 — (wl)P— (w1)*— (w2)".



12 A. SURIN.

Donc, ds? est invariant dans un changement de coordonnées
locales adaptées conservant globalement chaque trajectoire 3 :

(1.5)

L
{x‘ =z,

2% = 20+ Y (2/).

Ainsi, ds? définit intrins2quement sur V, une métrique rieman-
nienne, de type hyperbolique normal, de signature (++———).
Dans ce qui suit, V, et les sections W, seront alors munies de la
métrique riemannienne ds? ou d’'une métrique conforme.

F. Hennequin a montré dans sa thése [27] qu’il était intéressant
de munir V, de la métrique conforme £ ds?.

Considérons maintenant le champ de vecteurs covariants ¢,, défini
sur W, par

Bo.= %’
ou (3 est une constante.

Dans le changement de coordonnées (I.5), la loi de transformation
des g, est

Bor=Be,—ai}.

Mais F,;=0d,9,— 9,9, est invariant dans le méme changement de
coordonnées. Ce tenseur est donc intrinséquement défini sur V,.

Etant donnés les résultats obtenus dans ce paragraphe, V,, munie
de la métrique ds® (ou d’une métrique conforme), sera interprétée
comme I'espace-temps de la relativité générale.

Le champ de vecteurs ¢, associ¢ & chaque section W, sera inter-
prété comme potentiel-vecteur électromagnétique et F,; comme le
champ électromagnétique.

4. Equations de champ dans V;. — Dans la théorie de Thiry, on
suppose que les équations de champ sont une généralisation formelle
des équations d’Einstein de la relativité générale et s’écrivent

Sap= 80,

Sap désigne le tenseur d’Einstein de V;. @,5, appelé temseur
d’impulsion-énergie de V, doit représenter au mieux une distribution
de masses et de charges.
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Le cas unitaire extérieur de V; correspond au cas champ électro-
magnétique pur de la relativité générale, et les équations de champ

sont dans ce cas :
Sa:-j =0.

5. Théorie provisoire de I’électromagnétisme en relativité
générale. — Avant de traduire dans V, les équations de champ de
Vs pour en déduire une interprétation physique, nous allons
rappeler les équations de champ d’un fluide parfait chargé en relati-
vité générale. Sur la variété a quatre dimensions, cadre géométrique
de la relativité générale, se trouve définie une métrique hyperbolique
normale ds?= g;;dxzdz/ de signature (4+————). Les équations
de champ du cas intérieur sont :

8=G

Sy=x(Ty~+mw;), o4 x=—3

’

G ¢tant la constante d’attraction universelle;
¢ la vitesse de la lumigre.

Les sources d’énergie provenant de la matiére sont représentées
par le tenseur matériel d’impulsion-énergie T;;; pour représenter les
phénomenes électromagnétiques, on utilise le tenseur d’impulsion-
énergie 7;;. Les expressions de T;; et de 7;; sont induites par celles
de la relativité restreinte. Pour un fluide, T;; est défini en premiére
approximation par

(I.6) Tyj= (p+£)uiu,— c%gi,-,

p et p sont des fonctions scalaires > o désignant respectivement la
densité propre et la pression propre du. fluide, u; désigne le vecteur
vitesse unitaire de la variété.

T;j ainsi choisi, définit le schéma fluide parfait. Si nous annulons p
dans la relation (I.6), T;; définit alors le schéma matiere pure. Dans
la suite de ce travail, nous nous placerons dans 'un ou P'autre de ces
deux schémas.

tij se trouve défini a partir de H;; (tenseur champ magnétique
> >
H-induction électrique D) et de F;; (tenseur champ électrique
> =
E-induction magnétique B) :

1.7) W= [% HiF¥— I (HAF i+ H,-kF,’f)J.
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De plus, H;; et F;; sont liés par les relations

Fi,‘ 1—d

(F,,iu,-+ Fjpul) ur.

7 et d sont des scalaires désignant respectivement la perméabilité
magnétique et le pouvoir diélectrique.

Dans un milieu non dispersif (td =1), cas qui nous intéresse
dans ce travail, nous obtenons

H1/'= dFi/'-

Enfin, si nous supposons que le vecteur courant se réduit 4 un
courant de convection, H;; et F;; satisfont aux deux groupes suivants
d’équations appelées équations de Maxwell :

ViH/l=— fxput,

I .
Enl’k[viij= 0,

p désigne la densité de charge électrique et ni/#! les composantes
contravariantes du tenseur élément de volume de la variété.

Le deuxiéme groupe d’équations exprime l'existence locale d’un
potentiel vecteur ¢;, dont nous supposerons I'existence globale, tel
que

Fiy=di9;— 9,0

Les équations de champ du cas intérieur d'un fluide parfait chargé
sont alors, dans le cadre de la relativité générale :

Sy = % (Ty+ ),

1.8 .
a R,

ot F;j=0i9; — d;¢:. Tij et 7;; sont respectivement définis par (I.6)
et (I.7). Les équations (I.8) sont appelées équations de la théorie
provisoire de l’électromagnétisme.

6. Traduction dans V, des équations de champ du cas unitaire
extérieur de V. Interprétation physique. — a. Nous allons traduire
dans V,, munie de la métrique ds* définie par (I.3), les équations
de champ du cas unitaire extérieur de V;. Les équations obtenues
doivent étre comparables aux équations de champ de la théorie
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provisoire, dans le schéma champ électromagnétique pur, c’est-a-dire
aux équations ([.8) dans lesquelles nous annulons Tjj et p :

L Sij— % =0,
( ' ).-‘ VI'H/'1=0,

c’est ce qui nous amenera i cerlaines interprétations physiques.

Les composantes du tenseur d’Einstein défini dans la variété Vs,
rapportée & un repére orthonormé, peuvent s”’exprimer en termes
de V,, d’apres les calculs de Y. Thiry ([35], p. 343). En particulier,

nous avons

(1.9) Sio = 2‘12 v;(2'FL),

V; désigne l'opérateur de dérivation covariante pour la connexion
riemannienne de V,.

F;; et ¢ ont été définis dans le paragraphe 3.

La notation soulignée signifie que les composantes des lenseurs
sont prises en repéres orthonormés (soit de Vy, soit de V,).

Les équations S,, = o, comparécs au deuxiéme groupe des équa-

tions (I.8') entrainent I'existence d'un pouvoir diélectrique d =§°.
F;; étant interprété comme les composantes covariantes du tenseur
champ électrique-induction magnétique de V,, le tenseur de compo-
santes covariantes H;;=E*F;; définit le tenseur champ magnétique-
induction électrique.

7;j étant alors défini par (I.7) a partir de F;; et H;j, les calculs de
Y. Thiry signalés plus haut entrainent

2 2 (32
S5 =8, 2208 — L(Vioje— g, 80,
(I.10) . 3 L
59_2= Eﬁ-l- -ngEgFl__,- -l,

Sij et R;; désignent respectivement les composantes covariantes du
tenseur d’Einstein et de Ricci dans V,.

L’opérateur A est défini par V;( g% d;).

Les équations S;j=o peuvent alors étre comparées au premier
groupe des équations (I.8') et définissent un facteur de gravitation

variable <——- ame? %) .
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La 15° équation S,, = o doit permettre de déterminer £. Nous
allons mettre en évidence cette équation; pour cela nous rempla-
cerons I'équation S,,=o0 par une autre, compte tenu des équa-
tions S,; =o.

Ayant posé R = 1 R,g et S = 158S,q, de la relation

Sag=PRag—;TapR,
nous déduisons :

S=—§R
2

(l.ll) S£2=R [ B S.

O3] =

De plus, pour une solution de S;; =0, on a

(I.12) S=—S,,.

De (I.11) et (I.12), on déduit pour une solution de S;; = o,

D’apres les calculs de Y. Thiry ([35], p. 343) :

2
Reo = o + 2 p, pu.

= 3 4
Les équations de champ du cas unitaire extérieur de V; peuvent
alors s’écrire en repéres naturels adaptés :

Sy —2mer % Ty % (Vi0,E— 54 AF) = o,

(1.13) V,H/;=o,
Ag

3 +‘B—24E—2F11F'/'=0.

Pour { constant, les deux premiers groupes d’équations (I.13)
deviennent les équations de la théorie provisoire de 1'électroma-
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gnétisme, dans le schéma champ électromagnétique pur, mais &
constant n’est pas solution de la derni¢re équation (I.13) (excepté
dans le cas particulier F;;F%/ = 0). Donc, dans la théorie de Jordan-
Thiry, on ne peut pas supposer £ constant. La théorie provisoire de
Délectromagnétisme dans le schéma champ électromagnétique
pur n’apparait donc pas comme un cas particulier de la théorie
de Jordan-Thiry.

b. L'introduction dans V, d’un facteur de gravitation variable
reste peu satisfaisante. Aussi, F. Hennequin [27] a proposé de
munir V, d’'une métrique ds?> conforme a ds>.

Posons

ds? = A ds2.

Chaque élément défini dans V,, muni de la métrique ds?, sera

défini dans V, muuie de la métrique ds? et sera désigné par la méme
lettre surmontée d’un astérisque.

De ﬁ;j: Fij, on déduit
N 7

Fi/ = -)‘—2, ﬁii=Hii1
d’on, d’apres (I.7) :
(I.14) ty= L.

Apres des calculs directs, il vient

z 3 dph dgh 3 Ik 9N 1 -

Sy =8,— 78U8" 5T+ 5 - — 5 [Vi9,h — giiA],
(I.15)  { V,Hij= {V,Hfi,

¥ A Edah

At = ---)\—E + gmn d')’\“ Q_;}\__’

A est 'opérateur représentant g™V, d,. D’apres le premier groupe

des équations (I.13), écrites en termes de V, munie de la

métrique ds?, le facteur de gravitation sera celui de la relativité
générale si

2ncB2h  8=G

5 c

MREMORIAL DES SC. MATH. — N° 159,
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A doit donc étre égal & £ 4 une constante multiplicative prés. {8 étant
une constante & déterminer, nous pouvons prendre la métrique de
F. Hennequin définie par A =¥, ce qui entraine

Dans la variété V, munie de la métrique ds?=¢£ ds?, les équations
de champ du cas unitaire extérieur, s’écrivent alors, en coordonnées
locales adaptées

(1.16) ¥,1, = o,

CHAPITRE II.

ETUDE DU SCHEMA FLUIDE PARFAIT EQUATIONS DE CHAMP,
PROBLEME DE Caucny,
CONDITIONS DE CONSERVATION TRADUITES DANS LA VARIETE V.

7. Traduction dans V, des équations de champ du cas unitaire
intérieur. Définition dn schéma fluide parfait pentadimensionnel. —
Les équations de champ du cas intérieur (§ 4) peuvent s’écrire en
repéres orthonormés adaptés :

8.,=6.,,
(IL.1) o1 =8y,
I
Roo= §9§+9u

Nous nous proposons d’écrire les équations de champ de V;en
termes de V,, munie de la métrique ds?® puis de la métrique con~
forme £ ds?. Tout d’abord, nous ne particulariserons pas le tenseur
d’impulsion-énergie de V;, de fagon a obtenir la signification phy-
sique de ce tenseur, si V, est la variété espace-temps de la relativité
générale. Ensuite, nous donnerons a @,g une forme particuliére,
permettant de définir le schéma fluide parfait pentadimensionnel,
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schéma généralisant le schéma fluide parfait champ électromagné-
tique de la relativité générale.

a. Nous allons traduire les équations (II. 1) en termes de V, munie
de la métrique ds®. A partir des composantes covariantes 8,3 du ten-
seur d’impulsion-énergie symétrique de Vj, nous pouvons définir
intrinséquement dans V, un tenseur symétrique de composantes 8y,
un vecteur de composantes ©* et un scalaire © :

(I1.2) 6u=8u, 6i=86} 6=8,.

Un changement du repére naturel en repeére orthonormé adapté
(défini au paragraphe 3) s’effectue a I'aide des formules

wl=E (dz®+ B9, dxt),
(11.3) o' = AL das,

dztl= Al, wl,

Les deux derniéres expriment aussi dans V, un changement de
repére naturel en repére orthonormé. D’ou

A

0 ,=98,

800 = £26, 4,

87 est un scalaire intrinséquement défini sur V,. Il s’exprime en
fonction des éléments de V, déja signalés :

A 6
8“: el+ —_—
* ! Yoo

De (I.g), (I.10) et (II. 1), nous déduisons les équations de champ
du cas unitaire intérieur en coordonnées locales adaptées, en termes

deV,:

sII"" 21“: L Ty — ';' (th;E “gt/AE) = éln

(11.4) gV,Hll_.— 8},
At B2g2 8% B
—E -+ - FyFu= 30‘ -+ _E’ .

En comparant les deux premiers syst¢émes d’équations a celles de
la théorie provisoire de I'électromagnétisme (I.8), nous obtenons les
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. . . .. 2
interprétations suivantes pour @ i/ et @) : - @), représente le vecteur

B

i . . . . ..
courant et 87- le tenseur matériel d’impulsion-énergie de la relativité

générale; @go n’a pas d’interprélation physique. y = 8”2(}
teur de gravitation de la relativité générale.

b. Comme dans le cas unitaire extérieur, nous allons traduire les
équations (II.4) dans V, munie de la métrlque ds*=Etds?. 0/ défi-

nit alors intrinséquement dans V, un tenseur Qi :

2 R
0l = 9‘/7
d’ou
é
6, —
81,-- 'E—z'

D’apres (I.14) et (I.13), les équations de champ du cas unitaire
intérieur s’écrivent

2 3 0y 0 3 9if 9 G« 6
Szl-f-zg'[/gp" ZE-—Z—E-—;—;E%E——S c—z‘tti=-E—;’,
(11.5) ggiﬁn=ea
Bt 4., 0mb dnf  BYy 8 ' 6y
T =g g

Avec cette nouvelle métrique, le tenseur d’impulsion-énergie de V,
regoit une interprétation différente de celle donnée précédemment :

EE @) représente le vecteur courant et _F  le tenseur matériel d'im-
pulsion-énergie de la relativité générale.

c. Nous nous proposons maintenant de définir le schéma fluide
parfait de la théorie de Jordan-Thiry, susceptible de généraliser for-
mellement le schéma fluide parfait-champ électromagnétique de la
relativité générale (§5). @90 qui, d’aprés ce qui précéde, n’a pas
d’interprétation physique, pourra ainsi étre calculé. Nous ferons une
étude analogue a celle du schéma matiere pure pentadimensionnel
([35], p- 348-349), schéma qui doit d’ailleurs étre un cas particulier
du schéma fluide parfait pentadimensionnel, lorsque nous négligeons
la pression.
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r et [ étant des fonctions scalaires & déterminer, nous choisissons
comme tenseur d'impulsion-énergie

(11.6) 848 = rverg— I1a8,

. . > . .
da? peut étre de signe variable. Le vecteur ¢ contravariant, vitesse
unitaire de V;, sera alors défini par ses composantes

P = ——
dr

ou .
d2> o, d>=c¢eda? (e==1),

ce qui entraine

PPy = €.

. . > .
Les trajectoires de ¢ dans V; sont appelées lignes de courant pen-
tadimensionnelles.

Nous allons montrer que ¢¢ peut s’exprimer en fonction des com-
posantes contravariantes du vecteur vitesse unitaire de V, munie de

la métrique di?=¢ ds?, de t et de vo. De la relation

(ds)

edi2=— B (*{oodzo + Yo dat)?2+

\/-\/8-1-—-

I1 faut ajouter la condition ¢ 4+ 0

nous tirons

52 > 0, puisque § a été choisi positit
et que linterprétation de la relativit¢ générale pose la condi-

tion d52> o. D’oul

vi=u

(11.6") vf=ui¢'\/s+

Signalons en passant que £ et ¢ sont des scalaires intrinséquement
définis dans V,.

Au paragraphe 5, nous avons vu que dans le schéma fluide parfait
chargé de la théorie provisoire de l'électromagnétisme, le vecteur
courant (s'il est supposé se réduire 4 un courant de convec-
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tion) est (—4np ') et le tenscur matériel d’impulsion-énergie

(o= 82|

Nous allons montrer alors que les interprétations données a
'alinéa b de ce paragraphe entrainent la détermination de 7, I et .
En effet, 0,3 étant défini par (II.6) et exprimé en termes de V.,
nous avons

ﬁrvo&“/;_%g =— 4y &,
()b o ) -]
ce qui entraine les relations suivantes :
—2mud \/E:rvo\/;:-?v
(1167 x(erB)e=r(e+ 2),
I= EX%~

Nous pouvons ainsi exprimer la densité de matiére p, la pression p
et la densité de charge . en fonction de r, I, v, €t £,

p_1t,
e xé
—
(1L.7) W AR Y

()3
TNV A
Ces relations permettent réciproquement de déterminer r, [ et vo

en fonction de p, p, p et £. Pour simplifier I'écriture, nous posons

A= B

302(94‘ :—';)
Nous obtenons alors
— AL
T V- Ay
(I1.8) r=x(e+B) (-5 )5

1=x:L
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Notons que la condition ¢ (§*—A?) >0 est la traduction de la

2
condition ¢ 0—‘; > 0 : c’est elle qui permet de déterminer les valeurs
possibles de e.

Le schéma fluide parfait en théorie de Jordan-Thiry est donc
déterminé par les équations de champ du cas unitaire intérieur :

Su§= rogvg— l*{ag,

ou r, I et v, sont déterminés par (I[.8) avec la condition
e ((’— A?) > o. Nous verrons que r, [ et v sont invariants par le
groupe d’isométries, c’est-a-dire, en coordonnées adaptées, sont indé-
pendants de z°.

Sie=+1 (resp. e=—1), on obtient les lignes de courant telles
que do® > o (resp. do® << o). Pour que les scalaires p et p puissent
étre interprétés respectivement comme la densité de matiére propre
et la pression propre, il est nécessaire qu’ils soient > o, ce qui
entraine les conditions suivantes pour r, I et ¢ d’aprés (II.7) et

(11.8) :

(1L.g) o<l<r(e+‘;_§).

D’apres (II.9), nous pouvons remplacer la condition supplémen-

2
taire ¢ + %"2- > o par la condition r > o.

Les relations (IT.7) entrainent immédiatement que I'hypothese
d’un fluide parfait, lié par une équation d’état, se traduit en théorie

. 7 % . .
de Jordan-Thiry par 3 (s —+ —E—,_,) fonction de &

o) =o(0)

ce qui entraine
xe=1{ <X -c"%) - f,--

Dans le cas intérieur, le schéma fluide parfait avec équations d’état,
sera supposé défini par les équations

(IL.11) Sap= rva 98— l1ag,
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avec les conditions

vhp, =g,
2
(= )-se(f)
o< I<EY (é),
r>o.

De plus r, let ¢y s’expriment en fonction de p, p et pu d’apres (IL.8).

8. Conditions de conservation de Vs, dans le schéma fluide par-
fait. — Le tenseur d’Einstein Sep étant conservatif, le tenseur d’im-
pulsion-énergie de V;, @qg doit satisfaire aux conditions de conser-
vation suivantes :

Da9§=o,

D, étant P'opérateur de dérivation covariante pour la connexion
riemannienne de V.

Dans le schéma fluide partait défini par (II.11), ces conditions
s’écrivent

(IL.13) Do[roxeg— 1y§] =o.

Cette équation multipliée par ¢8 peut s’écrire
(I1.13") Dy (ree) —ev2d,l =o.

Le systéme (II.13) peut alors s’écrire, compte tenu de la précé-
dente équation,

(11.14) rv&Dg 08+ Evgvedgl—dgl=o.

L’équation (II.13') et les équations (II.14), écrites pour § = o et
B =4, seront utilisées dans I'étude du probléme de Cauchy. Utilisant
Iidentité ¢* Dy vo = ¢* d; 0o, Péquation (II.14) s'écrit pour a =o:

rold, 0o+ 0ldil = o.

Le systeme (II.13) est alors équivalent au systtme formé par les
équations (II.13), écrites pour B=o0etB=A, et par l'équation
(II. 14) écrite pour B=o0:

rotd o+ evyoldyl = o,
(II.15) Dg (ro20g) = o,

Da Gg = 0.



SUR LES THEORIES PENTADIMENSIONNELLES. 25

La premidre équation peut se traduire par la propriété suivante :
Sur toute ligne de courant,

dy,
Yo

(I1.15") +Efar—o.

La deuxiéme équalion se présente comme une équation de conti-
nuité. Elle a son équivalent en relativité générale dans le schéma
fluide parfait & condition de supposer I'espace temps V, stationnaire
et rapporté a des coordonnées adaptées.

Notons que dans le schéma mati¢re pure, la premiére équation
entraine vo = Cte le long des lignes de courant et la deuxiéme peut
alors étre remplacée par D,(r ¢*) = o, compte tenu de la premiere.
Dans le schéma fluide parfait, il s’avere plus intéressant de consi-
dérer la deuxiéme équation (II.15) au lieu de I'équation (II.13’).
Les conditions de conservalion se présentent sous la forme la plus
commode & utiliser dans (II.15), pour I'étude des équations de mou-
vement par la méthode du tenseur impulsion-énergie.

9. Rappels des principes’ relatifs au probléme de Cauchy dans le
cas unitaire extérieur. — Avant d’aborder le probleme de Cauchy
dans le cas intérieur, schéma fluide parfait, rappelons les résultats
obtenus par A. Lichnerowicz ([g], p. 207), dans le cas unitaire
extérieur.

Le probléme est le suivant : étant donnés, sur une hyper-surface =
de V; engendrée par les trajectoires du groupe d’isométries, les
potentiels y,g et leurs dérivées premieres, on cherche a déterminer
en dehors de X les valeurs de ces potentiels satisfaisant S,3= o.

Si 2 a pour équation local z* = o, il faut déterminer sur X, 0,47y
en fonction des donnécs de Cauchy, c’est-a-dire des valeurs de 1),

et 0,7y sur 2. Pour y#*45£0, le systtme S,g=o0 est équivalent au
systéme

(I1.16) {RA,B'=O (Ay, Byy... =0, 1, 2, 3).

(IL.17) S}=o.

Nous désignerons par le signe ~ une congruence modulo une
fonction des donnés de Cauchy et de leurs dérivées des deux premiers
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ordres par rapport aux z*. D’ot

I
RAinIN - ET“thYAlnﬂ
Si~o.

Les équations (II. 16) déterminent alors sur 2, d,,7,,5,, & la condi-
tion y** £ o.

Les dérivées d.s7as n'intervienncnt dans aucune équation : ces
dérivées n’ont donc par de sens physique. (Il existe en effet des chan-
gements de coordonnées conservant les coordonnées de tout point
de 2 ainsi que les données de Cauchy. Ces changements de coor-
données permettent de faire disparaitre éventuellement les disconti-
nuités a la traversée de 2 de ces dérivées secondes. )

Le systéme des équations d’Einstein est en évolution. En effet,
les conditions suivantes vérifiées sur X :

3
S;=o, Ra,,=0

entrainent sur X :
sf=o, 9gSE=o.

Les identités de conservation
DgSE=o
entrainent donc sur X :
S =o.

On peut en déduire que S} est nul au voisinage de 2.
La résolution du syteme des équations d’Einstein se raméne donc
a deux problémes :

a. Probléme des conditions initiales : Recherche des données de
Cauchy satisfaisant le systeme S§ = o.

B. Probleme de I'évolution : Détermination des potentiels Yap au
voisinage de 2, solutions du systéme R, 5, = o, pour des données de
Cauchy satisfaisant les conditions du premier probleme.

Le probléme concernant I'existence et I'unicité des solutions du
systéme des équations d’Einstein a 6t6 résolu par Y. Choquet-
Bruhat [7]. Sous des hypotheses de différentiabilité, le probleme admet
une solution unique.
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L’étude précédente a mis en évidence les variétés caractéristiques
2., d’équation locale z'= o, telles que y**=o0. Une variété caracté-
ristique 2, d’équation locale f(2i) = o, satisfait donc la condition
1280, f 0pf = o. Elle est alors tangente au cone élémentaire en chacun
de ses points. Les caractéristiques de cette équation aux dérivées
partielles du premier ordre sont appelées bicaractéristiques des équa-
tions d’Einstein. Elles représentent les géodésiques de longueur
nulle de la variété V.

Les variélés caractéristiques de V5 se projettent dans V, selon les
variétés caractéristiques de V,, c’est dire qu’elles sont tangentes en
chaque point au cone élémentaire de V,.

10. Probléme de Cauchy dans le cas unitaire intérieur, schéma
fluide parfait. — Etant donnés sur une hypersurface X de V, engen-
drées par des trajectoires du groupe d’isométries les potentiels y,g et
leurs dérivées premieres, il faut déterminer au voisinage de X les
valeurs de Y., I et v, satisfaisant les équations de champ du cas
intérieur, dans le schéma fluide parfait.

Nous supposerons en outre que le fluide admet une équation d’état,
sinon il faudrait supposer I'une des trois quantités r, I et ¢o donnée
sur ¥, ce qui ne serait pas intéressant physiquement.

a. Rappelons les équations définissant le schéma fluide parfait
avec équation d’état.

(IL.11) Sap=rvavg— I7a8;

vEpg = ¢,
(112 g’(”%) =& (g)s

(0<l<E‘P(—;)’

r>o.

Pour y*4 £ 0, le systéme (I[.11) est équivalent au systéme

l—
(I1.18) Ram = 2 a5+ Fon o,

(I1.19) S = roroy — Iy3.

Supposons que 2 ait pour équation locale z* = o, les données de
Cauchy sont alors les valeurs sur 2 de v,g et de d,yag. S§ dépend
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seulement des données de Cauchy. Par contre, le calcul de R,
modulo une fonction des données de Cauchy et de leurs dérivées par
rapport a z*, entraine

(11.20) Ra,p,~ — %Y“du‘ﬂ,&-

D’aprés (II.11), (II.12) et (II. 19), nous pouvons écrire

e(S5+ 173) (S;,-o- l7;) YA = (ret)e,
Saé ZY“
=
_ Sk
VA‘—- I‘_P‘
(Il.21) (roby?
r=—————)
Ste - Jyse
l
#(3)
BN CEH N
€+ (rov)2E?

Ayant choisi une valeur pour ¢, la premiére relation détermine
re* an signe prés (signe que nous choisirons une fois pour toutes) en
fonction de ! et des données de Cauchy.

D’apres les deux dernieres relations, { doit étre solution de I'équa-
tion suivante :

(I1.22) (SX+Iv}) (Sp—+ lvp) Y+ (Sgi)a = E [S4 41 y4],
{ étant choisi, r, v* et v, se trouvent alors déterminés d’apres les
quatre premidres relations (II.21).

Enfin, d’apreés (II.18) et (IL.20), 04474,s, se trouve déterminé sur
la variété X, a condition que ce ne soit pas une variété caractéris-
tique. Il faut donc supposer y**5£ o.

La détermination sur 2 de r, {, v*, ¢,, et d,,7,,p, nécessite donc les
conditions suivantes pour les données de Cauchy et le choix de ¢ :

™#o,
(I1.23) St Iy > o,
ey (85 + 7v3) (S:,,+ l-{l:,) >o.
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Le systtme de conditions que doit satisfaire /, solution de
(IT.22), et les données de Cauchy, peut encore s’écrire

o,
(11.24) St Iy4> o,
e[yt 21884 PusiSi] > 0.

Avec ces conditions, nous pouvons conclure, comme dans le cas
unitaire extérieur, que toutes les dérivées secondes des potentiels yqp
sont continues a la traversée de X (3 un changement de coor-
données prés conservant les coordonnées de tout point de 2 ainsi que
les donnés de Cauchy).

b. Nous devons aussi étudier les conditions de conservation qui
peuvent se traduire, comme nous ’avons vu, selon (II.13") et (II. 14).

Ecrivons (II.13') modulo une fonction des données de Cauchy,
puis (1I.14) covariante pour B = o0 et contravariante pour 3 =4 :
rdyot+ o4 (dyr —ed,l) ~o,
(IT.25) rocdyvo+ evtogdil ~ o,
rotd, ot — [yH— g (v¥)2] 9,0 ~ 0.

De plus, en dérivant I'équation d’état par rapport & z* :

(11.26) 2r Joise+rdur (z-:+ %)—q/o,.lfvo

(q/ désignant la dérivée de ¢ par rapport a %) .

Si vo et ¢* ne sont pas nuls, (I.25) et (II.26) entrainent que d,r
et 9, satisfont le systéme

v ' o3
(s+ ?) dir— (Y +2s——-) di~o.

— (¢¥)2dyr + [2e6vF — YH] Al ~ 0,
£

Donc d.r et 9,1 seront déterminés simultanément sur 2 seulement
si

=2+ (s 1) #o,

voF 0,
vt £ 0.

(IL.27)
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Enfin, d,¢, sera déterminé par l’équation (II.14), puisqu’elle
entraine

rotdy o)+ vtndil — ol ~o.

c. Supposons que Yo, v, I et I satisfassent sur X les équations
(11.28) St =8,
(11.28") phoy =e.

De plus, postulons que Y., v, r et I satisfont partout
1
(11.29) Rap,= 84,8,— 374,565,
(1I.29") D, 85 =o.
Pour simplifier I'écriture, nous avons posé

848 = rvevg— Y48,

) =()

o<l<s¢(%),
r>o.

avec la relation

et les conditions

Les équations (IL.28) et (I. 29) entrainent sur Z les relations
Sg —_ eg =o,
dni(sg—eﬁ) =o.
Compte tenu de ces relations, on déduit de (II.2g') :
0,(S}—83) =0 surZ.
L’équation (II.28) est donc vérifiée au voisinage de X. De plus,
(I1.29') entraine la condition (II.13), qui, multipliée par ¢B, s’écrit

vepBDyog=0
ou encore
vady (vBrg) = o.

Donc vBop reste constant le long des lignes de courant et ¢8, uni-
taire sur 2, P'est aussi au voisinage de 2. ¢, ayant une valeur bien
déterminée sur X, aura la méme valeur en dehors de 2.
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On peut donc conclure que les équations (11.29) et (IL.29') étant
satisfaites partout, les équations (II.28) et (II.28'), supposées satis-
faites sur Z, le seront aussi au voisinage de 2.

Le probléme de Cauchy revient donc a la résolution de (1I.29) et
de (IL.29'), les équations (II.29') se traduisent par les équations
(II.13). Ce systtme admet une seule solution, si les conditions
(IL.24) et (II.27) sont satisfaites par les données de Cauchy et si
l est solution de 'équation (IL.22).

11. Variétés exceptionnelles mises en évidence par le probléme
de Cauchy. Ondes hydrodynamiques. Vitesse de propagation. —
A. L’élude précédente permel de conclure qu’il peut y avoir des dis-
continuités de r, / et v, & travers la variété X, cette variété ayant
pour équation z' = o.

@. si X est une variété caractéristique, c’est-a-dire telle que
Yﬁ A= fs) ;
b. si clle est telle que
St 4 Iyd=o,
en supposant r fini, cette condition entraine ¢*=o. X est alors tan-
gente a une ligne de courant. De méme la condition

W (S{+1y]) (Sp+1lv.) =0  entraine ¢*=o.
B. De plus, 2 ayant toujours pour équation 2* =0, d; r, 0,1, 9,
peuvent admettre des discontinuités si :

a. v*=o0 : X est alors tangente a une ligne de courant.

b. vo=o0 : Cette circonstance se produit, d’aprés (IL.8), si la
densité de charge p est nulle;

c.
2
(I1.30) (v4)2 (¥ — 2) + Y“(e + %) =o.
Désignons par Z"les variétés satisfaisant cette relation. Notons

que (II.30) prend la méme forme dans V, quelle que soit la métrique
conforme dont est munie V,. Si V, est munie de la métrique ds*2,

(IL.30) s’écrit, puisque (e + ;—f’) est positif :

()" (¢ —2) +&4=o.
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Si maintenant 2" (engendrée par des trajectoires du groupe d’iso-
métries) se projette suivant la variété S" d’équation f(z*) = o, elle
satisfait la relation

(I1.31) 0f0, fl#td (¢ —2) + gu]=o.
D’apres (II.7) et (II. 10), nous avons
dp

P
*(&)
et (IT.31) s’écrit

(11.33) afo, | aa [ 2 __ 1\ 4+ ] =o.
4(%)
[4

Pour ¢ =- 1, nous retrouvons I'équation obtenue en relativité
générale ([9], p. 41) qui généralise ’équation des fronts d’onde de
I'hydrodynamique classique.

Evaluons la vitesse de propagation des fronts d’onde hydrodyna-

mique. Pour cela rapportons V, a son repdre propre, c’est-a-dire
>
choisissons é, tel que

(I1.32)

=l —1
7

>

»
= €.

SV

> >
Les vecteurs &, sont orthonormés et perpendiculaires a é,.

Posons n,= 0, f. n, sont les composantes covariantes d’un vecteur
normal a S™.

(II.31) s’écrit alors

(nf) (4"— 2) -+ <n")2 - EA:("’KJ =0,

d’ou, ¢ désignant la vitesse de propagation de 'onde hydrodyna-
mique :

L’interprétation physique de la relativité générale imposant v < c,
on doit avoir la condition
V> 2,
condition qui entraine

guafo,f<o.
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Les variétés S" sont donc orientées dans le temps ou tangentes
au cone élémentaire de V.
La vitesse ¢ des ondes hydrodynamiques est ainsi, quelle que soit
la valeur de ¢ :

(11.34) b=,

avec la condition

(11.35) de

“(5)

La valeur de ¢ est celle obtenue en hydrodynamique classique par
le théoréme d’Hugoniot et en relativité générale, dans le schéma
fluide parfait non chargé ([9], p. 43). Le cas limite ¢ = ¢ entraine

> 1.

= % -+ Cte.

Ce cas est le schéma fluide incompressible, qui correspond a la
valeur limite ¢ de la vitesse des ondes hydrodynamiques. Les derniers
résullats, relatifs aux fronts d’ondes hydrodynamiques, sont iden-
tiques & ceux obtenus en relativité générale, dans le schéma fluide
parfait non chargé.

Nous avons supposé¢ V, munie de la métrique §ds?, mais nous
vérifions facilement que les résultats sont indépendants de la métrique
conforme choisie.

12. Invariance de r, [ et ¢) par le groupe d'isométries. — Comme
conséquence de ’étude du probléme de Cauchy, nous allons montrer
que

Xl= XV‘,\= Xr=o.

Dans un systeme de coordonnées locales adaptées :

xlE()ol, XrEt)or,

Xv,=0;D, Ep+ £ Dyv, = dov,,

doYaB= 0.
Nous devons donc démontrer que dans un systéme de coordonnées
locales adaptées :
dor = dol = do(’)\= o.

MEMORIAL DES SC., MATH, ~ N° 159, ]
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L’¢quation (II.22) détermine ! sur une surface 2 d’équation
xz*=Cte. do S étant nul en coordonnéss adaptées, do ! sera déter-
miné en dérivant (II.22) par rapport a o :

Ool[(S*+ Iy4) (2 — ') — Edr¥] =0,

Equation qui peut s'écrire d’aprés (II.19) et (IT.12) :
dol [("“)’l (2—4¢)— (a + %—f—) y“] =o.

Donc d, ¢ est nul si 2 n’est pas un front d’onde hydrodynamique
et, d’aprés (II.21), dov) et dor sont aussi nuls.
Donc r, I et ¢, sont invariants par le groupe d’isométries.

13. Prolongement & travers une hypersurface 2 d’un do? intérieur
dans le schéma fluide parfait en un do? extérieur et inversement. —
a. Considérons un do? satisfaisant les équations de champ du cas
unitaire intérieur du schéma fluide parfait, dans un domaine D limité
par une hypersurface 2 engendrée par des trajectoires du groupe
d’isométries.

Cherchons s’il existe en dehors de D un ds? extérieur se raccor-
dant sur 2 avec le do? intérieur.

Rappelons que les y,3 et leurs dérivées premidres doivent étre
continus a la traversée de 2. Or, si X a pour équation z* =o, les
équations de champ du cas intérieur entrainent sur X :

Si = 6-’;
et celles du cas extérieur ont pour conséquence :
Si=o,

ou S5 dépend seulement des données de Cauchy sur 2 et au plus de
leurs dérivées secondes.

04 est donc nécessairement nul sur 2. L'annulation de @} sur 3
entraine dans le schéma fluide parfait :

vh=o0.
De 'annulation de @} découle sur 2 :

{=o.
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D’aprés (IL.7), cette derniere condition détermine I'annulation de
la pression sur .

En conséquence, = doit étre engendrée par des lignes de courant
du do? intérieur, et / doit s’annuler sur .

S’il en est ainsi, les données de Cauchy sur 2 associées au dao?
intérieur satisfont S§ — o.

Or, le probleme de Cauchy du cas extérieur admet au voisinage
de 2 une solution unique. Dans le schéma fluide parfait, le pro-
bléme du prolongement a travers une hypersurface X de I'intérieur
vers I'extérieur admet une solution, si X est engendrée par des lignes
de courant du champ inlérieur et si / s’annule sur 2.

b. On ne peut rien conclure pour le probléme du prolongement
de D'extérieur vers l'intérieur : en effet, 2 doit étre engendrée par
des lignes de courant du do? inlérieur, c’est donc une variété excep-
tionnelle du probleme de Cauchy du cas intérieur, dans le schéma
fluide parfait.

Les r¢sultats obtenus dans ce paragraphe sont identiques a ceux
obtenus en relativité générale.

14. Lemme préliminaire. — Avant de traduire dans V, les iden-
tités et les conditions de conservation de V;, établissons le lemme
préliminaire suivant :

Si sur V; est défini un tenseur de composantes covariantes Bg,

invariant par le groupe d'isométries, on peut calculer Dg B‘,E et

Dg,B,-E en termes de V, par les formules

DgB, 2= évi[sz B,Z],
(11.36)
. dE Ok .
DgB, 2=V, B, /4 =B, L+ By~ 5%“11’(321*‘3%)-
Nous supposerons V, munie de la métrique quotient ds?. Comme
toujours, nous nous plagons en coordonnées locales adaptées. -

B.gp étant invariant par le groupe d’isométries

XBag= o,
or
XBgg==£p Dy Bag+ BpgDg P+ By, Dg e.
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D’on, en coordonnées adaptiées :
XByg=0do Bap=o,

Bog définit intrinséquement dans V, un tenseur symétrique de
composantes contravariantes B¥, deux vecteurs de composantes
contravariantes respectives Bo/ et B/y et un scalaire Boo.

Supposons d’abord provisoirement, comme intermédiaire commode
de calcul, la métrique de V; définie positive.

La structure de variété riemannienne en repére orthonormé est
définic en un point z par les formules

Les repéres étant orthonormés, w,g est antisymétrique. Les coef-
ficients de rotation de Ricci y,8) définis dans V; par

®af= Yaf) W)
satisfont donc la relation

Y2fA="YBak
De plus

Yapr=; (Caga+ Carg— Caa)-

On peut alors calculer les coefficients de rotation de Ricci de V;
en fonction de ceux de V., ¥, ,; (¢f- [35], p- 117), du tenseur H, ; et
du scalaire ¢ définis dans V,. On obtient les résultats suivants :

X

Teoo= ¢

(11.37) BH,

¥y

9, désigne 'opérateur de dérivation pfafienne par rapport a .
@ g P P P PP o

1

(1) Dans ce paragraphe, tout indice répété deux fois sera sommé.
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Nous nous proposons de calculer D‘gB,,E en termes de V,. Pour

cela, considérons séparément D, B, ZetD ;Bo -

l)oBo —DoBoo =—Topono—YopoBop

Par un calcul analogue, nous avons

D;By’=D;By;=0;Bo;—Tup ;Bp;— 1,0 ;Bop

=d; Boi—‘YomiBmi_YioiBoo"'YimiBOm

=d; B01 EH/m m[ EH/}BGO—?_LLILL
=V, Bo—.
Donc si la métrique de V; est définie positive, nous avons

(11.38) DgB,E= v s[EB.2]
Transformons cette derniére égalité, lorsque V; est rapportée a
une métrique de signature hyperbolique normale :
dot=— (0?)* — (0*)*— (0?)® — (0d)* + (0t)?,
do? se transforme en une métrique positive :
dot=+ (%) + (V) + (0¥)* + (o) + (o¥)?,
en faisant les transformations suivantes :

Al . A
w=l=+ - (Ai=o0, 1, 2, 3),

!
vt = wt,

Les coefficients non nuls de la matrice de changement de coor-
données sont alors

-

=1

AL =1, A

1> 1>
e~

Les composantes d’un tenseur, relatives 4 la métrique positive, se
déduisent de celles relatives a la métrique de signature hyperbolique
normale par la régle suivante : pour un indice contravariant (resp.
covariant) o, 1, 2, 3, la composante du tenseur est multipliée par ¢
(resp. — ), pour un indice 4, la composante est inchangée.
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De plus, w? et ® étant définis par

wl=E (dz®+ Be, dzi),
w?' = §'(d2® + By, dai),
il vient

Donc pour passer d’'une métrique de signature positive & une
métrique de signature hyperbolique normale, il faudra remplacer £
par %,

D’aprés ce qui précdde, il est alors évident que I'égalité (I1.38)
est inchangée en meétrique de signature hyperbolique normale.
Ayant démontré la premieére formule (II.36), nous allons démontrer
la deuxiéme par la méme méthode.

Nous allons exprimer DoB: *etD,;B; Zen métrique définie positive :

Dg_B‘E— D, Bio—-—Tipono—To poBip

De méme nous allons exprimer D,;B;” en termes de V, :

D;B;*=D;B;;=9;Bi;—Yip ;Bo;— 10 ;Bip

=09;Bt;=%m;Bm;—=%im,Bim— ;%H_LBM
=V,B;, 2%}111130,
Donc, en métrique définie positive, nous avons
z d,
(11.39) DEB£E=V_,.B£—_ B M (ByLaBLy)+ %E z-——'E—EB.,.,

D’apres la régle énoncée plus haut, cette derniére égalité devient
en méltrique de signature hyperbolique normale :
. /)
(I1. 40) DEB,E= Vv, B t— ‘3 H,,(B0 +BL,)+ LEB, L4 iTEB,, 0
15. Identités et conditions de conservation de V; traduites dans V,.
— Les formules (II.36) vont nous permetire de traduire les identités
de conservation en termes de V,. Les conditions de conservation de
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V; sont équivalentes & des conditions de conservation de V,, qu'on
pourrait d’ailleurs obtenir directement a partir d’identités de V, et
des équations de champ de V,. Dans ce paragraphe, la variété V,
sera supposée munie de la métrique ds? et non de la métrique
conforme £ ds?. De plus, nous ne nous placerons pas dans un schéma
particulier, c’est-a-dire nous ne préciserons pas la forme du tenseur
impulsion-énergie.

a. D’aprés (I1.36) l'identité Dg Se2= o se traduit en termes de V,
par les identités o

v,[esi]=o,
(ll.l‘l) 015 d/'E

vzsf_ﬁnusﬁ-.- =8y, +

g2 3

L_
Sr=o.

L

D’aprés (I.g) et (I.10), ces identités peuvent s’écrire en repéres
naturels de V, :

(I1.42) Y,V Hni=o,

(1I.43)  V;[£8/ —2mc2Pre/ — Vi 0/ § + 3] pE]
2

. 3
— B Hy Vot 0 (184 3 P PP ) =

L’identité (II.42) est évidente compte tenu seulement de l'anti-
symétrie de Hp,,.

(I1.43) est entrainée par les identités suivantes qu’on vérifie
immédiatement :

v; sil =0,
(I1.44) —Vi(Vtt"'E-—"[AE)+d,-E§{+%disﬁ=o,

—2me? 32 Vit[— EBEE*- Hy V, Ho % B2E2 FppFmn g,k =o.

Les identités de conservation de V; sont équivalentes aux identités
de V, précédentes.

b. On peut employer plusieurs méthodes pour traduire en termes
de V, les conditions de conservation de V;. Par exemple, les iden-
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tités (II.41) et les équations de champ de V; entrainent les condi-
tions suivantes :
v,[ee]=o,

(I1.45) ;B P
VLOE— ?H‘l_ie;--'- —;—600+

Rappelons que @), et 8y, définissent intrinséquement dans V, un
vecteur et un scalaire. De plus, 8/ définit intrinséquement dans V,
un tenseur & tel que

8ij =8,

Les relations suivantes sont alors vérifiées :

900— 5600,
o/
% = AL ?°

Les conditions (II.45) deviennent alors en coordonnées locales :
Al £ ]=o,
0%

V,'é[— BF,,-S{-v- %5-900+ d—g—E-é{:o.

Compte tenu des équations de champ de V; traduites dans V,
(IL.4) et des identités (II.44), les conditions (II.46) peuvent s’écrire

(I1.46)

V;[Eeg]=°7
(I1.47) V/[g;_,_%nczt{-»-%(vzaiz-—a{ AE)]=0.

Or, les conditions de conservation, écrites sous la forme (II.47),
pourraient étre obtenues directement a partir des équations de
champ (II.4) et des conditions entrainées par les identités de V, :

V,‘ g{ =0,
V; Y, H7i = o
Donc les conditions de conservation (I[.46) et (IL.47) sont
équivalentes, compte tenu des équations de champ et des identités

(I1.42) et (I1.44).
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16. Conditions de conservation dans le schéma fluide parfait. —
Nous nous proposons d’écrire les conditions de conservation du

schéma fluide parfait, dans V, munie de la métrique ds?=¢ ds*.

Pour cela, transformons les conditions de conservation, écrites
sous la forme (II.46), de fagon a les obtenir en termes de V,, munie
de la métrique d52=¢E ds?.

De simples calculs entrainent
J .
E’%(%) =V;(£64),

: i a0ik o OEaA
V,8U="Y,;8u+3 % v+ % 8/

(11.48)

et le systeme (II.46) devient

o[-

(I1.49) . d;t JiE Ok .
V81— 2—2— 8!/ + 2—5-65-—- BFi; 8, + i 690 = 0.

En tenant compte de P’expression de @} dans le schéma fluide parfait
et de (1I.6') et (I.6"), la premiére équation s’écrit

(I1.50) V[ ] =o.

C’est I'équation de conservation de l'électricité : elle pourrait se
déduire immédiatement des équations de champ.

La deuxiéme équation du systéme (II.49) s’écrit dans le schéma
fluide parfait :

(IL.51) ﬁ,[r(s + g‘-) Eiut ai—lsgrfi] — BFYroodis ‘/E\/s_,_——g:f»
—-z-d’—ée [r{;’(e+ g) z’i‘&i—lséii]
“+ %Ei[r(s+ g—:"-) ——4!] + %E (re3+1E2) =o.

Cette équation, multipliée par i;, entraine

2\ 7/ v 070 3 o2\ ,
(11.82) %[r(e+§—°)5§1]—w%—r(§+§"_g)um,gm.
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Le systtme (II.51) est alors équivalent au systtme formé par
(I1.52) et I'équation suivante :

(I1.53) r(s-l—-E )Eu/V,u,-&—Eu,uld,l—-ru;uld,E( +-2—%’-)—Ed,l

(3-€T+a)d,E— Els‘,,rvoult/_\/ §—=
D’aprés (II.7) le systeme formé par (IL.52) et (II.53) peut

s’écrire

(I1.54) ‘7/[(9+ f;)ﬁl] —%d,-(!s% +(p+ %) G -+ %;)aid,e=o,

(IL55) &,ela!=;>[d,<g£ _ﬁz&/d,-(i-c% ]

x (‘1'6_5 84 i, — "ﬁ).

En définitive, les conditions de conservation du schéma fluide
parfait se traduisent dans V, par I'équation de conservation de I'élec-
tricité (II.50), I'équation de continuité (I1.54), et les équations de
mouvement (I1.55).

L’équation (II.50) est exactement celle de la théorie provisoire de
Pélectromagnétisme ; pour § =1, les équations (II.54) et (IL.55) se
réduisent aux conditions de conservation de la théorie provisoire de
I’électromagnétisme.

CHAPITRE II1.

RESOLUTION DES EQUATIONS APPROCHEES DE CHAMP.
CALCUL EFFECTIF EN PREMIERE APPROXIMATION.

Ce chapitre a pour but :

a. La détermination de la solution des équations approchées du
champ des cas extérieur et intérieur. Nous effectuerons les calculs
effectifs en premiére approximation, lorsque la variété V, admet
N domaines intéricurs possédant la symétrie sphérique dans W .



SUR LES THEORIES PENTADIMENSIONNELLES. 43

b. La détermination de la solution des équations approchées du
champ du cas extérieur et des conditions approchées d’isothermie,
a l'extérieur de N singularités ponctuelles, & symétrie sphérique. Un
calcul effectif sera fait en premiére approximation. Tout d’abord,
nous précisons les hypotheses satisfaites par le tenseur fondamental.

17. Hypothéses sur le tenseur métrique. — a. Le champ est sup-
posé quasi galiléen : y,3 admet un développement limité suivant

. I
les puissances de ;- De plus

Yaf = MNap+ O (%) ’
ol

Ma,B, =— 3%, Nia = 3%,

b. Le champ admet un comportement asymptotique euclidien sur
chaque section d’espace W.

W, est douée d’une structure de variété riemannienne sur laquelle
est définie la métrique

dit = E g ,p dih da®,

Posons
Bap=E&ap

Comme en relativité générale, nous supposons que le systéme de
coordonnées de V, est interprétable dans I’espace et le temps, c’est-
a-dire :

a. que les lignes le long desquelles x* varie seul sont orientées
dans le temps. Il faut donc g., > o;

B. que les hypersurfaces 2= Cte sont orientées dans I'espace.
D’ou g**> o. La forme quadratique ds? est donc définie positive.

Rappelons qu’on peut choisir comme distance d(z, z') de deux
pomnts z, z' appartenant & W, : la borne inférieure des longueurs
des chemins contintiment différentiables joignant z et z. d(=z, #')
satisfait bien les propriétés dec la distance et définit une structure
d’espace métrique sur Wj.

Apres ces préliminaires, nous pouvons définir sur W le compor-
tement asymptotique euclidien du tenseur métrique.
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Désignons par a un point fixe de W, et par 2 un point variable.
Posons

r=d(a, z).

Soit E; I'espace euclidien a trois dimensions muni de la métrique
— O,p da* da®.

Le champ a un comportement asymptotique euclidien sur W si :

a. W, admet un domaine & linfini, c’est-d-dire s’il existe des
poinls z tels que d(a, ) >R, ou R est un nombre arbitrairement
grand, positif.

b. On peut trouver R arbitrairement grand tel que 'ensemble des
points z satisfaisant d(a, ) > R soit homéomorphe au complémen-
taire d’une boule fermée de E;.

c. On peut trouver un nombre M >o tel qu’on ait pour
d(a,z) >R:

M

[YaB— e | < ra
M

| duves | < E;,

p désigne la distance euclidienne du point x a 'origine dans E;.
D’apres la définition précédente, dans la région de W définie par
d(a, z) > R, on peut écrire
— =%+ n_?;‘g ’

les m,y étant bornés en valeur absolue. En bornant supérieurement
ds il vient, d’aprés cette égalité

e< Kyr et r< Kse,

K, et K, étant des nombres positifs fixes. Donc, les points & I'infini
de W; sont les points a I'infini de E;.

De plus, la définition précédente est indépendante du point a
choisi dans W,.

18. Solution globale des équations approchées de champ, en coor-
données isothermes. — Cette recherche est amenée par 'étude des
problémes globaux faites par A. Lichnerowicz [32] et Y. Thiry [35].
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Nous supposons que V; comprend N régions balayées par
une distribution finie de masses et de charges, ces N régions
étant représentées dans chaque section d’espace W; par N domaines.
Nous nous proposons de déterminer, par un calcul approché, la
métrique lelle que :

a. Dans les N régions balayées par une distribution énergétique
de masses et de charges, limitées par des hypersurfaces X (engendrées
par des trajectoires du groupe d’isométrie), elle soit réguliere et
satisfasse aux équations d’Einstein du cas intérieur.

b. Dans la région ne contenant aucune distribution de masses et
de charges, elle soit réguliére et satisfasse aux équations de champ
du cas extérieur.

c. Sur les hypersurfaces fronti¢re Z, les v,g et leurs dérivées pre-
migres se raccordent.

Le tenseur d’impulsion-énergie représentant 1'état des distribu-
tions énergétiques, sera celui du schéma fluide parfait. Les calculs
seront menés en prenant comme inconnue la densité tensorielle

T23—=yeB/y, ol y désigne le déterminant des y,g. Un systeme de
coordonnées privilégiées, appelées coordonnées isothermes, permet
de simplifier les calculs.

Un systeme de coordonnées est dit isotherme si les quatre familles
de variétés d’équation 2= Cte, sont des variétés isothermes, c’est-
a-dire si

da[‘“P _

ﬁ = 0.

(11.1) Fo=—yo8lfg=

F. Hennequin [27] a démontré l'existence et 'unicité des coor-
données isothermes au voisinage d’un plan z*= o ainsi que la com-
patibilité des coordonnées isothermes avec les coordonnées adaptées.

Les équations de champ en coordonnées isothermes sont alors

(I11.2) 528 = @08,

S8 désigne I'expression de S*# en coordonnées isothermes.
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Des calculs directs ([3], p. 147), donnent
raf
(i3 s®yr= ‘DT‘ — L, 9 Ta8— 1%, T8, hvyue y

A
)] r
+I‘°L[3[‘-{—-lf-?i‘ + T‘Lvd;‘yw'],

O représente 'opérateur y ¢ dy,.
Nous avons posé
=T o

Un calcul effectif de la solution des équations de champ sera fait
en premigre approximation.

Les équations de champ en coordonnées quelconques entrainent
les conditions de conservation ou équations de mouvement :

Daeg =o.

Une étude des méthodes d’approximation a été faite par
F. Hennequin [27]. Elle a établi le résultat suivant que nous
utiliserons :

Pour une solution approchée des équations de champ (cas inté-
rieur et extérieur) en coordonnées isothermes, les équations appro-
chées de mouvement d’ordre / entrainent la vérification des conditions
approchées d’isothermie d’ordre /.

Rappelons que ce résultat a été établi en utilisant les relations

(I1L.4) 2P = saB+ AcB,

1 A
(I1.5)  AsB=~[ya¢ o, FB+ 1Bp J F=— Fe 9 y2B— yoB(d, Fe+ Iz Fe) ],

(II1.6) 2D, A%B=yM:0y FB+ zﬂurgudm— Fp dpheTs,.

Donc la solution approchée des équations de champ en coordon-
nées isothermes est une solution particuliére approchée des équations
de champ en coordonnées quelconques.

Ce résultat et I'unicité physique de la solution des équations de
champ entrainent la proposition suivante :

Toutes les solutions approchées des équations de champ en
coordonnées quelconques se déduisent tensoriellement de la solu-
tion approchée des équations de champ en coordonnées isothermes.
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19. Solution des équations approchées de champ du cas extérieur
et des conditions approchées d’isothermie. — Un deuxiéme probléme,
introduit par les travaux d’Einstein, Infeld, Hoffmann [12],
est celui de la résolution des équations de champ du cas extérieur
dans un systéme de coordonnées isothermes, lorsque le champ exté-
rieur posséde N singularités ponctuelles a symétrie sphérique. Ce
travail a pour but d’établir les équations de mouvement, sans 'intro-
duction d’'un tenseur impulsion-énergie particulier.

Einstein trouvait en effet peu satisfaisant d’utiliser ce dernier.

Il nous semble que les résultats rappelés a la fin du paragraphe
précédent peuvent servir de justification de ce deuxiéme probléme,
sans faire intervenir un tenseur impulsion-énergie particulier.

En effet, la derniére proposition entraine qu’une solution particu-
liere du champ extérieur satisfait les équations approchées :

Sof = o,
(11.7) { e .
ou le systtme équivalent

sz)ﬁ =0,
(111.8) o .

Le champ extérieur présente nécessairement des singularités a
I'intérieur de la matiere. Il sera dit singulier en un point s’il n’est
- pas régulier en ce point. En fait, les singularités devraient repré-
senter la matitre : dans un calcul effectif relatif a la premidre
méthode, nous devons faire des hypothéses sur les domaines inté-
rieurs, dans un calcul concernant la seconde nous devons faire des
hypotheses sur les singularités.

Nous généralisons I’hypotheése d’Einstein en relativité générale et
supposons que le champ extérieur poss¢de N singularités ponctuelles,
4 symétrie sphérique.

Nous montrerons l'unicité de la solution approchée de (III.8) en
la calculant effectivement (en premiére approximation en théorie
de Jordan-Thiry, en premiere et deuxiéme approximation en théorie
de Kaluza-Klein) et en supposant que le champ extérieur admet N
singularités ponctuelles, a symétrie sphérique.

En nous basant toujours sur les résultats du paragraphe précédent,
toute solution du champ extérieur doit se déduire tensoriellement de
la solution de (IIL.8).
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L’hypothése sur les N singularités ponctuelles 4 symétrie sphé-

rique revient & prendre comme solution de I'équation de Laplace,
Au=o:

(I11.9) u=N%,

ol a; est une fonction dépendant seulement de la variable temporelle.

r; désigne la distance euclidienne, en repéres orthonormés, du
point courant de W; (homéomorphe a E;) a la s'*™° singularité G;.

20. Calcul en premiére approximation des développements limités

des y*8 connaissant ceux des y,3. — Posons
(1 (P
ht
(II1.10) 7¢p=nap+——z—é+...+-cif+...,
e 0]
(II.11) 7“3=yf‘oe+—c—+...+7+....

La matrice (y*P) étant la matrice inverse de (Yag), il vient

"lapros) = BE‘
Donc pour « 3£ 3,
h=o

et pour a = 3, nous obtenons

TAtAi =—1I,
™ o==+1;
d’on
(I1l.12) T&ﬁ): NaB-

Supposons maintenant que y{f3 soit le premier coefficient du déve-
loppement de y,g d’ordre > 1 qui ne soit pas nul.

De v4, 78 = %, nous déduisons

AD o = v o
Y(1?’)"—"'— Y(1?—1)— o

Donc T:‘pp, est le premier coefficient du développement de y*P
d’ordre > 1 qui ne soit pas nul.
De plus
"lczaT?;P)"" "lgaT(a’B= 0.
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Cette derniére relation dans laquelle il n’y a pas de sommation par
q yap P
rapport & a et 3, se traduit par les relations suivantes :

AtBy — — (P
Yo T4, B2

(111.13) T(‘p‘) =—1¥,

4A; — (p)

Y(p)l - ‘&1'

Les relations (III.12) et (III. 13) déterminent en premiére appro-
ximation le développement limité de y*# connaissant celui de .5 et
inversement.

21. Expression du tenseur impulsion-énergie du schéma fluide
parfait, en premiére approximation. — Dans le schéma fluide parfait,
le tenseur impulsion-énergie est

098 = rpxpB— Iyaf,
ou r, I et vy sont déterminés par (II.8).

Ayant [ = O<$>, en premiére approximation, le schéma fluide

sarfait se réduit au schéma matiere pure. En développant r et vo
T'apreés (1I.8), nous oblenons

i ) of3)

(I11.14) 0y = — - * +O<—l;>-
o)

Du développement de v, nous déduisons celui de ¢° :

(111.15) 00— e ‘/EZ_I_—._A__&) + o(c_‘2> :

D’apres les notations du paragraphe 7, alinéa c :

do? = — Ei’ (Yoo dx® =+ Yor dzt)? + ds?,

o dxa -2
ve=—y prp, = ¢,
dr? = ¢ da?;

MRMORIAL DES SC. MATH. — N° 159. 4
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d’on
£ =— B (7000°+ Yo:¥t) i+ (Z:)
et
ds v w2 I
& =\/e Nt ‘\/ TG T O(Ei)‘
De plus

ds\? dzt dx/ . I
(7) =% T =<[~o()]

dt 1 1
z=z+°(;)'

Ces derniers résultats permettent d’écrire les développements

ce qui entraine

.. . dz? o - .
limités de o* et 0%, en faisant hypothése que —- est petit vis-a-vis
de la vitesse de la lumiére :

= \/ €(4b9’—zﬂ) <>

Les expressions de ©*8, valables en premiere approximation,
s’obtiennent alors immédiatement d’apres (III.14), (III.15) et
(II1.16) :

pe !
t+ s + 0 7)’
(111..16) ((4Ger—p) (c

2
00 = ozt +O(l—),
P ct

2
6°A—41:g/Gp—+O( )
8% = 4z /G % +0(i),

(%)

(I11.17) _
A
BAL = SNGP ?- +0

ou-o(3)

Ot — 8zGp +O(_I_>

c? ct

22. Bquations du champ en premisre approximation, en coordon-
nées isothermes et dans le schéma fluide parfait. Développements
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limités en premiére approximation de I'*#, y*# et y,3. — Comme nous
Vavons indiqué au paragraphe 18, nous cherchons une solution
globale des équations approchées de champ (cas extérieur et inté-
rieur), sous les hypotheses faites aux paragraphes 17 et 18.
D’apres (III.17) :

8= 0 (c_lz) .

Les équations de champ du cas intérieur entrainent donc

visif=o(%)-

Rappelons que
1Wh= Mg
Jd
dUb= 'cl—:

A désignant le laplacien ordinaire de E; rapporté & un repére
orthonormé, les équations de champ du cas intérieur et du cas
extérieur entrainent partout

ATo8 = 0(0-’,),

AyoB = 0(5)-

De plus, y*8 tend vers n,g dans le domaine a I'infini d’une section
d’espace W, qui a été supposée compléte; donc

YB = nap + O(-;—,) ’
Pﬁﬁ: NaB -+ O((Tl’) .
On aura nécessairement

Aref
(1I1.18) VYSih=— 5

-

.5
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Les équations de champ du cas intérieur sont alors

—are = 1r5e +o(5’—),

2

vA
— ATHA — 16“# .,_o(cl),

ArAB:O(%>,
[+

(IT1.19) N
— AT00 — 4”“: +0<-l—‘)’
pc c
AT — si‘./zG_“ .._o(_".>,
C C
——
— aros — 87//Guit +0(15).
(43 C!
Les équations de ehamp du cas extérieur peuvent s’écrire
1
(11.20) AI‘GB:O(;)-

D’apreés la remarque déja faite sur l’équation de Laplace, nous
pouvons alors déduire en premitre approximation l'ordre de I'*B
pour a % f3 (pour a = 3 cet ordre est connu, la métrique étant sup-
posée quasi euclidienne).

D’apres (III. 19) et (1II.20), nous pouvons déterminer I'*# en pre-
midre approximation. Pour cela, précisons certaines notations.

U est le potenticl newtonien créé par I'ensemble des N domaines
intérieurs au point considéré. 1l satisfait :

a. AU =— 4=Gp
a lintérieur des N domaines;

b. AU=o0
a Pextérieur des N domaines.

Désignons de méme par V, W, P4, QA, les potentiels satisfaisant
respectivement 1'équation de Laplace a l'extérieur des N domaines,
et a I'intérieur les équations

AV =— 4= /G,
fmpd
AW = — 2T
(II.21) W e

APA = — 4mpiA /G,
AQA=— 4xGpiA.
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Nous désignons aussi par Uy, V,, W,, PA, QA les potentiels créés
respectivement par le s*™° domaine au point considéré.

Les développements limités des I'*® en premitre approximation
sont alors

T4 = 1+é-g+0<—l-),

c? ct

ran 42 o(2),

ct cd

TAB— 5} "'O(th>’

(I11.22) {

r°°="‘l+'c?+0(c_la)’

2V I

rot — —(—:?- +O<E‘->’

roa— 2P 0(1)

Désignons par I' le déterminant des I'*8. y s’exprime en fonction
deT:

F=T 3
d’ou

3c? ct

Vimrfmis 9= o(1).

Les développements limités en premiére approximation de y»#
sont donc

TH = 1+

W +8U 1
3c? +O(Ez !

4QA 1
T = 3 +0 2_-5-))
A(4U—W I
TAB__$E+_L3¥?;__).+O 3>,
(111.23) {

YO = - + 0

(
(
= —1 32 "'O<
(
(

oA = —_— +0 l‘
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Et d’aprés (II1.13), les développements limités de yqg s’obtiennent
immédiatement (1) :

_ W+ 8U o
Yos = I—T -+ o)’
A
YA = éc%— +0(c—15-)’
=g R0 (1),

.

(20 ljon —a_2WdU o 1)
Yoo = 3c? (c‘ !
7°‘= 20-—Y +O(£i>,

2PA
Yoa = - +0(c—15)°

Dans la suite, nous supposerons que les N domaines inté-
rieurs S;(s =1, 2, ..., N) sont sphériques de centre G;, de masse m,
et de charge e¢,. En particulier, les sphéres S; pourront avoir un
rayon arbitrairement petit, c’est-a-dire étre interprétées comme des
particules ponctuelles de masse m; et de charge e,.

En un point quelconque extérieur aux N domaines sphériques S;,
et en supposant W, homéomorphe a E;, les expressions de U, V,
et W, sont alors

U, = 8me oy _VGe
(I11.25) " G" N VG et
_ s . _LUmsxy A EsZy |
wJ— m‘gr_" Q%— rs 1] PS—' r‘ i)
ou

ro= (@t —E5)+ (22— )P+ (2 —ED)Y,

z1, 22, % étant les coordonnées d’un point variable de W, et £}, £},
£} celles de G,

A= ==

Avec les notations choisies :
U=DU, V=XV, W=XW, P:=)P), Q=)0
S $ § $ $

(*) Les ordres en premiére approximation de y,, et y,, sont différents de ceux donnés
par F. Hennequin [27].




SUR LES THEORIES PENTADIMENSIONNELLES. 55

Donc a l'extérieur des N domaines S, et en premidre approxi~
mation, le champ est le méme que celui produit par N particules
ponctuelles de masse m;, et de charge e;. De plus le champ extérieur,
prolongé a l'intérieur des N domaines, posséde N singularités ponc-
tuelles, & symétrie sphérique.

23. Détermination en premiédre approximation des développements
limités de I'*P satisfaisant les équations de champ du cas extérieur et
les conditions d’isothermie. — Conformément au paragraphe 19,
nous allons déterminer en premiere approximation le champ exté-
rieur satisfaisant les conditions d’isothermie et possédant N singu-
larités ponctuelles, a symétrie sphérique.

Le champ étant quasi galiléen, les développements limités de I'*°
et I'** sont de la forme

I‘°°=—1+O<l>,

c?

= 1+0(L>.
c?

Les équations de champ du cas extérieur permettent d’écrire

(I11.26)

(111.29) ATof = 0(01—2).
Les conditions d’isothermie
dgTBe 4 g, T4 = o,
Compte tenu de
HTH =0 (Zli) ,
entrainent
(I11.28) g = 0(5)'

Montrons que d’aprés (IIL.27) et (III.28), nous pouvons écrire

I
rre= a0 5)-

Supposons que
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et établissons que WA* est nécessairement nul. De (III.27) et de
I'hypothése de symétrie sphérique des singularités, il résulte que
nécessairement WA* est de la forme

M4

-/

Ts
s

WAa =

ou M4 peut dépendre éventuellement du temps.
(IIL. 28) s’écrit en premiére approximation

(111.29) Zw =o.

r
B,s

Cette relation vraie en tout point distinct des singularités (2® £ £P),
est vraie en coordonnées polaires ayant pour pole la A*™° singula-
rité Gy, quels que soient r, 0, ¢. (III. 29) peut alors s’écrire

(1I1.30) —-’%(M}‘ sinf cosp + M} sin 6 sinp + M} cosf)
-y MaeoE)
- .
B,g#k T

Dans le dernier terme, z!, 22, z* sont exprimés implicitement en
coordonnées polaires par

z'=E}+ rsinfcose,
22 =E% + rsinfsing,

3 =E} + rcosf.
Si nous faisons tendre r vers zéro, 0 et ¢ étant supposés fixés :

2 —‘L————"—-MB (wa— &) tend vers 2 M——”————"—B (Eﬁ——xEB) ’
Bk Tq —~ (rqk)

expression qui reste finie (ry; désignant la distance euclidienne
Donc (III.30) entraine

(IIL.31) M} sin6 cosp + M} sin 8 sing + M} cosd = o. .

Or (1II.30) est valable quels que soient 0 et ¢, (IIT.31) est donc
vraie quels que soient 9 et ¢, d’ou

A—
M}=o0.
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Le raisonnement fait en particularisant la £'*™° singularité peut
évidemment se faire pour une singularité quelconque. Donc

(T11.32) A% = nuq + 0(';7)'

Nous avons vu au paragraphe 22, que les équations de ehamp
du cas intérieur entrainent

(111.33) e O<EIE>;
B — 0 (;I‘.E) .

Nous vérifions facilement que les équations de champ du cas
extérieur associées aux conditions d’isothermie ne peuvent entrainer
les conditions (II1.33). Il est donc nécessaire de faire une hypothése
supplémentaire soit

Yos = 0<l> ’
c?

w=o(3)

I’une des deux conditions entrainant l'autre.

Yos = O(El:z-)’

cette condition est équivalente &

1 1
Yot = 0<;) ou T0: — ()(.c_z.)

Les équations de champ du cas extérieur et les conditions d'iso-
thermie peuvent alors s’écrire avec cette autre hypothese :

soit

Supposons par exemple

m.sg) arss+0( 1) =o,
(II1.35) ° 9B = 0(-:-3).
D’apreés une démonstration déja faite dans ce paragraphe, il vient

(111.36) rnz=o<l).

c3
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Nous pouvons écrire
Wik I
M=14+ — + O(—-)s
c? ct

= T2 +o(3)
c3 ch
et (II1.34) entraine
AW = o,
AWAL = o,

Nous pouvons donc poser

Wit = 42 Gm"
$

r
A
WAL = z&,
rs
§

ou m; et 34 peuvent dépendre du temps.

(111.37)

Etablissons d’apres les conditions d’isothermie que m; est indé-
pendant du temps et que
B? = 4G m; é‘}
La condition d’isothermie

TP + 9, T4 = o

entraine d’aprés (1I1.34) :

PCLEITR PR ) LS

r,

c’est-d-dire en coordonnées polaires (r, 0, ¢) ayant pour péle
la k'*me singularité Gy :
oy XB—EB 4G iy
(111.38) — Y, (BR—4Gmh) =2F - A2
B
— Y (32— 4Gmgt?) Qﬁ + éﬁrﬂ =o.
g#kB ! !
(III.38) est valable quels que soient r, 0, ¢. Quand r tend vers
zéro, le troisiéme et le quatridme terme tend vers des quantités

finies. Le premier terme étant un infiniment grand équivalent a % et
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. . 1
le deuxiéme équivalant a -» hous avons

(Bt— 4G mykt}) sinb cos
-+ (Bt — 4Gmut}) sind sing + (Bi— 4G meE}) cost = o,
’.'lk"——- 0.
La premitre relation étant vraie quels que soient 6 et ¢ :
Bi—4GmEl =0,
’hk: 0.

Ce raisonnement peut étre fait au voisinage de chaque singularité
du champ extérieur. Comme nous le verrons plus tard, il aurait pu
étre démontré que m; est indépendant du temps & partir des
équations de mouvement. Nous avons donc établi

Pbb=l+iv%+0(l),

C? e 1 ct
s
riae AN GmEY 1)
c! rs c’

3

D’apres les équations de champ du cas extérieur et les conditions
d’isothermie, nous avons

ATAB = O(-%)’
C

1

sm=0(2):

d’oll, d’aprés une démonstration déja faite plus haut, nous pouvons
conclure :

TAB— SR-P (0] ("cl—‘> .
De plus, I'* satisfaisant a
ATo = 0(-‘;),
(4

nous pouvons écrire

2y/G O e 1
= e ¥ 0(%)

s
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ou e, peut éventuellement dépendre du temps. D’apres (III.36), le
développement de I'*® est de la méme forme

A
FA0 = V%' ...0(.‘_).

cb

Or, d’apres les équations de champ du cas extérieur et les condi-

tions d’isothermie
= [
I WBO 4 g/Gd,( > ;§> =o,

s

AWA0= o,

Par une démonstration analogue a une déja faite dans ce para-
graphe, il vient donc

e
WA°=2¢G2iE'§,
Ts
s
és=0.

Nous montrerons que 'indépendance des e; par rapport au temps
pouvait se démontrer par les équations de mouvement. D’apres les
équations de champ du cas extérieur

1
AT00 4+ O(c—;) =o,

nous pouvons poser

I‘00=_1+12&+0 .L .
c? rs ct
s

. . e? .
Mais, rien ne peut prouver que f3,= ”—:s, ce qui résulte des équa-
tions de champ du cas intérieur.

Donc, moyennant I’hypothése supplémentaire

Yos = O(ZI;)

(cette hypothese n’a pas été utilisée au paragraphe 22), nous trou-
vons les mémes solutions [¢f. (III.22) et (IIL.25)] pour les densités
tensorielles, en premiére approximation. Toutefois, ce sont les
équations de champ du cas intérieur qui entrainent les interpréta-
tions suivantes, nécessaires pour que le champ extérieur soit effecti-
vement produit par N domaines sphériques : m; et e; représentent
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effectivement la masse et la charge du s'*™° domaine.

Comme dans le paragraphe 22, des développements limités des
densités tensorielles, nous déduisons ceux de y*8 et y,g. Dans ’hypo-
thése de singularités ponctuelles a symétrie sphérique, le champ
extérieur satisfaisant les conditions d’isothermie, est donc déterminé
en premiére approximation, & l'interprétation physique pres de
cerlaines constantes.

CHAPITRE 1V.

ETUDE DES EQUATIONS DE MOUVEMENT EN THEORIE DE JORDAN-THIRY.
DETERMINATION EFFECTIVE EN PREMIERE APPROXIMATION.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier en premiere
approximation et en théorie pentadimensionnelle de Jordan-Thiry,
les équations de mouvement obtenues a partir des équations de
champ du cas extérieur : cette méthode généralise la méthode des
singularités de la relativité générale, méthode établie en 1938 par
Einstein, Infeld, Ioffmann [412], puis approfondie en 1957 par
Pham Tan Hoang [23]; elle a permis d’établir les équations de
mouvement de N particules matérielles neutres. Nous appliquerons
cette méthode, dans le cas particulier ol le champ extérieur possede
N singularités ponctuelles & symétrie sphérique. Comme nous I’avons
montré dans le paragraphe précédent, nous pouvons supposer en
premiére approximation, que le champ extérieur est produit par N
domaines a symétrie sphérique. Les équations déduites des équations
de champ du cas extérieur seront interprétées comme les ¢quations
de mouvement de N domaines & symétrie sphérique. Les mémes
résultats sont obtenus par la méthode du tenseur impulsion-énergie,
en utilisant les équations de champ du cas intérieur : cette méthode
a été employée par F. Hennequin [27], mais nous obtenons des
résultats différents provenant de divergences déja signalées dans les
solutions des équations de champ.

24. Exposé de la méthode des singularités dans une théorie géné-
ralisant celle de Jordan-Thiry. — Avant d’atteindre le but proposé
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au début du chapitre, nous allons essayer de donner une méthode
générale d'obtention des équations de mouvement, en utilisant uni-
quement les équations de champ du cas extérieur, dans le cadre
d’une variété V.4, & (n—+ 1) dimensions, admettant un groupe
connexe d’isométries & un paramétre; ce groupe d’isométries satis-
fait les mémes propriétés que celui de la variété Vy de la théorie de
Jordan-Thiry (cf. § 1). Le probléme correspondra alors au cas par-
ticulier ot n =4, et ol le champ extérieur présente N singularités
ponctuelles a symétrie sphérique. Précisons alors les hypotheses
satisfaites par Vo, :

A. Hypornises. — Vp.q est une variété différentiable a (rn+ 1)
dimensions de classe de différentiabilité, C?, C* par morceaux.
Vni1, admettant un groupe connexe d’isométries, il existe un

systtme de coordonnées privilégié qui est dit adapté a l’isométrie—g
tel que =1, E'=o.
On posera
a=0,1,2, ..., n
i=1,2 ..., n
A=1,2,...,n—1,
z" = ct.

Soit W, une section particuliere de V4 par ¢ = Cte.

Désignons par V, I'espace quotient de V.4 par le groupe d’iso-
métries. Toutes les sections W, sont homéomorphes 4 V.

Soit W,_; une section de V, par z"= Cte. Une telle section
sera appelée section d’espace. Supposons que la métrique
do*= v,gdx* dx?, satisfasse les propriétés suivantes, a l'extérieur
de N domaines de V., appelés domaines de singularités.

a. Elle est partout définie et hyperbolique normale, avec un carré
positif et n carrés négatifs.
Les trajectoires du groupe d’isométries sont telles que do? soit
négatif, c’est-a-dire yo0 << 0. On pose alors
E2=—1ygo >0,
dat= (w?2)? — (w?)2—... — (w2=t):,

Les o~ sont des formes locales de Pfaff :

wl=— % (Yoo dz® + Yo, dxt).
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b. Elle est réguliere, c’est-a-dire C!, G par morceaux.

c. Elle satisfait les équations de champ du cas extérieur,

s*B—o.

V. sera alors munie de la métrique riemannienne de type hyper-
bolique normal [1 carré positif et (n—1) carrés négatifs] :

dst= g, daldz

avec

Y0 Y0 ,

&y =Yy— Yoo

z" désigne la variable qui présente le caractére temporel, Yn, et Y™
sont des quantités positives.

Nous munirons une section d’espace particulitre W,_, de la
métrique ds?=£§ g, dz* dz". Un domaine de singularité de V., se
trouve représenté dans W,_, par un domaine que nous appellerons
domaine de singularité de W,_, (conformément aux hypothéses du
paragraphe 19, dans les applications nous nous placerons dans le cas
limite ot les singularités sont ponctuelles & symétrie sphérique).
De plus, puisque g"*= "> o0, la forme quadratique ds* est défi-
nie négative a I'extérieur des singularités de W,_,.

Nous supposons que W,_, est une variété orientée. Soit y un
domaine de singularités particulier de V4, el T, sa représentation
dans W,_,;. T est muni, par induction de la structure de W,_,4,
d’une structure de variété orientée : c’est une sous-variété de W,_,.

Nous faisons les hypothéses suivantes sur la métrique do? et sur
un domaine de singularités quelconque I' de W,_, :

a. La métrique est quasi euclidienne, & comportement asympto-
tique euclidien (cf. §17).
B. On peut définir pour chaque domaine de singularités une

vitesse moyenne de translation, cette vitesse étant petite devant c.

On a alors d,= 0(£> C’est I'hypothese quasi statique. /
v. T admet un bord oT qui est une variété bornée & (n—32)
dimensions.
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La propriété v implique que JT peut étre douée d’'une structure
d’espace métrique. Montrons-le. Désignons par (&, ...,¢?) le
systéme de coordonnées locales auquel se trouve rapporté 9T.

ds? induit sur JI' une métrique rapportée au systéme de coordon-
nées locales (¢4, ..., ¢""?). La distance de deux points A, et A, de
OT est alors la borne inférieure des longueurs des chemins contind-
ment différentiables joignant A, et A,.

Nous utiliserons les notations suivantes :

&, déterminant de la forme quadratique ds? définie sur W, _,.

&', déterminant de la forme quadratique fondamentale ds? définie
sur JT et rapportée aux variables (¢, ..., ¢772).

Considérons maintenant un domaine C de W,_, assujetti seule-
ment aux conditions suivantes :

A,. C contient un seul domaine de singularité de W,_,, par
exemple T.

A,. G admet un bord dC qui est une variéié bornée a (n—2)
dimensions.

A;. CG—T est borné.

Désignons par S*8 le tenseur d’Einstein, n, ., . le tlenseur
complétement antisymétrique attaché a la forme élément de volume
de Wn_1 .

T(Ay...Ap— -
Nayooidyy, =(—1) A AR
>
Le tenseur S®4 induit sur W,_; un vecteur S, I'indice « ayant
’ y

une valeur fixée quelconque. Considérons Q@, forme différentielle
extérieure d’ordre (n—2):

: NA; ... A
(@) = 100 Ant Q&) Ap—y AL A L., An—l.
Q =Ty S dzM A\...\ dx
>
B. Erupe pes propriktes (1) pu rLUX DE S A TRavERs 0C. — Les

hypotheses et les notations ayant été précisées dans A, nous nous

(?) Le principe des démonstrations est celui des démonstrations faites par Einstein,
Infeld, Hoffmann [12] dans le cadre de la variété V, de la relativité générale, et par
Pham Tan Hoang [23] dans le cadre d’une variété V, généralisant celui de la rela-
tivité générale.
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. . g
proposons d’étudier les propriétés de ¢*, flux de S™ a travers dC,

23 =f Qla),
oC

Donnons une autre expression pour ¢*. dC est une variété bornée

a (n—2) dimensions recouverte par des voisinages rapportés a des
coordonnées locales, ¢, ..., 2

M. At §(0) Ans D(z*, ..., z41)

0% =
o (n—2)1 D, ..., tn—2)

dit A ... \din—,

Posons

1 TA,...Anap D (2, ..., zhn)

B=Tm—2)! Vgl b, .o !

. >

vg sont les composantes covariantes d’un vecteur ¢ unitaire normal
a4 dC et extérieur & C. JC aura l'orientation déduite de celle de C a
I'aide du vecteur ¢,

(IV.1) oa=f SWBYTZT vgdet A. .. A din—t
oC

=f§(u)3\/_—|g'|dtt/\.../\dcn—=
oC

La métrique ds? étant régulidre a P'extérieur des singularités de
Wi, Q™ est localement intégrable sur 0C. Donc d’apres la condi-
tion Ay, ¢* existe. De méme, d désignant le symbole de différen-
tidtion extérieur, dQ® est localement intégrable dans C—T'. Aussi,
d’apres la condition A;, f dQ® existe.

C—-Y

Orientons dC et 0(C —T'), a partir de C et de C—T, comme

nous avons orienté JI' & partir de I'. Nous avons alors

(IV.2) f o) = Q(a)_.f Ql@)
9C—1) aC or

et d’apres le théoreme de Stokes :

(1V.3) f ow = [ daw.
o(C—T) [

MEMORIAL DES S0, MATH, — N° 159, M
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Désignons par D, et V,, les opérateurs de dérivation covariante
relativement aux connexions de V,., et W,_,. Rappelons les
expressions de Q@ et dQ* :

Q@ = S@ At dghi A ... A datv—,

( n — 2) l nA1 Ap—yq

dQle) —= (_—1_7)112 dA,._‘("\Ai Ay S(a)A.—q) dzA:/\ A d‘EAu—I/\d‘tAu—i,

dQ® peut encore s’écrire
(IV.4) do@=(—n)n2(n—1)d, (V]Z] S*A)dz' A\... A\ dzr—1

or, par définition

div g(a) =

1 P
0x (S@A TZT) =V, sS4,
izl *

De (IV.2),(IV.3) et (IV.4) résulte:
Prenikre propRiETE. — Une condition nécessaire et suffisante
pour que o* soit indépendant de C, supposé satisfaire les condi-

>
tions énoncées, est que div S soit nulle a Uextérieur des singu-
larités de W,_;.

Supposons alors qu’il existe des développements limités des y,3 en

fonction de 5 , jusqu’a l'ordre p,

Sa8 et 0% admettent les développements

P‘1 af I

B — ()

Sef = _cl + 0 _CP'H ’
l=0

P

o — (l) I
cr+1

Posons
E() = ¥, $®A = div S@),
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E® admettant le développement

P na

E
E@=Y 0 +o(ﬁ>,

=0
ol satisfait alors 4 la méme propriété que o2,
Deuxikme propritte. — Une condition nécessaire et suffisante
pour que oy, soit indépendante de C supposé satisfaire les condi-

tions énoncées plus haut, est que E) soit nul & Uextérieur des
singularités de Wp_,.

Supposons maintenant que les équations de champ du cas exté-
rieur soient vérifies jusqu’a l'ordre (p—1) compris, et montrons
que les identités de conservation entrainent Ef}) = o.

Désignons par I'§, les coefficients de la connexion de V.4 et par
Tic ceux de W,_;. ]écrivons I'expression de Dg S8 :

Dg S98 = dg Sa8 + I Seo + Ty SoB
= 0xS™ -+ 9o S0+ 9, San + If_Saa4- T3 Sa3
= Va8 + 9, San— Ty S¥P 4 Tf Sao+ 1§, S8,
or nous avons
d; . a Iy, = 1
=% TH=0(3); Th=0(g)
Du caractére conservatif de S*# résulte I'identité
E(®) + g, San — T4, SeB 4 I‘%GS“+ r;csw} =o.
Cette identité entraine que E{) dépend seulement de S3% pour
| = p—1 et pas de 5%,
Donc si nous supposons
SZ?:O pour ! <p—1,
il vient
Ei;)) =0,
d’ou, il découle encore que ¢f, est indépendant de C. Nous pouvons
donc énoncer :

TROISIEME PROPRIETE. — S7 les équations de champ du cas exté-
rieur sont vérifiées jusqu’a Uordre (p —1) compris, nous pouvons
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conclure que ofy, est indépendant de C satisfaisant les conditions
énoncées plus haut.

Démontrons maintenant que ¢y ne dépend que des potentiels
d’ordre au plus égal & (p —1). Pour cela, mettons en évidence dans.
S©®M Jes termes linéaires qui ne comportent pas de dérivation par
rapport a z". Rappelons 'expression de S'*™ dans un systéme de
coordonnées quelconques :

A
I b & M _-
(1V.5) S*¥M= e mr”‘——ﬁ T} 0y DM — TS, Togrivype
W yop Mp
-+ ’Y [T F)\rp,—l— TC}ATP'V] > d‘; F¥ I;—dPF“
oM
+ E‘fd o 1™+ 1‘;— (dpFp+ T Fe).

Apres calculs, on trouve que les termes linéaires ne comportant
pas de dérivation par rapport a 2", sont a 'ordre p:

1
— X, 0 — 9p i+ oIl + 350 1K — 55 0cTES .
B,C

Cette derniere expression est de la forme dg F**8 ou

FoMB _ __ FGBM.
Considérons l'intégrale

I= [ 0sF*MBoyy g | dit \... A dtn—,
oC

Elle s’écrit

1= i B dp FMBdgh A, . A\ dabms 4 O ( p+i)

On peut toujours trouver f},  _, complétement antisymétrique
tel que

AMB __  ky...kn—yMB
F = EI‘.......‘.'..n—lfk,...k,.....)

I devient alors

ki...kaomsM B

7 YRR Apa M —t
= oC T (n—2)! Pofiv by N N O (cP'H)



SUR LES THEORIES PENTADIMENSIONNELLES. 69

ou encore
I= (—-l)n—’dang. -A,_,deAdzA‘/\"'/\dxA"_"" O(EPIToj)
oc
et d’apres la formule de Stokes :

— (— )7 Ay Ap—y _l__
I=(—1) —sjd'wc)fhmh_adw A-..Ndz +0<cp+i),

done

Nous pouvons donc énoncer :

QUATRIEME PROPRIETE. — 07, ne dépend que des potentiels d’ordre
au plus égal a (p—1).

ConcLusioN. — Le résultat des propriétés que nous venons d’énon-
cer est le suivant :

Supposons que les équations de champ du cas extérieur soient
satisfaites jusqu’a 'ordre (p — 1) compris, c’est-a-dire

S;?:O, lép—-l-

Les conditions

oy I
X @+0 (.:T—u) =o
lep
s’expriment en fonction des potentiels d’ordre au plus égal & (p—1),

qui sont solutions des équations précédentes. Nous vérifierons dans
les applications que les conditions

oL

o 1

W40 =
2 ¢! (cP+’) °

1p

ne sont pas identiquement vérifiées, car il ne semble pas qu’il soit
possible de le montrer a prior:i. S'il en est ainsi, d’aprés la troisidme

1

@
propriété, nous pourrons dire que Z %’ +0 (c—p+—;

lzp
a I'ordre p les équations de mouvement relatives au domaine de
singularité T.

) = 0 représente
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Nous appliquerons ce résultat pour établir les équations de mou-
vement en premitre approximation, dans le cas particulier, oi le
champ extérieur posséde N singularités ponctuelles a sfmétrie
sphérique.

25. Application de la méthode précédente au cas ou le champ
extérieur posséde N singularités ponctuelles, & symétrie sphérique.
— Appliquons la méthode des singulaiités définie dans le para-
graphe précédent pour n=4, c’est-d-dire en théorie de Jordan-
Thiry. Les calculs sont menés en coordonnées isothermes en choi-
sissanl comme inconnues les densités tensorielles T*8. Supposons
de plus que le champ, satisfaisant les équations de champ du cas
extérieur, posséde en projection dans W, N singularités ponctuelles
a symétrie sphérique. Nous avons montré au paragraphe 23, qu'en
premiére approximation, on peut considérer le champ extérieur
comme s’il était produit par N domaines a symétrie sphérique, ayant
pour centres les N singularités; si le rayon de chaque domaine est
arbitrairement petit, les N domaines recevront l'interprétation de N
particules matérielles de masses m; et de chargese, (s =1, 2,...,N).
Comme au paragraphe 23, nous supposerons W; homéomorphe a
I'espace euclidien E,.

Cherchons les équations de mouvement relatives a la £**™° singu-
larité Gi. En premiére approximation, les développements limités
de vyog, Y*8 et T*8 sont donnés par (III.24), (1II.23) et par (III.22),
U, V; et W, ayant les valeurs (III.25) a extérieur de G,.

Désignons par £ff les coordonnées de Gy et par z* celles du point
courant de W, relativement a E;. D’aprés la troisiéme propriété
énoncée au paragraphe 24, les équations de mouvement sont indé-
pendantes en premidre approximation du domaine Cy entourant Gy :
nous pouvons ainsi choisir pour C; une sphére de centre G4 dont
nous ferons tendre le rayon vers zéro. En premiére approximation,
les équations de mouvement s’écrivent alors

at3) I
—cs—+0 5 =0,

(IV.6) ﬁ+o<’)=o,

c3 s

%o(3)

o,
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ol ¢* a pour expression, d’aprés (IV.1):

>
sa= [ SwPds,
aC

dS désignant I’élément d’aire de 9C.

En utilisant les coordonnées polaires (rs, 0, ¢) ayant pour pole
Gy, 0%, peut encore s’écrire, compte tenu de S = o avec I < p:

(IV.7) c(,,)_f s;*,}*,"’ — &k 12 5ino db dg.

Nous supposons maintenant et dans la suite de ce travail que les
indices écrits en majuscules latines et répétés dans un méme
monome, sont sommés de 1 & 3 (méme si nous avons négligé d’écrire
le signe de sommation).

Dans la pratique, pour simplifier les calculs, nous ferons tendre ry
vers zéro, puisque o(; est indépendant du domaine G, entourant Gg.
Nous utiliserons le signe ~ pour signifier que nous calculons S**
modulo des termes qui n’ont pas de contribution dans les équations
de mouvement en premiére approximation.

26. Calcul de certaines intégrales. — Afin d’établir les équations
de mouvement en premiére approximation, nous allons calculer
trois intégrales lorsque 4 tend vers zéro.

XM
a. I=lim [ 0,PdyPZ_ds.
ry>0 9Cx rk

Nous avons posé

XM= MY, P:_-E %; dS=r} sin 8didy,

ol P, peut dépendre du temps.

L’indice g sera supposé différent de k.
Décomposons d,P o, P :

dma,,P:(E dﬂ%’) <2’:,, %‘f) P P
(33 2ed
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ce qui entraine la décomposition correspondante pour 1. Nous avons
évidemment

P, 5y P,\ X¥
5 f PR o2\ L ds=o.
,:l;‘o oc‘l(; Ar")(% ur") T ’
Montrons que

. P\ , P XY P XM
lim (; o, 3) Ourt - d <Z N r.,> Jim, ./1; S ds,

k>0 5

ou SAE'lest la dérivée partielle par rapport a z* de l:i’, prise au
rq 7

point (z! = &, 22 =}, 2 =§).

En effet, on peut choisir n>> o assez petit, pour que l'inégalité
ry<<wm entraine |d, Pq——-aA P,| <<¢; ¢ a été choisi > o arbitrai-
rement petit, quel que soit g. On a alors

lf (ZdA——Z )du—’ﬁ— |<<N—x>=M

ou M est borné. Or

. Pr XM
lim dy— £
1>0 oCx rrk Tk

. P, Pk XM

1 f ¥ 0n ! ) oyt - dS =—4aP Z:

ulgo oc;( . A"f/) re re AT Tk dA
Par une démonstration analogue :

lim dA%(EdM )——dS_— kaZ;Af_:
q 7

—dS=—4=n Py,

donc

Tk >0V 5Cy

Enfin
M A M M
f dAP—kd,,E’-‘ X_dS=_'Tf XA XM XM iS=o.
ock Tk TR Tk rhJo, Tk TR Tk

Cette derniére intégrale est donc nulle quel que soit ry.
En groupant les divers résultats obtenus, il vient

1v.8) Jim joAPa, ds—_lﬁfnz It
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Le calcul des intégrales suivantes étant analogue a celui que nous
venons d’effectuer, nous ne donnerons que les résultats :

b.

v, li 2___ =T ;
(IV.9) ':gl**fm ¥ 0Py ds= sz 3\ Py
C.
(IV.10) 1 f 9y P2 ds
.10 m —_— = 0.
TE>0 9C AB rk

Remarquons qu’il résulte de @ er b :

(1V.11) dAPdMPrsz}{Z(dBP)'.
B

Ce dernier résultat sera quelquefois utilisé pour permetire des
simplifications dans le calcul de S*, avant d’intégrer.

27. Premier groupe d'équations de mouvement, en premidre
approximation. — Calculons ¢};, pour obtenir la premiére équation
de mouvement (IV.6).

D’apres (IV.5) :
At = "AF‘+0( )

2

et d’apres (III.22) et (III.25) :

2 O Gm I
SM=;d,AZ e 0(5)
=5 [-— 22Gms dA,, +Z‘2GmsdA ] +0 (-l;),

(IV.10) entraine alors

St~ 2Grigd, I_fk,
oy, =— 8x G ring.
Donc la premitre équation de mouvement s’écrit
(IV.12) mg=o.
Nous avons de méme :
St~ —k 9 ;;’
o)y =—2%éx.
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Donc la deuxiéme équation de mouvement (IV.6) s’écrit
(IV.13) ér= 0.

Les conditions (IV.12) et (IV.13) ont déja été obtenues dans le
paragraphe 23, a partir des conditions d’isothermie, mais il est inté-
ressant qu’elles puissent se déduire des équations de mouvement,
indépendamment des conditions d’isothermie.

28. Calcul de S!} en coordonnées quelconques. — Dans ce para-
graphe, quelques calculs intermédiaires seront faits afin d’écrire la
troisiéme équation de mouvement (IV.6).

a. Calcul en premiére approxzimation de T;,. — Par définition :
YAG
If,= 5~ [9nYeo+dpno—datipl,
d’on
1 1
(IV.14) rgp=_§[o”pA-.-ap-n\A—dAm]+o(;).

Les potentiels sont déterminés en premiére approximation par
(IIT.24) et par (III.25). Posons

_ W+8U 1 e? S Gmg
Oy = — — 3 ——§< msr,+sz rs )’

§

__2W+4U 1 e? Gm;,
(IV.15) { %o=— 3 —'—§<2 m,r,+42 rs )’

8

= = YN Gmo es \ ! -
P= Ggp — Oy = 3<4Q T m,r‘,>_3(4U W),
s

S

(IV.14) entraine alors

rsu=‘1;ﬂ‘l+o(i),

c? ct
d 799 1

Ty =4 (=)
BT e ct

1 1
Tfo= -L; (340 P + 3§ dcP — 30, P + o(;>-
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b. Calcul des différents termes intervenant dans S¥, d’apres
Uexpression (IV.5) :

I =d\ Log vy —_Af_’ + 0( )
donc
e 1
—TZruo ran= o(;;)
et
YAM . .
(IV-IG) TYAP'F)\I‘[J.: E;s%z(dsp)ﬁq. O(E;).
B

Calculons maintenant I'expression suivante :
a 1
— gy T voBy1® = — T4 Y, "o+ O (;) .

D’apres I'alinéa a de ce paragraphe et en utilisant la remarque
(IV.11), on trouve

(IVag) — T4, Il yeBy1s

~ I:—%dA ago dM aoo—-;—dA a“dM Oyg—+ QdA VdMV
I 1
— oY P} o,PoyP ] +0(%):
B

On obtient de méme les relations suivantes :

%ﬁ"l‘éyda?ﬁ=—43"r dn‘{pT—i-O( )
oM -
<[ ¥ S B Sounr
B B
M 1 1
M “A — -
(IV.18) Vi %(dﬂp)z]c*"'o(cﬁ)’
B
Egd TAM = —I—d rewo YAM=O<L)1
> % 2‘/? w 4 cv
YAM &% - 1 AM % = <-l—->
TR = g e =0 )

(IV.rg)  — 1:—5?)p Fi= [; Oap TEY+ 20A:Q“] s+ ( )
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Mp 1 1 1 1
(IVa) —I= 9, Fa= [E Onp raﬂgq-adeA]Z;-;-o(;),
V.ar) T2 g Fe=— R[50,U 0y, Q8+ L oy TBG |+ O (L)
. > ° = F U -+ BIQ +2 BC ?“ -+ 06)’
L —— L 1.
(V) T ran= LS 0 TN+ 0(05>
B
c. Calcul de S!}i. — En groupant les résultats obtenus dans les

relations numérotées de (IV.16) a IV.22), nous pouvons calculer

St* modulo des termes qui ne donnent pas de contribution dans les
équations de mouvement suivantes :

%+O(l—)=0.

cb

D’aprés la quatridme propriété du paragraphe 24, les termes
linéaires qui ne comportent pas de dérivation par rapport a z*,
n’interviennent pas dans les équations de mouvement; d’aprés les

relations (IV.19), (IV.20), (IV.21), et (IV.22), ces termes groupés
donnent

> g [— dp T\ + Oy TBA + 83 0 TN — 3 0. TS].

Cette expression se met donc sous la forme dz F**® avec

FAMB — __ FABM_
Donc, en revenant a la démonstration de la quatriéme propriété :

XM
dpFAMB 2 g5 .
oC1 Tk

Compte tenu de (IV.11) et des résultats ci-dessus, il vient
(IV.23)  SAK~ 20,, QM -+ 20y, QA — 28¥dp U — 4580y, QB — f’—ﬁ Ox %000y 200

3 3 3
-— EdAaudua“+ EdAVdHV— EdAPdMP‘

29. Deuxiéme groupe d’équations de mouvement, en premiére
approximation. — Nous nous proposons d’écrire les équations de

(k) 4 O I =0
ct (c‘) !
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ol

) —"f Spx X ds
G .
: oCk e
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Le calcul de ¢, est conduit en cherchant la contribution de
chaque terme de (IV.23). Nous utiliserons (IV.8), (IV.g) et
(IV.10). De plus, (III.25) permet d’écrire

QA=Y 9, U BN iR, U,
s s

dpU =

— Y B0 Us+ Y B EGopc U

Formons un tableau a deux colonnes groupant les résultats, la
premiere colonne comprenant le terme de S} que nous intégrons et
la deuxieme colonne la contribution de ce terme dans les équations

de mouvement :

20, Q%
20y, Q4
—_2 SH()[! U

— 48%0g, Q®
3
—_—— dA 1Y) dM %oo

16

3
—_— ;(—; dAaudMa“

3
=0, VoyV

— %JAPd,,P

— 83—nGmk.E“l§
— 8x GmyEA
- %Gmk%ﬁ

?Gmk.é%

e!
in e 2Gm,,+-n—1'L
ar ZA 9 — Mg
5 [2Gm/\+ m‘] ZdA o

7
eZ
8Gm, +—L
m,
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Les équations de mouvement de la k*™° particule peuvent donc
s’écrire, en premiére approximation :
(IV.24) —mkek+meaA —ekz
q
e YL _
+3<2Gmk+mk> z‘dA(qu+ ) _O(c’)

rq

équations auxquelles il faut ajouter celle du paragraphe 27 :

(IV.25) { k=0,
er= 0.
Si nous comparons les équations de mouvement (IV.24) a celles
obtenues en électromagnétisme classique, nous remarquons qu’il
apparait un terme supplémentaire qui n’est pas négligeable :

2
LY 7 J Sy
3 <2Gmk - mk) Zd“<Gm7+ 2m,,) re
q

30. Equations de mouvement, en premiére approximation, par la
méthode du tenseur impulsion-énergie. — Montrons qu’en premiére
approximation les équations de mouvement obtenues par la méthode
du tenseur impulsion-¢énergie sont identiques a celles déduites par la
méthode des singularités. La méthode du tenseur impulsion-énergie
en théorie de Jordan-Thiry généralise celle de la relativité générale
et a été étudiée par F. Hennequin dans le schéma matiere pure
(1271, p. 64).

On suppose qu'une région de la variété V; est balayée par une distri-
bution finie de masses et de charges, cette région étant représentée
dans une section d’espace W, par N domaines S,(s=1, ..., N).
Dans cette région, les équations de champ sont celles du cas inté-
rieur du schéma fluide parfait. Le champ est supposé quasi galiléen,
a comportement asymptotique euclidien. De plus, il est possible de
définir pour chaque domaine S, de W, une vitesse moyenne de
translation, cette vitesse étant petite devant c. Les équations de
mouvement se déduisent des conditions de conservation que nous
prendrons sous la forme (II.15). Les calculs seront effectivement
faits en premie¢re approximation. Rappelons que les valeurs en pre-
miére approximation de I8, yo8 et y,g solutions des équations de
champ sont données par (III.22), (III.23) et (III.24).
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a. L'une des conditions de conservation est
(1V.26) D, 8= Dy (rv2vg) =0
or, d’apres la premiere relation (II.36), (IV.26) s’écrit aussi

(1V.27) v, [t6{] =o.

Le premier membre de (IV.27) est un scalaire de V, que nous
allons intégrer sur un domaine A, de V,, de bord dA,. Or

v, zog) =808V —8) (53%:?) .

On rappelle que g est le déterminant des gi;. (IV.27) entraine
donc

(1V.28) 1= [ 0;(£8} y=g)dz' A\ dz* \ da3 \ dz*=o,
Al
+ .
I représente le flux du vecteur P de composantes contravariantes

P/ =£®7 a travers dA,, c’est-a-dire

% Ny, £ 84 dais \ dats )\ dxbs.
0A, Y

En effet, un simple calcul entraine
1= [ a] v £0] dat A dat A s,
A :

d désignant le symbole de différentiation extérieure, , ,,, le tenseur
élément de volume défini sur V, munie d¢ la métrique

ds? = g,,-d.z"dxl.

(IV.28) étant vraie quel-que soit le domaine A,, on suppose qu'on

. + .
peut choisir A, engendré par des lignes tangentes a P, et aussi par
deux sections s, et s, respectivement définies par £= ¢y et t=¢,.
(IV.28) se réduit alors &

(1V.29) fee; J—t—gdziAdxlAdx3—./;Eeg V—gdzt \dz* Adzd=o.
Jsq, Sty
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Si nous supposons ¢, variable et faisons tendre ¢ vers ¢;, nous
déduisons de (IV.29) :
(1V.30) % [ f 0 V=g dat A\ dot A dx?] =o,

ou s; est un domaine fonction de ¢, défini comme section d’espace
d’un tube de lignes tangentes a b.
Dans le schéma matiére pure ou fluide parfait :
8/ =re,vl.
Remarquons que nous obtiendrions le méme résultat (IV.30) si

V, était munie d’une métrique conforme a ds?, en ne tenant pas
compte des interprétations physiques différentes qui en résulteraient.

Dans le schema matiére pure ou fluide parfait, (IV.30) devient
g—t-[frvov‘ EV—gdxt \ dz2 N\ d.t"] = o,

s: est alors défini comme section d’espace d’un tube de lignes de
courant et d’apres (II1.6") et (I1.6") :

(IV.31) %[fp.li‘ ¢:}dz1Adszdst=o.
A¥3

(IV.31) s’écrit en premiére approximation, si nous choisissons
pour s; le k'™ domaine S de charge ¢ :

(IV.32) %[/s'pdxn/\dxe/\ dx’]:o
k

ou encore
éx=o0.

b. Une deuxiéme condition de conservation (II.15) se traduit par
la propriété que sur toute ligne de courant :

(1V.33) oo A,
Yo r

Dans le schéma matiere pure, (IV.33) exprime que ¢, est constant
sur toute ligne de courant.
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Dans le schéma fluide parfait, on obtient, en premiére approxima-
lion, la propriété suivante vraie sur toute ligne de courant :

vo=Cle+ O (21;) )
ce qui, d’apres (III.14), s’écrit en premiére approximation :
(IV.34) % = Cte.
D’ou il résulte, d’apres (IV.32) :

(IV.35) —gt-fpdxiAdxﬁAd.z:?:o,
St

ou s, est définie comme section d’espace d’'un tube de lignes de
courant. Ceci entraine la propriété suivante pour le A**™ domaine S,
de masse my :
(IV.36) %[f odzt A dat \ dx"] —o

k

S
ou
mg=o0.

c. Les conditions de conservation (II..15) qu’il reste & utiliser sont
(Iv.37) D, 65 =o.

En intégrant ces équations sur le £*™ domaine S; d’une section
d’espace W, on obtient les équations de mouvement de ce domaine.
v étant porportionnel au déterminant des composantes covariantes
du tenseur métrique choisi sur Wy, (IV.37) entraine

(IV.38) D, 85 /v dzt A\ da? A\ dz? = o,
Sk
avec
o
(IV.39) Dy 8%= ‘M — L6200, 14

4
or, dans le schéma fluide parfait :
0% =rvap, — Iy,
donc
da(OZ\/’_f)Edl("""A\/“—f)—dA(l\/?)
dxB
=a(Foanvi Gy ) +on(rete i) = (1VA).

MREMORIAL DES §C. MATH. — N° 159, s
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D'une part, @; a la méme expression rviv, dans le schéma

. . . dzB
z ’
mati¢re pure ou le schéma flnide parfait, d’autre part —- est supposé

constant sur Sy; 9,(8%/v) a donc pour expression sur S; :

(IV..4o) 0x(03 V) =1 2 (8v7)—0, (1v5),

(IV.37) s’écrit alors, compte tenu de (IV.39) et (IV.40) :

(IV.41) /;% (81 V3) dat A dic? A dx‘—-./S‘k 9, (1y/7)dat A dzt \ dzs
= fSkewﬁaﬂm dat A\ dat \ da’

or, d’aprés la formule d’Ostrogradski :

o 1y 1,
f 0, (1y7) dat \ dat p dzo= [ 27 TAun D (&2 4 o o,
S Sy

2l D (t,8)

My, 6tant le tenseur élément de volume de W, et d S, une variété
a deux dimensions rapportée aux variables ¢, ¢5. D’apres I'étude du
probléme de Cauchy et les conditions de raccordement du para-
graphe 13, { est nul sur 9 S;, donc I'intégrale considérée est nulle.

De plus, d’apres ’étude du probléeme de Cauchy du paragraphe 10,
O} est continu ainsi que ses dérivées partielles premitres, ce qui
entraine

f—t—i—(ezﬁ)dxi/\dx’/\dw'*z-g- [e;ﬁdxiAdxtAdzv.
s, 4 tJs,

D’apres les remarques faites, les équations de mouvement (IV.41)
s’écrivent (1)

[4

(IV.42) %fse;ﬁdxt/\dxz/\ dxe=§fsewdnwdx1/\ dx2 )\ da.
k k

Comme nous I'avons remarqué plus haut, le premier membre est
le méme dans le schéma matiére pure ou dans le schéma fluide
parfait.

Le deuxidme membre est bien entendu différent selon qu’on se
place dans I'un ou I'autre des deux schémas.

(1) Cest la forme obtenue par F. Hennequin pour les équations de mouvement
dans le schéma matiére pure ([27], p. 66).
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Ecrivons alors en premiére approximation les équations de mou-
vement (IV.42). D’apres (III.17) et (III.24), nous obtenons

A .
c & 1/p2 — 1
;6““0A7a0= P [‘é(g_ﬁ Gp) da(2U+W)— Gpdpa U+ ‘/GW)AV] +O<—c—5)-

Si Sk a pour masse m, et si #A désigne & l'instant ¢ la valeur de
dzA . .
_dit' sur Sy, les équations de mouvement de S, (IV.42) s’écrivent

d . "1/
(AV.43) Gz b = jSk [g <*2‘—P+ Gp) Ix(2U + W)
+GpdAU—\/G].LdAV] ot N\ dart \ dx?-;-o(cl,)-

Poursuivons les calculs, dans le cas particulier suivant :

«. les N domaines S,(s=1,2,..., N) présentent la symétrie
sphérique ;

B. les dimensions des domaines S, sont petites vis-a-vis de leurs
distances mutuelles.

Désignons par £ les coordonnées du centre de gravité G, de S; et
par R le rayon de S;.

Posons

rge=V(E—E )+ (B )+ (Bi— )™
Si d représente le minimum de ¢, lorsque ¢ prend les N—1 valeurs
distinctes de &, la deuxiéme hypothése entraine que % est trés petit

et pourra étre négligé dans la pratique.

Les densités p et p. dépendent du temps et de la distance r, de Gg
4 un point variable appartenant & S;. Uy est fonction de ry et du
temps :

Ij A g
(IV.44) fpdAULd.r'/\dﬁ/\ dx’sfp%(,;f x—,‘kﬁdz'/\dx?/\dx’=o.
Sk

En appliquant la formule des accroissements finis a d,U,, on
obtient

f pda Uy duxt A dz? N\ dx}
Sk

= mﬁ,\U,, +£kp (aB— E}) [dan Uq]xz dzt N\ da A dz3,
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disUg est prise en un point de Sy de coordonnées
XM= M 0 (2™ —EY), avec o< 0< 1.

Or, en calculant d,3U,, on obtient

S ¢ (@ — 8 DasUrlyy da? A ot A dla

Si
Gm, xB—EB A —EA Gm
= B__ q q 9| — (A — q
Mp{z};(w e e BT ]x;
G A__ A ZB__EB
+§(wﬁ—s?)[ :}"’ Z ~ b 2 - E"]x;} dat \ da \ das.

4m1¢ Gm,, RJ . On

das (1 — g)
peut écrire

(IV.45) fp(x“—E%)[deq]x; x’/\d‘””/\d”"=f(g)’

Sk

Cette intégrale est bornée en valeur absolue par

ou f (%) est une fonction de% qui tend vers zéro avec g-

En faisant d’autres remarques analogues a (IV.44) et (IV.45), et

en notant que 4= 4, les é6quations de mouvement (IV.43) peuvent
s’écrire en utilisant aussi (III.25) :

(IV.46) Gmk's'z:z‘&\[%(f B2 et A dat A\ dx's+Gmk>
g2k s 2
><(qu +/s‘;i-:dwi/\dx2/\dx'3>;l;
9

Gm Gere
+Gmk.—‘_’_ ZCkCq
rq Tq

R 1
+1(2)+0(3)
Dans le cas limite ou les N domaines S; se réduisent a N particules

matérielles ponctuelles G, 4 symétrie sphérique de masses m, et
charges e;(s =1, ..., N), les équations (IV.46) s’écrivent

=S [L (L 5 L

(IV.47) Gmpki —Z:A[3<2mk+ Gmk> (2mq + Gm.,) e
q#

- G mi G my _ Gekeq] +0 (1

rq Tq

c?

I1 faut ajouter les équations (IV.32) et (IV.36).
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Nous retrouvons donc les mémes équations de mouvement que par

la méthode des singularités [cf. (IV.24) et (IV. 25)].

31. Interprétation de V, comme variété espace-temps de la rela-
tivité générale. — Nous avons montré qu’il intervient dans les
équations de mouvement, en premidre approximation, un terme
supplémentaire qui n’apparait pas dans les équations de mouve-
ment classiques.

Or, pour interpréter, en premiére approximation, la variété V,
comme cadre géométrique de la relativité générale, F. Hennequin
avait muni V, de la métrique £ ds?. Nous vérifions facilement qu’en
premiére approximation les valeurs de r et ¢y données par (IIL.14)
sont indépendantes de la métrique conforme a ds? choisie; les
tableaux (IIl.17) et (IIT.24) de ©*B et yog n’en dépendent pas non
plus. Nous pouvons donc conclure que les équations de mouvement,
en premiere approximation, ne sont pas influencées par le choix
de la métrique conforme a ds? dans V,.

D’autre part, nous avons 616 guide, dans l'interprétation physique
de la théorie de Jordan-Thiry, par le désir d’interpréter V, comme
variété espace-temps de la relativité générale, ceci a permis en parti-
culier de déterminer le tenseur impulsion-énergie de V.

Avant de poursuivre, rappelons quelques notations. V; est munie
de la métrique do? = v, dz* dzf, V, delamétrique d5? = 2;, dz’ da/,
ol

YoiYo;
gy=rgy= )‘(Yii- 7;%) :

Etant donné le résultat physiquement inacceptable obtenu pour
les équations de mouvement, en premiére approximation, il semble
normal de chercher s'il existe une métrique conforme a ds? telle
que V, puisse étre interprétée, en premiere et en deuxiéme approxi-
mation, comme cadre géométrique de la relativité générale.

Pour cela, il suffira d’imposer, en premitre et en deuxiéme
approximation, I'une des deux hypothéses suivantes : ou bien les Z;;
sont les potentiels de la relativité générale, ou bien les équations de
champ de V; entrainent dans V, les équations de champ de la rela-
tivité générale. Nous montrerons qu’il est impossible de trouver A
satisfaisant a cetle condition : pour cela, il suffira de montrer I'impos-
sibilité dans le cas de matiére non chargée, c’est-d-dire pour p=o.
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Nous supposerons dans toute la suite de ce paragraphe que p = o.
Nous pouvons poser
A A [ 1
(IV.48) x_g-_-c_;...c_:.,.o(g).

Comme nous l'avons déja fait remarquer plus haut, les équations
de champ de Vy déterminent en premiere approximation le tenseur
fondamental y,3 par le tableau (III.24). Nous trouvons alors en
premidre approximation pour Z;; :

x N 1
g’AB=—-SR—~c—:(2U+A0)+O<;))

(IV.49) Eu =1+ (Ag—20) clﬂ —+ O(cl_‘>’
A
g = -40% + O(C—'{)

Donc, si nous voulons que dans le cas matidre non chargée,

ds? représente en premiére approximation la métrique de la relati-
vité générale, il est nécessaire et suffisant que Ag=.0 (*). Donc

(IV.50) 3 =g+o(5‘7).
Or, d’apres (IIT.24) :
U
(IV.51) s=:+%+0<5‘;)-

Maintenant, nous voulons imposer que les équations de champ
de V; entrainent dans V-, celles de la relativité générale, en deuxiéme
approximation.

D’apres (I.14), (I.15) et (IL.4), les équations de champ,
Sep=0qg, s’écrivent dans V,, pour a =iet = :

(IV.52) S, + %g,,-gpqzl)’\_)‘ 9g% _ 39k 9k {[vldl)‘_g‘iA)‘] .

8z G
c?

I *
- E[v‘dls_gi/ AE]— Ty = &n1&m; 0",

() Pour le calcul du tenseur fondamental en premiere approximation, en relati-
vité générale, on peut consulter par exemple : [23], p. 49. Ce résultat énoncé en
premiére approximation, a été mis en évidence par F. Hennequin ([27]. p. 76).
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. . @mn . .
Etant donnée I'interprétation de —- comme tenseur impulsion-

x&
énergie de la relativité générale, nous devons donc imposer, en
deuxiéme approximation, la condition

3 dph 9% 39\ d,)
(1V.53) T s x

th/é’pq

87G ,
+ 3 [Vio A — gy A0] — %[V,d,g——gt, AF]— by =o.

Bien entendu, (IV.52) est vérifiée en premiére approximation,

d’aprés (IV.50), puisque les potentiels g,, de V, sont en premiére
approximation ceux de la relativité générale.

Si nous posons a = ?dﬂ, d’apres (IV.48) et (Ill.24), les condi-

tions (IV.53) entrainent en deuxiéme approximation :
pouri=/fetj=4:
3
(1V.54) D\ hr= de,,aa,,a;
B B
pour i=/4etj=A:
(]V-55) gdladAG—dgAA1=0;
pouri=Aetj=B:
3 3
(IV.56) ngaccA,— daphi— 7 agcha dea + > dyadga =o.
C c
Or, (IV.56) entraine

3
(IV.57) zZaCCA,= 420(;10(;1.
c [H

Cette derniére relation entraine, compte tenu de (IV.54) :
Zdna dga = o.
B

Nous en déduisons que « est constant, ce qui est en contradiction

avec o — 2—39 Quel que soit le choix de 2, la variété V,, munie de la
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métrique ds?, ne peut étre identifiée au cadre de la relativité géné-
rale ('impossibilité a été établie en ['absence de charge et en
deuxiéme approximation).

‘D’aprés ce résultat, il n’était pas possible de prévoir que nous
retrouverions les équations de mouvement classiques en premiere
approximation, par la méthode des singularités (méthode qui fait
intervenir en premiére approximation le tenseur d’Einstein de Vj
en deuxiéme approximation). Cependant, malgré cette remarque,
il eut été possible de retrouver les équations de mouvement classiques.

Il semble, d’apres les résultats obtenus dans ce paragraphe, qu’il
faille modifier les hypotheses faites sur V; et, peut-étre, transformer
les équations de champ de la théorie de Jordan-Thiry.

Dans des travaux rétents, Leutwyler [31] et P. Pigeaud [33] ont
modifié la théorie de Jordan-Thiry et utilisé des méthodes tres
différentes.
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DEUXIEME PARTIE.

THEORIE DE KALUZA-KLEIN,

CHAPITRE V.

ThEorE pE KaLvza-KiEn. EQUATIONS DE cHAMP.
EQUATIONS DE MOUVEMENT.

32. Théorie de Kaluza-Klein. — Le cadre géométrique est celui
de la théorie de Jordan-Thiry, avec { = 1. Donc yoo=—T1.

Les équations de champ sont obtenues par une méthode variation-
nelle, en annulant la variation de I'intégrale

I =j'R¢pyaﬁ VIyT dz* A... A da,
c

C est une chaine différentiable de V; dont le bord est dC. Les
variations des potentiels et de leurs dérivées premidres s'annulent
sur 0C :

3l = f(SR,,p)y“ﬁ\/lﬂ dzo A\.../\ dz*
Yc

+fR“pa(7°‘3\/-|7|')dw°/\.../\dx’*,
C

Or
1B SRop= D)\[Yﬁﬁ 81‘;[3—- yah EI‘EB],

il vient donc

o = f Dy [198 3Thg— 12 8T | VTAT daP A\ .. A db
C
+fRaps('f°‘ﬁ VIYT) dz* A .. A\ dzb,
(4

61‘;';3 s'annule sur dC. Donc, d’aprés la formule de Stokes, la pre-
midre intégrale est nulle. Il vient

a1 =£Sap 318 VYT d2o A - - - A dx~=—jc's<xﬁ SYap VYT d2O A - .. A da?
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ou encorc

3 =—-f8118n, VAT dxo/\.../\dmt—-zfswsy,o VT dad A.. . A dat.
C C

Les équations de champ du cas extérieur s’écrivent alors

Saz = o,

D’apres (II.3), ce systéme est équivalent en reperes adaptés ortho-
normés au systéme
Sa£= 0.

Ce sont les 14 premidres équations de la théorie de Jordan-Thiry
avec £ =1, la 15° équation, S, , = o, étant supprimée.

D’apres (I.13), ce sont aussi les équations de la théorie provisoire
de I'électromagnétisme, dans le schéma champ électromagnétique
pur.

Les équations de champ du cas intérieur, schéma fluide parfait,
sont
(V.1) S — @21,

ou ©* est défini par (II.6) et le systetme (II.8) dans lequel nous
faisons £ =1.

Ce systeme est équivalent, en repéres adaptés orthonormés aux
14 équations suivantes de la théorie de Jordan-Thiry:

Sq:=0a1, avec E=I.

D’aprés (I.g) et (I.10), les équations de champ (V.1) sont les
équations de la théorie provisoire de I'électromagnétisme, schéma
fluide parfait. Si le fluide parfait admet une équation d’état, les
relations (II.10) et (II.8), dans lesquelles £ =1, entrainent que r
est une fonction de /. C’est donc un fluide holonome.

33. Conditions de comservation. — Les conditions de conserva-
tion sont les conditions satisfaites par %, conséquences des iden-
tités de conservation, D,S*8=o.

Démontrons que les conditions de conservation sont en reperes
adaptés celles de la théorie de Jordan-Thiry, avec{ = 1. L’expression
de D,SeB est en reperes adaptés :

(V.2) Do SeB=0,S/8+ I's S/B+ 28 Sa/.
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Donc, en réalité D, S8 ne fait pas intervenir S°°.

Ce résultatest évidemment vrai pour un tenseur autre que S*8, Les

équations de champ et les identités de conservation entrainent donc,
en repres adaptés :

(V.3) D, 8%8 = o.

Les conditions de conservation de la théorie de Kaluza-Klein sont
donc celles de la théorie de Jordan-Thiry dans lesquelles nous
faisons £ =1.

Dans le schéma fluide parfait, elles se traduisent par le sys-
téme (II.15), avecf =1.

Signalons que la premiére équation (II.15) admet une intégrale
premiére, lorsque le fluide parfait admet une équation d’état

r=f(1):
vo=ke~ff%"dl,

ou k est une constante.

L’étude du probléme de Cauchy et ses conséquences dans le
schéma fluide parfait sont formellement identiques a I'étude effectuse
en théorie de Jordan-Thiry (cf. chap. II) et aux conséquences qu’on
peut en déduire.

Il suffit de poser £ =1 dans les résultats obtenus.

34. Solution globale des équations approchées de champ, en coor-
données isothermes. Role des conditions d’isothermie. — Les hypo-
théses sur le tenseur métrique, et la méthode pour résoudre les
équations approchées de champ, en coordonnées isothermes, sont
celles de la théorie de Jordan-Thiry (cf. § 17 et 18). Les seules
différences sont que £ =1, et que I’équation de champ S} — ©°° est
supprimée.

Nous devons revoir le réle des conditions d’isothermie dans ces.
approximations, puisque les équations de champ ne sont plus celles
de la théorie de Jordan-Thiry.

Les équations de champ s’écrivent en coordonnées isothermes

(V.4) SH = eat,
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Rappelons les relations du paragraphe 18 :
(V.5) S%8 = SaB 4 A28,

(V.6) AeBe= .; | ¥2¢ 0, FB + 8¢ 9, Fa— Fe 9,28 — y2B(d, Fo+ Thy Fo )],

(V.7)  DgAeB= %[-m» N F3+ 2y0wTb 9y Fo— Fo dyers, ]

Les équations approchées de champ en coordonnées iso-
thermes (V.4) et les équations approchées de¢ mouvement étant
supposées satisfaites, quelles en sont les conséquences ?

Les équations de mouvement (V.3) et les identités de conservation
entrainent

D, (S#8— 028) = o,
ce qui peut s’écrire

9;(S/B— 8/8) +T% (S/B— 8/8) + 2Tf Se/=o

ou encore, d’apres (V.4) et (V.5):
djA/B+TEAB+ 2T A%/ =0

ou encore
(V.8) DgA%B=o.

De (V.8), nous déduisons a chaque ordre d’approximation :

AF(o'-'1+1)= 90 [F&p_”, F(‘ﬂ'—lh F(‘gl’—ﬂ)]y
AF(‘?IH): ot [F(Q-’l’—i)a F(‘ﬂ’—i), F(l‘-t’l’—i)]r

AFﬁl) = ¢A[Fir—), F(oil'—i)) Flii—s) ]’

ol ¢*% est un polynome homogene linéaire par rapport a Fy.,,
Fir—1y, Flir_s et leurs dérivées premidres, avec ' < .

Nous obtenons donc en premiere approximation :
AF?‘” = 0,

(V.9) AF},=o,
AF‘& y= 0.
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Le champ étant quasi galiléen, (V.9) entraine en premiére appro-
Ximation :

F(O‘)= o,
J S
Fhy=o,
F{y=o.

Par un raisonnement par approximations successives, nous pou-
vons conclure que les conditions d’isothermie sont satisfaites a
chaque ordre d’approximation.

Nous obtenons donc le méme résultat qu'en théorie de Jordan-
Thiry :

Pour une solution approchée des équations de champ (cas inté-
rieur et extérieur) en coordonnées isothermes, les équations appro-
chées de mouvement d’ordre ! entrainent la vérification des condi-
tions approchées d’isothermie d’ordre .

De (V.6), il résulte qu’'a I'approximation d’ordre I, Ag‘}? a pour
expression

Aﬁ?ﬁ?“?(Ffm ’

ol 928 est un polynome homogene linéaire par rapport aux Ff,, et a
leurs dérivées premieres, avec m < .

Ce dernier résultat et I'unicité physique de la solution des équa-
tions de champ entrainent la proposition suivante :

Toutes les solutions approchées des équations de champ en
coordonnées quelconques se déduisent tensoriellement de la solu-
tion approchée des éqnations de champ en coordonnées isothermes.

35. Solution des équations approchées de champ du cas exté-
rieur ot des conditions approchées d’isothermie. Résultats en pre-
midre approximation. — Comme en théorie de Jordan-Thiry (§ 19),
les résultats du paragraphe précédent et les travaux de relativité
- générale [12] nous conduisent & la recherche d’une solution des
équations approchées de ehamp du cas extérieur, solution satisfai-
sant les conditions approchées d’isothermie.

Nous supposons aussi que le champ extérieur poss¢de N singula-
rités ponctuelles & symétrie sphérique. La méthode de résolution est
la méme qu’en théorie de Jordan-Thiry : il suffit de faire { =1 et de
supprimer I'équation S°°— @°°.
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Les calculs en premiere approximation sont détaillés dans le para-
graphe 23, avec les différences que nous venons de signaler.

Il nous semble inutile de les reprendre et donnons seulement les
résultats, c’est-a-dire les tableaux déterminant le tenseur métrique
par ses composantes covariantes Y,3 et ses composantes contra-
variantes y*8, ainsi que la densilé tensorielle de composantes I'*8 :

Yoo =—1,

Yoa = %‘ +0<EI§)»

Tos = %, +0(-CI—‘)3
A m= ® o wo(3)

Yo = 1—%12—) +O(EI;)’

=it 2%+ o(2);

Y = —1 +O(c_1‘),
oA 1
m= =% wo(3)
2V 1
To"“ -E-’- +O(E‘E))
(V.r) {
I3 1
A= —cﬁ +O(Z’3)’
U
TH = 1+%_,— +O(£;);
2U 8} 1
| YAB= _ 3B+ p O(E-;)’
2U 1
oo = —1—— +O<?))
oA 1
J L —E' +O('c—5 ]
2V I
Jr“: 3 +O<'c-‘ ’
(V.12)
TiA = ot +0
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Nous avons posé

N
= QO €5
a05=_2\/G él— 4
Ts

s=1
N
wa= 4G E4,
0
§=1
< G
N m
U= <y
Ts

s=1

ZMG es

s=1

Nous vérifions, en utilisant les résultats du paragraphe 22, que la
résolution des équations de champ (cas extérieur et intérieur)
conduit aux mémes résultats, en premidre approximation, lorsque
les N domaines intérieurs présentent la symétrie sphérique dans W .

36. Equations de mouvement obtenues par la méthode des singu-
larités. Résultats en premidre approximation. — A. MgTHODE DES
siNgULARITES. — Nous allons montrer que la méthode des singularités,
élablie en théorie de Jordan-Thiry, se traduit immédiatement en
théorie de Kaluza-Klein.

Les hypotheses sur la variété riemannienne V; sont celles que
nous avons formulées dans le paragraphe 24, lorsque n = 4.

A lextérieur de N domaines de V; appelés domaines de singula-
rités, la métrique do®=1ye3dz*dz® est réguliere et satisfait les
équations de champ du cas extérieur.

Les singularités sont représentées dans W, par N domaines
appelés domaines de singularités de W;. Soit T un tel domaine
de W,, de bord JI', que nous supposons étre une variété bornée a
deux dimensions.

Nous désignerons par G un domaine quelconque de Wj, salis-
faisant les conditions suivantes : G contient un seul domaine de
singularité T, et admet un bord dG qui est une variété 4 deux dimen-
sions. De plus C —T est borné.

Le tenseur S induit sur W, pour a fixé, un vecteur g‘“’ g% est
le flux de S‘*" a travers dC,
E@= YV, S@A= div§®.
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Comme en théorie de Jordan-Thiry, nous avons les deux théo-
rémes suivants dont les démonstrations sont identiques :

a. Une condition nécessaire et suffisante pour que o* soit nulle
quel que soit C extérieur au domaine considéré est que

>
divS(®) = E(®) = o.

b. Une condition nécessaire et suffisante pour que o* soit indé-
pendant de 0C est que E soit nul & Uextérieur du domaine de
singularités considéré.

Nous avons alors les propriétés suivantes :
Premikre prOPRIETE. — SiST = 0(1417 —1), a lextérieur de C,

on conclut que Ej) = o, donc que o}, est indépendant du domaine G
considéré.

[La démonstration est analogue a celle faite en théorie de Jordan-
Thiry (§ 24), puisque, d’aprés (V.2), D,S*# ne fait pas inter-

venir S°°, ]

DruxikmMe PROPRIETE. — ol ne dépend que des potentiels d’ordre
au plus égala p—1.

(La démonstration a été faite au paragraphe 24.)

CoxcLusioN. — Supposons que les équations de champ du cas

extérieur soient satisfaites jusqu’a l'ordre (p —1) compris, c’est-
a-dire

Sma"=o (l<Lp—1).

Les conditions
¢
S =
2 { ( cp+3 )
l<p

s’expriment en fonction des potentiels d’ordre au plus égal & p—1.

Nous pouvons donc espérer que of; ) n’est pas identiquement nul.
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S'il en est ainsi, d’aprés la premidre propriété, nous dirons que les

équations
oL
Sy I —
XY +o(gm)=o
lep

sont & 'ordre p les équations de mouvement relatives au domaine de
singularités T.

B. DETERMINATION EFFECTIVE DES EQUATIONS DE MOUVEMENT EN PREMIERE
APPROXIMATION. — Appliquons la méthode des singularités lorsque le
champ extérieur posséde dans W, N singularités ponctuelles G;, &
symétrie sphérique et satisfait les conditions d’isothermie. Le tenseur
métrique et les densités tensorielles sont alors déterminés par (V.10),
(V.rr) et (V.i2).

Nous avons vu au paragraphe 35 qu’en premiére approximation, le
champ extérieur peut étre supposé produit par N domaines a
symétrie sphérique, ayant pour centres les N singularités; sile rayon
de chaque domaine est arbitrairement petit, les N domaines rece-
vront 'interpréiation de N particules matérielles, de masses m; et de
charges e; (s =1, 2, ...,N).

Cherchons les équations de mouvement relatives a la £'*™° singu-
larité G;.

‘W est toujours supposéc homéomorphe a I'espace euclidien E,.
Désignons par £¥ les coordonnées de G, et 2™ celles du point courant
de W,, relativement a E,. D’aprés la premiére propriété, les équa-
tions de mouvement sont indépendantes en premiére approximation
du domaine C; entourani Gy : nous pouvons choisir pour Cg, une
spheére de centre G, dont nous ferons tendre le rayon vers zéro.

Si p désigne I'ordre de la premiére approximation, d’apres (VI.7),
les équations s’écrivent comme en théorie de Jordan-Thiry :

o, _f S Ek r} sin® db d,
r+, 0, ¢ sont les coordonnées polaires de pole Gi. Cx désigne une
boule de l'espace euclidien E;, de centre G; ayant pour coor-
données (E}).

En utilisant les résultats obtenus en théorie de Jordan-Thiry (§ 29)
et en modifiant la solution des équations de champ (¢f. § 35), nous

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 169. 7
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obtenons les équations de mouvement de l'électromagnétisme

classique :
- ~ Gm e 1
— A 9 29 = —
mEh+ medA v ekZhﬂy 0(0,),
(V.13) q#k qFk
mp=o,
ér=o.

37. Equations de mouvement par la méthode du tenseur impulsion-
énergie. Résultats en premiére approximation. — Comme en théorie
de Jordan-Thiry, nous supposons qu’une région de la variété V; est
balayée par une distribution finie de masses et de charges, cette
région étant représentée dans une section d’espace W, par N
domaines S, (s=1, ..., N). Dans cette région, les équations de
champ sont celles du cas intérieur, dans le schéma fluide parfait.
Le champ est supposé quasi galiléen, & comportement asymptotique
euclidien. De plus, nous supposons qu'’il est possible de définir pour
chaque domaine S; de W, une vitesse moyenne de translation, cette
vitesse étant petite devant la vitesse de la lumiére c.

Les équations de mouvement se déduisent des conditions de
conservation qui, nous l'avons vu, sont celles de la théorie de
Jordan-Thiry, avec E =1

Donc, tous les résultats obtenus en théorie de Jordan-Thiry (§ 30)
sont encore valables, avec la modification signalée pour .

En premiére approximation, les équations de mouvement sont
celles obtenues par la méthode des singularités : elles coincident
avec les équations de I'électromagnétisme classique.

CHAPITRE VI.

CaLcuL, EN DEUXIEME APPROXIMATION,
D'UNE SOLUTION DES EQUATIONS APPROCHEES DE CHAMP DU CAS EXTERIEUR
ET DES CONDITIONS APPROCHEES D’ISOTHERMIE.

Nous nous proposons de calculer, en deuxi¢éme approximation, le
champ extérieur satisfaisant les hypothéses du paragraphe 35, dans
lequel sont explicités les résultats de premiére approximation.

38. Développements limités 4 la deuxidme approximation de Yug,
v*B correspondant & ceux de I'*8. — Tous les calculs seront menés en
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utilisant les densités tensorielles I'*8. Nous posons, compte tenu des
résultats de la premiére approximation (V.12) :

2U Voo 1
Too =—I—F+ c—‘ +0(z§)’
i — l+.4_U‘.+E+O(.£),
c? ch ct
A Via 1
o | F B
. Toék — ?'—V_. -+ .Yi‘ -+ O(l.)
- c? v e )’
o VoA 1
ToA = co: - 0(;:,)7
VAB 1
TAB— —82 +-c—‘+0<z“'>'
Rappelons que
N . N .
= ms £} — es 4
(VI.2) “sA—tiGs—lr—Jv GoA——Z\/-G-"Z,—lT'

Les équations de champ du cas extérieur, équations valables en
deuxiéme approximation, permettront de calculer V2. Posons

2U R 1
VY=1+ el +0(E'3)’
et I' sont respectivement les déterminants de y,g et I'*8
Y P Tap ’

3 1
= dét(Y“?’ \/';) =1 Vy=TI73,
donc

R= %(V”— yeo_ ZVBB.__ 4V’—4U’>,
B

Des relations

YPYpo=1,
Yoo=—1,
on déduit
2
1
V0= 2 U2+ 8V2 4 —< vnn—vu),
(VI.3) 2 ;

R=1 (V“—-ZV”) —4Vi—aUs,
B
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Les relations I'*8= y2B8/~ entrainent

! %oA VoA 4 2Uapa 1
ToA-_—__?s_ —+ —_— +0(c—,)9 ‘
(1]

pe DL YRV (),
TN VAt — o Uay, I
2U Vi — R — 4 U2 1

T = I+ — —_— +0(—>,
c? ct ch
o 23BU VAB4 3B (R — 4 U2 I

o L v ()

Nous déduisons des relations y%Py,g= 83 :

Yoa = %’TA -+ 2—-———-V“Mc:_ vor -+ O((%),
Tor = %’ -+ ——VG‘:‘SUV +O<-cl—6),
(V1.5) 4 Yas = %AIA +VAL_2V2:A—2UaM+O(_c;_7)’
Yie = 2V +R—V“—4V2+8U2+0(_1_)‘
c? ct ¢t
Yn—’-:—sg_iig_u_ At L +O('él—s)'

Dans la suite, pour simplifier écriture, nous pourrons désigner

par Bqg le coefficient de EI; ou 315 dans le développement de 7,3,

39. Equations de champ du cas extérieur en coordonnées iso-
thermes, en deuxiéme approximation. — Elles s’écrivent en coor-
données isothermes :

a
Siy=o.

L’expression de /yS% est donnée par (III.3). On calcule facile-
ment les différents termes, en choisissant comme variable de champ
les densités tensorielles

I 1 1 U 1
3 Orel=— EAP“I-O- 2.—0—2()zlrai+2;Arai+O (E‘;),

2 1
- YKP'P)‘()FI‘“’= -c-iduUdurat-*- 0 (C_G) .
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Le calcul des autres termes intervenant dans \/y S a 6té déja fait
pour obtenirles équations de mouvement en premiére approximation,
en théorie de Jordan-Thiry. Les équations de champ du cas exté-
rieur s’écrivent alors :

(1) AVM= 49sU—20,VyV +14dyUdyU,

(2) AV*A= dpay,— 4oy U (Oyosy— dyoey),

(3) AVAB=— 49, UdyU~+238dyUdyU + 40, VgV — 238 dyVoyV,
(4) AVO*= 20V +120yViyU,

(5) AVOA=— gpa, o+ 20y U (s aoy— Oyos) + 20y V (Oyts p — d) 2age)
— 40,V9,U—89,V9, U.

Il résulte de (3) :

(3" AVEB= 29, UdgU — 205V, V.

40. Calcul d’une solution des équations de champ. — a. Choizde
la solution des équations de champ satisfaisant Uhypothése de
singularités ponctuelles présentant la symétrie sphérique. — Le
champ posséde N singularités ponctuelles. En premiére approxima-
tion, nous les avions supposées & symétrie sphérique, ce qui se

traduisait par le choix u =2;§ comme solution de I'équation Au = o
s=1
(s sont des fonctions du temps seulement). Nous conservons I'hypo-
these précédente en deuxiéme approximation. Nous avons vu dans le
paragraphe précédent que les équations de champ sont des équations
de Laplace avec second membre. Pour les résoudre, on en cherche
une solution particuli¢re a laquelle on ajoute une solution de l’équa-
N
tion sans second membre de la forme Z;i-
s=1

Les fonctions de ¢ arbitraires a, seront déterminées dans le para-

graphe 41 par les conditions d’isothermie, o{;,= o et g/;,=o.

b. Solutions particuliéres de certaines équations de Lapla
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s’établissent immédiatement, en développant

[(32) (3] (2

P__ tP
A[fv_is] =20, L,
rs

rs

2
Arg ==,

Ts

[ 3F P ¢ 1
ALr—‘—r,du dp -| —4du;;dp;:,

(R) <A rs(x“—-w)] =

L

A [ (xP—EX) (xll___El,g)

L Tk

4(z™—EY)
rg !

A | (aP—gh) (24— D) (ad—2D) —;

\ = 6'(2®— %) (2B —E}) du"“’

a, et 3, dépendent uniquement du temps.

les premiers membres :

) (32)

—3f rk] = 4(xr—s):)d,,rik,

of rx («®—ER)

—Lop re(an— o) — Lag reer—aD) |

En utilisant les relations précédentes, nous obtenons une solution
particuliere des équations (1), (4) et (3'). Nous trouverons des solu-
tions particuliéres des équations (2), (3) et (5) sealement au voisi-
nage de la k'*™° particule Gy, solution qui, ainsi que nous le verrons
plus tard, sera suffisante pour obtenir les équations de mouvement.
Dans ces trois derniéres équations, nous sommes amenés  chercher

une solution particuli¢re de
(a1) Au=dy <Z%:>¢)A<2

En supposant 'indice k, nous avens
PP q

1 ~ I

dA 7; — 'r—‘

(a) + 1L
3

(o< <L)

&).
Ts

+ (@3 8) I + 7 (@ — ) (aP— ) Suae -

7 (20— EF) (2°— 52) (z*—E}) ["ABPQ r ] 2® 40 (£R —R)
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En décomposant le deuxiéme membre de (a;), on est amené a
chercher une solution particuliére de

(as) Bu = dy -0y -

. Soit ((zgz)un voisinage de la A'*™° particule, G, ayant pour coor-
onnées (&; ).

A partir de (@1) et (@,), on doit chercher une solutron particuliére
de quatre équations :

(al) Au =du;l;;A;‘!—’
(@) Au=ody; (a— ) 5“;‘;,
(a0)  Au =7z (=) (&P—8) ume s

(e | 2% = 57007 (20— 1) (2= 8) ("~ 1) [duaro 7 |
(o< <),

xR+ 0 (E%—x“)

D’aprés la deuxiéme relation (R), (@,) admet pour solution parti-
culiere

1 ~ 1
Uo= — Oy Tk 0y —
0 2 M7k Arq’

(as) admet pour solution particuliére

e [EmD

~ 1
e ] D

u,4 et ses dérivées premieres sont des fonctions bornées. Les dérivées

F (21, x2, 2%)
3

secondes de u; sont de la forme y ou F(zt, 22, 2%) est

nne fonction bornée.

u, est bornée ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres.

Si (M, z*) désigne le deuxiéme membre de (a;) (M ayant pour
coordonnées z!, 22, %), (M, z*) est une fonction continue; ses
dérivées premitres sont des fonctions continues des coordonnées
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polaires d’origine le point G4. Dans (Cy), (a;) admet alors la solu-
tion particuliére
(P, 2%

Uz (M, .Z“) = .
Cr MP

P est le point courant de Cy, dv I'élément de volume de I'espace
euclidien a trois dimensions E,. u, admet des dérivées des deux
premiers ordres qui sont bornées. Une solution particuliére de (a,)
est donc

1 ~ 1
u= 'z'dm"de;" + f(21, x2, a3, 2%),

S(zt, 22, z, z*) est bornée dans un voisinage de G ainsi que ses

dérivées premilres; ses dérivées secondes sont de la forme
F(z!. z2. 2%, zb . . ..
Lr;w,w_)’ ou F est une fonction bornée au voisinage de G;.
Il reste a trouver une solution particuliére de

(@s) Au=d,—dy—  (qetmK).
rg "rm
Le deuxidme membre est une fonction analytique dans un voisi-
nage Cy de G4, donc I’équation admet dans C; une solution particu-
liere analytique.

On arrive donc au résultat suivant :

>
A[i’ié@‘<r? rAdM—derk>+ dM(akrk)dAB"

(V1.6) -+ %oh(i%m) 5»::% + f(zt, 22, x7, w’*)]
~(35)4(3%)

ou f(a', 22, %, z*) est bornée dans un voisinage de Gy ainsi que

ses dérivées premieres. Les dérivées secondes sont de la forme

F (21, 22, 23, %)
Tk

» ou F est bornée dans un voisinage de Gy.

c. Solution effective des équations de champ en deuxiéme
approximation. — En utilisant les résultats du paragraphe précé-
dent, on trouve
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N N
Al‘
LA =2 r: +2ZGm,d¢ar,—V’+7U’,
s=1 s=1
N Aot N
Vos =Z S+ zﬁe,dtnr,+6UV,
s=1 s=1
. ; 7(Gmi)t— Gej .
VAt = 22Gmsdp(l;’§r_,) + ————;z——— 13
s=1
+[(Gmg)— Ge?] dArkd’:_k
GmirGmy;— G : :
+ 20y 3 3 ITUETU—D R (1 y)
IFk
+2dnrk25ArL[ég(Gekeq—dGmkaq)+3Gmkaq§H
T
(VLy9) +2dArk253qu[éi(Gekeq—AGmkaq)+3Gmkaqég]
g7k

Aja
-+ - + f(2!, x2, 23, x*),

VaB = [Ge;— (Gma):yrady

-+ 2dArkZ Og Gereg— GmyGmy

rq
ey
'~ Gereg— GmiGmy
“+2dy 7, P)
B kz A rq
qF#k
~ Gmp Gmg— Gerey
+ 2agdcrk2 e =
qEk
AAB
-+ e -+ & (a, 22, 23, 2*),
alP
VBB — U2 — V24 » =5,
rs

s

Les fonctions f et g n’intervenant pas dans les équations de mou-
vement, il est inutile de donner leurs expressions.
Elles satisfont les propriétés suivantes : Ce sont des fonctions

bornées au voisinage de Gy, ainsi que leurs dérivées premiéres. Leurs
F (z!, a2, 23, x*)

dérivées secondes sont de la forme -

y o F est une
fonction bornée au voisinage de Gy.
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De I'équation (5) on peut tirer V°* : nous ne donnons pas son
expression, car elle est inutile pour obtenir les équations de mou-
vement.

Des tableaux (VI.5) et (VI.7), nous déduisons le tableau (VI.7")
donnant (3, (tableau que nous utiliserons souvent dans le cha-
pitre VII) :

/ A§‘+Za§"

p“ = 2U’—7V’—d¢-(Gm_,r.,) —-2 ——-—2’%———,
s

B = As esdurs—2UV,
s

(VI.7)
< Bian= V*A—0oVa,,—2Uay,,

ﬁAB——V“"'SX[ U2+4V’——2‘)12(Gm5"6)+2aher“]

— aBB_3 Al
‘ BBB—'—Z — —4U’+13V2 3 de(Gmsr,) +2 T

s

-

Nous n’avons pas remplacé effectivement V44 et V4B par leurs
valeurs données dans (VI.7), car nous n’en aurons pas besoin.

41. Détermination des fonctions de £, A%®. — Les fonctions de ¢,
A‘}:ﬁ se déterminent a partir des conditions d’isothermie, de o;,= o,
et de ¢;,= o, écrites au voisinage de Gy.

a. F4 = o au voisinage de Gy :
Ff )= dy VHA 4+ dsay, = 0.

Par un calcul direct utilisant (VI.7), nous vérifions que les coef-

. I 1 .
ficients de 7% @t 552 sont respectivement nuls.
k

En annulant le coefficient de d,,rik, nous obtenons

AP = 4Gme ERER,
d'ou

Za?’: 4G mkzéfﬂ —a GmiGmg— Gekeq.
B B

qu
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b. g/;,= o au voisinage de Gy :

. XM
atsy=lim St8—dS =o,
r>0J¢, Tk

compte tenu de F},,= o, nous avons

28} =— AT{¥+ dpa,y + 4 dg U (dg 2y — Oy ®sp) -+ Jp %0s (dp%ox — Iu%oB)
— 120, U d; U + dyp VPA 4 gy, V44,
Or
— AV gy VP = 0y [— dp VM 0y VAP,

D'ou, en utilisant la démonstration de la deuxidéme propriété
(§ 36), cette dernidre expression est ~ o,
25(‘5" ~ d[!d;u"" 4dPU (dpﬂ;u— dua‘l))
-+ dev (()paou— du“oy) -_— I2dMU d[U -+ di“.
En utilisant les calculs d’intégrales de 'appendice, nous obtenons
par intégration :

2oty = 870y {GmGm,— Gereg) (EX+ EY)
rq

(VL.8) A4+=29, G’"*Gm;’,— Gereq (gngm).
q

— 4= Az‘= o,

Intégrons cette équation. Etant donné que
¥ o~ d 1
8 _5 % _4 1
on g My, T dt ra’
(VIL.8) s’écrit

_ ~ GruGmy—Gexeg d GmiGm,— Gexeg
Abs =43, r» 2 - 2 —

ou, d’apreés les équations de mouvement en premiére approximation :

. d GmrGmg— Gege ' 1
A= E[Gmk&'é}?— ;’qk ‘7]+0 (c_’)’

GmiGm,— Gere 1
(Lg) Ap=a[miptr— EmEme=San] o (5),

C est une constante d’intégration dépendant des conditions initiales.
. - .
c. F},= o au voisinage de Gy :

Jy VH* -0, V¥4 = 0.
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. . 1 I I B B I
Nous vérifions que les coefficients de W et (z°—E}) d,.-;;
s’annulent respectivement.
L’annulation du coefficients de d“ril, entraine, compte tenu de
(VL) :

A= 2GmEfg+ T M g cfy.
q

d. 9}s,= o0 au voisinage de G; :
En tenant compte des conditions d’isothermie d’ordre <4, on a
2508 =—AV°M — dpa,y + 20gU (dy2gp— dgoey) ~+ dgos (g — Iy %sp)
—_ Zdu“(u dtU —_ 4dtaoh JMU -+ duBVBo -+ di“’.
En vertu de la deuxiéme propriété (§ 36) :
— AVOM 4 9y VBO o,
2808~ —dpayy+ 205U (dyagp— dgagy) + dgaos (dgosy— dy®sip)

—_ 20»(10; dtU _ 40[“0‘, dMU -+ dWVW.

En utilisant les calculs d’'intégrales donnés dans 'appendice

Az;= 2;»{(&1—' é?;l) (\/Ee,,GmL—— fGekaq).
rq

Intégrons cette équation par un procédé analogue a celui utilisé
pour intégrer (VI.8) :

AL = 2(/G e Gmr— /G exGm,) D40 (i,>’
rqk c

D est une constante d’intégration dépendant des conditions initiales.
8 P

e. F?

(5= 0 au voisinage de G :

Les coefficients de (2®—E}) d"rik’ rik 0y ;I; s’annulent.

Le coefficient de ;I; estidentiquement nul, compte tenu de 'expres-

sion trouvée pour A}*. L’annulation du coefficient de d; rik détermine

AY dont nous ne donnons pas l’expression, puisque nous ne I'utili-
serons pas.
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En résumé :
AP = 4G miEREY,
D ap =N icmifpy— oY, SmaCme— Gereq,
B

rak
B LES
GmrGmg— Gere
86 - - .
A% _z[g(}mkaa 2‘ [ ]
(VI.10) 1 "~
+C+O<;)’
A= 2Gmk2ﬁégég+mzcmjc’m f+ Cét
gk
B g7k
.t _ 1
1=, 2 Ve Omyaiom] + -0( £),
q

B et C sont des constantes dépendant des conditions initiales.

Dans le chapitre suivant od nous établirons les équations de mou-
vement en deuxi®me approximation, nous utiliserons les tableaux de
ce chapitre, déterminant le tenseur métrique en deuxieme approxi-
mation.

CHAPITRE VII.

DEUXIEME APPROXIMATION DES EQUATIONS DE MOUVEMENT
PAR LA METHODE DES SINGULARITES.

Au paragraphe 36, nous avons vu que les équations approchées de

mouvement s’écrivent
%) ol L-\=
Z o TO\em )=
1<p
Ces équations ont é1é écrites en premiére approximation.
En deuxiéme approximation, nous avons déja déterminé o° et o*.
Les équations

0 -3 I
iTm+0(—l-)=o et -(—5—)-+0(c-—)=o

) e’

ont permis de déterminer les fonctions de ¢, Ai* et Ay* [¢f. (VI.10)].

Compte tenu de ces équations, des solutions des équations appro-
chées de champ et des conditions approchées d’isothermie (d’ordre
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< 6), les équations de mouvement en deuxidme approximation, rela-
tives a la £'*™° singularité G, sont

oty 9y _ of !
o+ e =0G)
Ce chapitre portera donc sur la détermination de of,, :

X wl‘_ EM
ofyy=lim SpM k
re>0Jyc; Tk

r% sin 0 db de.

42. calcul de S} en coordonnées quelconques. — Nous calculons
SA¥ modulo des termes qui, aprés intégration, n’interviennent pas
(6) qui, ap g p
dans les équations de mouvement. Nous tiendrons compte des condi-

tions d’isothermie d’ordre < 5.

D’apres (VI.5), I'expression de 25*¥ peut se mettre sous la forme
I 2
2S5AM = —— yAu gy, TAM— —— YT gy TAM 4 yAM P 4 Q
vi vVivl
— YAP dp FM — M0 g, FA - FP dp yAM + yAM (o Fe + [ Fr).
ol nous avons posé
e
2
Q= — 2T ¥syo1yB3,

Nous allons mettre en évidence dans 2S¢ les termes linéaires par
rapport aux densités tensorielles, c’est-d-dire faisant intervenir I'7S;
nous savons (§ 36) qu’ils doivent s’éliminer dans les équations de
mouvement.

Nous allons développer jusqu’a I'ordre 6 compris, certains termes
intervenant dans 2 S*¥, en tenant compte des conditions d’isothermie
d’ordre <5 :

I I
__“_‘ e dml‘“ =—= AVAM
+ L[ AVANL (U VAR gp VAN] 4+ 0(5‘3),
2 4 I
— S THIGTI = LUV o(c—a),

TAP p P = — 2 [d,p VPH 4 0y ]

I I
— X [pp VP 0y, VAH] 0(5-,),
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P dpFA=— g [y VBA + dye @y ]

I
— 5 T+ 0 V41 + 0 (%)
—-dpqup=o(clé),
AN X s I
— Y0, Fe= 2 [T+ 0 V2] + 0 ()

— YAMI Fo= 0(;:;-) ’
donc
2 SAf=— ATEN + 0,y TPY + Oy TP — N Opc TP + 4 U AVAM - g VAK
+ 403 Udg VAN 35X (2 UP (4) — P(6)) + Q(6),
P(6) et Q(6) ne comportant pas de termes linéaires par rapport aux
densités tensorielles, nous ne donnerons pas leurs expressions ici.
L’ensemble des termes faisant intervenir les densités tensorielles
I'ordre 6 peut se mettre sous la forme
Ip[— dp Tt + 03I TUS+ Iy 'Ry — S o TG
Cette expression est ~ o. Apres simplification, nous avons
(VIL.1)  2SpM~dy, VA U AVAR 4 g VAM 4 49, U Jp VAR
+ M [2UP(4) — P (6)] + Q (6).
Nous allons calculer chaque terme de (VII. 1) en fonction des den-
sités tensorielles.

a. Calcul des symboles de Christoffel. — Le calcul approché des
symboles de Christoffel I';g, jusqu’a 'ordre 4 compris, se déduit des
développements limités de y,g (V.10) et y*3 (V.11) :

) rgo=0<$),

I}, =— 2’;—}—1 + 5 [d"ﬁ“ +2UdyU— d,a,,,,] + O(c )
I‘%,,:.— %:’-+$[503305—;dta05—2Udn ] (-%)

(ViLa)  { The= ;5 (Gptac—eaon) + O (55)
=~ [aEdtU . Lt dc:-‘!] + 0(015)’

rg,,=c( 1+-—)(-—a§,ac — 309y U + 3R 0 U)

- E%‘ [dcBop+ dp Bee— 3 Bep1+ O (E‘) .
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b. Calcul de 3¥[2UP(4)—P(6)]:
P=yMITy+ %rnga 1B1.

Calculons séparément les deux termes, mis en évidence dans P.
a. Calcul de Y"*T3 T, :

c ct

d’ou

493U dg U

+ 10Uy UG BU—RY) + 0(5‘;)-

B. Calculons jusqu’a I'ordre 6 compris, les différents termes que

nous mettons en évidence dans %I‘ﬁ.r RV

1 1 1
5 Iy daybr= 5 Ty dsvBY+ 5 T8a dp7** + TR, 0y + TR dy7°C,

';'I‘é'r i yBY = édn[ass 0:U—0dpVdiapp—dpUdiasp] + O (cl_“) !
or
Fly=dgags + 49:U =,
d’ou
1 1 :
STy duyBY= 5 [2(0,U)2— 0V draop— dp U drsy] + O (c‘)

LTy, dpyts=— UYL DY 9, (Bur 2Vi— U — diesp] + 0(5‘3).

En remplagant B,, par son expression (VI.7') :

1 _ %UgU
SThdpy=— =
— &Y [d3(5V=—U2+ Gmgdurs
ALt 4 afe T
-+ —‘_2;':“!—> +dlabﬂ] -+ O(EE),
irp o= 2BVAY L DY 100,804+ 4V 0, U — dumeg] + O ()

et en remplacant B, par son expression (VL.7"):
2dBV dBV hY

cb

0
< [de(Ar—-: +/Ge, a,.r,> —4U d,,v-d,ao,,] +o(3‘5),
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B dpy't= — Y9 '
c9Y""= 5 2 9p%c(dc@op— dgoc),

B,C

I 1
M§cdgyiC= 52 [dna”, .U+ ;()Baw (dyoasc— dc“u;)] -+ O((—:—;) )
B,C

c’est-a-dire, compte tenu de dya,y=— 40,U :

B dpy*C= [- 4(9e0)+ 2 dyaye(— deoug+ dBa‘c)] %+ o(z’;,),

dyU 0,
%FED JpYP=— B—Uc,,—nl-J + 2% [39pU2— 20¢Bpc+ dgBec] + O(cls) .

ct

R étant donné¢ par (VI.3):

(2]
5Tl dpyer= 2 20,,U[5d,,u2+ 49, VE— dn:’
B,C

cc
— %V +zchC“J +0(15)-
2 c

La condition d’isothermie F?,,— o entraine
I VB = — g a,p.
De plus, V€ et V4 résultent de (VI.7) :
? dgUdy U

dd ct
B

AN
1 -l
+ ;{ ¥ aU d,,[U=+5v=
B
O aBP+ ALt
_Zdl,(G ms rs) __E ._"._2_"_8_‘_.]
s 5P

—2§d,,v d,am} + o(é).

En portant les résultats obtenus ci-dessus dans (VIl.2), il vient
(VIL.3) 8%[2UP(4) — P (6)]

1
208y o0 =—

N
=Zag{2(¢w)z+ 95U 0
s=1 '

44 __ aPP
[—16U2—16V*+6c)¢a(Gm,rs) + 1‘32_,_"—]
s

I

+ 40dgU dia,p+ ;dn"‘kc(dcam— dgaic)

AgH
Ts

+2dgVd,agg— 205V [d,, + /G es dpa r_,]
+8UdgV dyV + 2 dyaocldpoc— I %op) }

MEMORIAL DES §0. MATH, — N° 169. s
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c. Calcul de Q(6) + 40,UdyVA¥ :

=—2 I“éﬁ I"Y';;Y“Y ¥88.

En écrivant les développements limités de y*¥ et y*® [(V.10) et

(V.11)], et en tenant compte des ordres de grandeurs des symboles
de Christoffel (VII.2) :

(VIL.4) Q—=-—2{FA I‘{',,(x+ 40—-—?)-—21‘%51‘%5(1+ %‘{)

+ T4, T, + T3, T¥, + 221“331‘%
B
- 221“}1;”6{3 +2rﬁcrgc(l - 40—?') }
B B,L

Le tableau (VII.2) nous permet de calculer les différents termes
intervenant dans Q.

U 0, VoV
T3 TY, (1+ 40—2> = 'A_sz

+ X [dAU (d,am-— on "—;i)

+ dMU(dtﬂtA“‘dAp—;f>] - O($>

En considérant les calculs d'intégrales de I'’Appendice, nous
remarquons

o (33 (3 (4
(3 ()

o (B () (33
3a(3)(37) (2

(e, Bs et y, sont des fonctions de ¢ seulement).



SUR LES THEORIES PENTADIMENSIONNELLES. 115

En tenant compte de (a;) et (a;) et en remplagant B, par sa
valeur déduite de (VI.7') :

rhrp (1 ) o 20V AV

ct
+ 4 [dAU (d,«.,,-»- lm, o,“.r,)

+dyU (d,m-;- Lm, dA,.r,)
L2 CC
+ 340, U d, (- 4U+ 14 V2 + é'——"l-‘lﬂ

rs
+O(Zl§)v

_ 20,VoyV

ch

2U
— a4, T4, (1+ F) =

+ gla ['— 9,V (dy Bus— deaoy)

— Iy V(94 Bos— 0rag,) + 4U JAVdMV]
1
~0(5)-

En remplagant (o, par sa valeur (VI.7') et en tenant compte
de (a3) :

/ 2 U
— 2T}, T, (x+ -5—)
"""2 403‘0[‘08" —+ (Tl‘: I:dAV(d,aou— G e dun "s)
B

+ 0y V(d:ag,— /G es drnrs)

04
+ 3 Y 0V <— 5 i‘;:— +8VdyU +8U d,V)]
B s

"'0(':‘3)’

A4
Y rp 1) =— S 0, Vo, + v, 0) +0( %)
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et d’aprés (a,) :
& onrtrrarg) ~— B atgvo,u+0(5),

22[‘%1‘?}“: % Z (dr@op— dp®oy) (Iyop— dpoyn) + O(:-,,) ’
B B

- zzl‘hl‘&‘n= g [— 2(d,U)2 oY
B

— _;,'z(dAam—'dnam) (Oyip '—dB“Lu)] +0 ($>’

zrgcrgc(x— “c—?) =1 [—zagz (0pU)2— 9, U d,U]
B

B,C

+ 3 [— 8U(d,UdyU + 2389y UdyU)
_22"BU"BBAH
>
+ dAU;(()BBBH_ idupm,)
+ Uy, (dsfim— %dApm,)] +0 (5_8)
5

D'aprés (VI.7') :
Op Box— 5 O Bap = — 0 VP
ars

BB Atb
-+ %du[2U2—5V=+ZGmsdur,+ ‘i'-+—f—] .
8

s
La condition d’isothermie F¥,)—=o0 s’écrit
Iy VB = — gy,
D’ou
JgBen— % Oy Bpp = drasy

1 aBB - A
+ 5 ox [2U2_. 5V2+2Gm, d,sr,+2 T]
$ §
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En tenant compte aussi de («;) et (as) et en remplacant 3,y par
son expression (VI.7'), nous obtenons finalement

otk (1= &) - S S ooy
+1 [dAU<d,a,,,,+ I3 6m, a..,.r,>
s
+0yU <d,au+ I3 6m, dA,-r,>
s

AL
+ ngo,,U o,,(— toUt—18Ve  2A%8
§

rs

+2Gmgdprs— 2VM‘)] .

En portant dans (VII.4) tous les résultats de ce paragraphe, nous
déduisons D'expression de Q(6) +4ZdBUdB VA modulo des,

termes qui n'ont pas de contribution dans les équations de mou-
vement :

(VIL.5) Q(6) + 495U dg VAN

~ 9, U <— §diziy—2 Y Gm, o.,.r,,>
s

+dyU(—40iayy—2Gmsdanrs)
-+ 49} [(dtU)=— 8Udp VgV +3dyUdy

<7U2 -+ AV*—E Gmgdprg

s

_523A“'+a1’1’> ZdBVdB

3

-+ 2dAV<Z VG e Onars— dl“ou)
s

-+ 2duV(Z ‘/Gea dAl‘rA‘— dt“u)
s

— (da%op— 9p%oa) (Fn%op— Ip%om)
4+ (0p2p— Op%sa) (O %ip— IpFan)-

3
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d. Pour obtenir l'expression de 25}, d’aprés (VII.1) nous
devons encore calculer 4U AVAY,
L’équation (3), § 39, entraine

4UAVAM = 8U[— 20, U dyU + 29,V 9y V — 84 95V 9V + 34 9, U 9, U],

et d’aprs la remarque (a,) faite un peu plus haut :

(VIL.6) 4UAVAM ~ 3M[ — 120, U d U2+ 24U d V d V1.

En groupant les résultats (VII.3), (VIL.5) et (VII.6), nous

obtenons
(VIL7) S¥[2UP(4) — P(6)] + Q(6) + 495 U d VA 4 4 U AVAX

L2 CC
~ SH[G(d,U)z +dU d,,(z(;ms dars—3 i“‘#‘-)
s

+ 405U dyatyy + -;a,,a.c(oca.,,— Optsc) ~+ 205V drop
04
+ ; dp0c(Op2oc— ¢ 2op)—205V dsar(V/Gesr,) + 60,V ;A;i-]
$

+0, (@yp—0p%4p) Oy 2sp—potiy)—(da %op—0p %o ,) Iy %op— I %oxy)
+dAU [—40ia,y—2 dup(Gm, ro)]+dyU[—40; G‘A—ZdAp)Gm, r,)]

+20, V[oua (VGesrs) —diaoyl+2dy V[—drag +0an(yGesri)]-

Nous posons le deuxidme membre de cette égalité égal & E,.
Nous avons négligé d’écrire les signes de sommation. Il est sous-
entendu que les indices B et C sont respectivement sommés de 1 a 3,
et que s est sommé de 1 a N.

Nous avons donc
2 SM ~ By 0y, VA 4 dp VAY,

Nous ne donnons pas les expressions de dy, V** et de d, VA4, il
suffit de remplacer V#* et VA¥ par leurs expressions tirées de (VI.7).
A prior, il n'y a pas de simplifications entre les termes de
Oy V24 0, VA¥ et les termes de Ey.

43. Equations de mouvement en deuxiéme approximation. —
Apres tous ces calculs intermédiaires, nous arrivons a la détermina-
tion effective de

oy, = lim f S pudun

e 0 5, Tk

r} sin 6 db dy.
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Dans le paragraphe précédent, les termes de 2SA¥ susceptibles
d’avoir une contribution dans les équations de mouvement, ont été
mis sous la forme

2SAW ~ Ey+ dy, V*A+ g VAR,

Nous allons calculer la contribution dans les équations de mouve-
ment des différents termes du deuxiéme membre.
Comme nous I'avons dé¢ja remarqué, il est inutile d’écrire apres
M (21, a2, 23, x%) (M
T

intégration les termes de la forme est une fonc-

tion bornée dans Cy), puisque, d’apres la premiére propriété énoncée
au paragraphe 36, ces termes ne doivent pas intervenir dans le
résultat. Nous ne donnerons pas tous les calculs intermédiaires des
intégrales, nous nous ramenons toujours & ceux dont les résultats
ont été donnés dans I’Appendice.

a. Nous devons donc calculer

ry>0

lim f Vo, vanZ E"t r% sin0 db do,
ock

. . . 1
modulo des termes qui tendent vers I'infini avec = Nous donnons la

contribution des différents termes de 9, VA" tirés de (VI.7), dans le
tableau suivant a4 deux colonnes :

Termes intervenant dans Contribution de chaque terme
dp VAN, dans les équations de mouvement.
1
on (dA reou = ) o
~ A 321: 167
28§dm=rkd,,;qz EH%"B———?}:Q dA
~ A 32:: A 161: 5 A
—20anTk du';g éAék B L — EHE q
—20unrk ) 22 DT épiy g, 2
rq
6
(BBGmdn T B R LU ERRELE)

Pour simplifier I'écriture, nous avons posé

Ag=GmpGmy— G e eq,
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B est sommé de 1 4 3. g prend toutes les valeurs de 1 & N excepté la
valeur k.

Dans la suite aussi, nous supposerons que B et g sont sommés,
sans écrire le symbole de sommation. Nous obtenons donc modulo

. . . 1
des termes qui tendent vers I'infini avec =

aM— M
(VIL.8) lim [ 0sVAM k
re>0 9Cx Tk

~167(GmiGimy— Gereg) | BEF - + BT |

ds

b. De méme, nous allons chercher la contribution de

lim [ oy Va2 E%

FE> 0 g0y

dans les équations de mouvement. Les résultats seront encore
consignés dans un tableau : V4 est exprimée dans (VI.7), A%* étant
déterminée dans (VI.10).

Termes intervenant Contribution de chaque terme

dans V*A,

20Ms (GInkéA rk)

om<7 e ek5‘>

2

Tk
> Wy (B+£8)
de“rkds _7"--——
B
2dnntr dA q (ég-’_ E

W, (Ek"‘ £)
rq

2dAll’kdB

[(Gmi)i— G el] o,,,(a ridy 52)

) (szkE'}"éi E%)
w\ — .

Tq
12GmiGmgth

M ki

cit

Tk

dans les équations de mouvement.
—167Gmi( 5L+ ERERER)
o

6
W g d.,

‘6"[3Gmkcm,, Wqﬁkgq]dAr

236 miGmg i — w,,sz]d,,,—q
0

—sxGm 7 (88)

— 487GmiGmy

x[ IENC I S ]

— 4=GCER
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Pour simplifier 'écriture, nous avons posé

W= 4GmrGmy— G ex ¢y,

d’ou

M
(ViL.g) lim f PR 7Y ik 1 PN
oCp Tk

ry>0

~

L [x .
~ Ty m [§ (4GmrGmy— G exeq) EAER
+ AGmkaqéﬁé,'}-'- (2G exeg— 5GmrGmy) Eﬁf]
~ I I EB 2
+dA—’T,[§ (Gekeq_dGmkaq) Ezeg
3 .
-+ (—2-Gek eq— %Gmkaq) E%Eﬂ

3GmiGmy, C\ -
_(____rk ""Z) £a.

¢. Il nous reste enfin a calculer

M___
lim f By Tk g,
oCy Tk

re>0.

ou E, représente le deuxiéme membre de (VIL.7) et les fonctions
de ¢ (A", a%C, A%*) ont les valeurs tirées de (VI.10).

Pour simplifier I'écriture, nous poursuivrons les calculs seulement
pour deux particules Py et P, de masses respectives m; et mq et de
charges respectives e, eq.

Nous poserons 1 = rg.
Nous consignons la contribution de chacun des termes de E,

[¢f. (VII.7)] dans les équations de mouvement, dans le tableau
suivant que nous désignons par (VIL.10).
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d. Nous obtenons les équations de mouvement en groupant les
résultats obtenus en premi¢re approximation (V.13) et en deuxiéme
approximation [(VIIL.8), (VII.g), (VII.10)].

Nous remplacerons £ et E: par leurs expressions tirées des
équations de mouvement en premiére approximation :

GmiGm,—Gere, - 0(l).

Gmy Eﬁ = ;A rq ¢t

Rappelant que
r=\(Ex —E))2+ (§F —E2)2+ (EL —E3)%,

nous remarquerons que

~

1 0
dB;:':_E

5=

~ ar o
ern = oo T

Les équations de mouvement de deux particules chargées Gy et Gq
peuvent alors s’écrire en deuxiéme approximation :

o d 1
(VIL11) Gmyt} — Gmka";E-% -

=ciz{3Gmkaq's‘ké§
+ (Gexeg— 4 GmiGmy) (E4 €8+ ERER — £ 52) 5,, =
-+ [(Gmkaq-l- %Gekeq>é% 33
+ 2 emiGm,inin
+ (Gereg— §GmiGmy) EEES + A |

-+ [—Gmkaq(5Gmk+ 4Gmy)
+ Gereg (7Gmp+ 5Gmy)
—Ge2Gmp—GeiGm,— -—]_ = -

1
+ 1 (GmiGm,— Gerey) smm } +0< )

Les indices B et C sont sommés de 14 3.

A est une constante dépendant des conditions initiales.

Nous vérifions que pour des particules non chargées, les équations
de mouvement (VIIL. 11) se traduisent par les équations de mouvement
établies en relativité générale, d’apreés la méthode des singularités.
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CONCLUSION.

Rappelons les résultats essentiels établis dans ce travail.

En théorie de Jordan-Thiry, nous avons défini le schéma fluide
parfait, avec étude des conditions de conservation, du probléme de
Cauchy pour les équations de champ du cas intérieur; I'étude du
probléme de Cauchy a permis de mettre en évidence des variétés
exceptionnelles et, en autres, des ondes hydrodynamiques dont
la vitesse de propagalion est celle obtenue en hydrodynamique
classique par le théoréme de Hugoniot.

Puis, nons nous sommes proposés la résolution des équations du
champ (cas extérieur et intérieur) par une méthode d’approximation.
Nous avons fait un calcul effectif en premiére approximation, en
coordonnées isothermes, dans le schéma fluide parfait, lorsque V;
admet N domaines intérieurs & symétrie sphérique. En premidre
approximation, nous avons démontré que Yy, et Yo; ont un ordre
différent de celui choisi par F. Hennequin.

De facon a éviter le choix du tenseur impulsion-énergie, nous
avons déterminé en premiére approximation, le tenseur métrique
satisfaisant les équations de champ du cas extérieur et les conditions
d’isothermie, en supposant que le champ extérieur admet des
singularités ponctuelles & symétrie sphérique. Nous avons montré
qu’il est nécessaire de faire par rapport au premier calcul une
hypothése supplémentaire; ce sera par exemple :

You= O(Elg)'

Dans I'hypothése de singularités ponctuelles a symétrie sphérique,
le champ extérieur satisfaisant les conditions d’isothermie est alors
déterminé en premieére approximation, & l'interprétation physique
pres de certaines constantes. En premiére approximation, les deux
calculs que nous avons signalés conduisent aux mémes solutions du

champ.
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Pour obtenir les équations de mouvement en théorie de Jordan-
Thiry, nous avons généralisé la méthode des singularités établie en
relativité générale. Nous avons appliqué cette méthode, en premiére
approximation, dans ’hypothése de N singularités du champ exté-
rieur, ponctuelles a symétrie sphérique. Toujours en premidre
approximation, nous avons repris la méthode du tenseur impulsion-
énergie, déja utilisée par F. Hennequin, dans I’hypothese de N
domaines intérieurs & symétrie sphérique. Les résultats obtenus par
ces deux méthodes sont identiques et en contradiction avec les
équations de mouvement de I’électromagnétisme classique.

Ce résultat inacceptable, nous a obligé a réviser I'interprétation
physique de V, et, entre autres, le choix d'une métrique conforme.

En premiére approximation, nous avons vérifié que les solutions
des équations du champ sont indépendantes de la métrique conforme
introduite dans V,. Dans ce cas, les équations de mouvement sont
alors indépendantes de la métrique conforme choisie. Nous avons
aussi montré que, quelle que soit la métrique conforme introduite
dans V,, il n’est pas possible d’obtenir les équations de champ de la
relativité générale, dans le cas gravitationnel pur.

Ces derniers résultats, surtout celui qui concerne la premiére
approximation des équations de mouvement, semblent nécessiter
une modification des équations de champ.

Apres ces résultats négatifs obtenus en théorie de Jordan-Thiry,
nous nous sommes placés en théorie de Kaluza-Klein. Nous avons
montré qu’en repéres adaptés au groupe d’isométries, les conditions
de conservation sont celles de la théorie de Jordan-Thiry, dans
lesquelles il suffft de faire { =1.

L’étude du schéma fluide parfait, du probléme de Cauchy et de
ses conséquences sont formellement les mémes qu’en théorie de
Jordan-Thiry. 1l suffit de poser £ =1 dans les résultats obtenus.

Enfin, nous avons démontré I'équivalence des équations approchées
de mouvement et des conditions approchées d’isothermie, compte
teny des équations approchées de champ; ce résultat avait été établi
par F. Hennequin en théorie de Jordan-Thiry.

Les calculs effectués en premiére approximation, en théorie de
Jordan-Thiry, ont é1é menés parallélement en théorie de Kaluza-
Klein. En deuxidme approximation, nous nous sommes limités a la
recherche d’une solution des équations du champ du cas extérieur,
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en coordonnées isothermes. Nous avons supposé que le champ
extérieur admet des singularités ponctuelles & symétrie sphérique;
en réalité, nous avons donné seulement une forme de la solution au
voisinage de chaque singularité, forme qui a été suffisante pour
obtenir les équations de mouvement par la méthode des singularités.

La méthode du tenseur impulsion-énergie et la méthode des
singularités s’étendent a la théorie de Kaluza-Klein.

En premidre approximation, les équations de mouvement établies
par les deux méthodes, (en conservant les hypothéses faites en
théorie de Jordan-Thiry), sont celles de 1électromagnétisme
classique.

La premiere approximation n’apportant aucune amélioration aux
résultats de la théorie classique, nous avons établi les équations de
mouvement relalivistes, en deuxiéme approximation, par la méthode
des singularités. .

Nous pourrions aussi établir les équations de mouvement en
deuxidme approximation, par la méthode du tenseur impulsion-
énergie (§ 30), en utilisant le tenseur impulsion-énergie défini dans
le paragraphe 7. Il est évident que nous ne retrouverions pas les
mémes résultats que par la méthode des singularités, puisque en
relativité générale, les résultats obtenus par les deux méthodes
étaient déja différents.

Il semble nécessaire de calculer en deuxidme approximation la
solution des équations du champ (cas intérieur et extérieur) et de
voir si les hypotheses formulées, soit sur les singularités du champ
extérieur, soit sur les domaines intérieurs, entrainent les mémes
solutions des équations de champ (*).

() A notre connaissance, ce travail n’a pas €té fait en relativité générale.
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APPENDICE

Nous nous proposons de donner ici les résultats de calculs d’inté-
grales dont nous avons eu besoin pour obtenir les équations de
mouvement en premiére et deuxiéme approximations.

Auparavant, nous allons faire quelques remarques résultant du
fait (démontré dans les deux théories pentadimensionnelles utilisées
dans ce travail), que les équations de mouvement de Gx a chaque
ordre d’approximation, sont indépendantes de la surface entou-
rant Gy.

a. Nous choisissons pour surface dC, entourant Gy, le bord d’un
d’un voisinage de G; homéomorphe a la sphere de E; (espace
ponctuel euclidien a trois dimensions rapporté a un repére ortho-
normé); le centre de cette sphére a pour coordonnées (E)) et son
rayon est rx que nous ferons tendre vers zéro.

b. Dans certains calculs d’intégrales, il apparait des termes infini-
ment grands du méme ordre que l'infiniment grand rik; nous ne les

écrirons pas puisque, d’aprés la propriété rappelée plus haut, ces
termes n’apparaitront pas dans le résultat. Quand il en sera ainsi, le
signe ~ remplacera le signe =.

Dans ce qui suit, il sera sous entendu que toutes les intégrales
sont prises sur la surface dCy et que nous ferons tendre vers zéro le
rayon r;. dS désigne I’élément d’aire de 0C,.

Nous poserons

a;, b;, c;, dépendent seulement de ¢. Les indices p et g prennent
respectivement toutes les valeurs de 1 a N sauf £.
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fdu :i XX ds ~o,
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