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ALGEBRE N(ETHERIENNE
NON COMMUTATIVE

Par

M. L. LESIEUR

( Professeur a la Faculté des Sciences de Paris
Maitre de Conférences a I’Ecole Polytechnique.)

et M. R. CROISOT

( Professeur a la Faculte des Sciences de Besancgon.)

INTRODUCTION.

Le but de ce fascicule est de rendre compte d’un certain nombre
de résultats relatifs a la théorie des idéaux d'un anneau ou d’un
demi-groupe non commutatif, ainsi qu’a celle des sous-modules d’un
module sur un anneau non commutatif. Il s’agit principalement des
résultats qui étendent au cas non commutatif les théordmes de
décomposition démontrés d’abord pour un anneau par E. Nether
en 1921 : théoréme d’existence d’une représentation de tout idéal
comme intersection réduite d’'un nombre fini d’idéaux primaires,
théoréme d’unicité du nombre des composants et des idéaux
premiers associés, théoréme d’unicité des composants isolés. D’ou
le titre d’Algébre neethérienne non commutative.

MEMORIAL DES SC. MATH — Ne* 154, 1



2 L. LESIEUR ET R. CROISOT.

Nous rappelons d’abord les définitions fondamentales relatives
4 un anneau, un demi-groupe ou un module quelconque, ainsi que
les notions de radical introduites par R. Baer et N. H. Mac Coy
en 1943 et 1948 et par N. Jacobson en 1945 (chap. I).

Nous considérons ensuite les diverses conditions de chaine qui
nous sont utiles : condition de chaine ascendante, ou condition de
chaine descendante sur les idéaux a gauche par exemple, cette
derniére condition ayant été utilisée par E. Artin en 1927. Nous
délimitons ainsi la classe des anneaux, demi-groupes ou modules
neethériens ou artiniens. En particulier, nous rappelons qu’un
anneau artinien premier unitaire, ou anneau simple, est isomorphe
a 'anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension
finie sur un corps commutatif ou non (chap. II).

En vue d’unifier les raisonnements, nous présentons les axiomes
d’une théorie commune aux idéaux d’un anneau ou d’un demi-
groupe et aux sous-modules d’un module. Cette théorie, que nous
avons développée en 1956, utilise une généralisation de la notion de
treillis multiplicatif résidu¢, que nous étudions ici sous le nom de
(B)-algebre (chap. III).

Dans la suite, nous abordons les théorémes de décomposition d’un
idéal (resp. d’'un sous-module) comme intersection d’'un nombre
fini d’idéaux (resp. de sous-modules) particuliers. Nous commencons
par les idéaux (resp. les sous-modules) primauz qui ont été
introduits par L. Fuchs en 1950 dans le cas d’'un anneau commutatif
et étudiés par divers auteurs dans le cas non commutatif. L’étude
des théorémes d’existence et d’unicité (au sens large) des décompo-
sitions comme intersection d’idéaux (resp. de sous-modules) primaux
fait I'objet du chapitre IV.

Mais ces décompositions en idéaux ou sous-modules primaux sont
moins fines, méme dans le cas commutatif, que les décompositions
en idéaux ou sous-modules primaires. Il y a donc lieu de considérer
les idéaux et sous-modules primaires dans le cas non commutatif.
Nous le faisons au chapitre V, en vérifiant le théoréme d’unicité des
composants isolés pour les décompositions en idéaux primaires dans
le cas ou elles existent.

Malheureusement, ces décompositions n’existent pas loujours,
comme I'a montré W. Krull dés 1928. Nous avons introduit en 1956,
sous le nom d’idéal (ou sous-module) secorndaire, une premiere
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généralisation qui fait 'objet du chapitre VI. Elle est tout a fait
satisfaisante dans certains cas comme celui d’un anneau unitaire
artinien a gauche, cas spécialement étudié au chapitre IX, o elle
donne a la fois le théoreme d’existence et le théoréme d’unicité (au
sens large).

La notion d’idéal secondaire n’assure pas encore le théoréme
d’existence dans le cas le plus général. Ce n’est qu’avec la notion
d’idéal (ou de sous-module) tertiaire, que nous avons introduite
également en 1956, qu’on atteint un théoréme général d’existence et
d’unicité pour les décompositions. Cette notion est exposée en détail
au chapitre VII, les théorémes de décomposition en idéaux ou sous-
modules terliaires étant établis au chapitre VIII. Ils fournissent une
généralisation bien adaptée au cas non commutatif, mis a part le
théoreme d’unicité des composants isolés qui ne subsiste pas.

Enfin, si I'on se restreint aux modyles, on peut retrouver et
éclairer la théorie des sous-modules tertiaires au moyen de la notion
d’enveloppe injective d’'un module, empruntée a l'algebre homo-
logique. Cette notion a été introduite par B. Eckmann et A. Schopf
en 1953; clle a éi¢ appliquée a I'étude des décompositions en
sous-modules primaires dans le cas d’'un module sur un anneau
commutatif par E. Matlis en 1958 et a celle de décompositions
en sous-modules isotypiques dans le cas général par P. Gabriel
en 1959. Les décompositions en sous-modules isotypiques, qui
satisfont également aux théorémes d’existence et d’unicité, coin-
cident avec les décompositions en sous-modules tertiaires dans
certains cas étendus mais peuvent étre strictement plus fines
qu’elles. Nous présentons au chapitre X la notion d’enveloppe
injective, son application a la théorie des sous-modules isotypiques,
en méme temps qu'un raccord précis avec la théorie des sous-
modules tertiaires.

Tel est le cadre autour duquel nous avons construit cet exposé.
Afin de lui laisser une assez large autonomie, nous donnons autant
que possible toutes les indications nécessaires pour les démonstra-
tions. Cela n’exclut pas des renvois a la bibliographie se rapportant
aux questions traitées. Nous nous excusons a I'avance des omissions
certaines et des erreurs possibles, et nous tenons a remercier
Monsieur Henri Villat d’avoir suggéré ce travail et de l'avoir
accueilli dans la collection qu’il dirige.
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CHAPITRE 1.

IDEAUX PREMIERS.

1. Anneaux, demi-groupes, modules. — Nous rappelons briévement
les définitions des structures d’anneau, de demi-groupe et de module
qui sont les trois plus importantes faisant I'objet de notre étude.

Définition 1.1. — On appelle anneau un enscmble A muni de
deux opérations, I'addition et la multiplication, telles que :

1° A est un groupe abélicn pour I'addition;
2° la multiplication est associative : (ab)c = a(bc);
3° la multiplication est distributive par rapport a 'addition

a(b+c)=ab—+ ac, (b+c)a=ba+ca

{c¢f. N. Bourbaki [13], chap. I, § 8, p. 115; P. Dubreil [24], p. 138
et 179, A. Almeida-Costa [2]).

On notera qu’un anneau A n’est pas nécessairement commutatif
pour la multiplication. Nous nous intéressons ici, plus spécialement,
au cas non commutatif, la littérature relative au cas commutatif étant
particuliérement riche (voir par exemple une bibliographie impor-
tante dans P. Samuel [67]). Par contre, les anneaux non associatifs
sont en dehors de notre étude. (Pour une bibliographie du cas non
associatif, se reporter par exemple a A. Albert [1], p. 188, et en
particulier, pour les anneaux de Lie, a C. Chevalley [18].)

Lorsque 'anneau A possédera un élément unité (anneau unitaire),
nous le mentionnerons explicitement.

Définition 1.2. — On appelle demi-groupe (1) un ensemble D
muni d’une opération associative (¢f. P. Dubreil [24], p. 78); on
dit aussi monoide (cf. N. Bourbaki [13], chap. I, § 1, p.7).

Les demi-groupes ont fait'objet d’'une étude algébrique systémati-
que dans deux ouvrages récents en langue étrangére (cf. A. H. Clifford
et G. B. Preston [20], E. S. Lyapin [59]). Ils apparaissent aussi

(') En anglais : semi group (ne pas confondre avec semi-groupe qui désigne en
francais un demi-groupe ou la régle de simplification 3 droite et & gauche est
valable; ¢f. P. DuBREIL [24], p. 86).
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comme cas particulier de systémes algébriques plus généraux dans
deux autres ouvrages (cf. O.Boriavka [12], R. M. Bruck [15]).
On trouvera une bibliographie trés détaillée dans ces quatre
livres.

Un demi-groupe D n’est pas nécessairement commutatif. 1l ne
posséde pas obligatoirement un élément zéro (noté o ct tel que,
Vze€D, ox=x0=0) ni un élément unité (noté e ou 1, et tel
que, Vz €D, ex = ze = x).

Définition 1.3. — A étant un anneau quelconque, on appelle
A-module & gauche un ensemble M muni d’une opération interne,
I'addition, et d’une loi de composition externe, la multiplication
de z €M par x €A, telles que :

1° M est un groupe abélien pour I’addition;

2° a(z+y)=ax+ay; (a+B)r=ax+ Pz; a(fzr)=(af)x
(¢f. N. Bourbaki [13], chap. II, § 1, p. 1; N. Jacobson [44], p. 1).

On définit de méme un A-module a droite. Le A-module M est
dit unitaire si A posséde un ¢lément unité 1 tel que, Yz €M, 1z=ux.
Un anneau A peut étre considéré comme un A-module a gauche,
soit Ag, ou comme un A-module a droite, soit A;,.

Les notions d’homomorphisme et d’isomorphisme s’appliquent
évidemment aux anneaux, aux demi-groupes et aux modules,
conformément a la définition générale (cf. N. Bourbaki, [13],
chap. I, § 4).

On suppose également connues les notions de produit d’anneaux
ou de modules, de somme directe de sous-anneaux ou de sous-
modules, et de composé direct de sous-anneaux (¢f. N. Bourbaki [13],
chap. I, § 8, p. 131 et 133; chap. II, § 1, p. 6 et 12).

2. Idéaux, sous-modules. — Définition 1.4. — On appelle
idéal a gauche (resp. a droite) d’'un anneau A unc partie non vide I
de A telle que :

1° ael, bel=a—bel (I est donc un sous-groupe du groupe
additif abélien A);

2° ael.xre A= zael (resp.axz el) [I est donc permis a gauche
(resp. & droite) pour la multiplication].
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Un idéal bilatére de A est un sous-ensemble de A qui est en méme
temps un idéal & gauche et un idéal a droite (¢f. N. Bourbaki [13],
chap, I, § 8, p. 123; P. Dubreil [24], p. 186).

Pour tout idéal bilatére I d’un anneau A, on définit 'anneau
quotient A/1 el Vhomomorphisme canonique ¢ de A sur A/L
(¢f. N. Bourbaki [13], chap. I, § 8, p. 124; P. Dubreil [24], p. 148).

Définition 1.5. — On appelle idéal a gauche (resp. a droite)
d’un demi-groupe D une partie non vide I de D telle que

acl, reD=zael (resp. azel).

Un idéal bilatére de D est un sous-ensemble de D qui est en méme
temps un idéal a gauche et un idéal a droite. Si (@ est un idéal
bilatere de D, on peut définir 'équivalence modulo @3 par z=y
(mod @) si et seulement si z = y ou z € 33, y € B. Cette équivalence
est compatible avec la multiplication et permet par suite de définirle
demi-groupe quotient D /3, qui est un demi-groupe avec zéro, ainsi
que ’homomorphisme canonique ¢ de D sur D/@3. (¢f. D. Rees [66]).

Définition 1.6. — M étant un A-module a gauche, on appelle
sous-module de M une partie non vide N de M telle que

1°aeN,beN=a—beN (N est donc sous-groupe de M).

2° a€N, ae A= aae N (N est donc stable pour la multiplication
par les éléments de A).

Eiant donné un sous-module N de M, on définit le module
quotient M/N et 'homomorphisme canonique de M sur M/N.
(¢f. N. Bourbaki [13], chap. 1L, § 1, p. 3).

Si I’'anneau A esl considéré comme un A-module a gauche Ag, il y
a identité entre les sous-modules de A et les idéaux a gauche de A;
de méme les sous-modules de A, coincident avec les idéaux a droite
de A. Donc si I est un idéal & gauche de A, on peut définir A/I
comme module quotient de Ag par I; A/I est ainsi muni d’une
structure de A-module a gauche, mais non d’une structure d’anneau
comme dans le cas ou T est bilatere.

3. 1déaux et sous-modules particuliers. — Définition 1.7. — On
appelle idéal & gauche propre d'un anneau A (resp. d’'un demi-
groupe D) un idéal & gauche différent de A (resp. de D). On appelle
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idéal a gauche maxzimal de A (resp. de D) un idéal a gauche
maximal dans 'ensemble desidéaux & gauche propres de A (resp.de D).

On définit de méme un idéal & droite propre, un idéal a droite
maximal, un idéal bilatere propre, un idéal bilatére maximal, un
sous-module propre, un sous-module maximal.

Définition 1.8. — On appelle idéal a gauche minimal d’un
anneau A un idéal & gauche minimal dans I’ensemble des idéaux
a gauche de A différents de I'idéal nul O (2).

On définit de méme :

— un idéal A gauche minimal d’'un demi-groupe D (minimal dans
I'ensemble des idéaux a gauche de A éventuellement différents de
I'idéal nul O si D posseéde un élément nul 0);

— un sous-module minimal d’'un A-module M (minimal dans
Pensemble des sous-modules de M différents du sous-module nul O).

Un sous-module minimal N ne contient donc pas d’autre sous-
module que N et O. On dit qu’un module M est simple s’il n’est pas
réduit a O et s'il ne contient pas d’autre sous-module que lui-méme

et O (¢f. N. Bourbaki [13], chap. VIII, § 3, p. 29).

Définition 1.9. — On dit qu'un sous-module N d’un module M
est n-irréductible dans M s’il n’est pas 'intersection de deux sous-
modules X et Y de M le contenant strictement :

N=XnY=N=X ou N=Y.

On peut dans cette condition remplacer I'intersection de deux sous-
modules par une intersection finie.

On définit de méme un idéal a gauche n-irréductible d’un
anneau ou d’un demi-groupe, un idéal bilatére n-irréductible d’un
anneau ou d’un demi-groupe (dans ce dernier cas, X et Y doivent
étre des idéaux bilateres).

Il ne faut pas confondre cette notion avec celle de module
irréductible au sens de N. Jacobson [44], p. 4 (module simple M
vérifiant AM 20O ou AM désigne I’ensemble des éléments de la
forme az avec a €A, z€M).

(?) O représente ainsi I'idéal nul alors que I’élément nul de I'anneau a été noté o.
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Quand on passe & une intersection infinie, la notion de module
n-irréductible se renforce pour donner celle de module complétement
n-irréductible :

Définition1.10. — On dit qu'un sous-module N de M est comple-
tement n-irréductible (*) dans M si N n’est pas une intersection
finie ou infinie de sous-modules X, de M contenant strictement N :

N=nXa=>3aea, avec X, =N.
rEA

On définit de méme, dans un anncau ou un demi-groupe D, un idéal
a gauche ou un idéal bilatere complétement n-irréductible.

Tout idéal a gauche completement n-irréductible est n-irréduc-
tible; la réciproque n’est pas vraie : dans 'anneau Z des enticrs,
I'idéal O est n-irréductible, mais il est 'intersection des idéaux (p).
ol p est un nombre premier quelconque. Les idéaux (p) sont maxi-
maux, donc completement n-irréductibles. Plus généralement, on a
la propriété suivante :

Proeritte 1. 1. — Dans un A-module M, tout sous-module N est
Uintersection des sous-modules complétement n-irréductibles qui
le contiennent.

Posons Izm Xa, ou X, décrit I'ensemble des sous-modules
aea
completement n-irréductibles contenant N. Cet ensemble n’est pas
vide puisque M lui-méme en fait partie. On a N CI. Supposons qu'il
existe z €1 tel que x ¢ N. Considérons 'ensemble des sous-modules
de M contenant N et non z. Cet ensemble est inductif et possede,
d’aprés le théoréme de Zorn, un élément maximal N'. Celui-ci est

completement n-irréductible car la relation N' = m Ngavec Ngo N

Bead
entrainerait x € Ng, d’ou z € N/, ce qui est contraire a I’hypothése. 11
B ’ q yp

en résulte ICN’, d’ou 2 € N', ce qui est impossible. On a donc bien
I=N.

La propriété 1.1 vaut également pour les idéaux a gauche ou
bilateres d’un anneau ou d’un demi-groupe.

() On dit aussi super-trréductible (Cf. J. Gukrinooxn [41], p. 474).
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4. Idéaux premiers et radical de Baer et Mac Coy. — Défini-
tion 1.11. — L’idéal bilatere € est premier dans 'anneau A st la
propriété suivante est vérifiée :

aAbS Z2T=aeZ ou be

(Cf. N. H. Mac Coy [60], p. 823).
Cette définition équivaut a la suivante :

aAbS2 et abeZ=aec® ou be?

qui n’en differe qu’apparemment lorsque A n’admet pas d’élément
unité.

Dans le cas commutatif, la notion d’idéal premier coincide avec
celle d’idéal complétement premier :

Définition 1.12. — Un idéal bilatére & est complétement premier
sil’on a la propriété suivante :

abe<Z, b¢Z2=ae?

(Cf. H. Fiuing [30], p. 22).

Tout idéal completement premier est nécessairement premier; la
réciproque n’est pas vraie : dans I'anneau M, des matrices carrées
d’ordre 2 sur*un corps, I'idéal nul O est premier sans étre complé-
tement premier.

La définition d’un idéal premier peut étre donnée en utilisant le
produit des idéaux bilatéres, conformément a la propriété suivante :

Proreritre 1.2. — Pour qu'un idéal bilatére % soit premier, il
Jaut et il suffit qu’on ait la propriété suivante :

BCCI=BET ou €CcT
(Cf. N. Jacobson [44], p. 195).

Définition 1.13. — Un anneau est dit premier resp. (d’intégrité)
si I'idéal nul est premier (resp. complétement premier).

Un idéal bilatére < d’un anneau A est donc premier (resp. complé-
tement premier) si et seulement si ’anneau quotient A/ est premier
(resp. d’intégrité).
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Définition 1.14. — Un idéal bilattre $ d’un anneau A est dit
semi-premdier si I'on a la propriété suivante :

InCF=ICS

(Cf. A. Chatelet [17], p. 575).

Toutes ces notions s’appliquent sans modification a4 un demi-
groupe D. '

Si € est un idéal complétement premier propre d’'un anneau A
(resp. d’'un demi-groupe D), le complément A — & (resp. D — %)
est multiplicativement fermé.

Si ¢ est un idéal premier propre d’un anneau A (resp. d’un demi-
groupe D), A — & (resp. D — &) est un m-systéme de A (resp. de D)
conformément a la définition suivante :

Définition 1.15. — On appelle m-systéme, dans un anneau A
(resp. un demi-groupe D), un sous-enscmble non vide M de A
(resp. de D) tel que :

beM, ceM=3xre€A (resp. D) avec bzxcelN.

La théorie des m-systémes, qui généralise cclle des systémes multi-
plicativement fermés, permet d’élendre au cas non commutatif
des résultats démontrés par W. Krull dans le cas commutaiif (Cf.
W. Krull, [47], p. 9).

Tutorime 1.1. — I étant un idéal bilatére de U'anneau A (resp.
du demi-groupe D), il y a identité entre les idéaux suivants :

a. Uintersection S, des idéaux premiers contenant J;

b. Uensemble S, des éléments z tels que tout m-systéme conte-
nant x rencontre J;

c. Uintersection S. des idéaux semi-premiers contenant J,
c’est-a-dire le plus petit idéal semi-premier contenant J.

Démonstration. — 1° 1l est clair que S, CS,.

2° Montrons que S, CS.. Soit B€S,, 3&S,; il existe donc un
idéal semi-premier $2 J ne contenant pas 8. On a (ﬁ)‘é'& en
désignant par (B) l'idéal bilatere engendré par (3. Par suite, il
existe A€ A (resp. D) tel que B;=pA3¢S. En recommencant ce
raisonnement avec 3; ¢S, on considére By=B:MPBs &S et ainsi de
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suite; on obtient alors un m-systeme {8, B4, Ba, - . ., Bay - - .} qui ne
rencontre pas &, donc qui ne rencontre pas J et qui contient 3, ce
qui est contraire a ’hypothese.

3° On a aussi S, S Sy. Supposons ¢ €S,, x & S;; il existe donc un
m-systéme I contenant « et ne rencontrant pas J. Le théoréme de
Zorn entraine l'existence d’un idéal maximal ¢ contenant J et ne
rencontrant pas J. Cet idéal € est premier : en effet, soit B> <,
C>o%; il existe be BNIM, ce CnIMN, d’ou A tel que brceIMN et
par suite bicg %, dou BCEX. L'idéal ¢ est bien premier et I'on
devrait avoir a € &, ce qui est contraire a ’hypothese.

En résumé, S, C€S,CS,CS,, ce qui démontre le théoréme.

CoroLraiRe. — Pour qu’un idéal soit semi-premier, il faut et il
suffit qu’il soit I'intersection (finie ou infinie) d’idéaux premiers.

Définition 1.16. — L’idéal déterminé dans le théoréme 1.1
s'appelle le radical de Baer et Mac Coy de J et se note R(J).
C’est donc I'idéal semi-premier minimum contenant J ou encore
Pintersection des idéaux premiers contenant J.

Nous le retrouverons plus loin dans le cas d’une condition de
chaine sous le nom de radical primaire (voir chap. V, th. 5.1). Il a
é1¢ obtenu par R. Baer ¢n 1943 sous le nom de radical inférieur
(lower radical, R. Baer[8]). La démonstration du théoréme utilisant
les m-sysiemes et les idéaux premiers est die en substance a
N. H. Mac Coy [60]. L’extension aux demi-groupes a été faite en
particulier par K. Iseki [43]. ’

L’application J — R (J) vérifie les propriétés suivantes mises en
évidence par S. A. Amitsur [ 4] dans sa théorie générale des radicaux
et qu’on peut déduire facilement du théoréme 1. 1.

10 R (9)25;
20 R(R(T)) =R(I);
30 R (I10T3) = R(I1) A R (Fs).

Signalons également une théorie récente des radicaux, utile pour
la classification des groupes, qui est due a I'école soviétique (cf.
A. G. Kurosh [49], B. 1. Plotkin [65]).

Définition 1.17. — Un anneau A est dit semi-premier si I'idéal
nul est semi-premier.
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Pour qu’un anneau A soit semi-premier, il faut donc et il suffit que
le radical de Baer et Mac Coy de O soit nul.

La notion de radical s’étend aux idéaux a gauche X d’un anneau A
grace a l'idéal bilatére X+ . A appelé résiduel a gauche de X par A,
qui est 'ensemble des éléments z € A tels que zA €X. On définit de
méme l'idéal bilatere X+ .D relatif a I'idéal a gauche X d’un demi-
groupe D avec zéro, ou I'idéal bilatére X - . M relatif au sous-module X
d’un A-module M, ce qui permet d’étendre la notion de radical aux
idéaux agauche d’un anneau ou aux sous-modules d’un module. L'idéal
X .M s’appelle encore ombre de X dans M (cf. J. Guérindon [41],
p- 462); lorsque X est le module nul, O-.M est dit l’annulateur
de M.

Définition 1.18. — On appelle radical de Baer et Mac Coy de
Uidéal & gauche X d’un anneau A (resp. de I'idéal a gauche X
d’un demi-groupe D avec zéro, du sous-module X d’un A-module M)
le radical de Baer et Mac Coy de l'idéal bilatere X-.A de A (resp.
de l'idéal bilatere X .D de D, de I'idéal bilatere X- .M de A).

B. Idéaux primitifs et radical de Jacobson. — Définition 1.19.
— X étant un idéal a gauche d’un anneau A, on dit que e est élément
unité a droite modulo X si on a, pour tout a €A,

a—aeeX.

S’il existe un élément unité a'droite modulo X, on dit que I'idéal
gauche X est régulier (¢f. N. Jacobson [44], p. 5; N. Bourbaki[13],
chap. VIII, p. 161).

Si A posséde un élément unité e, cet élément e est élément unité
a droite modulo X, quel que soit I'idéal a gauche X.

Proerigte 1.3. — Soit X un idéal a gauche propre régulier,
e étant élément unité & droite modulo X. On peut trouver un idéal
a gauche mazimal Y contenant X tel que e soit élément unité a
droite modulo Y.

Remarquons en effet que e n’appartient pas & X; sinon on
aurait X = A en vertu de @ — ae € X. L’ensemble des idéaux conte-
nant X et ne contenant pas e est inductif; soit Y un idéal maximal
parmi ceux qui ont cette propriété (théoréme de Zorn). Y est alers
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un idéal maximal au sens de la définition 1.7 caronad’abord Y 52 A
puisque e¢ Y et, si Z>Y, ona

e€l, d'od vaeA, a=a—ae+aecl
et par suite Z = A. De plus, ¢ est élément unité a droite modulo Y.

Définition1 .20. — Un idéal bilatere & est dit primitif (a gauche)
s’il est de la forme € =M-.A ou M est un idéal a gauche maximal
régulier de 'anneau A.

Il revient au méme de dire que < est 'annulateur d’un A-module

simple A tel que A £ O (¢f. N. Jacobson [44], p. 4)-

Prorriert 4 . 4. — Tout idéal primitif est premier (cf. N. Jacobson
[44], p. 195). Cetle propriété est un cas particulier d’'une propriété
générale qui sera vue plus loin : tout résiduel a4 gauche propre
essentiel de M est un idéal premier (chap. VII, §2, prop. 7.6).

Prorriere 1.5. — a étant un élément n’appartenant pas a
Uidéal a gauche maximal M, U'idéal & gauche X =M .a (*) est
ou bien U'idéal A ou bien un idéal & gauche mazximal régulier.

En effet, soit b¢M: .a donc ba¢M. M élant maximal, il existe
ee(b| () tel que a=ea—+ mavec meM. On a

(x—ze)a=zxea+zxzm —zea=zmeM,

d'ott z—zee€M-.a, ce qui prouve que e est élémenl unité a droite
modulo M- .a. De plus, zeM:.a + (&| pour tout b&M- .a, ce qui
montre que M- .a est maximal.

Treortme 1.2. — J étant un idéal bilatére d’un anneau A, il
¥ a identité entre les idéauzx suivants :
a. Uintersection S, des idéaux primitifs contenant J;

b. Uintersection S, des idéaux a gauche maximaux réguliers
contenant J.

Montrons que S,ES;,. £=M-.A étant un idéal primitif, on
a £ CM; en effet, pour z€ %, on a, en désignant par e 1'élément

(*) M*.a désigne I'déal & gauche formé par les éléments z€A tels que zaeM.
(®) (b ] représente "déal 2 gauche engendré par b.
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unité a droite modulo M, z—ze€M, d’ou z €M puisque ze € M.
Il en résulte S, € S,.
Inversement, montrons que S, €S,. En effet,

Sa=O(M'.A)=Q(M'.a)

est lintersection d’idéaux a gauche maximaux réguliers d’apreés
la propriété 1.5. On a donc bien S; CS,.

Définition 1.21. — L’idéal bilatere défini par le théoréme 1.2
s'appelle le radical de Jacobson (a gauche) de J dans A. On le
note R,;(J).

On définit de meéme le radical de Jacobson a droite de J. Un
résultat remarquable est I'identité du radical de Jacobson a gauche
et du radical de Jacobson a droite. On le démontre au moyen de la
notion d’élément quasi régulier dans le cas ou J =0, ce qui ne
restreint pas la généralité, grdce a la considération de I'anncau
quotient A/J.

Définition 1.22. — On dit que a € A est quasi régulier i gauche
sl existe un élément b tel que @ + b —ba =o.

Si A posséde un élément unité, cette propriéié équivaut
a (1—b)(1—a)=1 et elle exprime que 1—a est inversible
a gauche. On définit de méme un ¢lément quasi régulier & droite.
Un élément a est quasi régulier s'il existe b tel que

a+b—ba=a+b—ab=o.

On a alors la propriété caractéristique suivante du radical de
Jacobson a gauche R;(J) :

Prorritre 1.6. — Le radical de Jacobson & gauche de O (°) est
le plus grand idéal a gauche constitué d’éléments quasi réguliers.

Montrons d’abord que R;(O) est le plus grand idéal a gauche
constitu¢ d’¢léments quasi réguliers & gauche. Soit a € R,(0O). Les
éléments de la forme b — ba avec b € A forment un idéal a gauche X.
Si cet idéal X est égal 4 A, il existe b tel queb—ba——a et a est
quasi régulier a gauche. Sinon, X est propre et régulier el a est

) Qu'on appelle aussi radical de Jacobson de Panneau.
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élément unité a droite modulo X. X est donc contenu d’aprés la
propriété 1.3 dans un idéal A gauche maximal Y ayant les mémes
propriétés. On aurait donc a€Y dou b=>b—ba+baeY quel
que soit b € A c’est-a-dire Y = A. ce qui est contraire a 'hypothese.
Réciproquement, supposons @ contenu dans un idéal a gauche dont
tous les éléments sont quasi réguliers a gauche; si 'on avait a ¢ M,
ou M est un idéal a gauche maximal régulier tel que e soit élément
unité a droite modulo M, il existerait c € (a | et m € M avec e = m + c.
On en déduirait, puisque ¢ est quasi régulier a gauche, I'existence
de b tel quec + b— bc = o, c’est-a-diree —m + b—b(e—m)=o,
d’ou e € M, ce qui est impossible.
La propriéié 1.6 en résulte d’apres la propriété suivante :

Proprikre 1.7. — Un idéal a gauche X dont tous les éléments
sont quasi réguliers a gauche a tous ses éléments quasi réguliers.

Soit en cffet @ € X, il existe donc b tel que

a—+ b— ba =o.

On en déduit b € X. Donc il existe ¢ tel que
- c+b—cb=o, d’ou (c+b)a——-c(a+b)'=o,
c’est-a-dire
ba—cb=o ou a—c=0
et
a+b—ab=o0
(c.Q.r.D.).
Les propriétés 1.6 et 1.7 entrainent I'identité du radical de

Jacobson a gauche et du radical de Jacobson a droite. On a aussi le
corollaire suivant :

CoroLraire. — Tout nil-idéal a gauche est contenu dans le
radical de Jacobson de l'anneau.

Un nil-idéal & gauche est en effet un idéal a gauche dont tous les
éléments sont nilpotents et un élément nilpotent est en particulier
quasiréguliercara” = oentraine,enposantb = —a—a?—...—a"*,

a+b—ba=a+ b—ab=o.
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Proreriete 1.8. — Le radical de Baer et Mac Coy d’un idéal
bilatére J est contenu dans le radical de Jacobson de J.

Le premier est en effet 'intersection de tous les idéaux premiers
contenant J (théoréme 1. 1) tandis que le deuxiéme est l'intersection
de ceux de ces idéaux premiers qui sont primitifs (théoréme 1.2).

On n’a pas en général I'égalité R(J) = R,;(J) comme le montre
déja le cas commutatif : cas d’un anneau d’intégrité commutatif
local et unitaire dont I'idéal maximal M est non nul, qui

donne R(0O) =0 ct R;(0O)=M [exemples : anneau des fractions %

ol a et b sont entiers, b n’étant pas un multiple du nombre
P |y

premier p; anneau des fractions VACI NP f(z), g(x)eK[x].

g @)’
avec g(0) #£ 0]. Nous verrons au chapitre II (§ 3, propriété 2.4) un
cas intéressant pour lequel R(J)=R,;(J) (cas d'un anncau
artinien unitaire). D’une fagon plus générale, les anneaux pour
lesquels R (J)= R,;(J) pour tout idéal bilatere J sont appelés
anneaux de Jacobson et ils jouissent d’intéressantes propriétés.
(¢f. O. Goldmann [38] ou W. Krull [48]).

La notion de radical de Jacobson peut s'étendre a un idéal
a gauche X d’un anneau A en considérant I'idéal bilatere X . A, ou
a2 un sous-module X d’'un A-module M en considérant I'idéal
bilatére X- .M, conformément a définition suivante :

Définition 1.23. — On appelle radical de Jacobson d’un idéal
a gauche X d'un anneau A (resp. d’'un sous-module X d’un
A-module M) le radical de Jacobson de I'idéal bilatere X .A (resp.
de I'idéal bilatere X - . M).

Ainsi, le radical de Jacobson de l'idéal 4 gauche X d’un anneau A
unitaire coincide avec l'intersection des idéaux & gauche maximaux
contenant X:.A, mais il ne coincide pas nécessairement avec
Pintersection des idéaux 4 gauche maximaux contenant X, si X n’est
pas un idéal bilatere. Par exemple, si A est 'anneau des matrices
carrées d'ordre n > 2 sur un corps K, et si X est un idéal & gauche
maximal de A, le radical de Jacobson de X est nul, donc différent
de X. On peut donc aussi considérer avec cerlains auteurs un autre
radical de l'idéal & gauche X de I'anneau A supposé unitaire (resp.
du sous-module X du A-module M) égal a l'intersection des idéaux
a gauche maximaux contenant X (resp. des sous-modules maximaux
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contenant X) (¢f. N. Bourbaki [13], chap. VIII, modules et anneaux
semi-simples, p. 63). De méme, on peut considérer le radical de
Jacobson a gauche d'un idéal a gauche d’un demi-groupe D
a élément unité comme l'intersection des idéaux a gauche maximaux
de D contenant X; il faut alors remarquer, dans le cas od X = J est
bilatere, que le radical de Jacobson 4 gauche de J ne coincide pas
nécessairement avec le radical de Jacobson a droite, contrairement
4 ce qui se passe dans un anneau. Il en est ainsi par exemple pour le
demi-groupe D des applications d’'un ensemble infini E dans lui-
méme (7).

Signalons enfin que l'application J — R;(J) satisfait pour un
anneau aux propriétés de S. A. Amitsur déja signalées pour le
radical de Baer et Mac Coy.

CHAPITRE II.

CONDITIONS DE CHAINE.

1. Anneaux, modules et demi-groupes nocethériens. — Défini-
tion 2.1. — On dit qu'un anneau A est ncethérien & gauche
(resp. a droite, bilatere) s'il vérifie la condition de chaine ascendante
(finie) pour les idéaux a gauche (resp. a droite, bilatéres). L’anneau A
est dit naethérien s’il est ncethérien a gauche et a droite.

Cette condition a été introduite par E. Neether (¢f. [63]) dans le
cas commutatif en 1921 pour exprimer que toute suile strictement
croissante d’idéaux

XicXsc...cX,c...

est nécessairement finie. Elle équivaut a la condition mazximale qui
signifie que tout ensemble d’idéaux de A posséde au moins un idéal
maximal; elle équivaut encore a la condition de base finie qui
signifie que tout idéal de A posséde un nombre fini de générateurs.

On peut donner des exemples d’anneaux ncethériens a gauche et
non a droite : anneau de polynomes a deux variables z et y non

MEMORIAL DES SC. MATH. — N* 154,
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permutables, a coefficients dans un corps commutatif K dont les
éléments sont permutables avec z et ) avec les relations yz =o,
yy =o (¢f. H. Cartan et S. Eilenberg [16], p. 16). L'anneau
précédent n’est pas premier, mais en considérant l'anneau des

polynomes a une variable z et a coefficients dans le corps K(y),
avec les relations

V() eK(y), zf(y)=f0")=,

on obtient un anneau d’intégrité, donc premier, qui est neethérien
a gauche et non a droite (¢f. L. Lesieur et R. Croisol [56], ex. 1).

Dans le cas commutatif, 'exemple le plus important d’anneau
neethérien est I'anneau A =K[X,, ..., X,] des polynomes a n
variables permutables sur un corps commutatif K (thé¢oréme de la
base finie, démontré en 18go par D. Hilbert [42]). Dans le cas non
commutatif, on ne posséde pas d’aussi bons exemples de transfert
du caractére ncethérien (®). Cependant, un exemple important
d’anneau non commulatif ncethérien est constitué par V'algébre
enveloppante universelle A (L) d’une algébre de Lie L de dimension

JSinie sur un corps commutatif K, qu'on peut obtenir de la facon
suivante :

Soit A I'anneau des polynomes a »n variables X,(i=1, 2, ..., n)
non permutables, a coefficients dans un corps commutatif K;
I'anneau A(L) est 'anneau-quotient de A oblenu en imposant les
relations

XX, — X, X, = L, (X),

n
ou L, (X) :Z“zk/ X est une forme linéaire donnée (7, j =1, 2,..., n;
k=1

{<Jj). Si les formes L, (X) sont nulles, A(L) est I'anneau
K[X4, ..., X,]; st elle ne sont pas toutes nulles, A(L) est un
anneau non commutatif. La méthode originale de Hilbert peut étre
appliquée pour montrer que A(L) est un anneau d’intégrité non
commutatif nethérien a gauche et a droite (?).

(®) L'annean des polynomes & deux variables non permutables z et y sur un
corps commutatif K n’est pas ncethérien, car Pidéal bilatére engendré par les
éléments Zy*z(n =1, 2, ...) n’a pas de base finie.

(®) Ce résultat est aussi une conséquence du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
(¢f. H. CarTaN et S. EiLEiBERG [16], p. 271).
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Tout anneau quotient d'un anneau ncethérien a gauche, tout pro-
duit d’'un nombre fini d’anneaux ncethériens a gauche sont encore
des anneaux ncethériens a gauche.

Définition 2.2. — On dit qu'un A-module a gauche M est
neethérien si M vérifie la condition de chaine ascendante pour les
sous-modules.

Prorrite 2.1. — Tout module ¢ gauche M unitaire de type
JSini (Cest-a-dire ayant un nombre fini de générateurs) sur un
anneau A noethérien a gauche est neethérien.

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre p des
générateurs x,({ =1, 2, ..., p).

1° Supposons p =1, donc M= Az,; soit M, un sous-module
de M. Considérons I'idéal a gauche I,, de 'anneau A défini par

ILn=M," .zy={a€A;ax,eM,].
On a

Mn= ln.Z‘1.

Une suite strictement croissante de sous-modules M,, définit ainsi
une suite strictement croissante d’idéaux a gauche X, qui est finie
par hypothese. La suite { M,, | est donc également finie.

2° Supposons la propriéié vraie pour p—1. Considérons un sous-
module M, du A-module M = Az, +. ..+ Az,. L'ensemble des élé-
ments a; € Atels qu’ilexiste as, ..., apavec oy 21 +asZa+...+a,2p € My
est un idéal a gauche 1, de I'anncau A. Les idéaux I, croissent
avec n lorsque { M } forme une suite croissante de sous-modules. Ils
sont donc stationnaires a partir d’un certain rang m. Soit k> m et

T =T+ G Za+. ..+ apTp€My;
on a a;, € I,=1,,; il existe donc
y=uzi+ Bz +...+BpxpeMp, dot z—yeMin(Azs+...+Axp).

On en déduit My=M,+ M;n(Azs+...+ Az,) pour k> m.
La propriété en résulte d’aprés '’hypothése d’induction faite sur
les sous-modules de Aza+. ..+ Azp.

Appliquée aux demi-groupes, la condition de chaine ascendante
conduit a la notion de demi-groupe ncethérien.
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Définition 2.3. — On dit qu’un demi-groupe D est naethérien &
gauche (resp. a droite, bilatere) s'il vérifie la condition de chaine
ascendante pour lesidéaux a gauche (resp. a droite, bilateres). Le demi-
groupe est dit neethérien s’il est ncethérien a gauche et a droite.

2. Anneaux, modules et demi-groupes artiniens. — Définition2.4.
— Un anneau A est dit artinien & gauche (resp. a droite, bilatére)
s'il vérifie la condition de chaine descendante pour les idéaux a
gauche de A (resp. a droite, bilateres). L’anneau est dit artinien
quand il est artinien a gauche et a droite.

L’expression d’anneau artinien, ou anneau d’Artin, a été donnée
en raison de travaux d’E. Artin (¢f. [8]) publiés en 1927

Dans un anneau d’Artin, toule suite strictement décroissante
d’idéaux

Xi>2Xs>...0X;D>...

est nécessairement finie, tout ensemble d’idéaux posséde un idéal
minimal, toute intersection infinie d’idéaux est l'intersection d’une
partie finie d’entre eux.

L’exemple le plus simple d’anneau artinien est constilu¢ par
I'anneau M, des matrices carrées d’ordre » sur un corps K commutatif
ou non. Cet anneau est en méme temps artinien et ncethérien, car M,,
est aussi un espace vecloriel E a gauche sur K, de base e, (1?), de
dimension finie 72, et un idéal a gauche de M, est en particulier un
sous-espace vectoriel de E. Or ces sous-espaces vectoriels vérifient
les conditions de chaine ascendante et descendante. L’anneau M, est
aussi un anneau premier qui ne contient pas d’autre idéal bilatére
que O. En effet, on montre aisément que, pour a 3£ o, il existe z,
et y, tels que

=n

g=2x,a_y, (1)

=1

(1) e, est la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf Pélément @, qu est
I’élément unité de K.
(1) Cf. B. L. VAN DER WAERDEN [68], t. II, p. 109. S1 @ =Z a,e, avec ., 3 0, on
Y
1=n
forme apje,,ae, =e,, et I'on obtient Z e,.=1.

r=1
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=1

ce qui prouve que A = M,, cst un anneau premier, d’ou :

L’hypothéscaAb =0, as£0,entrainedonch= ( zm;ay,)b =o,

Propritite 2.2. — L'anneau M, des matrices carrées d’ordre n
sur un corps quelconque K est un anneau artinien premier
wnitaire.

Il est commode dans certains cas de considérer la condition de
chaine descendante ( finie), restreinte aux idéaux a gauche (resp.

a droite, bilatéres) qui contiennent un idéal donné X, O (cf.
I. S. Cohen [21], H. Grell [39]).

La définition 2.4 s’applique évidemment aux demi-groupes :

Définition 2.5. — Un demi-groupe D est appelé artinien a
gauche (resp. a droite, bilatere) s’il vérifie la condition de chaine
descendante pour les idéaux a gauche (resp. a droite, bilateres)
de D. Le demi-groupe est dit artinien s'il est artinien a gauche et a
droite.

On pourra trouver une exploilation intéressante de conditions
minimales portant sur d’autres sous-ensembles que les idéaux dans

P. Lefebvre [ 51].

Exzemple. — Soit D I'ensemble {N, <« | des nombres naturels 1,
2, ..., n,... complétés par . En prenant comme opération
ab=min {a, b}, on obtient un demi-groupe artinien non ncethérien;
en prenant comme opération @b = max { a, b}, on obtient un demi-
groupe ncethérien non artinien.

Dans le cas des modules, on pose la définition suivante :

Définition 2.6. — On dit qu'un A-module ¢ gauche M est
artinien si M vérifie la condition de chaine descendante pour les
sous-modules.

Proeritte 2.3. — Tout module & gauche M unitaire de type
fini sur un anneau A artinien a gauche est artinien.

Il suffit de reprendre avec quelques modifications évidentes la
démonstration de la propriété 2.1 qui s’applique aussi bien au cas
artinien qu’au cas ncethérien.
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3. Struoture d’un anneau premier unitaire artinien & gauche. —
Nous avons vu comme exemple d’anneau artinien premier unitaire
le cas de 'anneau M, des matrices carrées d’ordre n sur un corps
quelconque K (propriété 2.2), ou ce qui est équivalent, 'anneau
isomorphe £y (E) des endomorphismes d’un espace vectoriel E de
dimension finie n sur un corps K. Nous allons montrer que,
réciproquement, tout anneau premier unitaire artinién a gauche
peut étre obtenu de cette fagon.

Soit A un anneau unitaire artinien a gauche, M un idéal a gauche
minimal de A que nous considérons comme un A-module & gauche.
L’anneau £,(M) des endomorphismes de M (*2) est un corps K
(lemme de Schur); écrivons I'endomorphisme «:z — za, de sorte
que M devient un espace vectoriel a droite E sur K. L’homo-
thétie x> azxr de M dans lui-méme est un endomorphisme de
I'espace vectoriel E sur K. Nous allons voir que, réciproquement,
tout endomorphisme de I'espace vectoriel E sur K est une homothétie.
On utilise pour cela le lemme de densité dont nous allons donner
I'énoncé et la démonstration :

Lemme pe pensite. — Soient x4, xa, ..., xn des éléments de E
linéairement indépendants sur K. S yy, y. ..., yn sont des
éléments quelconques de E, il existe un élément aeA tel
queyi=azx, (i=1,2,...,n).

La démonstration se fait au moyen de la relation suivante :
n
(1) O.°<n(0'.x,)>=w1K+...+wnK,
=1

ou O-. z; désigne 'annulateur de 2, € E dans A et O. * ST’annulateur
de SCA dans E.

1°n=1 ou 0. (0 .2y)=x;:K.

On a linclusion ,KCO. (0" .z,) puisque az, = o entraine
a€K, azx,a = o. Inversement, supposons

ary=o=ay =o.

(1*) Appelé encore commutant de M (cf. N. BourBaxi [13], chap. VIII, § {, p. 10
et § 4, p. 4o).
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Cette relation permet la définition d’un endomorphisme « de
M = Az, par l'application a:az;— ay. On a donc, pour tout a € A,
ay = az, et en particulier y = z, 2 € 71 K.

2° n quelconque. On a I'inclusion

n
0. <n O'..z',>2_>x,K+...+w,,K.

=1
|

lnversement, supposons
ar,=0,. ., Axp—1 =0, AZp=0=ay = 0.

Cette relation permet de définir pour tous les a tels que azys=o, ...,
azn,_1=o0, un endomorphisme o, de E par I'application a, :az,—ay,.
En effet, ax, ne peut étre nul pour tous les a tels que

aAry=...= AQ&p—1 =0,

sans quoi l'on aurait z,€x K +...4+ 2,4 K d’'aprés 'hypothese
d’induction. On peut alors metire tout élément de E sous la

forme a'z, avec a'zy=...=d'z,_y—=o0. On a donc, pour tout a
tel que

aAzxy=...= AZTp—1 =0, ay =azxpoep, ou a(y— Zpop)=o.
On en déduit, d’apreés 'hypothese d’induction,

Y — &npon= T+ Ze®a ...+ Tp—q%p—q,
donc
rex; K+ ..+ z,K.

Appliquons la relation (1) & la démonstration du lemme. On
choisit @, € A de facon que @, 2,54 0 et a,x;,= o pour tout j £ (.
. i=n
Puis on prend b, €A tel que y,= b,a,z, et enfin a=2b,-a., ce
=1
qui démontre le lemme de densité.

Le lemme de densité nous permet d’identifier un endomorphisme
quelconque de l'espace vectoriel E avec une homothéthie z -+ az
a condition que E soit de dimension finie sur K. Or cela résulte
aussi de la relation (1) car les sous-espaces vectoriels croissanfs
Vo=2,K +...+ 2,K définissent les idéaux a gauche décrois-
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t=n .
sants n(O .x;); ces idéaux & gauche slationnent au bout d'un
i=1
certain rang n en vertu de la condition minimale. Il en est de méme
des sous-espaces V, d’apres la relation (1).

L’application @ — fo:2—> az est une bijection car D'égalité
az = bz pour tout z € Mentraine (a —b)M = O ou (a — b)AM=0,
c’est-a-dire @ — b = o puisque I’anneau A est premier, d’ot a = b.

On a donc établi le théoréme suivant qui donne la structure d’un
anneau premier unilaire artinien a gauche :

TueorkMe 2. 1. — Pour qu'un anneau A soit un anneau premier
unitaire artinien a gauche, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe
a@ Uanneau des endomorphismes d’un espace vectoriel E de
dimension finie n sur un corps K (ou encore a 'anneau des

matrices carrées d’ordre n sur un corps K).
/

CoroLLAIRE 1. — ST A est un anneau unitaire artinien a gauche,
tout idéal bilatére premier % est un idéal bilatére mazimal (**).

En effet A/ est un anneau premdier unitaire artinien a gauche
dans lequel I'idé¢al O est un idéal bilatére maximal.

CororLaire 2. — Tout anneau premier unitaire artinien
a gauche est artinien et nethérien.

Définition 2.7. — On appelle anneau simple un anneau premier
unitaire artinien a gauche.

Proerikte 2.4. — Tout anneau artinien a gauche unitaire est
un anneau de Jacobson.

On montre en effet, pour un idéal bilatere J quelconque, la rela-
tion R(J)=R,(T). Cela résulte de la définition de R (J) par
Pintersection des idéaux premiers contenant J (théoréme 1.1),
de la définition de R;(J) par l'intersection des idéaux primitifs
contenant J (théoreme 2.1) et dua fait que toutidéal bilatére maximal
(en tant qu’idéal bilatére) est primitif.s

(*3) On peut aussi éLablir cette propriété directement (cf. L. LESIEUR et R. Croisor
[53], II, p. 470 et ce fascicule, chap. IX, th. 9.5).
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Nous reviendrons en cours de route sur les anneaux unitaires
artiniens 4 gauche et nous verrons notamment que ce sont des
anneaux ncethériens a gauche (Chap. III, théoréme 3.4).

La structure d’un anneau premier ncethérien a gauche n’est pas
aussi simple; elle a été donnée récemment dans le cas d’un anneau
premier neethérien a gauche et adroite par A. W. Goldie (cf. [37]);
celui-ci a montré qu’un tel anneau A posséde un anneau de quotients
a gauche (*6%) et a droite Q qui est précisément un anneau M, arti-
nien premier unitaire. Nous avons de méme montré (¢f. L. Lesieur et
R. Croisot [56]) qu’un anneau premier neethérien a gauche posséde
un anneau de quotients a4 gauche qui est encore un anneau M, et
nous avons donné des exemples d’anneaux premiers ncethériens
a gauche qui ne sont pas neethériens a droite (¢f. § 1).

CHAPITRE III.

ALGEBRES D'IDEAUX ET DE SOUS-MODULES.
RESIDUELS A DROITE ET A GAUCHE.

1. Définition d’une (B)-algébre. — Malgré les distinctions & faire
entre les idéaux d’'un demi-groupe d’une part et les idéaux d’un
anneau ou les sous-modules d’un module d’autre part, le besoin
d’unifier les raisonnements valables dans les deux cas a donné
naissance a une algébre développée d’abord dans le cas des idéaux
bilateres par L. Lesieur [52], puis dans le cas général par L. Lesieur
et R. Croisot [53], 1. Nous allons donner les axiomes de cette algebre
ainsi que les premidres propriéiés.

Une (G)-algébre (L) est constituée par deux treillis (%) et (L)

satisfaisant aux axiomes suivants :

Axiome A. — () est un demi-groupe réticulé quasi-entier
complet (1*).

(1354) Anneau Q tel que tout élément de Q se mette sous la forme b1 a, avec a€A,
beA, b régulier (c’est a-dire non diviseur de zéro).

(%) Nous rappelons briévement les définitions. Pour plus de détails, se reporter
A M. L. DusgeiL-JacoTiN, L. Lesieur et R. Crosor [23].
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(%) est donc muni d’une structure de demi-groupe multiplicatif et
d’une structure de treillis complet. Les opérations du treillis (%)
seront notées -+ pour I'union (ou addition) (elle correspond a I'addi-
tion dans la plupart des applications algébriques que nous avons en
vue), n pour lintersection; la relation d’ordre est notée C et la
relation d’ordre strict associée c . La multiplication est distributive
par rapport a 'addition :

A(B+ C)=AGB + AC; (B+C)A =RBA+ CA.

De plus, la distributivité a lieu méme pour une somme infinie :

a(Xaﬂ =Y am,; (Zas,)a:Zos,a.
€1 el €1 €1

On a aussi ABC A n G ((B) quasi-entier).

Enfin I'élément maximum de (), ou élément universel, sera noté &
et I'élément nul ou minimum O. Les ¢léments de (%) seront notés
par des majuscules surannées.

Dans les applications, (%) est le treillis des idéaux bilatéres d’'un
anneau ou d’'un demi-groupe avec zéro. L'opération + représente
I'addition des idéaux bilatéres d’un anneau ou la réunion des idéaux
bilateres d’un demi-groupe. La multiplication est celle des idéaux.

Axione B. — (L) est un treillis complet.

Les opérations du treillis (L) seront notées -+ (union ou addition)
et N, la relation d’ordre C et la relation d’ordre strict associée c,
I’élément maximum ou universel U, 1'élément nul ou minimum O.
Les ¢léments de (L) seront notés par des majuscules d’imprimerie.

Dans les applications, (L) est le treillis des idéaux a gauche d’un
anneau ou d’un demi-groupe avec zéro ou le treillis des sous-modules
d’un module. Dans le cas ot l'on étudie les idéaux bilateres d’un
anneau ou d’un demi-groupe avec zéro, on prend (L) = ().

Axioue C. — Les éléments de () sont opérateurs dans (L)
qui est ainsi muni d’une opération externe faisant correspondre
a tout XA € (%) et tout X € (L) un élément AX € (L), avec les lois
suivantes :

(AB)X = A(BX); axcx;
(A+®B)X=aX+®BX; AX+Y)=aXx+av.



ALGEBRE NETHERIENNE NON COMMUTATIVE. 27

Ces deux derniéres relations sont aussi supposées valables pour les
somimes infinies :

(Za,)x = aX; a(zxz) =Yax,

el I3 €1 €1
De plus,
0X =0; ao =0.

Dans le cas des idéaux a gauche d’un anneau A ou d’un demi-
groupe D avec zéro, X représente I'idéal a gauche produit de
I'idéal bilatere A de 'anneau A (resp. du demi-groupe D) par I'idéal
a gauche X de I'anneau A (resp. du demi-groupe D). Dans le cas
des sous-modules d’'un A-module M, A X est le sous-module produit
de I'idéal bilatere A de 'anncau A par le sous-module X du module M.
Dans le cas des idéaux bilatéres d’'un anneau A ou d’un demi-groupe D
avec zéro, A X est le produit des deux idéaux bilateres & et X.

Définition 3.1. — On appelle (%)-algébre (L) I'ensemble de
deux treillis (®) et (L) satisfaisant aux axiomes A, B, C.

Exemple 1. — (%) et (L) sont confondus avec 'ensemble des
idéaux bilatéres d’'un anneaun A.

Exemple 2. — () et (L) sont confondus avec 'ensemble des
idéaux bilatéres d’un demi-groupe D avec zéro.

Ezemple 3. — () est I'ensemble des idéaux bilatéres d’un
anneau A et (L) I’ensemble de ses idéaux a gauche.

Ezemple 4. — (%) est I’ensemble des idéaux bilatéres d’'un demi-
groupe D avec zéro et (L) 'ensemble de ses idéaux a gauche.

Ezemple 5. — (®) est 'ensemble des idéaux bilateres d’un
anneau A et (L) 'ensemble des sous-modules d’un A-module M.

Conformément aux notions du chapitre II, on définit le cas
neethérien ou artinien de la facon suivante :

Définition 3.2. — On dit que la (B)-algebre (L) est naethérienne
(resp. artinienne) si le treillis (L) satisfait a la condition de chaine
ascendante (resp. descendante).

Notons que (%) constitue un demi-anneau réticulé et que la
plupart des notions que nous donnons pour les éléments de (®)
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pourraient étre étudiées pour les idéauz réticulés de (%). Clest la
voie suivie par A. Almeida Costa[3] et M. L. Noronha Galvio [36].

2. Résiduels & gauche et 4 droite. — Les deux propriétés suivantes
sont des conséquences immédiates de I'axiome C :

Proeritrk 3.1. — X et Y étant donnés dans (L), U'ensemble des
éléments A € (B) tels que AY CX posséde un élément maximum
noté X .Y et appelé résiduel & gauche de X par Y.

Propriere 3.2. — X et A étant donnés (X e (L), A (%)),
Uensemble des éléments Y € (L) tels que AY CX posséde un
élément maximum noté X. @ et appelé résiduel a droite de X
par &.

Dans les exemples 1, 2, 3, 4 on emploie aussi les expressions de
transporteur & gauche pour désigner le résiduel & gauche X .Y et
de transporteur ¢ droite pour désigner le résiduel a droite X. - &.
Si X est I'¢élément nul de (L), on parlera aussi d’annulateur de Y a
gauche (resp. de @ a droite) pour noter le résiduel a gauche O-.Y
(resp. le résiduel a droite O. - ).

Pour développer la théorie des (®)-algebres, nous supposerons
vérifiée une condition de chaine sur les résiduels qu’on peut mettre
sous la forme suivante :

Axiome D. — L’ensemble des résiduels a gauche et U'ensemble
des résiduels a droite de tout élément X € (L) vérifient la condi-
tion de chatne ascendante.

Cet axiome est vérifié en particulier dans I'un ou I'autre des cas
importants suivants :

1° Les treillis () et (L) vérifient la condition de chaine ascendante;

2° Les treillis (B) et (L) vérifient la condition de chaine descen-
dante;

3° Le treillis (L) vérifie la condition de chaine ascendante et la
condition de chaine descendante;

4° Le treillis (®) vérifie la condition de chaine ascendante et la
condition de chaine descendante.

Bien que ces résultats se rattachent a des propriétés générales de
la résiduation donnée par P. Dubreil et R. Croisot [25], on peut en
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donner ici une démonstration directe. Démontrons par exemple que
I'axiome D est vérifié si les treillis (%) et (L) vérifient la condition
de chaine descendante (cas 2°).

Considérons une chaine croissante de résiduels a droite de X :

X;€X,€...€X,C...C....

Cette chaine définit une chaine décroissante de résiduels & gauche :

X-.X;2X.X,2...2X-.X,2....

L’égalité X+ . X,,=X".X, .y entraine X. - (X . X)) =X. (X . X,44)
c’est-a-dire X, = X .4 puisque X, et X,., sont des résiduels a droite
de X. On démontre ainsi que la condition de chaine descendante sur
les résiduels a gauche entraine la condition de chaine ascendante
sur les résiduels a droite. On démontre d’une fagon analogue que la
condition de chaine descendante sur les résiduels a droite entraine
la condition de chaine ascendante sur les résiduels & gauche.

Définition 3.3. — Le résiduel a gauche £ =X-.Y de X est dit
propre si Y £X. L'élément € € (%) est dit premier si I'on a la
propriété

RBCCL=MBCZ ou CCZ.

Proerietk 3.3. — Tout élément X de (L), autre que U, posséde
au moins un résiduel i gauche propre premier.

En effet, considérons d’aprés I'axiome D un résiduel a gauche
propre maximal € de X et montrons que £ =X-.Y est premier.
Les relations BCC %, CE <, entrainent BCY CX avec CY EX.
On en déduit BCX: .CY. Mais X:.CY est un résiduel a gauche
propre de X qui contient X:.Y. Il en résulte X-.CY=X-.Y
et BCH.

Proeritte 3.4. — Pour que A € () soit un résiduel a gauche
propre de X € (L), il faut et il suffit que :
X (X.A)y=@, , avec X.-@>X.
La condition est suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire, on vérifie

Pégalite X . (X. @)= A dans le cas ou A =X"-.Y, puis la rela-
tionX. - (X-.Y)2Y ce qui implique X. - (X-.Y)> X puisque Y £X.
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On peut alors établir le théoréme suivant :

Taeorene 3.1. — Ktant donné X 3£ U dans (L), il existe un
nombre fini d’éléments premiers %, € (%) (i =1, 2, ..., n) tels que

$1Dy...2,UCX, %,2X-.U (i=1,2,..., n),
%, étant un résiduel a gauche propre mazimalde X. - 1 %y... %y

Considérons en effet un résiduel a gauche propre maximal 4
de X, soit X-.Y,. Formons X. %;—=X,. On a X;>X d’aprés la
propriété 3.4, et €, =X-.Y,2X-.U. Si X, est différent de U, on
considére de méme un résiduel a gauche propre maximal T, de X,
etl'on a

By=X;".Y:2X".Yy2X:.U

d’on, en posant Xo=X;. €, =X. %4 T,,
XcX;cX,.

En vertu de la condition de chaine ascendante sur les résiduels a
droite de X (axiome D), on en déduit 'existence de 7 tel que

X, =U=X."%1%5...%,,

c'est-a-dire 4 Z,. .. £,UCX, avec £,2X-.U, ce qui démontre le
théoréme.

Nous verrons une application importante de ce théoréme au cha-
pitre V, a la notion de radical primaire, ainsi que dans ce chapitre,
a I'étude des anneaux artiniens uniltaires.

Les résiduels a gauche propres premiers d’un élément X permettent
également de reconnaitre si un résiduel a droite X. @ est stricte-
ment plus grand que X, d’aprés le théoréme suivant :

TutoreMe 3.2. — Pour que X. A >X, i faut et il suffit que A
soit contenu dans un résiduel a gauche propre premier de X.

La condition est nécessaire car X. X > X entraine A S X+ .(X. @A),
qui est un résiduel A gauche propre de X; ce résiduel est contenu
dans un résiduel 2 gauche propre maximal ¢ qui est premier (pro-
priéié 3.3). Elle est suffisante car, de ACL =X-.Y, on déduit
X A2X. 4 =X-.(X.'Y)2Y; il en résulte X. A >X puisque
Y EX.
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L’intérét du théoréme 3.2 réside dans le fait que ’ensemble des
résiduels a gauche propres premiers de X est fini.

TreoreMe 3.3. — Tout élément X £ U ne posséde qu’un nombre
Jini de résiduels a gauche propres premiers.

Soit un résiduel .a gauche propre premier de X, dont l’existence
est assurée par la propriété 3.3. Considérons les éléments %, qun
figurent dans le théoréme 3.1. On a

2=X".Y2X:.U22,%,...2,.

4 étant premier, il existe au moins un 7 tel que 4, S < et 'on peut
supposer Z,E <L pour j=1,2,...,{—1. De @4$ avec Z rési-
duel a gauche propre premier de X, on déduit d’aprés une pro-
priété des résiduels pour laquelle nous renvoyons a L. Lesieur et
R. Croisot [53], I (propriéié 2.3, p. 87), que & est résiduel a gauche
propre de X; = X. %,. En répétant ce raisonnement, on démontre
que 9 est résiduel a gauche propre premier de X. €, %5... T,y =X;_4.
Comme 4, est résiduel a gauche propre premier maximal de X,_4, la
relation €, C & entraine ¥ = <,, ce qui démontre le théoréme.

3. Axiome de modularité. — Dans I'exemple de la (®)-algebre (L)
des idéaux a gauche ou bilatéres d’un anneau ou d’un demi-groupe
avec zéro, ou des sous-modules d'un module, le treillis (L) considéré
est modulaire, c’est-a-dire vérifie la loi suivante :

BCA=An(B+C)=B+ (AnC).

Dans le cas des idéaux a gauche ou bilatéres d’un demi-groupe
avec zéro, (L) est méme distributif, c’est-a-dire obéit a la lpi :

An(B+C)=(AnB)+ (AnC),
qui implique (voir Théorie des tredllis (23], p. 73)
A+ (BnC)=(A+B)n(A+0C).

Cette remarque nous conduit a postuler dans une (%)-algébre (L)
Paxiome de modularité.
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Axi0ME DE MODULARITE (140%s). — Le treillis (L) est modulaire.

Nous ferons également appel a la propriété pour le treillis (L)
d’étre faiblement n-continu, c’est-a-dire que la relation

Xn<};Y,> =Z(Xny,)

est valable lorsque les éléments Y; forment un ensemble totalement
ordonné. Cette propriété est évidemment vérifiée dans les exemples
algebriques 1, 2, 3, 4, b du paragraphe 1.

On appelle (B)-algébre modulaire une (®)-algebre vérifiant
I'axiome de modularité et la propriété de n-continuité faible.

De méme, on pourra définir une (B)-algébre distributive comme
une (®)-algebre dans laquelle le treillis (L) est distribulif, et qui est
faiblement n-continue.

L’une des applications les plus importantes de la modularité
consiste dans le théoréme de Jordan-Holder (voir Théorie des
treillis [23], p. 88) :

S’ilexiste dans (L) une chaine mazimale de longueur finien (*%),
toute autre chaine sans répétition allant de O a U estde longueur
Jinie < n et toutes les chaines maximales ont méme longueur n.

Enr particulier, une (®)-algébre (L) modulaire est a la fois
neethérienne et artinienne dans le cas ou il existe une chaine
maximale finie dans (L). Elle est dite alors de longueur finie.

Dans le cas d’une (®)-algebre distributive, I'existence d’une chaine
maximale finie dans (L) a des conséquences encore plus fortes; elle
entraine que (L) n’a qu'un nombre fini d’éléments (¢f. G. Birkhoff[11],
p- 139) : une (B)-algébre distributive de longueur finie est une
algébre finie.

Un exemple de (%)-algébre de longueur finie est fourni par les
algébres neethériennes ou artiniennes semi-simples.

(14&:5) Pour un grand nombre de propriétés, on a besoin seulement de la semi-
modularité du treillis (L) (voir L. Lesieur et R. Croisor [53]).

(%) Clest-d-dire une chaine OcX;c...cX,=U dans laquelle X,cYcX;,, est
impossible.
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Définition 3.4. — Une (%)-algebre est dite semi-simple si elle
est modulaire et si I'élément universel U de (L) est somme d’éléments
minimaux.

En particulier, un module est semi-simple s'il est somme de sous
modules simples (cf. N. Bourbaki [13], chap. VIIL, § 3, p. 32).

On dit qu’un anneau A est semi-simple s’il est unitaire et semi-
simple en tant que A-module & gauche, ce qui est équivalent au fait
qu’il soit semi-simple en tant que A module a droite; de plus, un
anneau semi-simple est artinien et ncethérien (cf. N. Bourbaki [13],
chap. VIII, § 5, p. 46, définition 1, remarque et proposition 2).

Prorritte 3.5. — St une (6)-algebre semi-simple est soit arti-
nienne, soit naethérienne, elle est de longueur finie.

En effet, le treillis (L) est modulaire, faiblement n-continu, et tel
que U soit somme d’éléments minimaux. Il en résulte que ce treillis
est complémenté (cf. |23], p. 289) et par suite de longueur finie
lorsqu’il vérifie une condition de chaine.

Remarqgue. — Dans le cas général d’une (®)-algebre semi-simple,
la démonstration précédente s’applique encore pour montrer que (L)
est un treillis complémenté. (L) est alors un treillis géométrique, de
longueur finie ou infinie au sens de M. L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur
et R. Croisot [23], p. 264. On retrouve ainsi une propriété signalée
pour les modules semi-simples par N. Bourbaki [13] (chap. VIII, § 3,
proposition 7, p. 32).

Voici un exemple important d’anneau semi-simple :

On voit facilement que 'anneau M, des matrices carrées d’ordre n
sur un corps K est somme directe de » idéaux a gauche mini-
maux I; (f =1, 2, ..., »), I; étant I'ensemble des matrices dont
toutes les colonnes, sauf la colonne d’indice j, sont formées de o.
Par suite, d’apres le théoréme 2.1, tout anneau simple est semi-
simple.

On démontre, plus généralement, la propriété suivante :

Prorritte 3.6. — Pour qu'un anneau soit semi-simple, il faut
et il suffit qu'il soit composé direct d’un nombre fini de sous-
anneaux simples (cf. N. Bourbaki [13], chap. VIII, § 5, théoréme 1,
p- 48).

Certaines classes d’anneaux (ou de modules) se laissent ainsi
caractériser par des propriétés du treillis de leurs idéaux a gauche
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34 L. LESIEUR ET R. CROISOT.

(ou de leurs sous-modules). Dans le cas commutatif, ce point de vue
a déja fait I'objet de travaux intéressants (¢f. J. Guérindon [4]).
Dans le cas non commutatif, E. A. Behrens [10] a étudié plus parti-
culierement les anneaux (ou les modules) pour lesquels le treillis
des idéaux a gauche (ou des sous-modules) est distributif (186¢).

Notons encore une propriété intéressante d’un anneau simple A.
Un tel annecau est isotypique ce qui signifie que ses idéaux a gauche
minimaux sont des A-modules tous isomorphes (¢f. N. Bourbaki [13],
chap. VIIIL, §1, p. 12).

4. Anneaux artiniens i gauche unitaires. — Soit A un anneau
artinien a4 gauche unitaire. D’aprés le théoréme 3.1 appliqué au
cas X = O, on peut trouver n idéaux premiers %; tels que

‘l’,‘l’g.:.‘Bn= 0.

L’anneau A/%, est alors un anneau premier arlinien a gauche
unitaire, donc ncethérien a gauche, d’aprés le corollaire 2 du
théoréme 2.1 et il existe une chaine maximale finie d’idéaux a.
gauche allant de €, a A. Considérons les idéaux X;= @;Ciy... Th
et Xi1— @,‘_H ‘2,'_.,3. . .@n. L’anneau quotient A= X,:..,/X,' est
un A/%;-module & gauche. L'anneau A/%; étant somme d’idéaux a
gauche minimaux (propriété 3.6), il en résulte que Ai= X /X;
est une somme de sous-modules minimaux. Comme A; vérifie la
condition de chaine descendante, A; vérifie la condition de chaine
ascendante (propriété 3.5). Donc il existe une chaine maximale
finie allant de X; & X;,4. En résumsé, il existe une chaine maximale

finie allant de O a A et, d’aprés le théoréme de Jordan-Hélder,
P’anneau A est ncethérien a gauche.

D’autre part, tout idéal bilatére premier & de A est un idéal bila-
tére maximal (corollaire 1 du théoréme 2.1). De plus, I'anneau A/%
étant un anneau simple, tout élément régulier (1¢) de cet anneau est
inversible.

Montrons que ces conditions nécessaires suffisent pour qu'un
anneau A unitaire neethérien a gauche soit artinien a gauche.

(*3b) Signalons également les travaux relatifs aux demi-groupes dont le treillis
des sous-demi-groupes est distributif ou modulaire : L. N. CrevRINE [19], M. Eco [27].

(%) C’est-a-dire non diviseur de zéro & droite (et par suite non diviseur de zéro &
gauche),
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En effet, toujours d’apres le théoréme 3.1, on peut trouver n
idéaux premiers , tels que

‘J‘.’]ﬁ.g...gn= O-

Pour tout /, 'anneau A/, est un anneau premier ncethérien a
gauche unitaire dans lequel tout élément régulier (17) est inversible.
I1 en résulte que cet anneau coincide avec son anneau des quotients
a gauche (cf. L. Lesieur et R. Croisot [56]), donc qu'il est simple.
On peut alors faire un raisonnement analogue a celui qui a éé utilisé
pour montrer qu’un anneau unilaire artinien a gauche est neethérien
a gauche et en déduire cette fois la condition de chaine descendante
a partir de la condition de chaine ascendante.

Nous avons établi le théorgme suivant :

TrneorkME 3.4. — Pour qu’'un anneau unitaire A soit artinien a
gauche, il faut et il suffit qu’'il soit nathérien & gauche et que,
% étant un idéal premier quelconque de A, tout élément régulier
de A/ soit incersible.

Remarquons que ces conditions suffisantes entrainent que tout
idéal bilatere premier € est maximal. Dans le cas commutatif, si &
est maximal, A/ est un corps et le théoréme 3.4 redonne alors une
propriété caractéristique des anneaux artiniens unitaires : anneaux
ncethériens unitaires dans lesquels tout idéal premier est maximal
(¢f. O. Zariski et P. Samuel [69], p. 203). Dans le cas non commu-
tatif, celte propriété n’est plus caractéristique car il existe des
anneaux unitaires ncethériens a gauche sans idéal bilatere propre
non nul qui ne sont pas artiniens a gauche (¢f. N. Bourbaki [13],
chap. VIII, § 5, exercice 13, p. 60).

5. Homomorphisme, sous-algébre, algébre quotient, algabre duale.
— 1° Homomorphisme. — Soient (L) et (L') deux (B)-algebres
ayant le méme treillis d’opérateurs (%). On appelle homomorphisme
de (L) dans (L') une application f de (L) dans (L') qui vérifie les
propriétés suivantes :

f<2, X) =N F(X)5 f@ax)=afx

€1 (€1

(17) CQlest-a-dire non diviseur de zéro & droite (et par suite non diviseur de zéro &
gauche).
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S estsurjectif si f(L)=1L/, injectif si
SX)=fX)=>X=X';

(L) et (L") sont ésomorphes s'il existe un homomorphisme f bijectif
de (L) dans (L') (c’est-a-dire a la fois surjectif et injectif).

2° Sous-algébre. — On appelle sous-algébre (L') de (L) une
partie (L') de (L) qui est stable par rapport a I'addition infinie et
par rapport a la multiplication par tout élément de ().

Exemple : sous-algebre (X,) des éléments contenus dans un
élément fixe X, € (L).

3¢ Algebre quotient. — Soit (L') une sous-algebre de (L); soit R
Péquivalence définie dans (L) par :

X=Y(modR)<= JZe(L"), avec X+2=Y+1Z.

R est compatible avec 'addition infinie et avec la multiplication par
les ¢éléments de (%). Elle définit donc un treillis (L)/R admet-
tant (B) comme treillis d’opérateurs, et par suile une (%)-algébre
qu’on appelle algébre quotient de (L) par (L').

En particulier, si X, € (L), on définit ainsi la sous-algébre quotient
(L)/(Xs) en prenant pour (L') la sous-algebre (X,) des éléments
contenus dans (X,).

4° Algébre duale. — Soit (L) une (%)-algebre. Considerons le
treillis (L") obtenu a partir de (L) en prenant pour relation d’ordre
la relation d’ordre opposée, et le treillis (%) obtenu a partir de (%)
en prenant pour multiplication 'antimultiplication de (%). Prenons
pour nouvelle opération externe :

Ao X =X." A.

On obtient alors une (%')-algeébre (L') qu'on appelle algébre duale
de (L) (¢f. L. Lesieur et R. Croisot [37]).

CHAPITRE 1IV.

IDEAUX ET SOUS-MODULES PRIMAUX.
Dans ce chapitre et dans les suivants, nous étudions des idéaux

(ou des sous-modules) particuliers autres que ceux du chapitre I, et
les théorémes de décomposition d’un idéal (ou d’un sous-module)
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comme intersection d’un nombre fini d’entre eux. Nous commengons
par les idéaux (ou sous-modules) primauzx qui ont été introduits
par L. Fuchs en 1950 [33] dans le cas d’'un anneau commutatif.

1. Définition et propriétés caractéristiques. — Les définitions et
les propriétés générales sont relatives a une (%)-algébre (L) modu-
laire vérifiant 'axiome D (chap. IlI, § 1 et 2). Lorsqu’il s’agira des
exemples 1, 2,3, 4, 5 (chap. HII, § 1), nous le mentionnerons expli-
citement.

Définition 4.1. — Un élément X d’une (B)-algébre (L) est dit
primal silona:

X, @5X, X. @5 X = (X. @) n(X. @) > X

(¢f. L. Lesieur [52], p. 170 et C. W. Curtis [22], p. 688).

Proerittt 4.1. — Tout élément n-irréductible de (L) est
primal.

Proprierk 4.2. — Pour que X #U soit primal, il faut et il
suffit qu'il admette un seul résiduel a gauche propre premdier
mazimal &.

La condition est‘sufﬁsante car, d’aprés le théoréme 3.2. X. - Ay, > X
équivaut 3 A, € <. Donc les relations X. -&,>X, X.'A,>5X
entrainent A; €4, A, C < d’ou

a1+azsg et (X.'ai)n(X.'ag)=X.'((‘l,+ag)DX.

La condition est nécessaire car deux résiduels & gauche propres
premiers maximaux distincts €; et €2 de X donneraient lieu aux
relations :

X. 25X, X.'Z5X, (X.'Z)n(X.'%y) =X.

Définition 4.2. — X U étant primal et € étant son unique
résiduel 2 gauche propre premier maximal, on dit que X est £-primal,
que % est le résiduel maximum de X, ou encore I'élément premdier
associé a X.

Dans le cas d’un anneau ou d’un module, la notion d’élément
primal coincide avec celle qui a ét¢ donnée par W. E. Barnes pour
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les idéaux bilateres d'un anneau (¢f. [9], p. 2) d’aprés la propriété
suivante :

Prorriett 4.3. — Pour que lidéal X (& gauche ou bilatére)
d’un anneau A, pour que le sous-module X d’un A-module soit
primal, il faut et il suffit qu'on ait :

X.'(a,)DX, \.'(ag)>X=>X.'(a,+ ag)DX

ay et ay étant des éléments de A, (a,) lidéal bilatére engendré
par a,.

La condition est nécessaire d’apres la relation
X.(a1+a)2X. (a1)nX. (az).

Montrons qu’elle est suffisantc. Supposons que X\ ne soit pas primal;
X aurait donc, d’aprés la propriété 4.2, les résiduels a gauche
propres premiers maximaux %y, T, ..., €,(n>2). Comme on
a Zy...Z2,EXy, il existe a1 & Ty, a; € T,(j#1); de méme, on
peut trouver a. &<, a,€%T,(j#¢). On en déduit, en posant
a,=as+...+an, @, €Xy, a &%,(j1). On aurait alors, d’aprds
le théoreme 3.2, X. (@) dX; X.(a))dX et X." (a4 +a)) =X,
puisque a; + @, ¢ £,({ =1, 2. ..., n). La propriété 4.3 est établie.

Remarquons que, dans le cas des anneaux, des demi-groupes ou
des modules, la définition d’un idéal ou d’un sous-module primal
peut étre donnée sous la forme suivante : X est primal si el seule-
ment si les relations

(a;) x, €X, z, ¢X (i=1,2,..., n)
entrainent I'existence de z ¢ X tel que
() xS X (t=1,2,..., n)

(¢f. L. Lesieur et R. Croisot [33], I, p. 460, 464, 465).

2. Théorémes de décamposition. — Nous allons montrer que tout
élément X e (L) est lintersection d’'un nombre fini d’éléments

primaux
X=X;nXen...nX,.

On pourrait passer par l'intermédiaire des éléments N -irréduc-
tibles, mais nous préférons utiliser une méthode plus constructive
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fournissant un résultat plus précis; nous obtenons une décompo-
sition dans laquelle les éléments X; sont des résiduels a droite de X
et qui est réduite au sens de la définition suivante :

Définition 4.3. — La décomposition X =X;nXsn...nX, est
dite réduite si aucun X, n’est superflu et si X; ne peut étre remplacé
par un résiduel a droite de X; strictement plus grand que lui (18).

Un élément primal X admet une décomposition réduite X =X,.
Nous allons voir qu'un élément quelconque X, méme non primal,
posstde une décomposition réduite en un nombre fini d’éléments
primaux. Le premier stade de la décomposition est fourni par la
propriété suivante :

Prorriere 4.4. — Tout élément X non primal admet une
décomposition réduite en deux éléments résiduels a droite de X,

X=X,nX,
dans laquelle \, est primal.

En effet, si X n’est pas primal, il existe @, et A, tels que
X=(X.A)Nn(X. Q) avec X. - A;>X, X. Ay>X. Soit Y,
un résiduel a droite de X minimal tel que XcY,SX. @,. Son
existence est assurée par la condition de chaine sur les résiduels a
droite (axiome D) et'ona X = (X.-@4)nY,. Soit X, un résiduel
a droife de X maximal vérifiant X;2X. @, et X=X,;nY,, dont
Pexistence est encore assurée par la condition de chaine déja citée.
L’¢lément X, est primal; sinon la relation X; = (X;. - @3) n (X;. - 032)
avec Xy. 03> Xy, X;.'®By>X,, donnerait (X;. 0B )nY,;=Y,
et Xy Ba)nY;=Y,, dou Y, CX, et X =Y}, ce qui est contraire
al’hypothése. Onadonc X=X, nY,avec X; >\, Y >X, X, primal,
X, et Y, résiduels a droite de X. Considérons alors un résiduel a
droite X', de X, contenant Y,. et maximal parmi ceux qui vérifient
X=X;nX]. La décomposition X = X, n X satisfait a la pro-
priété 4. 4.

('®) Cette définition s’inspire de celle donnée par L. Fucss (¢f. [33], p. 3) dans le
cas des idéaux d’un anneau commutatif. Pour X U, elle est plus forte que celle
que nous avions choisie auparavant (¢f. L. Lesieur [52], p. 173, et L. LEsSIEUR et
R. Croisot [53], I, p. 89 et [53], III, p. 79); elle nous parait préférable & cette derniére
qui n’excluait pas P'existence d’éléments superflus.
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Propriete 4.5. — Tout élément X non primal posséde une
décomposition réduite en un nombre fini d’éléments primauzx qui
sont des résiduels a droite de X.

En effet, appliquons la propriété 4.4 qui donne X =X,nX|.
Si X/, est primal, la propriété 4.5 est établie. Si X, n’est pas primal,
on a, d’apreés la propriété 4.4, X| = X,n X, qui est une décompo-
sition réduite de X en deux résiduels a droite dé X, donc de X,
avec X, primal. On en tire X =X, nX; n X, qui donne une décom-
position réduite de X avec X c X/, ¢ X),. Si X), n’est pas primal, on
répete ce procédé qui, en vertu de la condition de chaine, doit
prendre fin et fournit une décomposition réduite de X en résiduels a
droite de X qui sont primaux, soit

(1) X=X;nX;n...nX,. :

On peut aller plus loin en opérant certains groupements; si X,
est €,-primal et si X, est Zy-primal, avec %3C %, 1'élément
Y,=X, nX, est Z4-primal et la décomposition X=Y, nX3n...n Xy’
est réduite. En effet, pour A EZ,, on a

Y1.'a= (X,.'a)n(Xg.‘a) = Yj;
de plus Y, . €, >Y, car Y,. <, =Y, entrainerait
X=(X1."Z1)nXon...nX,,

ce qui est impossible, si la décomposition (1) est réduite; on voit de
plus que la décomposition X =Y, nX;n ... nX, est réduite. Cette
remarque nous permet d'obtenir en définitive une décomposition
réduite en éléments X; T;-primaux, les éléments premiers Z; étant
deux a deux incomparables. D’ou :

TueorkMe 4. 1. (Existence des décompositions réduites). — Tout
élément X de (L) autre que U admet une décomposition réduite
comme intersection d’un nombre fini d’éléments X, € ~primaux
qui sont des résiduels a droite de X tels que les éléments premiers
associés %; sotent deux a deux incomparables.

On peut obtenir un théoréme d’unicité partielle en utilisant les
propriétés suivantes :

Propriete 4.6. — Tout résiduel a gauche propre premier
de X =X, nX, est un résiduel a gauche propre premier de X,
ou de X,.
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En effet, €=X-.Y=(X;'.Y)n(Xy'.Y) implique, si € est
premier, € =X;*.Y ou €=X,.Y. Supposons =X, .Y.
SiY € X, la propriété est démontrée. SiY € Xy, ona € — & (6lément
maximum de (%)), dou X,-.Y =&, avec Y £ X, car Y £X.

Proerigre 4.7. — 8¢ la décomposition X =X,;nXaon...nX,
est réduite, tout résiduel a gauche propre premier maximal
parmi lensemble des résiduels ¢ gauche propres premiers de tous
les éléments X; est un résiduel a gauche propre premier mazimal

de X.

En effet, soit &, un tel résiduel, supposé par exemple résiduel
de X;. Si lon avait X. - €,=X avec X;."%2;>X, on en dé-
duirait X =(X;. Z;)nXan...nX, et la décomposition ne serait
pas réduite. On a donc T, €< ou & est un résiduel a gauche propre
premier maximal de X. D’aprés la propriété 4.6, % est contenu

dans un résiduel a gauche propre premier maximal @; de l'un
des X;. On a donc

Z:SLCEy, d’ou D= si %, est supposé maximal.

On en déduit le théoréme d’unicité partielle suivant, qui est une
conséquence immédiate des propriétés 4.6 et 4. 7.

TutoreMe 4.2 (Unicité des décompositions réduites). — Sodent

X=XsnXen...nX,=X,nXsn...nXJ,

deux décompositions réduites de X % U en éléments X; %-primauz
tels que les %; soient deuxr & deux incomparables et en
éléments X', % -primauz tels que les %, soient deuzx & deux
incomparables. On a n=n' et U'ensemble { %;} coincide avec
Uensemble { &', | et avec U'ensemble des résiduels & gauche propres

premiers maximaux de X.

3. Décomposition réduite minimum. — Nous allons mettre en
évidence, pour chaque élément non primal X de (L), une décompo-
sition particuli¢re de la forme précédente dont les composantes vont
étre obtenues de la facon suivante :

Proeriere 4.8. — Pour tout élément X de (L) et tout élément
premier % de (B) distinct de &, l'ensemble des éléments de la
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Jorme X. A avec A E X posséde un élément mazimum que nous
noterons X, .

En effet, soit X. @, avec A, € T un résiduel a droite maximal de
la forme X. @ avec AEX. Soit X. B, avec BET un autre
élément de cette forme. On a X. - QB2 X. - @, puisque L1 BC B
done X. A B=X.-A; car A, BET et X. A, est maximal.
Comme X. - X@B2X. -Bonabien X. - BCX. -A,.

Propriete %.9. — Si X=X;nXan...nX,(n2) est une
décomposition réduite de X en intersection d’éléments primauzx
dont les éléments premiers associés Ty, Ty, ..., T, sont incompa-
rables deux a deuz, U'élément X,,, |, par exemple, est T,-primal.

On a X, CX; et X=X, nXun...nX, est une décomposition
réduite.

Puisque » est supérieur ou égal 4 2, on a ¢, # &. L’élément X,
est égal a X, nX; 5, Nn...NX, ¢, dob résulte XCX;, CX,
car on a X, = X,. Par suite, on a bien

X=X]ﬂ~,[nX2ﬂ...nxn.

Montrons maintenant que X, est ®;-primal. En effet, d’une
part, tout résiduel a gauche propre de X, est contenu dans %,
car la relation A%, entraine X, . A =X, D’autre part,
€, ést contenu dans un résiduel a gauche propre de X, car,
%, étant résiduel a gauche de X, ona X. %, >, d’on

X=Xjg,nXon...nXnc(Xjg,- Z1)nXan...nX, =X. " %y.

Par suite, %, est bien résiduel a gauche propre maximal de X,
et X, est bien &4-primal. De plus, la décomposition

X =YXjgnXen...X,
est réduite. En effet, supposons par exemple
X=Xz, n(Xe."A)Nn...nXp, avec XacX,."&.
On en déduirait
aAce, et X =Xjg,n(Xs. Zo)n...0Xp=X. %y,

puisque 5 § L;(¢ £ 2), ce qui est impossible.
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Corovtaire 1. — Lélément X, est le plus petit élément
Gu-primal intervenant dans une décomposition réduite de X
comme intersection d’éléments primauz dont les éléments pr emzers
associés sont incomparables deux a deux.

Prorritrt 4.10. — L'élément X, est le plus petit élément
Z-primal contenant X avec % C Fy (21).

On a alors le théoréme suivant :

Tutoreme 4.3. — X étant un élément non primal dont les
résiduels a gauche propres mazimaux sont Ty, %o, ..., Tp, on a

X =Xjg,(nXjg, (N N Xjg,[

qui est une décomposition de X en intersection réduite d’éléments
primaux dont les éléments premiers associés sont incomparables
deux a deux. Pour une telle décomposition

X=X;nXen...nX,,

les X; étant les éléments premiers associés aux X; de méme indice,
ona
X)2,1€X;  pour tout Z,

11 suffit pour le voir d’appliquer ~ fois la propriété 4.9.
Ce résultat justifie la définition suivante :

Définition %.4. — La décomposition réduite obtenue dans le
théoréme 4.2 s’appelle décomposition réduite minimum de X en
éléments primaux.

4. Radical primal. — Lorsque X &€ (L) est un élément Z-primal,
I’élément & € (B) est I'élément maximum (X tel que X. - A > X. Dans
le cas général ou X n’est pas primal, on a vu au paragraphe 2 que X
est l'intersection réduite d’éléments %;-primaux X; dont les ; sont
les résiduels & gauche propres premiers maximaux de X. Nous allons
donner une propriélé caractéristique de lintersection de ces
éléments Z;.

(21) W. E. Barnes ([9], th. 8) établit ce résultat dans le cas des idéaux bilatéres
d’un anneau ncethérien bilatére.
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TueoreMe 4.4. — L'ensemble des éléments A € () tels qu'on ait
(X.ra)yn(X.-@3)=2Xx entraine X. B =X

posséde un élément maximum R. Cet élément est Uintersection des
résiduels a gauche propres premiers mazimauxr de X (*?)

(¢f. L. Lesieur et R. Croisot [53], III, th. 1.5, p. 84).

Soit @ un élément satisfaisant a la condition du théoréme; soit €
un résiduel a gauche propre premier maximal de X. La relation A € €
entrainerait X, - (A + ) =X=(X.-QA)n(X. Z),d'ou X. - £=X,
ce qui est impossible. Par suite

i=n
ac m 2, =R
=1

ou les €; ({=1u, 2, ..., n) sont les résiduels a gauche propres
maximaux de X.
Inversement, montrons que R satisfait a la condition du théoreme.

Supposons
PP (X.:®R)n(X.*B) =X

c’est-a-dire X. (R + ®B)=X. Il en résulte que R + B n'est
contenu dans aucun résiduel a gauche propre premier de X, donc
que 03 lui-méme posséde cetle propriété, et par suite X. B =X.

Définition 4.5. — L'¢lément R €(®) intervenant dans le
théoréme %.4 est appelé radical primal de X et noté R,(X) (pour
des raisons d’homogénéité avec les notations des autres radicaux qui
interviendront dans la suite). I a été rencontré par G. W. Curtis [22]
dans le cas d’un anneau ncethérien bilatere sous le nom d’idéal
adjoint de X.

Dans le cas d’un anneau, d'un demi-groupe ou d’un module, le
radical primal R,(X) contient évidemment le radical de Baer
et Mac Coy.

La notion de radical primal permet de donner une définition
simple d’un élément primal :

Proprigré 4.11. — Pour que X € (L) soit primal, il faut et il
suffit qu'on ait, en désignant par R,(X) le radical primal de X :
aAYCSX, YEX=ACR(X).

(#) Pour X=U,ona R =86.
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La condition est nécessaire. Si X est ©-primal, son radical primal
est € et la relation X. - A > X entraine A € 4. Elle est suffisante car
st I'on suppose X =(X.-A)n(X.:B) avec X.-A>X, on en
déduit A C R, (X) et X. B =X; donc X est bien primal.

Le radical primal d’une intersection n’a pas les propriélés
simples du radical de Baer’ e¢ Mac Coy. On démontre que
st X=X;nXsn...nX, est une intersection réduite au sens de
la d¥finition 4.3, on a seulement R, (X)2 R, (Xy) N ... n R4 (Xa) (2?)
et que cette propriété n’est méme plus vraie en général lorsque
Iintersection n’est pas réduite (cf. L. Lesieur et R. Croisot [53],
III, p. 84 et 88).

CHAPITRE V.

IDEAUX ET SOUS-MODULES PRIMAIRES.

Le cas d’un anneau commutatif montre que la décomposition d’un
idéal comme intersection d’idéaux primaux est moins fine que la
décomposition comme inlerseclion d'idéaux primaires. Nous étu-
dierons dans ce chapitre I'extension naturelle des idéaux primaires
au cas non nécessairement commutatif. Bien que nous ayons
seulement en vue I’étude des idéaux d’un anneau ou d’un demi-groupe
et celle des sous-modules d’'un module, nous envisageons le cas
abstrait d'une (%®)-algébre qui permet d’unifier les raisonnements.

Commencons par la notion de radical primaire qui, indépen-
damment de son intérét propre, nous sera utile pour définir les
éléments primaires.

1. Radical primaire d’un élément de (L). — Soit (L) une (®)-
algebre satisfaisant a 'axiome D du chapitre III.

ThuroreMe 5.1. — X étant un élément quelconque de (L),
Uensemble des éléments A de (B) tels qu’il existe un entier m
vérifiant

amcX-.U

() On pourra voir plus loin, dans 'exemple 6.2, que I'intersection réduite 0 =AnB
donne ®,(0) =D, ®,(A) =D, ®,(B)=1, d’ou ®,(0)¢E R, (A)nR,(B).
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a un élément mazimum R(X) qui est I'intersection des éléments
premiers minimaux de (%) contenant X .U.

En effet, pour X = U, on a évidemment R, (X) = &; pour X 2 U,
d’aprés le théoréme 3.1, on peut trouver un nombre fini d’éléments
premiers

k
2,e(®) (i=1,2,...,k) tels que 22X-.U et Ha’.gx-.u.
*

=1

Les éléments minimaux parmi ces <, sont les éléments premiers
minimaux de (®) contenant X-.U.

Soit alors (L un é¢lément de (%) satisfaisant a ’hypothése du
théoréme.

On a, pour tout i =, 2, ..., k,
amcX-.Uce, dod GACE et acna,.

D’autre part, on a

(fk\ ﬂ:,)ksflﬂc,gx-.u

=1

ce qui montre que R (X) = ﬂ %, estl'élément maximum possédant

=1

la propriété envisagée.

Définition 5.1. — L'¢lément R, (X) est appelé radical primaire
de I'élément X.

Nous voyons donc que R;(X) coincide avec le radical de Baer
et Mac Coy dansle cas des idéaux ou des sous-modules (définition 1.18);
ceci montre que, moyennant des conditions de chaine convenables
assurant 'axiome D, le radical de Baer et Mac Coy de X est nélpotent
modulo X-.U. De méme, d’aprés la propriéié 2.4, le radical de
Jacobson d’un idéal bilatere & gauche X d’un anneau artinien
4 gauche unitaire est nilpotent modulo X:.U (définition 1.23).
Signalons, dans le méme ordre d’idées, le théoréme de Levitski :
dans un anneau nethérien a gauche, tout nil-idéal a gauche (idéal

a gauche dont tous les éléments sont nilpotents) cst nilpotent
(¢f. N. Jacobson [44], p. 199).



ALGEBRE NETHERIENNE NON COMMUTATIVE. 47

Le radical primaire permet aussi de caractériser les anneaux semi-
simples.

TurorkMme 5.2. — Les anneauz semi-simples coincident avec les
anneaux artiniens dont le radical primaire R,(0) est nul (**)

(¢f- B. L. Van der Waerden [68], t. II, chap. XVI, § 117).

Le radical primaire vérifie la propriété suivante, que nous avons
déja indiquée pour le radical de Baer et Mac Coy et qui est une
conséquence immédiate de la définition.

Propritrt 5.1. — Quel que soit un nombre fini d’éléments X,,
X, ...y Xpde (L), on a

0{1 (X1ﬂX2ﬂ...an) = (R.j (Xi)ndh (xg)n...ﬂo{q (Xn)-

2. Eléments primaires. — Définition 5.2. — Un élément Q
de (L) est dit prémaire sil'on a

axcQ, X¢Q= Jk entier positif tel que AXUCQ (25).

La notion de radical primaire d’un élément de (L) permet de
mettre cette définition sous d’autres formes.
Un élément Q de (L) est primaire sil'on a
axcqQ, X¢Q=acRr,(Q),

ou ¢cncore

A¢R,(Q)=Q. & = Q.

La notion suivante constilue un cas particulier important de celle
d’élément primaire.

Définition 8.3. — Un ¢lément Q de (L) est dit premier ¢ droite
sil'ona
axcQ, X¢Q=acQ-.U ().

(%) Dans cet énoncé, on peut méme supposer seulement la condition minimale
sur les idéaux a gauche principaux (¢f. C. Farra [28]).

() Lorsque les treillis (%) et (L) coincident, cette définition est celle d’un
élément primaire A droite donnée par L. LESIEUR [52], p. 117. Dans ce cas, et §'il y
a risque de confusion, nous dirons qu'un élément Q satisfaisant a la définition ci-
dessus est primaire a droite.

(%) Lorsque les treillis (%) et (L) coincident et constituent un demi groupe
réticulé entier, cette définition est celle d’un élément premier de (&). Si (B) n’est
pas entier, il n’en est plus de méme, par exemple dans le cas des idéaux bilatéres
d’un anneau de carré nul.
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Par exemple, toul idéal & gauche d’un anneau premier unitaire
artinien 4 gauche (anneau simple) est premier a droite (¢f. L. Lesieur
et R. Croisot [56], p. 162).

On peut caractériser les éléments premiers a droite parmi les
€léments primaires.

Proeriere 5.2. — 87 Q est primaire, les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) Q est premier 3 droite,
(2) Q- .U est un élément premier de (%),
3) Q. U=k, (Q)

(¢f. L. Lesieur et R. Croisot [53], I, p. 97).
Il est possible de caractériser les éléments primaires de (L) au
moyen de leurs résiduels a gauche propres premiers.

Tutorime 5.3. — Pour que Q £ U soit primaire, il faut et il
suffit qu'il admette un seul résiduel a gauche propre premier &
qui soit élément premier minimum contenant Q- .U. L'élément %
est alors le radical primaire de Q.

Supposons que Q =~ U soit primaire et soit € un résiduel a gauche
propre premier de Q. D’apres le théoréme 3.2,0na Q.- 2>Q, dou
résulte € C R, (Q) et par suite = R,(Q), d’ot I'unicité de Z. De
plus, tout élément premier de (%) contenant Q- .U contient R, (Q)
et ¢ est bien minimum pour cette propriété.

Réciproquement, si & est élément premier minimum contenant
Q-.U,ona Z=R4(Q). Si, de plus, € est le seul résiduel a ganche
propre premier de Q, la relation A € £ =R ((Q) implique Q.- A=Q
et Q est bien primaire.

CoroLraiRe. — Tout élément primaire est primal.

Définition 5.4. — Lorsque Q32U est primaire, son radical
primaire étant €, on dit que Q est €-primaire. On dit encore,
conformément a la définition 4.2, que € est I'élément premier
associé 3 Q. On appelle exposant a droite de Q le plus petit entier
positif & tel que Z¥U C Q.

De méme, lorsque Q 3£ U est premier a droite, son radical primaire
étant 2, on dit que Q est T-premier a droite.
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Pour qu'un élément €-primaire Q soit -premier a droite, il faut
et il suffit que son exposant a droite soit égal & 1.

La propriété suivante, qui permet de caractériser un élément
primaire et son élément premier associé, va nous servir & montrer
que lintersection d’un nombre fini d’éléments ©-primaires est un
élément <-primaire.

Prorrigte 5.3. — 8¢ Qe (L) (Q2£U) et T e (D) sont tels que :
aXcQ, X§Qoace
2° J n entier positif tel que T'UCQ, soit TSR,(Q),
4 est premier dans (B) et Q est T-primaire.

Eneffet, Q est primaire car A X CQ, X EQ=>ACL= A*UCQ.
Soit &' le radical primaire de Q et k I'exposant a droite de Q
Sik=1,ona%'=Q-.Udon U= (Q-.U)UCQ et, d’apres 1°,
LCE;sik>1,ona"~tUEQ avec 'L UCQ et, dapres 1°,
fc.

D’autre part, d’apres, 2°, on a €€ 2. d'on T'= T.

Proprikte 5.4. — L’intersection d’un nombre fini d’éléments
Z-primaires de (L) est T-primaire.

Soient Q,({ =1, 2, ..., n) ces éléments. On peut supposer Q,# U,
Vi=1, 2, ..., n. 1l suffit alors de vérifier les conditions 1° et 2° de
la propriété 5.3.

Prorriete 5.5. — L'intersection d’un nombre fini ou infini
d’éléments T-premiers a droite de (L) est un élément S-premier
a droite.

En effet, AX C m Q,X¢ m Q=3¢ tel que

X$Q=@gQ U= <ﬂQ>

La propriété B.4 s’étend aux intersections méme infinies quj
conliennent un élément -primaire fixé. Elle ne s’étend pas
en I'absence de cette restriction, comme le montre I'exemple des
idéaux (pn) de Panneau des entiers, p étant un nombre premier fixé.

Signalons que la notion d’élément primaire a été utilisée dans
I'étude des demi-groupes intégralement clos par G. Maury [62].

MEMORIAL DBS SC. MATH. — Ne 154, 4
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3. Décomposition d'un élément de (L) comme intersection
d’éléments primaires. — Si () et (L) coincident avec I'ensemble
des idéaux d’un anneau commutatif ncethérien, on sait (¢f. par
exemple B. L. Van der Waerden [68], t. II, chap. XII) que tout élé-
ment X de (L) est intersection d’un nombre fini d'éléments pri-
maires. De plus, cette décomposition peut étre supposée réduite et
elle vérifie alors deux propriétés d’unicité :

1° unicité du nombre des composants et des radicaux primaires
des composants;

2° unicité des composants primaires isolés.

Dans le cas général, ces deux propriétés d'unicité subsistent pour
les décompositions existantes, mais la propriété d’existence n’est
plus assurée.

Soit X 5£ U pour lequel nous supposons I'existence d’une décom-
position comme intersection d’un nombre fini d’éléments primaires
que nous appelons composants primaires. D’apres la propriéié 5.4,
on peut toujours supposer que les radicaux primaires de deux éléments
primaires intervenant dans cette décomposition sont distincts. De
plus, en supprimant éventuellement des composants, on obtient une
décomposition sans élément superflu. Une décomposition satisfaisant
a ces deux conditions est dite décomposition réduite. Les radicaux
primaires des composants primaires d’une telle décomposition sont
appelés les éléments premiers associés a la décomposition.

Proeriere 5.6. — Deux décompositions réduites d’un méme
élément X de (L) autre que U comme intersection d’éléments
primaires ont méme nombre de composants et mémes éléments
premiers associés.

La démonstration, classique dans le cas des idéaux d’un annean
commutatif, s’étend facilement au cas d'une (%)-algtbre (cf.
P. M. Grundy [40]).

La notion de frontidre va nous permettre d’obtenir le théoréme
d’unicité des composants primaires isolés.

Définition 5.5. — On appelle frontiére d’'un élément X de (L)
_tout ¢élément F € (L) pour lequel il existe € € (T) et n entier positif

tels que
F=X.-Cn=X. -Cn+i,
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A tout élément C € (%), on peut ainsi associer une frontiére de X

dont 'existence est assuréc par la condition D du chapitre III. Nous
la noterons X ;.

Tutortwe 8.4. — Un élément quelconque X de (L) n'a qu'un
nombre fini de frontiéres.

Il suffit de montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini d’¢léments de la
forme X, distincts de X. Soit Y =X|,;=X. -C"=X.:C"+ un
tel élément. Ona donc X. - € > X et, parsuite, d’aprésle théoreme 3. 2,

ona CCT, ou 7, est un résiduel a gauche propre premier de X. I
en résulte

X.-e2X.'2,, dout Y=X.-€+3(X.'2,).'C12X.-Cr=Y

et, par suite, Y = (X. ' €;).-C"=X,.-C", avec X;=X. - I;>X.
De plus, on a

Xy.-CrHi=(X,.-Cn).-C=(X."Cn).-€=X.-CrH=Y, dod Y=Xyep.

Si X,.'C=X,, on a Y=2X,. Sinon, on a CC%,, ou T, est
un résiduel a gauche propre premier de X, et, comme ci-
dessus, Y =X,. - Ct=X,.-Cr+1 avec Xo=X;. To=X. "D, %,
et X, X;>X.

Si l'on a X,.:C>X,, le raisonnement se poursuit et la condition
de chaine ascendante sur les résiduels & droite de X implique

Y=X."J?1Qg...@‘ (kél),

ou &, est pour /=2, ..., k un résiduel & gauche propre premier
de X. Z,...%,_,. Les éléments de cette forme étant en nombre
fini, ceci démontre le théoréme.

Proeriete B.7. — Pour qu'un élément Q de (L) autre que U
soit primaire, il faut et il suffit qu’il admette pour seules frontiéres
les éléments Q et U.

En effet, si Q est €-primaire, on a Q. A =Q pour AE X
et Q.- @*+=U pour A C ¥ si k est assez grand.

Réciproquement, si les seules frontiéres de Q sont
relation Q. @ > Q implique Q. &*="U pour une
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de k et A est conlenu dans le radical primaire R de Q; denc Q
est Rprimaire.

Proeriete 5.8. — Soit X=Q:n...nQ, une décomposition
réduite de X comme intersection d’éléments primaires, les
radicaux primaires de ces éléments étant %, ..., T,. Si
lona AEDy, ..., Cn(oLmLn) et ACS Ty ..., Tn, on a
Xia1=Qin...NnQn. (Pour m=o0,0naX,,=0U0.)

En effet, on a Q, 5 ;= U ou Q,;4;= Qi selon que A est contenu
ou non dans T;. '

Définition 5.6. — Un ensemble { £;}_,, (0 < m < n) d’éléments
premiers associés & une décomposition réduite X =Q;n...nQ,
est dit 1so0lé si I'on a %; & T; quels que soient i Zm et j > m +1.
L’¢lément Q. n ... N Qn est alors dit composant isolé de X.

En particulier, €, est isolé et Q, composant isolé si et seulement

si Ty est minimal parmi les éléments premiers associés a la décom-
position.

Tutoreme 5.5. — Pour que X' (2 U et £ X) soit un composant
isolé de X, il faut et il suffit qu'il existe A tel que X, ;=X'. Un
composant isolé est uniquement déterminé par la connaissance
de X et des T; correspondants; il ne dépend pas de la décom-
position réduite envisagée.

Soit { €;},_. (0 <m < nr) un ensemble isolé d’éléments premiers
associés a la décomposition réduite X =Q:n ... N Q,. Posons

A=Lmp1...%p.
Ona

ACZ; pourtout jxnmi—+1 et AEL, pour tout { < m.

Dot X q1=Qin ... N Qn. L'unicité en résulte.

Réciproquement, soit X, ;= X'(52U et 7 X). Supposons qu'on
ait A § &, pour i<Zm et A C T ;pour j > m—1, ce qui est réalisable en
ordonnant convenablement les composants primaires. On a &; § %,
I'ensemble {Z;}._,, est isolé, et il en résulte X, ;= Qin...NQn
d’apres la propriété 5.8.
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PropritTE 5.9. — Soient X=Q:n...nQ.=Q,n...nQ),
deuzx décompositions réduites de X comme intersections d’éléments
primaires, Q, et Q, ayant pour radical primaire %;. On a

X=0Q7nQ:n...nQn.

Soient Iy, X2, ..., LR CL, (m1) et Lpyy, .., TAE L,
L’ensemble {%;},,_, est isolé ainsi que l'ensemble { L}, m
(silonam<n).

On a

Qn...nQn=Qn...nQp
Qn...nQn=0Q,n...nQ),

(pour m < n et pour m = r).

D’ou résulte

QinQ:n...nQr=Q,nQ,n...nQ,=01nQ:n...NnQpn
et
QinQen...nQ,=Q1nQ2n...nQ,.

CororLaire. — St X a pour éléments premiers associés %y, . . ., Tp
et si, quel que soit i, il existe une décomposition réduite de X telle
que le composant primaire de radical primaire %; soit Q;, on a
X=Q:nQ:n...nQ, et cette décomposition est réduite.

En particulier, considérons, pour tout Z, les composants ;-
primaires des différentes décompositions réduites de X dont
Vexposant a droite est minimal. L’intersection X; de ces composants
“;-primaires est un élément ‘C;-primaire d’aprés la propriéié 5.3
et 'on a X=X;nX,n...nX; qui constitue une décomposition
réduite de X vérifiant la propriété suivante.

Proeritte 5. 10. — St X posséde une décomposition réduite comme
intersection finie d’éléments primaires, il posséde une décompo-
sition réduite unique X =X,nXan...nX, pour laquelle le
composant % ~-primaire X; est d’exposant minimum et est minimum
pour cetle propriété.

Ce résultat est da a V. Ortiz [64].

L’exemple suivant, dd 8 W. Krull [46], montre qu’il n’existe pas
nécessairement une décomposition comme intersection d’éléments
primaires.
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Ezemple B.1. — a. Considérons le demi-groupe D a quatre
éléments o, a, b, ¢ dont la table de multiplication est la suivante :

a b ¢

(=]

0
o

o
c

ae‘&ol
o © © @
RO 00
o ™~ ©

Considérons I'ensemble (%) de ses idéaux bilatéres : O ={o},
A={o, a}, B={o, @, b}, C={o, a, ¢}, D=/o, a, b, c};
B, C, D sont premiers. Figurons le diagramme du treillis (®).

D

0
Fig. 1.

L’idéal bilatere O est n-irréductible et admet pour résiduels
a gauche propres O:.A=0-.C=B ¢t O-.B=0-.D=0; il
posséde donc un seul résiduel a gauche propre premier B; mais on a
O-.D =0 etBn’est pas un élément premier minimum contenant O-.D;
par suite, O r'est pas primaire. D’ailleurs,ona O.-B=C>0 et B
n’est pas contenu dans le radical primaire de O qui est A.

b. Construisons, sur le corps K des nombres rationnels, une
algebre R dont les éléments générateurs a, b, ¢ se multiplient
conformément a la table de multiplication du demi-groupe D
précédent. L’ensemble des idéaux bilateres de R est constitué
par (o), (a), (a, b), (a, c¢) et (a, b, ¢). En tant que treillis multi-
plicatif, il est isomorphe au treillis (%) précédent. Ici encore, (o) est
n-irréductible sans étre primaire.

¢. En outre, R posséde les idéaux a gauche (¢—+ ka| pour

tout k€K. Tous ces idéaux a gauche sont n-irréductibles et non
primaires.
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CHAPITRE VI

IDEAUX ET SOUS MODULES SECONDAIRES.

Les ¢léments primaires ne permettant pas d’obtenir un théoréme
d’existence des décompositions comme intersection de ces éléments,
nous introduisons dans ce chapitre les éléments secondaires qui en
constituent une généralisation naturelle dans le cas non commutatif.
Nous verrons au chapitre IX que ces éléments permettent d’obtenir
le théoréme de décomposition pour les anneaux unitaires artiniens
a gauche et pour les modules unitaires artiniens sur un anneau
artinien a gauche.

1. Eléments secondaires et radical secondaire d’un élément de (L).
— Nous considérons & nouveau une (%)-algebre satisfaisant a la
condition D du chapitre III.

Définition 6.1. — Un élément Q de (L) est dit secondairesil'ona
AX<cQ, XEQ= Jk; entiers positifs (i =o0,1,2,...,n; n>>0)
et £;,€(B) (d=1,2,...,n)telsque Q. - £;=Q et

Ak 2, Ak Ly Chs . : L, AU CQ  (27).

Naturellement, un élément primaire de (L) est secondaire.
Réciproquement, si (®) est commutatif, un élément secondaire
de (L) est primaire.

La notion de radical secondaire d’un élément de (L) permet de
mettre celte définition sous d’autres formes.

Treortme 6.1. — X étant un élément quelconque de (L),
Uensemble des éléments A de (B) tels qu’il existe des entiers positifs
ki(t=o0,1,2,...,n;n>0)etdeséléments L; € (®) (i=1,2,...,n)
vérifiant X. - £i=X et AL @AM LA Ly AC XU a un
élément maximum R, (X). Cet élément est Uintersection des
éléments premiers de (%) contenant X-.U et contenus dans un
résiduel a gauche propre premier de X (2*).

(2") Lorsque les treillis (%) et (L) coincident, 8’il y a risque de confusion, nous
dirons qu’un élément Q satisfaisant 3 la définition ci-dessus est secondaire a droite.
(%) Pour X = U, on a R,(X) = 6.
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Considérons, en effet, les éléments premiers minimaux &
(J=n1,2,..., m) contenant X'.U et contenus dans un résiduel

a gauche propre premier de X. A étant un élément de () satisfaisant

m
a I’hypothése du théoréme, ona A € <, pour tout j, d’'ou A € n .
Jj=1
D’autre part, d’aprés le théoréme 3.1, il existe des éléments pre-
miers %4, €y, ..., T4 contenant X . Utelsque £, %,... 4, X .U.
Parmi eux figurent tous les &', précédents. Les autres sont de deux
espéces : ou bien ils vérifient X. ;> X et sont contenus dans un

résiduel a4 gauche propre premier, donc contiennent un ‘¥; ou bien
m

ils vérifient X. - ;= X. On en déduit aisément que ‘ \ ‘J."'I. satisfait

J=1
a I'hypothése du théoréme et est, par conséquent, le plus grand

élément de (B) ayant cette propriété.

Définition 6.2. — L'élément R, (X) est appelé radical secondaire
de I'élément X (29).

Le radical secondaire vérifie la propriété suivante (voir L. Lesieur

et R. Croisot [33], III, p. 79).

Proerigre 6.1. — S¢ l'on a X=X, nXun...nX, et si les
résiduels a gauche propres maximaux de tous les éléments X;
coincident, on a

Ry (X)2Ra(X1) N Ra(X2)N ... n Ry (Xp).

Nous pouyons définir un élément secondaire Q de (L) au moyen
de son radical secondaire : )

Q est secondaire sil'on a

axcQ, X¢Q=AcR:(Q)

N

(?*) Dans le cas ou X est un idéal bilatére d’un anneau ou d’un demi-groupe avec
zéro ou, plus généralement, dans le cas ou (L) coincide avec (%), et ¢’il y a lieu de
considérer en méme temps que ®,(X) le radical secondaire défini symétriquement
'en permutant les résiduations & gauche et a droite, on dira que ®,(X) est le radical
secondaire A droite de X.
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ou encore

AER(Q)=Q.aA=Q.

Il est possible de caractériser un élément secondaire a 'aide de
ses résiduels a gauche propres premiers.

Tueoreme 6.2. — Pour que Q £ U soit secondaire, il faut et il
suffit qu’il admette un seul résiduel ¢ gauche propre premier &
qui soit élément premier minimal contenant Q- .U. L'élément &
est alors le radical secondaire de Q.

Supposons que Q 3£ U soit secondaire et soit € un résiduel 2 gauche
propre premier de Q. D’aprés le théoréme 3.2,0na Q.- 2£>5Q, d’ou
résulte LS R,(Q) et par suite £ = R,(Q), d’otr l'unicité de 4.
De plus, tout élément premier de (%) contenant Q- .U et contenu
dans € contient R,(Q); donc, il coincide avec & qui est bien un
élément premier minimal contenant Q- .U.

Réciproquement, si € est l'unique résiduel a gauche propre
premier de Q et s'il est premier minimal contenant Q-.U, on a
Ra(Q)=¢< et la relation AE L = R,(Q) implique Q.- A =Q

ce qui prouve que Q est secondaire.
CoroLratre. — Tout élément secondaire est primal.

Définition 6.3. — Lorsque Q £ U est secondaire, son radical
secondaire étant ¢, on dit que Q est L-secondaire et que % est
I'élément premier associé a Q.

Proprigrs 6.2. — Si Qe(L)(Q#U) et € e(B) sont tels que
5o axeQ, XgQ=ace;
2° Jko, Ay, - - ., kn entiers positifs (n>0), £y, ..., £, éléments
de () tels que L TH... 2, Z=UVCQ avec Q. £,=Q,
soit £.€ Ry(Q),
¢ est premier dans (B) et Q est & secondaire.
En effet, Q est secondaire car

AXcQ, XEQ=ACT= AL Ak... L,akUCQ.
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Soit <’ le radical secondaire de Q. Si ¥'=Q-.U, on a €'C
d’aprés 1°. Sinon, on peut trouver des entiers positifs lo, 4, ..., l,,.
et des éléments M, € (B) (j =1, 2, ..., m) tels que

LIl ... My DU CQ,

avec
Q.-Mm,=Q et PN R N, 2 UEQ;
on en déduit 7’ € . D’autre part, d’aprés 2°,ona L€ ', d’o0 T =4'.
Propritte 6.3. — L'intersection d'un nombre ﬁni d’éléments

F-secondaires de (L) est T-secondaire.

Soient Q, ces éléments (i = 1, « «++,n). On peut supposer Q,24 U
quel que soit =1, 2, ..., n. Il suffit alors de vérifier les condi-
tions 1° ct 2° de la propriété 6. 2 en utilisant le fait que Q,. £ =Q;
équivaut a £ E T,

2. Décomposition dun élément de (L) comme intersection
d’éléments secondaires. — Les éléments secondaires, plus généraux
que les éléments primaires, permettront, dans certains cas, d’obtenir
P'existence d’'une décomposition pour tout élément de (L) (voir
Iexemple 6.1 ci-dessous). Néanmoins, ceci n’a pas lieu dans le cas
général (voir 'exemple 6.2 ci-dessous). En ce qui concerne I'unicité,
la premitre propriété d’unicité reste valable (nous pourrions le
démontrer ici mais ceci resultera d’une propriété plus forte établie
plus loin au chapitre VIII). La deuxidme propriété d'unicité (unicité
des composants isolés) cesse d’étre valable (voir I'exemple 6.3 ci-
dessous).

Exemple 6.1. — Reprenons Pexemple 5.1 [cas (a), (&) et (¢)].

Les idéaux n-irréductibles B, G, D sont premiers donc a fortior:
secondaires. L’idéal O qui est lui aussi n-irréductible est secondaire
car son radical secondaire est B (*°) et'ona O.-C=0.-D=0.
Par conséquent, dans cet exemple, tout idéal n-irréductible est
secondaire et, par suite, tout idéal est intersection d’idéaux
secondaires. Il en est de méme dans le cas (b) et dans le cas (¢) ou
les idéaux a gauche (¢ -+ ka| sont tous B-secondaires).

(%) Nous voyons que le radical secondaire & droite de O est distinct du radical
secondaire 3 gauche de O qui est C.
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Exzemple 6.2. — a. Considérons le demi-groupe D a quatre
éléments o, a, b, ¢ dont la table de multiplication est la suivante :

0o a b ¢

o
a
b
c

c oo ¢
-
-
o &~Q ©

Considérons 'ensemble (%) de ses idéaux bilateres : O ={o},
A={o,a},B={o0,b},I={0,a,b},D={c,a, b,c}.letD
sont premiers. Figurons le diagramme du treillis (%) :

D

0
Fig. 2.

Envisageons I'élément A de (B). Ses résiduels & gauche propres
sont A-.I=D et A-.D =A. Par suite, A posséde un seul résiduel
a gauche propre premier D; mais on a A-.D=2A et D n’est pas
premier minimal contenant A-.D; donc A est n-irréductible et
non secondaire.

b. Construisons sur le corps des nombres rationnels une algébre R
dont les éléments géndraleurs @, b, ¢ se multiplient conformément
a la table de multiplication du demi-groupe précédent. L’ensemble des
idéaux bilateres de R est constitué par (o), (a), (b), (@, b) et (a, b,c).
Il est isomorphe au treillis (%) précédent en tant que treillis multi-
plicatif. Ici encore, (a) est n-irréductible sans étre secondaire.

c. Les idéaux a gauche de R sont tous bilateres. Par suite, 'idéal
a gauche (a) est n-irréductible et non secondaire (**).

(') On voit immédiatement, d’aprés la définition 6.1, qu’un idéal bilatére d’un
anneau ou d’un demi-groupe avec zéro est secondaire en tant qu’idéal bilatére si et
seulement si il est secondaire en tant qu’idéal a gauche.
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Cet exemple montre la nécessité d’une autre généralisation de la
notion d’idéal primaire.

Ezemple 6.3. — Considérons un groupe abélien G, produit d’un
groupe cyclique d’ordre 2 par un groupe cyclique d’ordre 4, et
étudions son anneau d’endomorphismes A. Nous notons (&, n) les
éléments de G, £ étant élément de 'anneau Z, des classes résiduelles
modulo 2 et étant représenté par o ou 1, 7 élant élément de 'anneau Z,
des classes résiduelles modulo 4 et étant représenté par o, 1, 2 ou 3.

Nous notons
_

les endomorphismes de G, avec a, o' €Zy et B, B'€Z,, 'élément B
pouvant prendre seulement les valeurs o et 2; («, 8) désigne le trans-
formé de I'élément (1, o) et (&', ') le transformé de I'élément (o, 1)
de G. Si I'on désigne par (&, n)a le transformé de I'élément (&, =)
de G par I'endomorphisme @, on voit que ce transformé qui est
(Ex +nd', EB + nf’) (Ex + na' étant réduit modulo 2, £B + 7B’ étant
réduit modulo 4) s’obtient en multipliant la « matrice »-ligne (£, n)
par la « matrice » représentant a. On vérifie également que le
produit (3?) des endomorphismes

() @ = h)

est 'endomorphisme

aa; = ( eas+ fay  af+ BB")
o'ar+ By o B+ BBy
(aoty + B, et o'ay+ f'of; étant réduits modulo 2, 2B+ BB, et
a'By+ B'B) étant réduits modulo 4) qu’on obtient donc en faisant la
multiplication des « matrices » représentant a et a4 ligne par colonne.
Soit L un idéal a gauche de A. Si I’endomorphisme

a=(% §)

(%) Dans le produit aa,, on applique d’abord I'’endomorphisme a puis P'endo-
morphisme a,, conformément_ a la notation (&, n)a du transformé d’un élément par
un endomorphisme.
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appartient a L, il en est de méme des endomorphismes

(03 %) ot (0 Bo>

qu’on obtient en multipliant a, & gauche par

(1 0) et (o o>

o o [ I §

respectivement. Par suite, L est caractérisé par I'ensemble S des
couples (a1, B1) et I'ensemble S' des couples (&), 8,) qui sont des

éléments de G. Posons donc L = (S, S'). Les ensembles S et §' sont
des sous-groupes de G. Or. les sous-groupes de G sont :

G={(1,Y)} Ao={(0,Y")}, Av={,Y)) A={(1,2Y)},
Bo={(1,0)}, Bi={(v,27)}, B2={(0727')}a C={(o,0)},

ou y et y' sont quelconques, et leur treillis est représenté par le
diagramme ci-dessous :

D’autre part, S est un sous-groupe de A, puisque 3 est pair, S est
un sous-groupe de S' et 2S' (#4) est un sous-groupe de S car on a:

GG )-8
(0 (& a)=C )

(*) Pour §'= { (%, )}, on pose 28" = { (2§, 2m)}.

et
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On voit aisément que les conditions ci-dessus imposées & S et ' sont
suffisantes. Les idéaux 4 gauche de A sont alors les suivants :

0 = (G, Q), Iy= (G, By), Iy = (C, By), Is= (G, B.),
I=(C, Ay), Jo= (By, Bo), 3= (B,, By), Jo= (B,, Ba),
Ko = (By, A»), K;= (By, A»), Ko = (Ba, A»),

Lo= (B, Ay), Li=(B,, Ay),

Pi= (A, Ay), P, = (B., G), A = (A., G).

Figurons le diagramme de leur treillis ci-dessous :

Fig. 4.

Supposons que I'idéal a gauche L soit bilatére. On voit alors par
multiplication a droite par les endomorphismes

1 O o o o 2 o o
o) GO o) = (o)

que le sous-groupe S doil contenir en méme temps que I'élément (x, 3)
les éléments («, 0), (0, 8), (0, 2a) et (B, 0) ce qui lui impose d’étre
P'un des sous-groupes suivants de G : G, A,, By, C. Le sous-groupe S’
doit vérifier les mémes conditions, donc étre 'un de ces quatre sous-
groupes de G. Réciproquement, si S et S' sont ainsi choisis, L est
bilatere. Par suite, les idéaux bilateres de A sont O, I, J, J,, Ko, Py,
P, et A. Figurons le diagramme de leur treillis (fig. 5).

Les idéaux premiers propres sont Py et P,. L’tdéal bilatére J est

secondaire, son idéal premier associé étant J-.K,=P,. L'idéal
a gauche J, est également secondaire, son idéal premier associé
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étant Jo* . Ko=P,. Or,onaly=JnJo=PanJ,, ce qui monire que
le théoréme d’unicité des composants primaires isolés ne s'étend
pas auzx décompositions d’un idéal & gauche comme intersection
d’idéaur & gauche secondaires.

A
a ;
K,
J, J
L
0
Fig. 5.

CHAPITRE VIL.

IDEAUX ET SOUS-MODULES TERTIAIRES.

Dans ce chapitre, est présentée la notion d’idéal (resp. sous-
module) tertiaire que nous avons introduite en 1956 (cf. L. Lesieur
et R. Croisot [53], I et IT). Elle généralise encore celle d’idéal
(resp. sous-module) secondaire ct elle permet d’oblenir en toute
généralité les théorémes de décomposition. Nous allons d'abord
présenter la notion d’idéal (resp. sous-module) unirésidué qui en
est un cas particulier imporiant.

1. Kléments unirésidués et radical unirésidué d’un élément de (L).
— Nous considérons toujours une (% )-algebre satisfaisant a la condi-
tion D du chapitre III. De plus, nous supposons que cette ()-algébre
est modulaire (chap. III, § 3).

D’aprés les théorémes 5.3 et 6.2, les notions d’élément primaire
et d’élément secondaire sont des cas particuliers de la notion suivante.
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Définition T.1. — Un élément Q de (L) est dit unirésidué s'il
est égal a U ou s'il posséde un seul résiduel 2 gauche propre premier.

Tout élément unirésidué est évidemment primal.

Introduisons également la notion de radical unirésidué.

Tutoreme 7.1. — X étant un élément quelconque de (L),
Uensemble des éléments A de (G) vérifiant la condition

ACEX=JBe(B) tel que BCEX et  ABCEX

a un élément maximum R'(X). Cet élément est l’intersection des
résiduels a gauche propres premiers de X (3*).

Soit & un élément satisfaisant & la condition du théoréme.
Considérons un résiduel a gauche propre premier 4 de X et
montrons qu'on a AL C <.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et soit G § X tel que £ =X+ .C;
on aurait ACEX et, par suite, il existerait 03 vérifiant BCEX
et ABCCX, dou BEL et ABC X ce qui entrainerait, & étant
premier, A € € et contredirait notre hypothése. On a donc

ac (M),
i

ou {Z;}i_1,2,...,n désigne 'ensemble des résiduels a gauche propres
premiers de X.

Montrons maintenant que ['élément J = n %; satisfait a la
i
condition du théoréme. Soit, en effet, JC EX. Considérons un

résiduel a gauche propre de X de la forme X+ .@BC qui soit maximal
parmi les résiduels a gauche propres de cette forme. La démons-
tration de la propriété 3.3 montre que c’est un résiduel a gauche
propre premier, . soit, par exemple, %,. On a alors BGCEX

et IBCCZ,BCCX. Par conséquent, 'élément n &; est bien le
i
plus grand élément de () satisfaisant a la condition du théoréme.

Définition T.2. — L’élément R'(X) est appelé radical unirésidué
de I'élément X.

(%) Pour X=U, on a ®'(X)=86.



ALGEBRE NGETHERIENNE NON COMMUTATIVE. 65

Le radical unirésidué vérifie la propriété suivante (¢f. L. Lesieur
et R. Croisot [53], III, p. 80).

Proeriert 7.1. — Quel que soit un nombre fini d’éléments Xy,
Xay ...y, Xpde (L), on a

R'(XinXon...nXp) 2R (X)) nR' (X)) ... nR (Xp).

La notion de radical unirésidué permet de caractériser un élément
unirésidué :
Q est unirésidué sil'on a
axcQ, X&Q=aca'(Q)
ou encore

AgR(Q)=Q.-A=Q.

Définition T7.3. — Lorsque Q52U est unirésidué, son radical
unirésidué étant , on dit que Q est T-unirésidué et que T est
I’élément premier associé a Q.

Proeritre 7.2. — 8¢ Q £ U et € sont tels qu'on ait

1 axcQ, XgQ=aca;
2° TR (Q),
% est premier et Q est T-unirésidué.

D’abord, Q est unirésidué d’apres les conditions 1° et 2°. De plus,

onaQ. (R’(Q):Q doa R'(Q) ST et T=R'(Q), ce qui montre
que 7 est le radical unirésidué de Q et, par suite, qu’il est premier.

Proerikre 7.3. — L'intersection d’un nombre fini d’éléments
T-unirésidués est un élément T-unirésidué.

Ceci résulte immédiatement de la propriété 4.6.
Les éléments unirésidués généralisent effectivement les éléments
secondaires comme le montre I’exemple suivant.

Ezemple T.1. — Reprenons I'exemple 6.2 [cas (a), () et (¢)].
L’élément A est unirésidué sans étre secondaire.

Remarquons que I'anneau R n’a pas d’élément unité, mais seule-
ment un élément unité & droite. En fait, nous verrons plus loin

MEMORIAL DES SC. MATH, — N® 154. 5
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(chap. [X) que, dans un anneau a élément unité & gauche vérifiant
la condition de chaine descendante pour les idéaux & gauche,
tout idéal unirésidué est secondaire. Par contre, on peut donner
des exemples de demi-groupes finis a élément unité dans lesquels
un idéal unirésidué n’est pas secondaire : il en est ainsi du demi-
groupe ci-dessus auquel on adjoint un élément unité (prendre
I'idéal A).

En ce qui concerne les décompositions d’un ¢lément de (L) en
intersection d’éléments unirésidués, le théoreme d’unicité reste
valable, comme il résultera du théoréme d’unicité plus général du
chapitre VIII. Le théoreme d’existence est valable dans certains cas
(demi-groupes artiniens a gauche par exemple. c¢f. théoreme 9.2)
mais ceci n'a pas lieu en toute généralité pour une (B)-algebre
modulaire satisfaisant a l’axiome D, comme le montre 'exemple
abstrait suivant.

Exemple 7.2. — Prenons pour (B), confondu avec (L), le demi-
groupe réticulé a trois éléments O, A, BavecOcAcB et XY=0
sauf si X =Y =B auquel cas XY =B. L’élément O admet O .A=B
et O:-.B=A comme résiduels a gauche propres premiers et il est
n-irréductible.

Toutefois, nous ne connaissons aucun exemple d’anneau, de
demi-groupe ou de module (satisfaisant & une condition de chaine
convenable pour que la théorie s’applique) dans lequel il existe un
idéal ou un sous-module N-irréductible non unirésidusé.

Néanmoins, ne pouvant démontrer le théoréme d’existence des
décompositions en intersection d’éléments unirésidués, il est néces-
saire de généraliser la notion d’¢lément unirésidué par la notion
d’élément tertiaire.

2. Eléments tertiaires et radical tertiaire d’'un élément de (L). —
Définition T.4. — Un élément Q de (L) est dit tertiaire si les
relations

Q.-A>Q et (Q.-A)nX=0Q impliquent X =Q.
On obtient une définition équivalente en supposant que les relations

Q.-a>Q et (Q.-A)nXcQ impliquent X<Q.
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Evidemment, tout élément n-irréductible de (L) est tertiaire et .
toat élément tertiaire est primal.

Proeriete 7.4. — Pour que Q soit tertiaire, il faut et il suffit :
1° qu’il soit primal;

2° que, & désignant le résiduel mazximum de Q,

(Q*2)nX=0Q  impligue X = Q.

La condition est évidemment nécessaire.

Réciproquement, si elle est vérifiée et si 'on a Q.- A>Q et
(Q.-A)nX=Q, on en déduit ACZ, d'od Q.-A2Q. <, puis
Q. T)nX=Q,doa X=0Q.

Dans la propriété 7.4, on peut remplacer I'implication du 2° par
la suivante :

(Q."Z2)nXcQ implique X<Q.

Nous allons maintenant introduire la notion de radical ter-
tiaire grace a la notion de résiduel essentiel (cf. L. Lesieur et

R. Croisot [54]).

Définition 7.5. — On appelle résiduel essentiel d'un élément X
de (L) un ¢lément T de (B) tel qu'il existe YO X avec T =X-.Y et
XcZCY=X\-.Z=X".Y.

Cette ddfinition est équivalente a la suivante : il existe YEX
avec T=X-.Y et
ZcY, ZE&X=X-.Z=X-.Y.

Proeritre 7.5. — Tout résiduel a gauche propre maximal de X
est résiduel essentiel de X.

En effet, si 'on a € =X-.Y avec XY et si € est un résiduel
a gauche propre maximal de X, pour lout 7 tel que XcZCY,
onaX . Z2X . Y=, dou T=X".Zet T est bien essenticl.

Propriite 7.6. — Tout résiduel essentiel de X est un résiduel
& gauche propre premier de X.

En effet, si €=X-.Y est un résiduel essentiel de X et si
Ion a BCC avec CE X, c'est-a-dire BCY CX avec CY €X, on en
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tire, puisque CYCY,X:.CY=X-.Y=2,d'o0 BCX-.CY=2
et & est bien premier.

Tukortme 7.2. — X étant un élément quelconque de (L),
Uensemble des éléments A de (B) tels qu’on ait

X.-A)nC=X=C=X

a un élément maximum Ry (X). Cet élément est Dintersection des
résiduels essentiels de X (3°).

Soit X un élément satisfaisant 4 la condition du théoréme. Consi-
dérons un résiduel essentiel & de X et montrons qu’'on a A CZ. Il
existe Y > X tel qu'on ait £ =X-.Y et

XcZcY=X".Z=X-.Y.

On a ACX . (X. - A)SX . [(X.:A)nY]. De Y>X résulte
(X.-A)nY>X d’ou, compte tenu de (X. - A)nYCY,

X [(X.:@)nY]=X-.Y = 2.
On a donc bien A € Z et, par suite, A € n@,,oﬁ{@i} (i=1,2,...,n)
1

désigne 'ensemble des résiduels essentiels de X.

Montrons maintenant que J = n ; satisfait a la condition du
l
théoréme. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et soit G un élément
de (L) tel qu'on ait
(X.+9HnC=X et CdOX.

L’¢lément X .G de () est alors un résiduel a gauche propre de X.
Sil'on n’a pas
XcZ<C=X-.Z=X".C,

on peut choisir G; €C satisfaisant 4 C;>X et X:.C;>X:.C. En
répétant ce raisonnement autant de fois qu’il est possible, on voit
d’apreés 'axiome D, qui implique la condition de chaine ascendante
pour les résiduels a gauche, qu’on peut trouver un élément C'C G
satisfaisant a G'> X et

XcZc(C=X-.Z=X-.C.

(%) Pour X =T, on a ®,(X) = 8.
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On a alors évidemment
(X, IHnlC=X et C'>oX,

et Pélément € =X:.C’ est un résiduel essentiel de X. On en
déduit T C T et
X. 52X, 22C,

d'od C'= (X. - J) nC'=X, ce qui contredit C'> X. L’élément () %
i

est donc bien le plus grand élément de (%) satisfaisant a la condition
du théoréeme.

Définition 7.6. — L'élément R;(X) est appelé radical tertiaire
de ’élément X.

Le radical tertiaire R3(X) d’un ¢lément X de (L) peut encore
étre défini comme le plus grand élément A de (B) tel qu’on ait

(X.-A)nCSX=CCX.

Notons la propriété suivante du radical tertiaire (cf. L. Lesieur et
R. Croisot [53], III, p. 83).

Proeritre 7.7. — Quels que soient les éléments X4, Xy, ..., X,
de (L), on a

(Rs(X1nX2n cos nX,,)?_Gh(Xi)n(Rg(Xz)n ese n(R3(X,,).

Il suffit de faire la démonstration pour n = 2.
Soit A = R4 (Xy) N R;3(Xy), et soit C tel qu’on ait

[(XInXg).'a]ﬂCSxi nXQ.

Onen tire (X;.- @) n (Xy.-A) n C S Xy, d’ou, en vertude A € R4(X,),
(Xg.‘a)ncsxisxi.'("l,
ce qui entraine
(Xz.'ﬁ)f\c = (Xi.'a)ﬁ(X2.'a)nClenx’SX,.
Mais, de A € R;(X,;), résulte alors :

CEX, EXg. ‘a
et, par suite,
C=(Xs.-@)nGEXy,

d’ott C < X,; nX;. On a donc bien A € R;(XinXy),
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Remarque. — Pour des éléments quelconques X4, Xo, ..., X,
de (L), on n’a pas, en général,

as(Xiann cee nX,,) = (R.s(X.1)ﬂ(R-J(Xg)ﬂ cee nd(;,(Xn).

Cest ainsi que, dans 'exemple 7.1, ACI, R;(A)=D et R;(I) =1
avec D €1 et par suite R3(ANnI) = R;(A) n R, (1).

La notion de radical tertiaire permet de donner d’un élément
tertiaire les définitions suivantes :

Q est tertiaire sil'on a

AxXcQ, XEQ=>ACcR:(Q)
ou encore

ALR;(Q)=Q. A = Q.

Proerikrt 7.8. — Tout élément unirésidué de (L) est tertiaire.
Ceci résulte immédiatement de la relation R'(X) C R, (X).

Treorkme 7.3. — Pour que Q 32U soit tertiaire, il faut et il
suffit qu’il posséde un seul résiduel essentiel.

Si Q est tertiaire et si T est un résiduel essentiel de Q, on a
Q.- 2>5Q d’apres le théoreme 3.2. Il en résulte S R,(Q),
d'od & = R;(Q), ce qui établit 'unicité de <.

Réciproquement, si Q posséde un seul résiduel essentiel &, on a
R;(Q) = T; d’autre part, & est résiduel a gauche propre maximum
et la relation AL =QR,;(Q) implique Q. A =Q; par suite,
Q est tertiaire.

Définition T.7. — Lorsque QU est tertiaire, son radical
tertiaire étant €, seul résiduel essentiel de Q, on dit que Q est
D-tertiaire et que ¢ est 'élément premier associé a Q.

Proeritre 7.9. — 87 Q 2 U et & sont tels qu'on ait
10 ' axcQ, XEQ—ace;
20 FER3(Q),
T est premier et Q est T-tertiaire.
En' effet, Q est alors tertiaire d’aprés les conditions 1° et 2° De

plus,on a Q. R,;(Q)>Q, d'od R3(Q)EZ et €= R;(Q); donc,
% est le radical tertiaire de Q et il est premier.
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Propritre 7.10. — L'intersection d’un nombre JSini d’éléments
G-tertiaires est un élément T-tertiaire.

En effet, la condition 1° de la propriété 7.9 est vérifiée ainsi que
la condition 2°, d’apres la propriété 7. 7.

3. Cas des anneaux, des demi-groupes et des modules. — Consi-
dérons plus spécialement le cas d’un anneau ou d'un demi-groupe
avec élément zéro. Nous supposons naturellement qu'une condition
de chaine convenable est vérifice de fagon a assurer 'axiome D. On
peut alors définir les radicaux tertiaire et unirésidué en utilisant les
éléments de 'anneau ou du demi-groupe.

Proeriete 7.11. — 8¢ X est un idéal & gauche d’un anneau ou
d’un demi-groupe avec élément séro, son radical tertiaire R;(X)
est l'ensemble des éléments a vérifiant la condition

beX=FJce(d]| tel que c¢X et a(c|CSX.

En effet, soit ae R,(X), cest-a-dire (a) S R;(X) et b&X,
c'est-a-dire (b|€X. Il en résulte, d’apres la définition de R,;(X)
(théoréme 7.2),

(X.*(a))n(b|EX.

Choisissons alors c¢ X tel que ce X.-(a)n(b|.Onabience (]
et (a)c €X qui s'écrit encore a(c|CX. L’élément a vérifie donc la
condition indiquée.

Réciproquement, soit un élément @ vérifiant cette condition et
soit un idéal & gauche C§X. Pour montrer que a est élément
de R, (X), il suffit d’élablir .

(X.*(a))nCGEX.
Pour cela, soit b¢ C avec b§ X. Alors, il existe ce(b| avec c¢X

et a(c|C€X. On en déduit c€C et ceX.(a) avec c&X, ce qui
établit la relation envisagée.

PropritTe T.12. — Si & est un idéal bilatére d'un anneau ou
d’un demi-groupe avec élément zéro, son radical tertiaire R (L)
est l’ensemble des éléments a vérifiant la condition

bgL=Jce(b) telque c¢&X et a(c)SX.



72 L. LESIEUR ET R. CROISOT.

La démonstration est la méme que celle de la propriété 7. 11, tous
les idéaux a gauche étant remplacés par des idéaux bilateres.

Remarque. — Si nous considérons l'idéal bilatére & comme un
idéal a gauche X(X =), il poss¢de un radical tertiaire R,(X)
qui n'est pas a priori identique a son radical tertiaire R;(Z) en
tant qu’idéal bilattre. On a seulement R;(X)CS®R;(T). Nous
verrons plus loin (chap. IX) qu'il y a égalit¢ dans le cas ou
I'on impose la condition de chaine descendante pour les idéaux
a gauche. Nous ne connaissons d’ailleurs aucun exemple ou l'on
ait R, (X) Z R (L) (%)

Par contre, le radical unirésidué R'(L) d’un idéal bilatere
coincide avec le radical unirésidué de cet idéal considéré comme
idéal a gauche car les résiduels a gauche propres de & sont les
mémes, que & soit considéré comme idéal bilatére ou comme idéal
a gauche.

La propriété suivante caractérise le radical unirésidué d’un idéal
a gauche ou d’un idéal bilatere.

Proeriett 7.13. — Si X est un idéal a gauche ou un idéal
bilatére d’un anneau ou d’un demi-groupe avec élément zéro U,
son radical unirésidué est 'ensemble des éléments a vérifiant la
condition

UbEX=FceU telque c(b|EX e a(c)(b|EX.

En effet, soit ae R'(X), cest-a-dire (a) SR'(X), et UbEX,
d’ot résulte (b|EX. Si l'on a (a)(b|SX, on choisit ceU tel
que cb ¢ X et la condition ci-dessus est vérifi¢e. Sil'on a (a) (b|£X,
d’aprés la définition de R'(X) (théoréme 7.1), il existe ¢ tel que
() (b|€X et (a)(c)(b|SX;onen déduitc(b|EXeta(c)(b|CX,
ce qui montre que la condition est encore vcrifie.

Réciproquement, soit @ un élément vérifiant cette condition. Il
nous suffit de montrer que a appartient a tout résiduel a gauche
propre premier de X. Un tel résiduel peut loujours se mettre sous la
forme X .(b|avec b&X. Sil'on a UbCX, la propriéié est évidente
carona X' .(b|="U.Sinon, ilexistectel quec(b|EXeta(c) (b|CX,

(3¢) L’exemple 6.1 ( ¢f. note [30], page 58) montre que le radical tertiaire & droite
peut étre distinct du radical tertiaire a gauche.



ALGEBRE NETHERIENNE NON COMMUTATIVE. 73
c’est-a-dire c¢ X+ .(b|eta(c) SX-.(b|, d’ou résulte, puisque X+ . (5|
est premier, a€ X+ .(b|.

On peut également donner d’un idéal a gauche ou bilatére tertiaire
ou unirésidué les définitions suivantes :

Pour que I'idéal a gauche X soit tertiaire, il faut et il suffit qu’'on ait
(a)bcX, b¢eX = aeR;(X).

Pour que I'idéal bilatére & soit tertiaire, il faut et il suffit qu’on ait
(a)bc X, bEX=aeR3(X).

Pour que I'idéal & gauche ou bilatere X soit unirésidué, il faut et

il suffit qu’on ait
(a)bSX, b&X=ae® (X).

Considérons de mémec le cas d'un module satisfaisant a une
condition de chaine convenable. On a les proprié¢iés suivantes, dont
nous omettons la démonstration.

Propriete 7.14. — S¢ X est un sous-module d’un module M par
rapport & un anneau &, son radical tertiaire R,;(X) est ’ensemble
des éléments a € A vérifiant la condition

béeX= Jce(b) tel que ce&X et a(c)cX

[on désigne par (&) par exemple le sous-module engendré par
I'élément &].

Proeriete 7.15. — Si X est un sous-module d’un A-module M,
son radical unirésidué¢ R'(X) est U’ensemble des éléments a € L
vérifiant la condition

AbEX=>TceM telque c(b)EX et a(c)(b)EX.
Nous pouvons également définir un sous-module tertiaire ou
unirésidué de la maniere suivante :
Pour que le sous-module X soit tertiaire, il faut etil suffit qu’on ait
(@)b2X, beX=>aeRy(X).
Pour que le sous-module X soit unirésidué, il faut et il suffit

qu’on ait
(a)bceX, bgX = aeR'(X).
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U étant un anneau ou un demi-groupe avec zéro, démontrons la
propriélé suivante qui nous sera utile plus loin.

Proerikte 7.16. — T étant un idéal a gauche -tertiaire de U

et a un élément de U, si 'on a Ua T, l'idéal a gauche T .a
est C-tertiaire.

Montrons d’abord que le radical tertiaire de T .a est . Soit en
effet re et b&T: .a, donc bagT. Il existe ze(ba| tel que
z¢T et r(z|CT. De ze(ba|, on tire x =ca avec c€(b|. On a
alors c¢T-.a et r(c|CT-.a. Il en résulte re R,(T: .a) et, par
suite, S R;(T: .a). Inversement, soit re R,;(T:.a); de Ua g T,
résulte l'existence de z¢T:.a. On peut donc trouver z' € (x| tel
quon ait r(z'|CT-.aavec z'¢T* .a, svitr(z'a| ST avec z'a ¢ T.
Comme T est ®-tertiaire, on en déduit re <, dou R, (T .a) <.

Supposons maintenant b(c|CT:.a avec c¢T-.a, donc cagT.
On en déduit b(ca |C T, d’'ou, puisque T est T-tertiaire,

beZ = Ry(T.a).

L’idéal a gauche T .a est bien @-terliaire.

4. Cas ou tout élément de (B) est somme d’éléments L-princi-
paux. — Revenant a une (®)-algébre abstraite modulaire vérifiant
I'axiome D, examinons maintenant un cas particulier qui s'applique
notamment aux anneaux et demi-groupes commutatifs ainsi qu’aux
modules sur un anneau commutatif.

Définition 7.8. — Un élément A de (B) est dit L-principal
si X' C A B entraine 'existence de X B tel que X'= A X.

Lewme 7.1. — Le produit d’un nombre fini d’éléments L-princi-
pauz de (B) est un élément L-principal.

Il suffit de le démontrer pour deux éléments A; et Qa. Si
Pon a X'CA@,A,B, il existe CCA@:B tel que X'= @, C; puis il
existe X CB tel que C = A, X, d’ou X'= A, A, X.

Lenme 7.2. — S Uélément A de (B) est L-principal, la rela-
tion X' C AB impliqgue X'= A (X'.- Q).

On a, en effet, A(X'.-@)SX' et X'=@AX, dot XCX'. @ et
par suite, X'= AX @A (X'.-@).
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Tueoreme 7.4. — S¢ tout élément de (B) est somme d’éléments
L-principauz, on a, pour tout élément X de (L),

Ry (X) = Ry(X).
On a évidemment d'abord R, (X) S R, (X). Posons & = R, (X)
et supposons qu'on ait (LE R, (X). On peut écrire a_—_za., ou

1€l
les @, sont L-principaux. On peut donc choisir @, tel que A, § R, (X)

et 'on a A"EX-.U, quel que soit n entier posilif. Soit, d’apres
Paxiome D, & un entier positif tel que

X.-ak=X.-aft.
On a
(X. @) n @ U = &} [((X.-a)nalU).-af],

d’apres le lemme 7.2, puisque Q' est L-principal, d’aprés le
lemme 7.1. D’ou

(A @)AQlU =alf(X.-al!) =ak(x.-af)ex

et A*UCX puisqu’on a &, S R,(X). Nous oblenons une contra-
diction.

CoROLLAIRE. — S¢ tout élément de (B) est somme d’éléments
L-principauz, on a, pour tout élément X de (L),

R3(X) = R (X) = Re(X) = Ry (X),

et les notions d’élément tertiaire, unirésidué, secondaire et
primadre coincident.

CHAPITRE VIII.

THEOREMES DE DECOMPOSITION
EN IDEAUX OU SOUS-MODULES TERTIAIRES.

Aprés avoir précisé nos hypothéses, qui s’appliquent notamment
aux idéaux a gauche d’un anneau ou d’un demi-groupe avec zéro
neethérien a gauche ou artinien a gauche, ainsi qu’aux sous-modules
d’un module unitaire de type fini sur un anncau ncethérien a gauche
ou artinien a gauche, nous définissons des décompositions réduites
cn éléments tertiaires pour lesquelles nous établissons un théoréme
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d’existence et un théoréme d’unicité. Nous donnons ensuite quelques
applications et quelques exemples destinés a illustrer la théorie.

1. Hypothéses. — Nous considérons une (%)-algtbre ncethérienne
ou artinienne modulaire, satisfaisant & la condition D du chapitre I1I.
Ces hypotheses sont réalisées, en particulier, pour une (%)-algtbre
modulaire telle qu’on ait I'une des conditions suivantes :

(1) (%) et (L) vérifient la condition de chaine ascendante;
(2) (®) et (L) vérifient la condition de chaine descendante;
(3) (L) est de longueur finie.

La condition (1) est réalisée si (%) et (L) coincident avec I'ensemble
des idéaux bilatéres d’un anneau ou d’un demi-groupe avec zéro qui
soit neethérien bilatere. Elle l'est si (%) est 'ensemble des idéaux
bilateres et (L) 'ensemble des idéaux a gauche d’un anneau ou d’un
demi-groupe avec zéro qui soit neethérien a gauche. Elle I'est encore
si (®) est I'ensemble des idéaux bilateres d’un anneau ncethérien
bilatere & et si (L) est 'ensemble des sous-modules d’un (X-module
ncethérien.

La condition (2) est réalisée si (B) et (L) coincident avec
I'ensemble des idéaux bilateres d’'un anneau ou d’un demi-groupe
avec zéro qui soit artinien bilatere. Elle I'est si (B) est I'ensemble
des idéaux bilateres et (L) I'ensemble des idéaux a gauche d’'un
anneau ou d'un demi-groupe avec zéro qui soit artinien a gauche.
Elle T'est encore si () est I’ensemble des idéaux bilateres d’un
anneau artinien bilatére A et si (L) est 'ensemble des sous-modules
d’un X-module artinien.

La condition (3) est réalisée si (®) est I'ensemble des idéaux
bilatéres d’'un anneau quelconque (L et si (L) est I'ensemble des
sous-modules d’'un A-module de longueur finie.

Pour obtenir le théoréme d’existence, nous utiliserons naturel-
lement les décompositions d’un élément de (L) comme intersection
d’éléments N -irréductibles. Une telle décomposition est toujours
possible si (L) est une (%®)-algébre neethérienne. Elle 1'est aussi pour
un anneau artinien a gauche et pour un module artinien d’apreés la
propriété 1.1. Dans le cas abstrait, lorsque (L) vérifie la condition
de chaine descendante, elle résulte du théoréme suivant (cf.
L. Lesieur [52], §5).
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Tatorime 8.1. — Si (L) est un treillis complet, faiblement
n-continu, satisfaisant & la condition de chaine descendante,

tout élément X € (L) est lintersection d’un nombre fini d’éléments
n-irréductibles.

X étant un élément quelconque, ’'ensemble des éléments N -irré-
ductibles Z 2 X n’est pas vide puisqu'il contient I'élément universel U.
L’intersection I de ces éléments existe; elle vérifie I 2 X. Nous allons
établir 'égalité I =X. D’apres la condition de chaine descendante,
I’hypothése I>X entrainerait 1'existence d’un élément minimal P
tel que I2P>X. L'ensemble (F) des éléments Y € (L) qui vérifient
PNnY =X est inductif; en effet, si 'on a PnY,=X pour tous les
¢léments d’une chaine { Y, }4 ¢4, 0n peut écrire, (L) étant faiblement

n-continu :
Pn( ZYG>= Y (Pav=x."

L1=08 L=

D’aprés le théoréme de Zorn, cet ensemble (F) admet un élément
maximal Z. Supposons qu'on ait Z=7,n%Z,, avec Z,>Z, Z,> 7.
On aurait donc : Z,nP>X, ZonPo>X dot ZynP=Z.nP =P,
et ZnP =P, ce qui serait contraire a I'hypothese ZnP =X.
Donc Z est n-irréductible. I1 en résulte d’aprés la définition
de I, Z21I, dou Z2OP et ZnP =P, ce qui est impossible. On
a donc bien I=1X et le théoréme est démontré, puisque l'inter-
section I d’un nombre quelconque d’éléments est égale a I'intersection
d’un nombre fini d’entre eux.

2. Décompositions réduites. Théorémes d’existence et d’unicité.
-— Définition 8.1. — Un décomposition d’un élément A £ U de (L)
comme intersection d’éléments terliaires

A= Qiann...an
est dite réduite si aucun Q, n’est superflu et si les éléments premiers
associés aux Q, sont tous distincts.
On démontre aisément la propriété suivante.
Propritte 8.1. — Une décomposition réduite de A # U comme

intersection d’éléments tertiaires est en particulier une décompo-
sition réduite de A au sens de la définition 4.3.
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La possibilité de décomposer un élément comme intersection
d’éléments n-irréductibles et la propriété 7. 1o donnent :

TatoriMe 8.2. — Pour tout AU, (l existe au moins une
décomposition réduite comme intersection d’un nombre fini
d’éléments tertiaires.

Nous allons démontrer le théoréme d’unicité en utilisant la
propriété suivante.

Proeriere 8.2. — Soient & et &' deux éléments premiers de (%)
tels que ZEZ'. Soient Q un élément I-tertiaire de (L) et Q' un
élément F'-tertiaire de (L). La relation

A=QnX=QnX’ entraine A =XnX'.
On a, en effet, Q'.- € = Q' d’apres le théoreme 3.2. Il en résulte
A2=(Q. 2)n(X."Z) = Q'n(X". Z)
d’ou en prenant l'intersection avec X n' X/,
Q. 2)nXnXY'=Q'nXnX'=AcQ
et, puisque Q est €-tertiaire, Xn'X' € Q, d’ou résulte
A=QnXxnX'=XnX"

Tutoreme 8. 3. — Soient deux décompositions réduites d’un méme
élément de (L) comme intersection d’éléments tertiaires :

A=Q,ann...an= Q"nQrzn-..nQI‘l-

On a k=K et les éléments premiers %, associés aux Q, sont les
mémes que les éléments premiers ¢ associés auz Q.

Il suffit de montrer que <, par exemple est égal & un 4. S'iln’en
était pas ainsi, on aurait les relations suivantes :

(1) T ¢ T, ou T, ¢ 2,
(2), ‘J?,Q‘l'l ou Q;EQ;,
.............. P L R R I I P,
(k,) ‘)?jsg"l ou ‘?KIQQQ

La relation (1) entraine, d’apreés la propriéié 8. 2,

A=0Q3n...nQ%uNnQ:n...n Qs
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De la relation (2) et de 1’égalité

A=Qn...nQuNn0Qn...nQx%U=0Q:nQ:n...nQy
on déduit alors, de la méme maniére,
A=0Q5n...nQuNnQsn...N Q%
De méme, de la relation (3) et de I'égalité

A=Q';,,r\...nQ’k,nQ,n...an=QmQ;n...ka,
on lire

A=Q,n...0QuNnQ:n...0 Q.

Le procédé se poursuit et conduit, aprds application des relations (1),
(2), ..., (K), 2
A = QQ{\...“QI{,

ce qui contredit le fail que Q; n’est pas superflu.

3. Applications. — Afin d’étudier les résiduels essentiels d’un
élément X de (L), démontrons d’abord la propriété suivante.

Prorruere 8.3. — Soit T un résiduel essentiel de X, Y un
élément satisfaisant a la condition de la définition 7.5
et X=0Q,:nQan...nQ, une décomposition réduite de X comme
intersection d’éléments tertiaires. Il existe un Q; et un seul
satisfaisant a X =Q.nY et l'on a & = %y, s( X; désigne U'élément
premier associé a Q;.

Considérons, parmi les éléments Q;(¢ =1, 2, ..., k), un ensemble
minimal, par exemple Qi, Qi ..., Qu tel quon ait
X=Q:nQin...nQnNnY. De XcY, résulte m > 1. Formons
Y=Qin...nQnnY. On a XcY"'CY d’apres le choix de Qq,
Qay ..., Qu. Il en résulte T=X-.Y' d’aprds la définition de Y.
Maisona X-.Y'=0Q, .Y et Y §Q, car Y' € Q, entrainerait Y/ € X.
On en déduit Q.Y CZ; c'est-da-dire S %,. On a d’autre
part (Y. 2)nY'=(Q:. Z1)nY Qs puisque Q, est Ly
tertiaire et, par suite, XC(X.-Z)NnY'CY. Il en résulte
L=X-.Y=X".[(X.-Z)nY]2X . (X.-2,)2%4s. On obtient
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ainsi £=¢%,. De plus, I’hypothé¢se m>1 aurait donné de
méme % =%, et Pégalité T,==> ce qui est impossible. On
a donc nécessairement X =Q;nY avec, pour la méme raison,

Q:nQn...nQNnYDX.

TuroriMe 8.4. — Les résiduels essentiels de X coincident avec
les éléments premiers associés aux éléments tertiaires d’une
décomposition réduite de X comme intersection d’éléments
tertiaires.

Soit X=Q:nQ2n...NnQ,une telle décomposition, I'élément Q,
étant 4,-tertiaire. Un résiduel essentiel & de X est nécessairement
l'un des éléments &; d’aprés la propriété 8.3. Inversement,
posons X'=Q.n...nQx et considérons les résiduels de X de la
forme X-.Z avec X cZ<X'. Ils admettent un élément maximal au
moins & qui est de la forme X-.Y avec X c Y € X'et qui est résiduel
essentiel de X. CommeonaYnQ:n...nQ=YnX'=Y>X, on
a nécessairement, d’aprés la propriété 8.3, X=Q,nY et T =Z,.

On démontre de méme que s, ..., €, sont des résiduels
essentiels de X.

CoroLLaire. — Le radical tertiaire de X est Uintersection des
éléments premiers associés aux éléments tertiaires d’une décompo-
sition réduite de X comme intersection d’éléments tertiaires.

Tueorime 8.5, — S/ X =Q:nQ:2n...nQ, est une décompo-
sition réduite de X comme intersection d’éléments unirésidués et
si @, désigne Uélément premier associé a Q,, les résiduels
a gauche propres premiers de X sont tous des résiduels essentiels,
ils coincident avec les %, et U'on a

R(X)=2ZNT:Nn...n Tp= Ry (X).

En effet, la décomposition considérée est en particulier une
décomposition de X comme intersection d’éléments tertiaires. Or,
tout résiduel a gauche propre premier de X est résiducl a gauche
propre premier de I'un des Q, d’aprés la propriété 4.6; donc il
coincide avec I'un des ,. Réciproquement, tout ; est résiduel
essenticl de X d’apres le théortme 8.4, ce qui élablit le théoréme.
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4. Exemples. — Ezemple 8.1. — Considérons le demi-groupe D

a cinq éléments o, b, ¢, d, e dont la table de multiplication est la
suivante : '

lbcd

=]
®

e o >0
© 0 0 o0 ¢
xNX™NO O O
o 0 0 0 o0
RO >0
a ] O ™0

Construisons, sur le corps K des nombres rationnels, une algébre A
dont les ¢léments générateurs b, ¢, d, e se multiplient conformément
a la table de multiplication du demi-groupe D précédent et consi-
dérons la structure d’anneau de A. Les idéaux bilatéres de A sont :

O={°¥7 B=(b)7 C=(c); I=(b7 c), J=(c)d_e):
Pi= (b, ¢, d), Po= (b, ¢, d—e), A=(b,c,d,e).

Seuls, les idéaux Py, Py et A sont premiers (*7). En outre, on a comme
idéaux a gauche : N=(d—e|, M= (b, d —e]| et, quel que soit A
non nul, Ny=(Ae +~d—e|, M= (b. Ac +d—e]|. Le treillis (B)
des idéaux bilateres et le treillis (L) des idéaux a gauche sont les
suivants :

A
R F,
B (5
0
Fig. 6.

(*") Conformément a la théorie des anneaux unitaires artiniens & gauche, les idéaux
bilatéres premiers propres sont maximaux (en tant quidéaux bilatéres propres)
(¢f. chap. IX).

MEMORIAL DES 8C. MATH. — Ne 184, [}
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(Les idéaux N, et M, sont joints entre eux et aux autres idéaux qui
leur sont comparables par des traits pointillés afin de metire en
évidence que la famille de ces idéaux est infinie; naturellement
on a N, €M, si et seulement si A =1'.)

Les idéaux P,-lertiaires sont Py, B, M et M, quel que soit 2.
Ona M:-.A=M, .A =B ce qui prouve que les idéaux B, M et M,
sont Py-secondaires sans éire primaires puisqu’on a BCP,.

Les idéaux P,-tertiaires sont Py et J qui est Py-primaire.

Les autres idéaux propres se décomposent comme intersection
d’un idéal P,-tertiaire et d’un idéal P.-tertiaire. Ces décompositions
sont d’ailleurs uniques :

I =Py nPy,
C =Py n],
No=MynJ,
N =M nJ,
O =B nlJ.

Signalons, a propos de cet exemple, une théorie de la décompo-
sition due a E. H. Feller [29] qui, appliquée ici a la décompo-
sition N=MnJ, donne un résultat moins fin que la décomposition
cn idéaux tertiaires (¢f. L. Lesieur et R. Croisot [53], I, p. 116).

Ezemple 8.2. — Soit M, 'anneau des matrices carrées d’ordre n
dont les ¢léments apparticnnent 4 un anneau commutatif nethérien A,
par exemple I'anneau des polynomes a p variables permutables et
a coefficients dans un corps K commutatif. Un idéal bilatere @
de M, est formé par les matrices dont les éléments décrivent un
idéal Q' de A. Soit I un idéal & gauche de M,; les vecteurs lignes
des matrices qui conslituent I forment un sous-module I' du
A-module A : L’application I —1' est un isomorphisme du treillis
des idéaux a gauche de M, sur le treillis des sous-modules du
A-module A». Comme celui-ci est ncethérien, 'anneau M, est
neethérien a gauche.

D’autre part, dans I'application I - I', I'id¢al & gauche A X a pour
image le sous-module A'X’; les résiduels Y. X et Y-.X ont donc
respectivement pour images Y'. @' et Y'-.X'. Il en résulte qu'un
idéal & gauche I de M, est tertiaire (primaire) si et seulement si le
sous-module I' correspondant de A" est tertiaire (primaire). Or,
d’aprés le corollaire du théoréme 7.4, tout sous-module tertiaire
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d’un module sur un anneau commutatif A est primaire. On obtient
donc le théoréme suivant :

Tueorime 8.6. — L'anneau M, des matrices carrées d’ordre n
sur un anneau commutatif ncethérien est naethérien a gauche.
Tout idéal a gauche tertiaire est primaire et tout idéal a gauche
est intersection d’un nombre fini d’idéaux i gauche primaires.

On trouvera dans L. Lesieur et R. Croisot [33], I, p. 117, une ¢tude
détaillée de I'exemple suivant relatif & un demi-groupe ncethérien
bilatére mais non ncethérien a gauche.

Ezxemple 8.3. — Soit D le demi-groupe avec élément o et élément
unité e engendré par trois générateurs !, m, n auxquels on impose
les relations ml = 02m, nl*=1In, mn=nm, I!=o.

Les idéaux (I, n') (v 1) sont (I, n)-primaires. Les idéaux
(82, m#*) (p>1) sont (/, m)-primaires. Les idéaux (I*, nm#) (p 1)
sont (I, m)-secondaires ct non primaires. L’idéal ({2, n) est
(!,-m, n)-tertiaire ¢t non secondaire ainsi que l'idéal (n).

CHAPITRE IX.

COMPLEMEMTS RELATIFS AU CAS ARTINIEN.

Nous examinons dans ce chapitre les cas particuliers d’un anneau
et d’un demi-groupe avec ¢lément zéro arliniens a gauche et celui
d’un module artinien sur un anneau arltinien a gauche, cas dans
lesquels les résultats obtenus sont plus forts que dans le cas général
[¢f. L. Lesicur et R. Croisot [33], II, (partie IV)].

1. Propriétés communes aux demi-groupes et aux anneaux
artiniens a gauche. — Soit U un anncau ou un demi-groupe avec
élément zéro arlinien a gauche. Soit (B) 'ensemble de ses idéaux
bilateres et (L) 'ensemble de ses idéaux a gauche. Nous avons donc
une (®)-algdbre vérifiant les condilions imposées au chapitre VIII
[cas (2) du paragraphe 1].
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Proeriete 9.1. — T étant un idéal & gauche %-tertiaire de U
et S un sous-ensemble quelconque de U, si 'on a USET, I'idéal
a gauche T+ .S est T-tertiaire.

En cffet, d’apres la condition de chaine descendante pour les idéaux
a gauche, on peut trouver dans S des éléments a, (i =1, 2, ..., n)

tels qu’on ait
T-.S =n (T.a).
13

S’il n'y a aucun @, qui soit superflu, on a Ua, £ T pour tout / et,
d’apres la propriété 7. 16, les idéaux a gauche T . @, sont <-tertiaires.
Par suite, d’aprés la propriété 7.10, T+ .S est aussi Z-tertiaire.

TutorkMe 9.1. — Pour que U'idéal a gauche T soit Z-tertiaire,
i faut et il suffic qu'il soit T-unirésidué.

Il suffit de montrer que, si T est @-tertiaire, il est unirésidué,
c’est-a-dire que, d’aprés la propriété 7.13, il vérifie la condition
suivante :

(a)bST, b5&T, Uc¢T=IJreU
tel que
r(c|¢T et a(r)(c|<cT.

Supposons donc que T soit I-tertiaire et soit trois éléments a, b,
¢ de U vérifiant ’hypothése de la condition ci-dessus. De Uc & T,
résulte que T:.(c| est @-lertiaire d’aprés la propriété 9.1 en
prenant S =(c|. De (a)bCT et b& T, résulle a € Z. Donc, il existe,
d’apres la propriété 7.11, un élément r€U tel qu'on ait r¢ T+ .(c|
et a(r|CT:.(c| cest-a-dire r(c|§T et a(r|(c|=a(r)(c|cT.

En rapprochant certains résultats antérieurs (théorémes 8.2, 9.1,
8.5 et 8.3), on obtient le théoréme suivant.

TuroreMe 9.2. — Tout idéal ¢ gauche A distinct de U
posséde au moins une décomposition réduite comme intersection
d’un nombre fini d’idéaux o gauche unirésidués et l'on a
toujours R;(A) = R'(A). Deux décompositions réduites d’un
idéal a gauche A comme intersection d’'idéaux a gauche uni-
résidués ont méme nombre de composants et mémes idéaux
premiers associés.
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Les lemmes suivants vont nous servir & montrer que le radical
tertiaire d’un idéal bilatére & coincide avec le radical tertiaire de
I'idéal & considéré comme idéal a gauche.

Lewue 9.1. — S0 U est un demi-groupe, et si be U est tel que
Uidéal & gauche A soit couvert par U'idéal a gauche A +- (b| (*%),
la condition

(1) ze(b|, CzCA=zeA,
ot C est un idéal bilatére de U, entraine la condition
(2) ze(b], r¢A=>xeCux.

En effet, supposons que I'idéal a gauche A soit couvert par I'idéal
4 gauche A +- (6| et que la condition (1) soit vérifiée. Prenons z € (b |
avec x&A. Considerons l'idéal a gauche A + Cz. 1l contient A
strictement puisqu'on a Cx§ A d’apres la condition (1) et il est
contenu dans A + (b|.Onadonc A+ Cr=A + (blet,de z € (b},
résulte z€ Cx.

Leume 9.2. — S¢ U est un anneau, et si b €U est tel que I'idéal
a gauche A soit couvert parl'idéal & gauche A + (b |, la condition
(1) ze(b]|, CzCA=zeA,

ot C est un idéal bilatére de U, entraine la condition

(2) { z,€(b| pour i=1,2,...,n=>3ceC
2

tel que z,—cx, €A pour 1=1,2,...,n.

Soit z1€(b|. Si Yon a z:¢A, on a Cx §A et, par suite,
Iidéal A 4 Cz, contient strictement A. Puisqu’il est contenu
dans A 4 (b| qui couvre A, on a donc A+ Cxy=A + (b|. Par
conséquent, il existe ¢ € Ctel que z,—cx1€A.Sil'onaxz, €A, on
peut prendre pour ¢ n'importe quel élément de C.

La propriété est donc vraie pour » = 1. Supposons-la établie pour
n=p —1 et démontrons-la pour n» = p. Il existe par hypothésec € C
tel que ,— cx, € A pour i=1,2,...,p—1.Silonaz,—cz, €A,
la propriété est vraie. Sinon, il existe ¢’ € C tel que

(@p—cxp) — ' (Tp—cxp) €A

Il suffit alors de considérer I'élément ¢ 4+ c'—c'ce C.

(3*) Rappelons que opération notée + désigne la réunion pour les idéaux & gauche
d’un demi-groupe (cf. chap. III, § 1).
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TuroniMe 9.3. — Le radical tertiaire (& droite) d’un idéal
bilatére de U coincide avec son radical tertiaire en tant qu’idéal
a gauche.

Pour qu'un idéal bilatére de U soit un idéal %-tertiaire
(@ drodte), il faut et il suffit qu'il soit D-tertiaire en tant
qu'idéal a gauche.

1l suffit de démontrer que le radical tertiaire R, (@) d’un idéal
bilattre A = A est égal a son radical tertiaire R;(A) en tant
qu’idéal a gauche. Or, on a évidemment

R3;(A)SR(A).

Réciproquement, supposons qu’il existe a€ R;(A) tel qu'on
ait a ¢ R, (A). 1l existerait donc b & A tel qu'on ait

ze(b|, a(r|SA=>reA.

La condition de chaine descendante pour les idéaux a gauche
permet de choisir & de mani¢re que I'id¢al a gauche A soit couvert
par I'idéal a gauche engendré par A ct b.

Supposons d’abord que U soit un demi-groupe : d’aprés le
lemme 9.1 appliqué avec € = (a), on aurait

ze(b], r¢gA=ze(a)r.

Soit alors y € (b) avec a(y |SA. Sil'ona yd(b], il existc z € (b]
et relU tel que y =uar. Pour x€A, on a y€A, puisque A est
bilatere. Pour z¢A, on a y=uare(a)zr = (a)y et, par suite,
ye€(a)y<CA.Sil'on a ye€(b]|, on en déduit également y € A. Ceci
contredit le fait que @ appartienta R, (Q).

Supposons maintenant que U soit un anneau : d’aprés le
lemme 9.2 appliqué aveec € = (a), on aurait

z,€(b]| pour (=1,2,...,n=>Jce(a)
tel que z,—cx, €A pour i=1,2,...,n.

Soit alors y € (b) avec a(y|SA. Silona y&(b|, il existez e (b,

x,€(b| et r,eU pour i=1, 2, ..., n tels que y:x—}—zx‘in;
=1

choisissons ce€(a) tel que x—creA el z,—cx, €A pour i=1,

2, ...,n; on aurait y —cy€A, dou y€A. Sil'on a ye(b|, on
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en déduit également y € A. Ceci contredit le fait que @ appartient
a Ry ().

Corovtaire. — Pour qu'un idéal bilatére soit T-tertiaire, il
Jaut et il suffit qu'il soit T-unirésidué.

Tutoreme 9.4. — Tout idéal bilatére @ distinct de U posséde
au moins une décomposition réduite comme intersection d’'un
nombre fini d’idéaux bilatéres unirésidués et l'on a toujours
Ry (A)=R'(A). Deux décompositions réduites d’'un idéal
bilatére & comme intersection d’idéauz bilatéres unirésidués ont
méme nombre de composants et mémes idéaux premiers associés.

1l suffit d’appliquer le théoréme 8. 2, le corollaire du théoréme 9.3
et les théorémes 8.5 et 8.3.

2. Propriétés particuliéres aux anneaux artiniens & gauche. —
Limitons-nous maintenant au cas od U est un anneau artinien
a gauche.

Prorritte 9.2. — Solent, dans l'anneau U, A un idéal a gauche,
X un idéal a gauche couvrant A, et C un idéal bilatére. La
relation

A=(A.-C)nX
entratne
(A*.X) +€=U.

En effet, on peut poser X =A + (b| avec b&A et, d’aprés la
condition de chainc descendante pour les idéaux a gauche, il existe
un nombre fini d’¢léments z:({=1, 2, ..., n) (z,€(b]| et z:¢A)
tels que A-.(b|=(A".z)Nn(A".z2)n...N(A".z,). D’apres le
lemme 9.2. il existe ¢ € C tel qu'on ait x,— cx; € A pour lout i =1,
2, ..., n.Soitalors 7 un élément quelconque de U. Ona rz;—rez; € A
pour tout ¢, d’ot (r—rc)zi€A et r—rc€A- .z, pour tout I, ce
qui entraine

r—rceA-.(b| et reA-.(b|+¢C.

Nous allons retrouver par cette voie le corollaire 1 du théoréme 2. 1
qui est valable méme en I'absence d’élément unité sous la forme
suivante :
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Tatoreme 9.5. — Dans U'anneau U, tout idéal bilatére propre
premier est maximal (en tant qu'idéal bilatére propre).

Soit un idéal bilatere propre premier T. Soit & un idéal bilatere
tel qu'on ait £ c&. D’apres la condilion de chaine descendante
pour les idéaux a gauche, il existe un élément & contenu dans & tel
que l'idéal & gauche X = % + (b| couvre . Posons € =X + XU
qui est un idéal bilatere contenu dans &.

Démontrons qu’on a € = (<. -C)nX. En effet, soit z€X; si
Pon a CxC %, on en déduit

C(z)€2, don (2)S,

puisque < est premier, c'cst-d-dire x€ . Par suite, d’apres la
propriété 9.2, on a
(2+.(b|) +€=U.

Or, % .(b| est un idéal bilatere % tel qu’on ait
FXCX.

Il en résulte S3XUCT, doa 5C=3X+ HXUCT, avec CE4.
Par conséquent, on en déduit

Fc@, dou F==2 e (2.(b|])+C=2Z+C=C.
Il en résulte € = U et T est bien maximal.

On en déduit alors les théorémes suivants.

TutorkMe 9.6. — Un anneau U artinien ¢ gauche ne posséde
qu'un nombre fini d’idéaux bilatéres premiers.

En effet, soit ¢ un idéal bilatere propre premier de U. D’aprés le
théoréme 3.1, il existe un nombre fini d’idéaux bilateres premiers &,
(=1, 2,...,n) tels qu'on ait :

0=2%,...2, 2.

On en déduit, pour une valeur de ¢, €, S <, d'ou € = &, d’aprés le
théoréme 9.5.

TutortMe 9.7. — Dans 'anneau U, tout idéal ¢ gauche %-
primal, avec & # U, est T-secondaire. Par suite, pour % #U,
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les quatre notions d’idéal & gauche T-primal, Z-tertiaire,
F-unirésidué et L-secondaire coincident.

11 suffit d’appliquer le théoréme 9.5 : Si un idéal a gauche X de U
est “T-primal avec @ £U, lidéal bilawere premier & qui est le
résiduel & gauche propre maximum de X est nécessairement le seul
résiduel & gauche propre premier de X et c’est évidemment un idéal
premier minimal contenant X-.U. Par conséquent, X est #-secon-
daire, donc aussi “-unirésidué et T-tertiaire.

CoroLtalRe. — Si U'anneau U posséde un élément unité
a gauche, les quatre notions d'idéal a gauche primal, tertiaire,
unirésidué et secondaire coincident.

En effet, dans ce cas, il n’y a pas d'idéal a gauche propre
admettant U pour résiducl & gauche propre.

Tukoreme 9.8. — Si U'anncau U posséde un élément unité
& gauche, tout idéal a gauche A distinct de U posséde au moins
une décomposition réduite comme intersection d’un nombre fini
d’idéaux & gauche secondaires.

Soient A=T,nTan...nT,=T,nT,n...nT}, deux telles
décompositions. On a k=K' et les idéaux premiers associés
auz T, sont les mémes que les idéaux premiers associés auz T',.

I suffit I’appliquer les théorémes 8.2, 9.7 et 8.3.

Tueorime 9.9. — Si Panneau U posséde un élément unité
a gauche, tout idéal bilatére @ distinct de U posséde au moins
une décomposition réduite comme intersection d’un nombre JSini
d’idéaux bilatéres secondaires (a droite).

Soient A =B NnB:n...nG=F, nB,n...nG,, deux telles
décompositions. On a h=FK et les idéaux premiers associés
aux B, sont les mémes que les idéaux premiers associés auz .

11 suffit d’appliquer les théorémes 8.2, 9.3, 9.7 et 8.3.

Propriite 9.3. — Si U'anneau U posséde un élément unité
& gauche, pour tout idéal & gauche ou bilatére X, on a

Ry (X) = R’ (X) = Ry (X) = Ry (X).
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En effet, d’apres le théoréme 9.5, tout idéal bilatere contenant X:.U
et contenu dans un résiduel & gauche propre de X est un résiduel a
gauche propre maximal de X. On a donc Ry (X)=R,(X) et les
autres égalités en résultent.

Remarque. — Si l'anneau U vérifie la condition de chaine
descendante pour les idéaux A gauche mais n’a pas d’élément unité
a gauche, il peut se faire qu’il existe des idéaux U-primaux
non U-tertiaires et des idéaux U-tertiaires non U-secondaires
[¢f. exemple 6.2, (b) : L'idéal O cst primal et non tertiaire et
I'idéal («) est tertiaire el non secondaire; remarquons que 'anneau
considéré dans cet exemple posséde un ¢élément unité a droite].

3. Propriétés des modules artiniens sur un anneau artinien
4 gauche. — Considérons maintenant le cas ou (B) est 'ensemble
des idéaux bilatéres d'un anneau & artinien & gauche et (L)
Pensemble des sous-modules d’un &-module artinien. Ici encore,
nous avons une (®)-algébre satisfaisant aux conditions du
chapitre VIII [ cas (2) du paragraphe 1].

Le théoréme 9.5 donne immédiatement comme ci-dessus les
résultats suivants :

TutoreMe 9.10. — Tout sous-module Z-primal, avec T # &,
est T-secondaire. Par suite, pour € £ &, les quatre notions de
sous-module X-primal, -tertiaire, L-unirésidué et ‘T-secondaire
coincident.

CororLaire. — 8¢ U'on a &X =X pour tout sous-module X, les
quatre notions de sous-module primal, tertiaire, unirésidué et
secondaire coincident.

Tueoreme 9.11. — Sil'on a &X =X pour tout sous-module X,
tout sous-module A distinct de U posséde au moins une décompo-
sition réduite comme intersection de sous-modules secondaires.

Soient A=T,nTan...nT,=T,nT,n...nT),, deuz telles
décompositions. On a k=¥k' et les idéaux premiers associés
aux T; sont les mémes que les idéaux premiers associés aux T',.

Proprittt 9.4. — Si l'on a EX =X pour tout sous-module X,
on a
Ry (X) = R'(X) = Ry (X) = Ry (X).
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Signalons que J. Fort (#Y) a récemment élendu ces résultats sur
les modules au cas ou I'anneau & est artinien a gauche ct o le

&-module U est neethérien, cas qui ne rentre pas directement dans
I'étude faite au chapitre VIII.

4. Exemples. — Nous étudions deux exemples. Le premier montre
d’une part un demi-groupe artinien & gauche qui illustre les décom-
positions en idéaux unirésidués, d’autre part un anneau artinien
4 gauche qui illustre les décompositions en idéaux secondaires; le
second est constitué par un groupe abélien considéré comme module
sur un sous-anneau de son anneau d’endomorphismes.

Exemple 9.1. — a. Considérons le demi-groupe D a cing
éléments o, a, b, ¢, e dont la table de multiplication est la suivante :

I o a b c e

(] I o 0O 0 0 o

alo O 0 o0 a

blo o b b b

clo a b ¢ ¢

elo a b c e

Les idéaux a gauche de Dsont: O={o0}|,A={0,a},B={0,b},
.C=f{o,b,c},I={0,a,b},J={o0,a,b,c}etD.
Le treillis des idéaux a gauche est représenté par le diagramme
suivant :

D
J
c I
B A
0
Fig. 8.

() Cf. J. Forr [31].
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Tous les idéaux & gauche autres que C sont bilatéres.

Les idéaux premiers sont A, I, J et D, ce qui montre que le
théoréme 9.5 n’est pas valable pour un demi-groupe. L'idéal a
gauche G est I-tertiaire ainsi que I'idéal bilatere B. Conformément
au théortme 9.1 et au corollaire du théoreme 9.3, ils sont aussi
I-unirésidués. L’idéal O se décompose de deux maniéres :

O=AnB=AnC

et 'on vérifie la propriété d’unicité du théoréme 9.2.

b. Construisons sur le corps K des nombres rationnels une
algebre R dont les éléments générateurs «, b, ¢, e se multiplient
selon la table de multiplication du demi-groupe D précédent.

Les idéaux a gauche de R sont O={o}, A=[a], B=[?],
Co=[b, c—aa] pour tout a€kK, I=Ja, b], J=][a, b, c],
Ki=[b—c+aa],L=[a,c—e],M=[a,b—c],N=[a, b,c—e],
H=[a, b---¢, c—e] et R ([a] par exemple désigne le sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel R (sur K) engendré par I'élément a).

Le treillis des idéaux a gauche est représenté par le diagramme
suivant :

Fig. 9.

Les idéaux K, et G, sont les seuls qui ne soient pas bilatéres. Les
idéaux premiers sont J, N et H; ils sont maximaux conformément au
théoreme 9.5. Les idéaux B et C, sont N-tertiaires (donc N-secon-
daires). Tout idéal est représentable comme intersection d’idéaux
tertiaires (ou secondaires) et la représentation est ici unique.

Exemple9.2. — Considérons un groupe abélien G, produit de trois
groupes cycliques d’ordre 2. Nous notons (£, 0, {) les éléments de G.
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oit £, m, § sont éléments de 'anneau Z, des classes résiduelles modulo 2
et sont représentés par o ou 1. Envisageons les trois endomorphismes 7,
P, P' de G définie de la maniére suivante (4°) :

i(1, 0, 0) = (1, 1, 0), t(o, 1, 0) = (1, 1, 0), i(o, 0,1) = (0, 0, 0);
p (1,0,0) = (1,1, 0), p(o, 1,0) = (o, 0, 0), p(o,0,1) = (0,0,0);
P (1,0,0)= (1,0, 0), P'(0,1,0)=(170, 0), p'(0,0,1)= (0,0, 1).

Considérons le sous-anneau de 'anneau des endomorphismes de G
engendré par ¢, p, p'.

Les éléments de A sont les huit éléments ai+ fBp + p'p' o a,
B, B' prennent les valeurs o ou 1 car I'ensemble d’endomor-
phismes {o, , p, p'| est multiplicativement fermé, la table de
multiplication étant donnée par

’

o ¢ P

>

S I-- )
o~ o0 ©
o™ o ©
~, &~ O

VR o ‘
]

L'élément — i+ p+p' de A est 'élément unité. Les idéaux
bilateres de A= & sont 3 ={o}, I= (i), T=({, p), F'= (i, p')
et &= (¢, p, p'). Les idéaux premiers propres sont & et Z'.

Envisageons, d’autre part, les sous-groupes de G qui sont stables
pour les endomorphismes ¢, p, p'. Ce sont

N=1{(o,0,0)}, N'={ (o, 0, 0), (1, 1, 0) },
B = { (o, 0, 0), (0, 0, 1)}, B'= { (o, 0, 0), (0,0,1),(1,1,0), (1, 1, 1) },
C={(0,0,0),(1,1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1)}, ’
M= { (o, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0)} et G=U.

Représentons leur treillis par le diagramme de la figure 1o.

Le groupe G = U est ainsi un module sur 'anneau non commu-
tatif A — &. Les sous-modules de U sont N, N', B, B', C, M, U.

Les sous-modules B, B/, G, M sont n-irréductibles donc tertiaires
et, par suite, secondaires d’apres le corollaire du théoréme 9. 10. Les
égalités N=B' nM=B'nC=CnM prouvent que les idéaux
premiers associés a B/, G et M sont nécessairement les mémes. Or,

(%) On note 1c1 ag le transformé d’un élément g de G par un endomorphisme a.
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p' n’appartient pas au radical tertiaire de B' car, dans le sous-module
engendré par I'élément (1, 0, 0) (¢B') qui est M, il n’existe aucun
¢élément qui ne soit dans B’ et dont le transformé par p' soit dans B'.

Fig. 1o.

Donc I'idéal premier associé a B', C et M est nécessairement € ces
sous-modules sont %-tertiaires, donc ©-sccondaires (ils sont méme
@-primaires) et il en est de méme de N'. D'autre part, le radical
tertiaire du sous-module B ne peut contenir p car, dans le sous-module
engendré par I'élément (1, o, 0) (&B) qui est M, il n'existe aucun
élément qui ne soit dans B et dont les transformés par p et ¢
(¢ appartient a pU) soient tous deux dans B. Par suite, I'idéal
premier associé 3 B ¢st nécessairement ¢’ et B est @'-tertiaire, donc
%'-secondaire (mais non primaire). OnaN=BnM=BnC=BnN/,
décompositions conformes au théoréme 9.11.

CHAPITRE X.

Sous MODULES I1SOTYPIQUES.

On peul retrouver et éclairer la théorie des idéaux a gauche
tertiaires d’un anneau ct, plus généralement, celle des sous-modules
tertiaires d’'un module, au moyen de la notion d’enveloppe injective
qui conduira méme & une théorie plus fine dans certains cas. Cette
notion a été introduite par B. Eckmann et A. Schopf en 1953
(cf. [26]); elle a été appliquée a I'étude de la décomposition en
sous-modules primaires pour un module sur un anneau commutatif
par E. Matlis en 1958 (¢f. [61]) et a la décomposition en sous-
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modules isotypiques pour un module quelconque par P. Gabriel
en 1959 (cf. [34], (400¥)).

1. Immersion d’un module dans un module injectif. — Les
A-modules considérés dans tout ce chapitre sont supposés unitaires.
Rappelons d’abord la définition d’un module injectif, notion
introduite en 1940 par R. Baer (¢f. [7]).

Définition 10.1. — Un A-module M est dit injectif si, pour tout
A-module Q, tout sous-module P de Q et tout homomorphisme fde P
dans M, il existe un homomorphisme f de Q dans M prolongeant f
(¢f. H. Cartan et S. Eilenberg [16], p. 8).

Remarquons qu'un module M, somme direcle de deux sous-

modules, est injectif si et seulement si ces deux sous-modules sont
injectifs.

Prorritte 10.1. — Pour que M soit un A-module injectif, il
Sfaut et il suffit que, pour tout idéal & gauche 1 de A et tout
homomorphisme f de 1 dans M, f soit réalisé par une homothétie,
cest-a-dire qu'il existe zo €M tel que f(a) = ax, pour tout a €l
(¢f- H. Cartan et S. Eilenberg [16], p. 8).

En effet, la condition est nécessairc puisque I’homomorphisme f

est extensible 4 un homomorphisme f de A dans M, ce qui donne
pourael: 3 ~ ~
f(a)=f(a)=f(a.1)=af(D)

Montrons que la condition est suffisante. Soient un A-module Q,
un sous-module P de Q et un homomorphisme f de P dans M.
Considérons la famille & des couples (P4, fi1), ot Py est un sous-
module de Q contenant P et fi un homomorphisme de P, dans M,
avec une relation d’ordre définie par : (Py, f1) < (Pa, f2) &P, CPs
et la restriction de f» a Py coincide avec fi. Cette famille est
inductive ct posséde donc un élément maximal (Po, fo) d’apres le
théoréme de Zorn. Nous allons établir 'égalité Po= Q. S’il n’cn est
pas ainsi, soit z€Q tel que z & P,. Considérons 'idéal =P, . =
et Phomomorphisme i — fo(éz) de I dans M. Celui-ci pouvant étre

(#0bis) Cette notion a également été appliquée dans d’autres travaux récents.
Citons en particulier : R. E. Jonvsov et E. T. Wone [45], J. LauBex [50], L. LESIEUR
et R. Croisot [58].
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réalisé par une homothétie, il existe m € M tel que f, (i) = im. En
posant, pour zo€ Py et A€,

f(@o+22) = fo(ze) +~2Am

on obtient un homomorphismef' de Po+ Az dans M qui prolonge fo,
ce qui est contraire au choix de (Po, fo).

Un groupe abélien peut étre considéré comme un module sur
I'anneau Z des entiers. Nous dirons qu’un groupe abélien est injectif
si ¢’est un Z-module injectif. La propriété 10. 1 donne immédiatement
la propriété suivante.

Proeritre 10.2. — Pour qu’'un groupe abélien G soit injectif,
il faut et il suffit qu'dl soit divisible ('*).

Nous allons montrer qu'un A-module M quclconque peut étre
plongé dans un A-module injectif. Nous utiliserons pour cela la
méthode de B. Eckmann et A. Schopf (') qui consiste a plonger
d’abord M considéré comme un groupe abélien dans un groupe
ab¢lien injectif.

Proeritte 10.3. — Tout groupe abélien peut étre plongé dans
un groupe abélien injectif.

Soit G un groupe abélien quelconque. Considérons un ensemble
dont les éléments sont indexés par les éléments de G, soit E = | 2 } ¢,
Soit F l'espace vectoriel libre engendré par I'ensemble E sur le
corps K des nombres rationnels et, dans F, la relation d’¢quiva-
lence R compalible avec I'addition, définie par

zkgx,EZk;xg(a{)@ kg—Ky=ngel et anxg= .

L’espace-quotient F/QR est alors un groupe abélien injectif qui
contient un sous-groupe isomorphe a G.

Pour tout anneau A et tout groupe abélien G, nous considérons
I'ensemble des Z7-homomorphismes de A dans G que nous
notons Hom,(A, G). Pour tout ¢lément f de Hom,(A, G), nous

(4') C’est-a dire que, pour tout n entier positif et tout élément @ €G, 1l existe z€G
tel que nz = a.

(#2) Une autre méthode est exposée dans H. CARTaN et S. EiLenBere [16], p. 9
Cette méthode est en substance celle de R. Baer.
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notons (a) f I'élément de G, transformé de a € A par f (*?). et nous
définissons, pour tout beA, l'¢clément bf de Hom,(A, G)
par (a)(bf)=(ab)f. Définissant d’autre part la somme de¢ deux
éléments de Hom,(A, G) d’une maniére naturelle, nous faisons
de Hom; (A, G) un A-module a gauche.

Nous avons les propriétés suivantes donl la premidre est évidente :

Proeriett 10.4. — Si G est un sous-groupe du groupe abélien G/,
Hom,(A, G) est un sous-module de Hom, (A, G').

Proeritte 10.5. — Si G est un groupe abélien injectif,
Hom, (A, G) est un A-module injectif.

En effet, soit Q un A-module, P un sous-module de Q, et soit
un A-homomorphisme de P dans Hom, (A, G). On a donc o(Az)=A¢(z)
pour tout A€A et tout z€P. On en déduit (1) 9(Az) = (R)e(z).
Posons

(1) ¢ (&) =¥ (»)€G.

¢ est un Z-homomorphisme de P dans G qui peut étre élendu,

puisque G est un groupe abélien injectif, & un Z-homomorphisme ¢
de Q dans G. Pour tout y€Q, définissons ¢(y) comme étant
I’élément suivant de Hom,(A, G) :

a->(a)3(y) =¥ (ay).

L'application § : y —>§(y) est un A-homomorphisme de Q
dans Hom, (A, G) qui coincide avec ¢ sur P.

Propritre 10.6. — Si¢ G est un A-module M, Hom,(A, M)

posséde un sous-module isomorphe a M.

En effet, 'ensemble des homothéties de A dans M constitue un
sous-module de Hom, (A, M) isomorphe a M.
Les propriélés précédentes conduisent au théoréme suivant :

Tatoreme 10.1. — Zout A-module peut-étre plongé dans un
A-module injectif.

(43) Cette notation est Justifiée par le fait que, si G est un A-module M, pour
tout m &M, 'homothétie @ -> am est un élément de Hom,(A, M).

MEMORIAL DES SC. NATH — N° 154. 7
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En effet, soit M un A-module et M un groupe abélien injectif
contenant le groupe abélien M. On a M € Hom, (A, M) € Hom, (A, M),
d’aprés les propriétés 10.6 et 10.4. Or Hom,(A, M) est un module
injectif d’apres la propriété 10.5. '

2. Enveloppe injective d'un module (**). — La notion d’enveloppe
injective d'un module est intimement liée a celle d’extension
essentielle.

Définition 10.2. — M étant un sous-module du A-module E, on
dit que E est une extension essentielle de M si, X étant un sous-
module de E, la relation Mn X = O implique X = O.

Remarquons que, si trois A-modules M, P, Esonttelsque MCP CE,
E est extension esssentielle de M si et seulement si E est extension
essentielle de P et P extension essentielle de M.

On se propose d’étudier toutes les extensions essentielles d’'un
module M. En supposant M plongé dans un module injectif N
(théor2me 10. 1), nous allons voir qu’on peut se limiter a rechercher
les extensions essentielles de M contenues dans N. Ceci résulte de la
propriété suivante :

Proeriere 10.7. — 8¢ M est sous-module du module injectif N,
toute extension essentielle E de M est isomorphe (relativement
a M) & un sous-module de N contenant M. Si¢ M est injectif. il ne
posséde pas d’extension propre essentielle.

En effet, le plongement canonique de M dans N peut étre étendu
a un homomorphisme f de E dans N puisque N est injectif. Si X est
le noyau de cet homomorphisme, on a évidlemment XnM = O,
d’ot X = O, puisque E est extension essentielle de M. Il en résulte
que E est isomorphe a f(E) qui est un sous-module de N contenant M.
En particulier, si M est injectif, on peut prendre N—=M et M ne
possede pas d’extension propre essentielle.

Tutoreme 10.2. — M étant un A-module donné, il existe un
A-module E contenant M, défini & un isomorphisme prés relati-
vement a M, et ayant les propriétés équivalentes suivantes :

(*) Cf. B. EckMaANN et A, ScuorF [26].
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(1 @) E est une extension essentielle mazimale de M (*%);

(1 b) E est une extension essentielle de M et E est facteur direct
dans toute extension de E (4%);

(1 ¢) E est une extension essentielle injective de M;

(1 d) E est une extension injective minimale de M (*7).

En effet, N étant une extension injective de M, considérons la
famille des sous-modules de N qui constituent des extensions essen-
tielles de M. Cette famille est inductive; elle posséde donc un élément
maximal E d’aprés le théortme de Zorn. Aucune extension propre
de E n’est extension essentielle de M, sinon ce serait une extension
essentielle de E et il en existerait une image isomorphe relativement
a4 E dans N d’aprés la propriété 10. 7; celle-ci serait aussi une extension
essentielle de M, ce qui est contraire au choix de E. Le théoréme
d’existence pour la propriété (1 @) est donc établi.

Démontrons maintenant V'équivalence des propriétés (1 a), (10),
(1e), (1 d).

(1 @) entraine (1b). Soit F une extension de E. Considérons un
sous-module maximal E' de F tel que En E'= O (complément relatif
de E) dont lexistence est assurée par le théordme de Zorn. Le
module F/E' contient (E + E')/E' ~E; c’est donc une extension
essentielle de E qui est par suite égale & E et 'on a

E+E=F, EnE=o.

(1b) entraine (1c¢). Soit N une extension injective de E
(théoréme 10.1). E est alors facteur direct dans le module
injectif N, et comme tel est injectif.

(1¢) entraine (1d). Soit P une extension injective de M tedle
que P CE. Alors E est une extension essentielle de P qui ne posséde
pas d’extension propre essentielle d’aprés la propriété 10.7. On a
donc P =E.

(%) Cest-a-dire que E est une extension essentielle de M et qu’aucune extension
propre de E n’est extension essentielle de M.

(%) On dit qu’un sous-module P d’un module Q est JSacteur direct dans Q ¢'il existe
un sous-module P’ de Q tel que Q soit la somme directe de P et P’ (¢f. N. BourBAki[ 13],
chap. VIII, §1, p. 8).

(*7) C'est-a-dire que E est une extension injective de M et gu’aucun sous-module
propre de E n’est extension injective de M.
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Enfin, (1 d) entraine (1 ). Si E n’était pas extension essentielle
de M, E contiendrait proprement une extension essentielle de M qui
serail injective puisque (1a) entraine (1d), contrairement a la
minimalité de E. D’autre part, E ne posséde pas d’extension propre
essentielle d’apres la propriété 10.7 et constitue donc une extension
essentielle maximale de M.

Il reste a montrer I'isomorphisme relativement 8 M de deux
extensions E et E' de M ayant les propriétés précédentes. D’apres la
propriété 10.7, E' est isomorphe relativement 4 M 4 un sous-module E”

de E contenant M. Mais E étant une extension injective minimale de M,
onaE'=E.

CoroLLAaiRe. —- Pour qu’un module soit injectif, il faut et il
suffit qu’il soit facteur direct dans toutes ses extensions.

Ceci résulte de I'équivalence de (1 b) et (1 d).

Définition 10.3. — Un module E satisfaisant aux propriétés du

théoréme 10.2 s’appelle (par abus de langage) I’enveloppe injective
de M et se note E(M).

3. Sous-modules isotypiques. — Définition 10.4. — On dit qu’un

A-module M est indécomposable si ses seuls facteurs directs sont O
et M.

Prorriere 10.8. — Soit M un A-module. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1a) O est n-irréductible dans M,
(1 b) Uenveloppe injective E(M) est indécomposable;

‘(1 ¢) E(M) est Uenveloppe injective de tout sous-module non
nul de M (¢f. E. Matlis [ ]).

(1 a) entraine (1b). En effet, si E(M) est décomposable, on
" aE(M)=E,PE:avecE; 2 0,E, 54 0.0nendéduit X, =E;nM 20
et Xa=E;nM O puisque E(M) est exlension essentielle de M.
D’autre part, on a X; n X, SE; nEy= O, ce qui contredit (1 a).

(1 b) entraine (1c¢). Soit M’ un sous-module non nul de M.
L’enveloppe injective E(M') du module M’ peut étre considérée
comme un sous-module non nul de E(M). Mais E(M') étant injectif,
est facteur direct dans E(M), ce qui implique E(M') =E(M).
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Enfin, (1 ¢) entraine (1 @). Si O =X, nX; ou X, et X, sont deux
sous-modules non nuls de M, E(M) ne peut étre extension essentielle
de Xy, ce qui contredit (1 ¢).

CororLuaire. — Pour que deuxr A-modules My et M,, dans
lesquels le sous-module nul est n-irréductible, aient leurs enve-
loppes injectives isomorphes, il faut et il suffit qu'il existe un
sous-module non nul de M, isomorphe & un sous-module de Ms.

La condition est suffisante d’aprés 'équivalence de (1 a) et (1 ¢).

Montrons qu’elle est nécessaire. Si E(M;) est isomorphe a E(M,),
M; estisomorphe a un sous-module M, de E(M, ) et'onaM, n M, 2 O
puisque E(M,) est extension essentielle de M,. Le sous-module non
nul M, n M, de M, est isomorphe a un sous-module de M.

Tutoreme 10.3. — Soit M un A-module artinien ou noethérien.
Soit X=X, nXyn ...NnX, unedécomposition d’un sous-module X
de M comme intersection d’un nombre fini de sous-modules
n-irréductibles sans élément superflu. L’enveloppe injective
de M/X est somme directe de n sous-modules isomorphes respecti-

vement auz enveloppes injectives indécomposables des modulesM | X;
(cf. E. Matlis [61]).

Soit ¢, : m — ¢,(m) ’homomorphisme canonique de M/X sur M/X;.
Désignons par P le A-module produit des A-modules M/X; que
nous pouvons considérer comme sous-modules de P. L’appli-
cation ¢ : 1 — (91 (M), 92 (M), . . ., 92 (7)) est uneinjection de M/X
dans P, et par suite dans le produit E des A-modules E(M/X,).
Pour établir le théoréme, il suffit de montrer que E est extension
essentielle de ¢(M/X). On a d’abord ¢(M/X)nM/X,5£ O pour
tout . En cffet, soit meM tel que m&X, et meX, pour j=1i.
L'¢lément ¢(7) est non nul et appartient & M/X,. D’apres la
propriété 10.8, E(M/X,) est'enveloppe injective de ¢ (M/X) n M/X;.
Prenons alors un élément non nul z = (24, Za, ..., zx) €E. Sii; est
I'indice de la premiére composante non nulle de z, il existe a, € A
tel que ayz, € 9(M/X)nM/X,, avec a,z,5 o, puisque E(M/X,)
est extension essentielle de ¢ (M/X)nM/X,. On opére de méme sur
la deuxiéme composante non nulle de @, 2 et l'on continue de proche
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On arrive ainsi & une décomposition du module injectif E(M/X)
en somme directe d’un nombre fini de sous-modules injectifs
indécomposables.

Les décompositions d’un module injectif en somme directe de sous-
modules injectifs indécomposables ont été étudiées par G. Azumaya
(¢f. [6]) qui a démontré en particulier le théoréme suivant :

Tutorkme 10.4. — Soit M un A-module qui est somme directe
d’'un nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables.
Pour deux décompositions de M en somme directe d’un nombre
JSini de sous-modules injectifs indécomposables,

M=M,PMD...OM=M, DM, H...HM,,

onan=n'etilexiste une permutationc del’ensemble{1,2,...,n}
telle que M; soit isomorphe a Mg, pour tout i (**).

Nous allons déduire ce théoréme du théoréme de Kurosh-Ore (**),
d’apres lequel les égalités

0=XinXgn...nX,=X nX)n...nX},,

ou X;(i=r1,2,...,n)etX, (!=r1,z2,...,n')sont des sous-modules
n-irréductibles de M dont aucun n’est superflu, entrainent n =n/.

En effet, désignons par X; le sous-module de M qui est la somme
des sous-modules M; pour j 3£ ¢, par X;, le sous-module de M qui
est la somme des sous-modules M’l., pour j'£¢'. Les sous-modules X;
et X, sont n-irréductibles d’aprés la propriété 10.8, car on a, par

exemple, M/X;~ M; et M; est un module injectif indécomposable.
D’autre part, on a

0=XsnXen...nXp=X,nX,n...nX]

n'y
ces décompositions étant sans élément superflu, d’odt résulte déja
n = n' par application direcle du théoréme de Kurosh-Ore.

Pour compléter la démonstration du théoréme, raisonnons par
récurrence sur n. Le résultat est évident pour » = 1. Supposons-le
établi pour » — 1. En écrivant

0=X,nXsn...nX,nXen...nX,

(**) Le théoréme d’Azumaya est plus général car il concerne les décomipositions
en somme directe d’'un nombre éventuellement infini de sous-modules injectifs
indécomposables. .

(*%) Cf.G.BirkHoFF [11], p. 93, ou M.-L. DUBREIL JAcOTIN, L. LesiEur et R. Croisot [23]» !
p. 122.
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et en supprimant les X}, superflus, on voit, loujours d’aprés le
théoréme de Kurosh-Ore, qu’il existe un ¢/ que nous notons (1)
tel que

0=X::1)nXgn...nX,.= X,o'('()nMj.

On en déduit l'isomorphisme M;~ (M;+ X54)/X5y. Or, on a
M, € X5,), d’od résulte que le sous-module injectif (M + X5 ) /X5,
de M/X5 >~ My, n'est pas nul et, par suite, coincide avec M/Xj,
d’aprés la propriété 10.8. On a donc M;~ Mj,. De plus, on a
M =M,P X5, ce qui entraine X, ~M/M;~ X,. Il suffit alors
d’appliquer I'hypothese de récurrence aux deux modules iso-
morphes X, et Xj ).

CoroLrsire. — Deux décompositions d’un module injectif M
comme somme directe d’un nombre fini de sous-modules injectifs
indécomposables se déduisent l'une de l'autre par un auto-
morphisme de M.

- Le cas ou tous les sous-modules injectifs indécomposables d’une
décomposition de E(M/X) sont isomorphes conduit a la notion de
sous-module isotypique.

Derivition 10.5. — On dit que X est un sous-module isotypique
de M si U'enveloppe injective de M/X est somme directe de sous-
modules injectifs indécomposables tous isomorphes (*°).

En particulier, un sous-module X n-irréductible de M est
isotypique puisque E(M/X) est alors indécomposable.

La propriété suivante donne une caractérisation des sous-modules
isotypiques de M.

Proeritte 10.9. — Pour que le sous-module X de M soit iso-
typique, il faut et il suffit qu’il vérifie la condition suivante :

X=XinX, avec X;i2X, Xod>X= il existe Y, et Y, tels que
X,;2Y,0X, X;2Y.>X et Yy /X dsomorphe & Yo/ X (31).

En effet, supposons que X soit isotypique et quonaitX = X, n X,
avec X;>X, X,>X. De XcX,EM, on déduit OcX,/XSM/X

(%) Cela signific que le module E(M/X) est isotypique au sens de N. BOURBAKI
(¢f. [13], chap. VIII, § 1, p. 12).
(5!) Cette propriété nous a été communiquée oralement par P. Gabriel.
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et E(X,/X)CE(M/X). Il en résulte que E(X,/X) est facteur direct
dans E(M/X), donc est somme directe de sous-modules injectifs
indécomposables isomorphes a ceux qui inlerviennent dans la
décomposition de E(M/X). Si Z; est 'un de ces sous-modules,
on a Z;nX,;/X# 0O puisque E(X,/X) est extcnsion essentielle
de X, /X. De méme, il existe Z, isomorphe a Z, tel que Z; n X, /X % O.
Soit f un isomorphisme de Z; sur Z,. On a

Yy =/(X,/SnZ)nXs/X 5 O

puisque Z, est extension essenliclle de X,/X. Deés lors, les
modules f~1(Y,) =Y/ et Y, sont isomorphes et de la forme Y;/X
et Y,/ Xavec XY, €X,, XcY,CX,.

Réciproquement, supposons vérifiée la condition de la pro-
priété 10.9. Soit X=X, nX;Nn ... NnX, une décomposition de X
en sous-modules n-irréductibles sans élément superflu. On a,
d’apres le théoreme 10.3,

E(M/X) =E(M/X))@...®EM/X,).

Or EM/X,)nM/X =Y, 0O puisque E(M/X) est extension
esscnlielle de M/X. De méme, E(M/X,) nM/X =Y/, £ O. De plus,
Y,nY,=0, car E(M/X,) GE(M/X,) est somme directe. Par
hypothése, Y, et Y, contiennent des sous-modules Z, et Z, non nuls
isomorphes. Or deux injeclifs indécomposables contenant des sous-
modules non nuls isomorphes sont eux-mémes isomorphes d’aprés le
corollaire de la propriété 10.8. 11 en résulte E(M/X,) ~ E(M/X,)
etl’onadelamémefagon E(M/X,) ~ E(M/X;)pourtouti =3, ..., n.
Le sous-module X est donc isotypique.

4. Décompositions en sous-modules isotypiques. — Défini-
tion 10.6. — I élant un sous-module isotypique de M, E(M/I) est
un module dont tous les facteurs directs indécomposables sont
isomorphes. La classc m d'isomorphie de ces facteurs directs
indécomposables s’appelle le ¢ype de I. On dit aussi que I est
T-1soty pique.

Propritre 10.10. — L’intersection de deux sous-modules
n-isoty piques est un sous-module n-isotypique.

En effet, soit X =X;nX,, X, et X, étant n-isotypiques. On a
EMM/X)CE(M/X,)E(M/X,). E(M/X) étant facteur direct
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dans E(M/X,)@E(M/X,), la propriété en résulte d’apres le
théoreme 10.4.

Cette propriété permet, dans une décomposition comme inter-
section de sous-modules isotypiques, de rassembler les sous-modules
de méme type. Une décomposition comme intersection de sous-
modules isolypiques de types tous différents sans élément superflu
s’appelle une décomposition réduite.

On a alors les théorémes d’existence et d’unicité suivants :

ThroreMe 10.5. — Tout sous-module N. d’un module artinien
ou noethérien admet une décomposition réduite comme intersection
de sous-modules isotypiques.

Ceci résulte immédiatement de la propriété 10. 10.

Tutoreme 10.6. — Sodent deux décompositions réduites
X=Lnhn...nL1,=I'nlln...nl,

d'un méme sous-module X comme intersection de sous-modules
isotypiques. On a n=n' et les types des 1, sont les mémes que les
types des 1,,.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 10.4.

Nous allons maintenant utiliser les décompositions comme inter-
section de sous-modules isotypiques pour I’étude des décompositions
comme intersection de sous-modules tertiaires.

Nous considérons toujours un A-module M noethérien ou artinien.
Nous supposons, de plus, que la (¥)-algtbre des sous-modules de M
satisfait a laxiome D du chapitre III. Autrement dit, nos hypotheses
sont celles du chapitre VIIL

Définition 10.7. — Soit X un sous-module n-irréductible de M
et soit € son unique résiduel essenticl. Tout sous-module non nul N
de Tenveloppe injective indécomposable E de M/X contient un
sous-module non nul de E qui a pour annulateur & et, par suite,
N a pour annulateur un idéal bilatere de A contenu dans €. Nous
dirons que € est 'annulateur mazimum de E.

Tutoreme 10.7. — Les résiduels essentiels d’un sous-module X
de M coincident avec les annulateurs mazima des facteurs
directs indécomposables E, de Uenveloppe injective de M /X.
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Soit & un résiduel essentiel de X. Il existe un sous-module Y
de M contenant X tel que <@ soit 'annulateur de tout sous-module
non nul de Y/X. Or, on a Y/XCM/XCE(M/X) et ce dernier
module est la somme directe des sous-modules E,. Il en résulte
aisément que ‘T, qui est un idéal bilatere n-irréductible, est
annulateur d’un sous-module N d’un E, et de tout sous-module non
nul de N. Par suite, € est 'annulateur maximum de E,.

Réciproquement, soit ‘¢ Dlannulateur maximum d'un E,. Le
module M/X est contenu dans E(M/X) qui est somme directe des
sous-modules E,. Or, E(M/X) est extension essentielle de M/X et,
par suite, on a M/X nE, 3£ O. Ce sous-module non nul de E, conticent
un sous-module N qui admet ¢ pour annulateur, tout sous-module
non nul de N admettant également ¢ pour annulateur. Il en résulte
que T est résiduel essenticl de X.

Les conséquences que nous allons tirer du théoréme 10.7 vont nous
permettre de retrouver, dans le cas particulier des sous-modules d’un
module, les résultats du chapitre VIII.

Remarquons d’abord qu’un sous-module terliaire est caractérisé
d’apres le théoréme 7.3 par I'existence d’un résiduel essentiel unique.
On en déduit donc :

Propritte 10.11. — Pour que le sous-module X de M soit
tertiaire, il faut et il suffit que les facteurs directs indécompo-
sables de Uenveloppe injective de M/X aient tous le méme
annulateur mazximum.

11 en est ainsi en particulier dans le cas d’un sous-module isotypique
puisque deux modules isomorphes ont le méme annulateur maximum.
Par suite :

Prorritre 10.12. — Tout sous-module isotypique est tertiaire.

Définition 10.8. — 1 étant un sous-module isotypique du
module M, son unique résiduel essentiel % est appelé l'idéal
premdier associé a 1.

Proeritte 10.13. — Deux sous-modules isotypiques de méme
Lype ont méme idéal premier associé.

Le théoreme 10.7 montre aussi que l'intersection de deux sous-
modules %-tertiaires est un sous-module Z-tertiaire. Il prouve donc
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Texistence des décompositions réduites comme intersection de sous-
modules tertiaires. Il permet également d’obtenir le théoréme
d’unicité relatif a ces décompositions. Finalement, il montre que les
résiduels essentiels d’un sous-module coincident avec les idéaux
premiers associés aux composantes tertiaires d’une décomposition
de ce sous-module.

Les réciproques des propriétés 10.12 et 10.13 sont inexactes
comme le montrent les exemples suivants dans lesquels nous
présentons, dans un anneau noethérien a gauche, des idéaux iso-
typiques de type ditférent ayant le méme idéal premier associé,
ainsi qu'un idéal & gauche tertiaire et méme premier a droite non
isolypique.

Exemple 10.1 (*?). — Soient K le corps des nombres réels
et K(y) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K et
a une variable y. Considérons les polynomes a coefficients dans K (y)
et 4 une variable z non permutable avec les coefficients et imposons
les relations z f(y) =f(y)x + f'(y), ou f'(y) désigne la dérivée
de f(y) par rapport a y. Nous obtenons un anncau A dont les
éléments peuvent se mettre d’'une maniére unique sous la forme :

P(z) =fu(y)a"+ far ()2t +. o+ fi(0) 2 + fo(7)

avec n entier positif ou nul et £, (y) 7 o.

Tout idéal & gauche de A est principal : il est engendré par chacun
de ses polynomes de degré minimum. Par suite, A est noethérien
4 gauche (3%).

L’anneau A n’a pas de diviseur de zéro. Il en résulte que I'idéal O
est premier et est un idéal & gauche n-irréductible (**). Il est donc
isotypique, son type étant défini par le corps des quotients
& gauche de A (*°).

L’anneau A n’a pas d’idéaux bilatéres autres que A et O. Par
suite, puisqu’il est unitaire, tous ses idéaux a gauche propres sont

(3?) Cf. N. Boursaki [13], chap. VIII, § 5, exercice 13, p. 6o. Cet exemple nous
a été signalé par P. Gabriel.

(%) On voit que A est aussi noethérien i droite mais qu’il n’est pas artinien
a gauche ni artinien a droite.

(%) Cf. L. Lesievr et R. Croisor [56], § 2, théoréme 1.

(%) Cf. P. GaBRIEL [34], p. 5.



108 L. LESIEUR ET R. CROISOT.

O-premiers & droite. 1l en est ainsi en particulier des idéaux
a gauche (z—a| avec a€K(y) qui sont maximaux, donc n-irré-
ductibles. Ces idéaux a gauche sont donc isotypigues et ont O pour
idéal premier associé.

Pourtant, ils ne peuvent étre du méme type que l'idéal O car
Penveloppe injective de A/(x —a| ne peut étre A-isomorphe au
corps des quotients a gauche de A. En effet, A/(x — a| n’est pas
isomorphe 4 un sous-module du corps des quotients a gauche de A
puisque l'annulateur O-.a de tout élément non nul du corps des
quotients a gauche est O alors que I'annulateur de 1'élément 1
de A/(z—a]| est (x— a|. Par conséquent, le corps des quotients
a gauche, qui n’est pas une extension de A/(z — a |, ne peut en étre
I'enveloppe injective. La réciproque de la propriéts 10. 13 n’est donc
pas exacte.

De plus, I'idéal a gauche (zr—a]| et I'idéal & gauche (z—b| ne
peuvent étre de méme type pour b % a d’aprds le corollaire de la
propriété 10.8. En effet, les modules A/(z—a|et A/(z—b| sont
simples ct non isomorphes puisqu’ils n’ont pas méme annnlateur.
L’intersection (x — @ | n (z — b| est donc un idéal O-premier & droite
non isotypique, ce qui monlre que la réciproque de la propriété 10. 12
n’est pas valable. On voit méme qu'un idéal primaire n'est pas
nécessairement tsotypique.

Ezxemple 10.2 (*¢). — On obtient des résultats analogues en
considérant I'anneau des polynomes a coefficients dans K(y) et
a une variable x avec les relations z f(y) = f(y?) z.

On voit encore que tout idéal a gauche est principal et que A est
noethérien a gauche (37).

L’anneau A n’a pas de diviseur de zéro ct 'idéal O est isotypique,
son type étant défini par le corps des quotients a gauche de A.

Un calcul facile montre que les idéaux a gauche (z — a|avecae K
et a 7 o sont O-premiers & droite. D’autre part, ils sont maximaux,
donc A -irréductibles et 'on peut répéter a leur propos ce qui a été
dit a Pexemple précédent.

Cependant, la réciproque de la propriéié 10.12 est valable dans
certains cas.

(%) Cf. L. Lesieur et R. Croisor {56}, § 7, exemple 1.
(%) A n’est pas noethérien a droite (¢f. loc. cit.).
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Prorritre 10.14. — Soit Q un sous-module tertiaire du A-
module M. Pour qu’il soit isotypique, il suffit que Uhypothése
suivante soit vérifiée :

(H) Les idéaux a gauche de A qui sont annulateurs d’un sous-

ensemble du A-module M/Q vérifient la condition de chaine
descendante.

On peut évidemment supposer que n’est pas n-irréductible.
P pp q p

i=n
Soit alors Q ::m X; une décomposition de Q comme intersection
i=1
de sous-modules X;n -irréductibles, aucun d’eux n’étant superflu;
soit & I'idéal premier associé a Q, donc a X;({=1, 2, ..., n). Nous
allons montrer que I'enveloppe injective du A-module A/ est
somme directe de sous-modules injectifs indécomposables isomorphes
enire eux et isomorphes 2 E(M/X;) pour tout ¢, ce qui établira bien
que Q est isotypique.

Soit ¢ fixé et X;=X le composant correspondant. On peut
écrire Q=XnY, X étant complément relatif de Y. L’idéal T
est de la forme €=X-.Am, avec meM, mg¢X. On a donc
(X + Am)nY > Qet, parsuite, il existe y € Y tel que y=z+2m & Q,
avec z €M, x € A. Il en résulte

X-am=X'.(z+am)=X".y, avec amé&X,

dodt Z=X:.Aam=Q-.Ay. On peut trouver, d’aprés I'hypo-
these (H), r éléments a;€ A (j =1, 2, ..., 1) tels que

2 =h(Q'.a,~y) =n(X'.a,am).

j=1 J=1
Or
E(A/X:.ajam) ~ E(X + Aajam/X) = E(M/X).

Par suite, E(A/Z) est une somme directe de sous-modules
injectifs indécomposables isomorphes a E(M/X).

L’hypothese (H) n’est pas nécessaire comme le montre I’exemple 10.1
dans lequel les idéaux a gauche (z—a| et (2 —b&| ne la vérifient
pas [si ces idéaux a gauche vérifiaient (H), il en serait de méme de
leur intersection qui serait donc isotypique].
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La propriéi¢ suivante montre que I’hypothése (H) est vérifice
pour tous les sous-modules tertiaires de M dans des cas assez
généraux.

Proeriere 10.15. — L’hypothése (H) est vérifiée quel que soit Q
sous-module tertiaire de M, dans U'un ou ’autre des cas sutvants :

(1) L’anneau A est artinien a gauche;

(2) Tous les idéaux & gauche de A sont bilatéres;

(3) Le module M est noethérien et l’anneau A est un module
a gauche de type fini sur le centre de A (**) [cf. P. Gabriel [34],
p- 19 (*)].

Dans le cas (1), il est bien clair que la condition (H) est
vérifiée.

Dans le cas (2), les idéaux a gauche de A de la forme Q- .z
avec 2 € M sont des résiduels a gauche de Qcarona Q.2 =Q-.Az
et la condition (H) résulte de la condition D du chapitre III.

Dans le cas (3), si G désigne le centre de I'anneau A, le A-
module M est un C-module noethérien. H étant un sous-ensemble
quelconque de M, considérons alors les sous-modules Q.- (Q-.H)
de ce C-module. Puisqu’ils vérifient la condition de chaine
ascendante et quon a Q' .H=Q-.[Q.-(Q-.H)], les idéaux
a gauche Q- .H de A vérifient la condition de chaine descendante.

Finalement, la propriété suivante indique deux cas ou I’hypo-
thése (H) est vérifiée pour certains idéaux a gauche tertiaires d’un
anneau A (considéré comme A-module & gauche).

Proeriete 10.16. — L’hypothése (H) est vérifiée :

(1) Pour tout idéal bilatére premier d'un anneau noethérien
a gauche;

(2) Pour tout idéal bilatére d’un anneau noethérien (& gauche
et a drotte).

(58) Ceci a lieu en particulier pour un module noethérien sur un anneau commutatif,
cas examiné par E. MATLIs (¢f. [61]). La notion de sous-module isotypique coincide
alors avec celle de sous-module tertiaire, c’est-a-dire avec celle de sous-module
primaire.

(%) P. Gabriel montre méme que, dans I'un ou Vautre de ces cas, la réciproque
de la propriété 10.13 est vraie.
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Dans le cas (1), la propriété résulte de 1'étude de L. Lesieur
et R. Croisot sur les anneaux premiers noethériens a gauche (cf. [56],
notamment propriélé 7 et théoréme 2).

Dans le cas (2), Q étant un idéal bilatére, considérons, pour
tout sous-ensemble H de A, les idéaux a droite Q.-(Q-.H).
Puisqu'ils vérifient la condition de chaine ascendante et qu’on
aQ . H=Q-.[Q.-(Q'.H)], les idéaux a gauche de Q- .H vérifient

la condition de chaine descendante.

La propriété 10.16 montre que tout idéal premier d’'un anneau
noethérien a gauche est isotypique et que tout idéal bilatére,
tertiaire en tant qu'idéal & gauche, d’'un anneau noethérien est

isotypique.
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