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THÉORIE ANALYTIQUE 

DES PROBLÈMES STOCHASTIQUES RELATIFS 

A UN J&ROUPE DE LIGNES TÉLÉPHONIQUES 

AVEC DISPOSITIF D'ATTENTE 

Par M. Fél ix POLLACZEK. 

LISTE DES ABREVIATIONS UTILISÉES. 

d. a., délai d'attente. 
d. c , durée de communication. 
e. m., E, espérance mathématique. 
cS, événement. 
f. c , fonction caractéristique, 
f. g., fonction génératrice. 
f. r., fonction de répartition. 
R, partie réelle. 
t. L., transformée de Laplace Stieltjes. 
v. a., \ariable aléatoire. 
v. a. i., variables aléatoires indépendantes. 

INTRODUCTION. 

Ci-après nous traitons les problèmes stochastiques qui se posent 
pour un système ( « groupe » ) de s ^ . i lignes téléphoniques inter­
changeables dans les hypothèses les plus larges admissibles pour les 
deux fonctions de répartition (f. r .) qui figurent dans les données de 
ces problèmes. Nous employons ici le langage de la téléphonie, bien 
que les mêmes problèmes soient soulevés dans d'autres domaines des 
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6 F. POL^ÀCZEK. 

applications; d'ailleurs l'usage de termes tels que « appel télépho­
nique », « durée de communication », « délai d'attente », etc. ne 
doit pas faire oublier que nous traitons des problèmes mathématiques, 
en utilisant au fond bien plus l'Analyse mathématique que le Calcul 
des Probabilités. 

C'est d'abord dans un travail publié en- io,34 [5] (1) et où la 
répartition des instants de production des appels était supposée 
bernoullienne ou, à la limite, poissonnienne, tandis que la f. r. ft(t) 
des durées de communication était largement arbitraire, que nous 
avons ramené la construction des f. r. des délais d'attente à la 
résolution de deux systèmes d'équations intégrales linéaires (qui ne 
diffèrent que de manière purement formelle du système unique 
figurant dans nos travaux postérieurs). Afin de simplifier la méthode 
assez compliquée de ce travail, nous avons établi en 1949 la théorie 
de certains opérateurs dits « intégro-combinatoires » [7] . Cette 
théorie nous a permis de traiter dans les hypothèses de [5] , mais 
d'une façon plus succincte, toute une classe de problèmes stochas­
tiques [ 8 ] ; toutefois la lecture préalable du travail [7] , où la notion 
de probabilité n'est d'ailleurs employée nulle part, était nécessaire 
pour pouvoir suivre les raisonnements de [8] . 

Dans le présent travail dont certains résultats ont été publiés sans 
démonstration dans deux Notes aux Comptes rendus de VAcadémie 
des Sciences [9], [11], nos méthodes ont à nouveau été simplifiées en 
observant qu'on peut faire correspondre à chaque appel s nombres 
réels tni1 . . ., tns (paramètres markoviens par rapport à l'instant de 
production du nitme appel) qui résument tout ce que le passé du 
système peut nous apprendre pour la prédiction de son avenir. Nous 
ne supposons pas la connaissance du travail [7] , sauf pour un seul 
problème, et les trois opérateurs Cv, Rv et Uis que nous employons 
ont surtout le rôle de signes typographiques, abrégeant considérable­
ment l'écriture de nos formules. 

D'une manière générale, tous les problèmes traités dans ce travail 
sont ramenés à la résolution d'un système de s équations intégrales 
linéaires simultanées, d'un type particulier et dont les premiers 
membres ne varient pas avec la nature du problème étudié. Ces équa-

(1) Les chiffres contenus entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la 
fin de ce travail. 
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tions sont valables dans la seule hypothèse que le moment f t df± (t) 

soit fini; la f. r. / 2 ( 0 des intervalles entre des appels consécutifs 
est tout arbitraire, sauf au chapitre II où elle est supposée continue. 
Toutes les f. r. et probabilités que nous étudions, sont considérées 
en fonction des paramètres markoviens t0i, . . . , tQs relatifs à l'état 
initial du système de lignes. Par exemple, la fonction génératrice (f. g.) 

$(?> s ) = 2 * n E ( < r - V T . . | f o v ) [équ. (1-46)] 

, /1=0 

des transformées de Laplace-Stieltjes (t. L.) des f. r. des délais 
d'attente rn de tous les appels est exprimée, au moyen des s solutions 
du système d'équations intégrales correspondant à ce problème, par 
une somme d'intégrales de Fourier par rapport aux £0v 

Noire théorie ne permet pas, du moins dans sa forme actuelle, de 
conclure, dans les hypothèses générales mentionnées plus haut, à l'exis­
tence de grandeurs d'équilibre statistique telles que Uni 'E(e~(I'Zn \ t0v) 

(démontrée pour cette limite en toute généralité par MM. J. Kiefer et 
J. Wolfowitz [3] par une méthode probabiliste). Mais quand on 
possède le $ ( # , z) correspondant, on peut en tirer cette limite ou, 
plus généralement, le développement asymptotique de la rcième f. r. 
de délai d'attente pour les grandes valeurs de n. Pour cette raison 
il est important de savoir que dans certaines hypothèses exposées 
plus loin nos équations intégrales peuvent être résolues, offrant ainsi 
les seules possibilités de calcul effectif de grandeurs, stationnaires 
ou non, de la théorie des attentes. 

Nous traitons dans le chapitre I la construction des t. L., des f. r. 
des délais d'attente successifs et passons ensuite aux t. L. des f. r. 
de paires, de triplets, etc. de tels délais. Les raisonnements de ce 
chapitre sont facilités par un théorème sur la convergence absolue 
de certaines intégrales n-uples, démontré dans le supplément S I . 
Dans le chapitre II nous construisons les f. g. de différentes proba­
bilités, par exemple celle des probabilités pour que le /i ième appel 
trouve exactement 1 lignes occupées. Les intégrales multiples 
utilisées dans ce chapitre ne convergent pas absolument, ce qui 
nécessite différentes modifications des raisonnements. Dans le 
chapitre III nous étudions la répartition des paramètres marko-
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viens tnl, . . ., tns. En outre, nous traitons les problèmes du chapitre I 
dans Thypothèse additionnelle du blocage temporaire qui implique 
une forme plus générale du système d'équations intégrales. Dans 
le chapitre IV les équations intégrales sont résolues partiellement 
pour tout entier s dans l'hypothèse où fi(t)=: i— e~l, la f. r. / a ( 0 
étant arbitraire; on en tire des formules pour les f. r. et proba­
bilités étudiées aux chapitres I et IL Ensuite, on montre dans 
le chapitre V sur l'exemple s = 2 que dans chacune des deux 
hypothèses suivantes le système d'équations intégrales peut être résolu 
par des formules où figurent une partie des solutions de certaines 
équations transcendantes, mais ni des séries ni d'autres processus 

infinis : i° Lorsque la t. L. f ezt df±(t) est rationnelle, / a ( 0 étant 

arbitraire; 2° lorsque / eztdf2(t) est rationnelle et q u e / i ( £ ) est 

une fonction en escalier, à « gradins » de même largeur. Les méthodes 
exposées ici permettent donc de résoudre, au moyen d'un nombre 
fini d'opérations, tout problème dont les données sont conformes 
à une de ces deux hypothèses. En outre, nous indiquons dans ce 
chapitre de quelle manière nos équations intégrales, ainsi que la 
méthode de leur résolution, se modifient dans l'hypothèse d'un 
encombrement total des s lignes. 

Pour ne pas interrompre trop souvent l'exposé de la théorie, 
différentes démonstrations et transformations analytiques ont été 
renvoyées dans des suppléments. Remarquons enfin que la méthode 
utilisée ici permet aussi d'établir la théorie des problèmes stocha­
stiques du groupe de lignes sans possibilité d'attente [10]. 

Qu'il me soit permis de remercier ici M. Emile Vaulot, qui a revu 
le texte et lu les épreuves de ce Mémoire, ainsi que de celui [12] qui 
l'a précédé dans ce Mémorial. 

CHAPITRE I. 

CONSTRUCTION DES TRANSFORMÉES DE LAPLACE STIELJES 

DE DIFFÉRENTES FONCTIONS DE RÉPARTITION DE DÉLAIS D'ATTENTE. 

Dans ce qui suit, nous appelons « groupe » un ensemble de 
plusieurs lignes téléphoniques interchangeables reliant, chacune, 
les deux mêmes points terminaux. En supposant que les appels qui, 
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faute de lignes libres, ne peuvent être acheminés immédiatement, 
attendent leur tour (sans renoncer à leur communication), nous allons 
transformer les problèmes stochastiques qu'on étudie habituellement 
dans ce domaine, en des problèmes d'Analyse mathématique, 
nécessitant dans chaque cas la résolution d'un certain système 
d'équations intégrales linéaires simultanées à variables complexes. 
Dans différentes hypothèses sur les f. r. qui figurent dans les données 
de nos problèmes, nous traiterons ensuite de la résolution de ces 
équations intégrales. Comme hypothèse essentielle nous supposons 
que les appels produits sur ce « groupe » sont traités suivant leur 
ordre de production) c'est cette hypothèse, imposée par les besoins 
de la pratique, qui rend difficile la théorie des problèmes en question. 

Désignons par s( ^ i ) le nombre de lignes du groupe, par 

( l . i ) X„ ( X r a ^ X A i 4 1 ; /1 = . . . , — 1, o, 1, . . . ) 

l'instant de production et par T „ ( ^ o ) la durée de communi­
cation (d. c.) du nième appel. Nous considérerons les T n comme 
des variables aléatoires indépendantes (v. a. i.) ayant toutes la 
même f. r. 

(1.2) Prob(T< 0 = / i ( 0 [ /1(0) = 0 , / , ( + 0 ) ^ 0 ] . 

De même, les intervalles de temps 

(1.3) Yn=Xn+i-Xn (^o) 

entre les instants de production d'appels consécutifs seront consi­
dérés comme des variables aléatoires (v. a.), stochastiquement 
indépendantes aussi bien entre elles que des T n , et ayant toutes la 
même f. r. 

(1.4) P r o b ( Y < j ) = / 2 ( 7 ) [ / .(0) = 0 , / , ( + 0 ) ^ 0 ] . 

Nos développements, à l'exclusion de ceux du chapitre II o ù / 2 ( y ) est 
supposée continue, restent valables pour la f. r. impropre/2(o) = o, 
f2 (y) = 1 (y > o), qui rend Y identiquement égal à zéro. 

Les s dernières fins de communications provenant d'appels 
antérieurs au nième appel (donc d'indices <C n), prises dans un ordre 
quelconque, seront désignées par 

( 1 . 5 ) X/j-h tni, ..., X n - h tns. 

En vertu de notre règle de priorité, les tn^ résument de manière 
exhaustive ce que les événements relatifs à des appels d'indices < n 
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peuvent nous enseigner sur ce qui se passera à partir du nibme appel. 
Pour cette raison, les tnw peuvent être considérés comme des para­
mètres « markoviens » par rapport à l'instant X n . 

Nous désignerons par 

(1.6) min(0(a,, . . . , an) (« = i, 2, . . . ; mint^^min) 

le ilème des nombres réels fll5...,an, rangés par ordre de croissance. 
En outre, nous utiliserons la notation 

(1-7) a + = m a x ( a , o) 

et écrirons respectivement min<')+ et min+ au lieu de [min^)]+ 

et [min]-*-. De même seront employées, le cas échéant, les notations 
analogues max<'>, max(')+, max = mai»1' et m a i + = max*1^. 

En vertu de notre hypothèse principale, le délai d'attente (d. a.) 
zn du /&ième appel s'exprime comme suit par les grandeurs t,„ 
[équ. (1 .5) ] : Tn est égal à m i n ( ^ 1 ? . . . , tns) lorsque ce nombre 
est positif, et à zéro dans le cas contraire. Au moyen de (1 .7) nous 
obtenons donc la formule 

qui montre que r„ est une fonction symétrique des tn^. 
En vue d'établir une relation entre les *„v et les grandeurs 

analogues tn_it^ observons qu'avec nos notations, la {n — i)16*6 

communication prend fin à l'instant Xn_1 + ? „ _ ! + T ^ . En vertu 
de (1 .8) et (1 .5) les s dernières fins de communications provenant 
d'appels d'indices < n sont donc, à l'ordre près, 

i Xn-i-h m i n + ( V - i , i , . . . , tn-itS) -+-TV.,, 
x « - i - t - m i n ^ ^ ^ . . . , ^ _ , j 5 ) , 

5 

Xra_, -f- m i n ( ^ ) ( ^ _ l ï l , . . . , tn-ijS). 

D'autre part, ces grandeurs peuvent être écrites sous la forme (1.5), 
et comme nous ne rencontrerons, dans ce qui suit, que des fonctions 
symétriques des £„v, nous pouvons poser par exemple, en utilisant 
la notation (1 .3 ) , 

( *„ ,= min+ ^ - i . v - f - T ^ - Y , , - ! , tn2= minW ^ _ 1 ) V - Y „ _ 1 } . . . , 
( l . i o ) { ^==1...,. v = i , . . i f 

j tns= min(*> ^ - i , v — Yn-i (n = 1, 2, . . . ) : 
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Ces formules de récurrence nous permettent d'exprimer les tnyt et, 
par conséquent, le d. a. Tn [équ. (1 .8 ) ] , par les 2/ iv . a. i. 

( l . n ) T0, Y0, . . . , Tn_,, Yw_, 

et les s fins de communications (par rapport à l'instant X 0 ) 

( 1 . 1 2 ) toi> • • •? tQs. 

Nous considérerons les s nombres t0v comme donnés et utiliserons 
les formules (1.10) en premier lieu pour déterminer les f. r. condi­
tionnelles 

( l . i 3 ) p*(*|*ov) = Prob ( ! :„<* |*oi, . . . , *o*) (/1 = 0, 1, . . . ) 

des d. a. des appels successifs. 

En vertu d'un théorème de M. P . Lévy ( [4] , p. 38), la f. r. / ( # ) 

d'une v. a. X peut être exprimée au moyen de sa fonction caractéris­

tique (f. c.) EeltX= f ellxdf(x) [E désignant l'espérance mathé-

matique (e. m.) d'une grandeur aléatoire] ; pour obtenir la f. r. (1.13), 
il suffirait donc de construire l'e. m. conditionnelle E(e"T" | £0v)-
Mais comme la v. a. rn est ^ o , l'e. m. E(e~q~n | £0v) existe et est 
continue pour R(y) ^ o. Pour R(y) > o, cette e. m. est une fonction 
holomorphe de q dont l'utilisation présente des avantages, tandis 
qu'en renonçant à n'employer que des valeurs purement imaginaires 
de q, on parvient à une simplification notable d'une partie des 
formules de cette théorie. Nous allons donc construire E(e~gTn \ t0w) 
en supposant en général R (^ ) > o, ce qui suffit pour le calcul de 
laf. r. ( I . i 3 ) . 

En considérant les paramètres t0v [équ. ( I .12)} comme donnés, 
zn est une fonction des v. a. ( l . i i ) , respectivement de f. r. (1 .2) 
et (1 -4) 5 il vient donc, en désignant toujours la variable d'intégration 
correspondant à une v. a. donnée par la minuscule correspondante, 

(I.14) E(e-^n |*0 v)= f" df,(tQ) f* df2(y»)... f ^ / , ( ^ , ) r°°^/2(j„_i) 

X exp[— q^n(to, 7o, • • - , tn-i, yn-\\ *oi, - . . , tos)]-

En vue de calculer pas à pas cette intégrale de Slieltjes, posons 

!

r* 00 r» 00 

J n 0 = C - 7 T - ; J W , , - M = / dft(ta-j-i) I df^yn-j-i)}^ 
( y = o , . . . , n —1), 
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d'Où 

(1 .16) 
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J««=E(e -<7^ |*ov) ; 

nous verrons que Jnj- (j = o, . . ., n) peut être représenté sous forme 
d'une somme d'intégrales de Fourier par rapport aux s paramètres 
réels £,1-,,1, . . . , tn_J>s relatifs [voir équ. (1 .5) ] aux appels 
d'indices < n—/. En vertu de ( I . 7 ) et (1 .8) nous avons d'abord 

( I . 1 7 ) e-*7-c„= exp[— q min+(tni, 

Appliquons ici la formule 

exp[— q min+(ai, . . . , a,)] 

tns)]-

(27C 

(*•!») 

dz\... dz^ 
zx...zs 

où l'intégrale s-uple sera étendue au produit de s courbes Ci, . . ., G* 
suivant la figure 1, ou à des parallèles à l'axe imaginaire, situées 
à droite de cet axe. Pour s = 1, cette formule prend la forme 

( I . 1 9 ) e-qa+ = j . 
q dz 

z(q r+- z) [R(q + z)>o] 

+c 

Fig. 1. 
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et se démontre en amenant la courbe C vers l'infini des demi-plans 

droit ou* gauche, selon que a Z p o u a > o ; —. / s'avère nulle dans 

le premier cas, et égale, dans le deuxième cas, à la spmme des résidus 
aux pôles z = o et z = q. Pour s>i, on démontre ( I . 1 8 ) d'une 
manière aussi simple par induction complète ( 1) . 

En portant les expressions (1 .17) et (1.18) dans la première 
équation ( 1 . i5) , nous obtenons la formule 

( I . 2 0 ) Jn0 = e-^n= 1- s-- i - f... fe* 
(2*0*/c» Je. 

dzs 

?+"2*v 
z 

qui met en évidence que J^o est une fonction symétrique des tn^. 

Substituons dans (1 .20) les expressions (1.10) et supposons pour 
le moment, afin de simplifier l'écriture, que 

( 1 . 2 1 ) tn—,,,^ tn—1,9^.. . ^ tn—\,s; 

il vient ainsi 

(4 .22) ^ ^ V S V = ( # - 1 , 1 -f-^n-t — yn-l)Zl + 2 J ( ^ - I , V ~ / « - I ) ^ 
v—1 v=» 

s s 

= t n-, £, — yn- l / ^ v + *n-lf l g l + / / / i - l , v g v 
l 2 

On reconnaît alors que l'intégrale s-uple (1.20) qui est absolument 
convergente (voir le supplément S I ) , converge uniformément par 
rapport au paramètre yn~i.^± o. Pour calculer l'intégrale 

f dfi (t,,-,) / dft(yn-l)ïnQ, 
0 •'o 

(1) Au lieu de / nous utiliserons parfois la notation / ; de même, nous 

écrirons / -> lorsqu'un chemin d'intégration peut se confondre, sauf dans un 
«^-îN + O 

voisinage de l'origine, avec le segment (— iN, iN) de l'axe imaginaire. 
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nous sommes donc en droit d'intégrer par rapport à df2(yn_i) sous les 
s 

-Yn-\YjZv 

signes d'intégration de (1 .20) , ce qui transforme le facteur e * 

d/2 (y) e » . De même, après avoir 

modifié l'écriture de (1 .20) , pouvons-nous intervertir les opérations 

/•"...<*/,(*«_,) et P . - f • 

L'expression obtenue ainsi pour ini peut être transformée en une 
somme d'intégrales de Fourier relatives aux paramètres frt_i,i, et dont 
la forme met en évidence que Jn\ est une fonction symétrique 
des Jn-i,/; ensuite le procédé que nous venons d'indiquer peut être 
répété pour construire successivement tous les inj [équ. ( I . i 5 ) ] . 
Pour aboutir d'une manière générale à la construction de ces inté­
grales, nous admettrons maintenant que pour un certain / ^ o, 
$nj peut être représenté par l'expression 

(1.23) j „ y = y — i — ^ ç... çvrA Zu . . . , ^ ; y*v ) 
~-(2:w)>VCi Jcx \ vti / 

AU Z!...Z\ 
i',.. ,X'=i 

où, pour 1 ̂  1, la somme \ ^ sera étendue à toutes les G* combi-
i', . . , V = i 

naisons A à 1 des indices 1, . . ., s; pour 1 = o, nous posons 

1 ' A/ V = i 

le terme initial de la somme ^ étantainsiégalà^0(o) .Les fonctions 
X=o 

auxiliaires ^ A (^ i j •••, A ï y ) I qui n'interviennent dans (1.23) que 
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1 1 
pour / = 2 ^ v l sont symétriques en z±, . . . , z\, holomorphes 

V = l J 

dans le domaine 
(1.24) R ( * i ) > o , . . . , R ( ^ x ) > o ; R ( 7 ) > o , , 

et continues [pour R(^ ) > o] dans le domaine 

(1.25) R ( * i ) ^ o , . . . , R ( * x ) ^ o ; R ( 7 ) ^ o ; 

où elles vérifient des inégalités de la forme 

(1.26) I ^ - ^ ; J ) I < J ^ | (x = 0 , . . . , 0 . 

Enfin la fonction vJS s'exprime comme suit par p/0, . . . » *7,j-i : 

(4.27) ^ ( ^ - - - , ^ 5 7 ) = - 2 S vM*i'> ••-, *V\y)-
\ = 0 1', . . , ) / = 1 

Nous démontrerons qu'alors l'e. m. 

J / , l / + i = E(e-<r*n | ^ _ y _ l j V ) [équ. ( I . i 5 ) ] 

s'exprime elle aussi par une expression de la forme (1 .23) , avec des 
fonctions auxiliaires fy+i,x ayant toutes les propriétés admises pour 
les Vj\. Comme les relations (1.23) à ( I . 27 ) sont satisfaites, en 
vertu de (1 .20) , p o u r / = o avec les fonctions auxiliaires 

ç™(y) = Trirz' 001 = . . . = ^ - 1 = 0, 
ti.28) { q~^:y 

v<>s(zu . . . , * , ; ?)=—-!-, 

nous aurons ainsi démontré la formule (1 .23) pour tout y ^ o ; en 
particulier, cela nous permettra d'exprimer Jnn [équ. ( I .16 ) ] en 
fonction des grandeurs t0y. 

Pour simplifier l'écriture de nos formules, nous utiliserons dés 
opérateurs Cv, Kv, XJ\S définis comme suit : 

d-29) Cv/(*v) = ^ . T / ( * v ) ^ ( V = I , 2 , . . . ) , 

(1.3o) K v / ( * v ) = / ( o ) ( v = 1 , 2 , . . . ) , 
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s s u»=riK-n^ 
V = l V = l 

(4.30 { u^= 2 G i - - G >[r i ( A ) K v ~n l ) c v ] 
r, .,X' = i 

J ^ ( A Î = J J ( v ^ i ' , . . . , V ) ; X = L, . . . , * - - I ; * = I , 2 , . . ; 

nous écrirons parfois Ux*(i, . . ., s) pour indiquer que U\s se rapporte 
aux variables d'intégration z^ . . . > zs. 

En substituant à vJS, dans (1 .23) , le deuxième membre de 
l'équation ( I . 2 7 ) et utilisant les opérateurs UAJ, nous obtenons 
pour 3flJ la formule 

s — l 

(1.32) J « / = ^ U x , c v - 1 O/AI -si', . - . , z\>\ 2JZ'' )> 
A = 0 \ V = l V 

et en particulier, la formule (1.20) se transforme, en vertu de (1.28), 

en 
s — l S i . . * / ' \ 

(1.33) J,io = < 2 j U ^ e 1 v0\[ zi', . . - , *>/ï J^*v I-
X=o V 1 / 

Dans la formule ( 1 . 3 2 ) dont la symétrie, en tant que fonction 
des ^n-y,vi résulte de la propriété des *yA, d'être symétriques 
en Zi, . . . , z\, nous allons poser, de manière analogue à ( I . 2 1 ) 
et ( I . 2 2 ) , 

. . ~ . 1 /itn—j,yZy — tn—j—\Z\ yn—j—\ / x
zv "+~ ^n—j~ 1,1 -Si ~+" y J ̂ w—/'— 1 ,v ^v 

» V = l V = l V = 2 

( * « — / — l , l i = tn—/—\,î^' « - ï = ^/l—/—l,j)-

En effectuant les intégrations indiquées dans ( l . i 5 ) , nous 
rencontrons les t. L. des f. r. fi(t) et f2(t) qui seront désignées 
respectivement par 

(1.35) »!(*)= f~e**dfx{t)> e,CO= r " « - ' r f / , ( 0 ^ i [R(*)^°]î 
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nous ne supposons rien, dans ce chapitre, sur la convergence de ces 
intégrales pour R ( z ) > o , ce qui nous contraindra plus loin à 
modifier le chemin d'intégration G4 dans une partie de nos 
formules. 

En vertu de l'inégalité (1.26), les intégrales multiples qui figurent 
dans (1 .32) , c'est-à-dire dans (1 .23) , convergent absolument. 

S I 

Gomme, en raison de l'inégalité << 1, cette convergence 
est uniforme gar rapport à 7„_y_i, nous pouvons intervertir l'inté­

gration / • •• df2(yn-j-i) avec les intégrations dont les opéra-
«- 0 

teurs U\s se composent; il vient ainsi au moyen de (1.34) et (1.35) 

A = 0 

(1.36) f ^ ^ / 2 ( 7 ^ / - , ) = 2 ^ exp( ^ - / - 1 , 1 ^ + 2 ^ - 7 - 1 0 ^ 7 ) 

— 2 * v r 'M *i ,>—j*vï2i X e'»-7-i *i £9 

Avant d'effectuer l'opération / • • • dfi (^ -y- i ) indiquée dans 

( l . i 5 ) , décomposons comme suit le seul facteur des fonctions 
à intégrer qui contient tn_j-± : 

(1 .37) e « n - ; - i 3 i = I + ( e ^ - l ^ - l ) . 

Dans la partie du deuxième membre de (1.36) qui correspond au 
deuxième terme de cette décomposition, le chemin d'intégralion/de 

C I = _ L r . . . * i 

1x1 Jc zv 

peut être amené dans l'axe imaginaire, puisque la fonction 

Zi 
( e ' » - / - ^ i - i ) 

est holomorphe en zx—o) les opérateurs UA* modifiés ainsi s e r o n t s ^ " w^ 

désignés par UAJ. En excluant un voisinage du point zt— o, les 

intégrales multiples contenues dans \J\S convergent uniformément 

par rapport à tn_j_A. Mais la dernière fonction est égale à tn_j_i 

pour zi=o; en général elle n'est donc pas bornée au voisinage 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N° 1 5 0 . 2 
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de Zi= o et pour être en droit d'intégrer par rapport à dfl(tn_j_l) 
sous le signe UA„ nous supposerons que 

(1.38) E(T)= f°tdMi)<«>, 

c'est-à-dire que l'e. m. des d. c. Tv est finie ( 4 ) . 

Dans cette hypothèse, l'opération / - - - ^ / 1 ( ^ - / - 1 ) trans-

forme (1 .36) , en vertu des formules (1 .15) et 1.35), en 

«,/+1= 2 U x * e X P ( ^ - / - ' i 1 Zl "*" Z J ^-/-1,v-Sv I 

X 4-2,- ^/AI *r , -^)/ » ^V zv 

(1 .3 9 ) { 

1 

S — l / A 

• 2 ^ e x p ( ^ - / - 1 , 1 ^ + 2 ^ - ^ 1 ^ ^ Hei(*i)—ii 
A = 0 \ 2 

X £ 2( ~~2* v )^x( •si'î •••' - ^ 2 ^ 
( ^ - / - 1 , 1 = ^ ^ « - / - 1 , V Î V = 2, . . . , 5 ) . 

Au moyen de différentes opérations le deuxième membre de 
cette formule peut être transformé en une somme d'intégrales de la 
forme (1 .32) , ce qui démontre la formule (1.32) pour t o u t / ^ o . 
Afin de ne pas interrompre l'exposé de notre théorie, nous admettrons 
ici le résultat de cette transformation dont la démonstration se 
trouve dans le supplément S 3. Conformément à (S3.3i ) et (S 3.32), 
il vient donc 

^ 1 S* - / -* / 
( 1 . 4 o ) J / l > / + i = ^ J U x ^ 1 *VM,A( *i': 

X=o \ 
*X' ;2**)' 

( » ) Notons toutefois qu'en remplaçant les intégrales / l- contenues dans 

les U*, par lim / + / . . . _ l î , nous pourrions renoncer à l'hypo 

thèse (1.38). 
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où nous avons posé 

i py-+-ijA(*i, ..., z\;y) 

= **(—y)vM*u--->**\y)+-^£f ^'(7—2*v"~g 

#-? ̂  
— £^( —2^—C )^/,A+I( 5, «1, ...,*A;2*vH"£ ) Î Ç 

(X = o, . . . , s — i ; / = o, 1, . . . ) 

(1-40 j*v ) ^ ( - 7 ) ^ + 1 ( ^ *u •••> ^ x ; 7 ) 

x \ / x 

\ 

la fonction vJS qui figure dans la dernière de ces formules étant 
donnée par ( I . 2 7 ) . On voit immédiatement que, de même que 
les P/X, les fonctions ^/-M,A sont symétriques en zi, . . . , z\] dans 
le supplément S 4? nous démontrerons que ces fonctions possèdent 
aussi les autres propriétés admises pour les *yA et, en particulier, 
qu'elles aussi vérifient l'inégalité ( I . 2 6 ) (avec des constantes 
appropriées ct et c2). 

De (1.32) nous tirons, en vertu de (1 .16) , la formule 

(I.42) E(e~^n | *0v) =2jVsl e l vn\i zx>, . . . , 5 ^ ; JJ^sx 
A = 0 

(71 = 0, I, . . . ) 

qui exprime notre e. m. conditionnelle ^n fonction symétrique des 
données t0l, . . ., t0s. 

Notre problème revient ainsi à celui de la construction des 
fonctions fVA(*i, • • •> z\] 7 ) ; pour y parvenir, nous introduisons 
les fonctions génératrices de ces fonctionsr les séries 

(1 .43) V A (* , , . . . , Z\\y)=^Z» Vn\(zu •••» Z^y) (X=aO, . . . , S) 

qui, en raison des inégalités (1.26), convergent dans le domaine (1.25) 
pour | z | assez petit. 
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En ajoutant, pour chaque X, toutes les équations (1.4.1), multipliées 
respectivement par ^ + i , et tenant compte de (1 .28) , on obtient 

(1-44) { 

,*v )«•(—7)V/.+i(î , ^ i , . . . , zy,y) 

- ^ o / - 2 ^ - U V x + 1 / ç , zu . . . , 3 A ; 2 - » V + U U 

[('-?' 

1 = ^ 0 ^ ^ ( ^ * O r . . . , * - ! ) , 

et de la même façon on tire de (1.27) la formule 

S .S 

(1.45) 2 2 VÂ O * ' » - " I . « X ' ; J O = O. 
À = O i', . ,X» = i 

En ajoutant ensuite toutes les équations ( I . 4 2 ) , multipliées 
respectivement par zn, nous obtenons 

s 

(1.46) 2^^(^^1^)=2^^^^(-3^ •••.JVîj*)-
« = 0 A—0 \ 1 / 

Cette formule ramène la construction de la f. g. des e. m. E(e~(IZ»\t^) 

à celle des fonctions VA, lesquelles sont déterminées de manière 

univoque par les équations (1 -44) et (1 -45). 
Avant de nous occuper de la résolution de ces équations, nous 

allons employer notre méthode pour représenter, de manière analogue 
à (1-46), les f. g. de différentes autres e. m., relatives à des 
probabilités composées. D'abord, les probabilités (f. r. à deux 
variables) 

( 1 . 4 7 ) ( ?".»'(*> *'l'ov) = P r o b ( T w < * , tn+n'<t'\t0v) 

\ ( < > o , /'><>; *, w ' = o , 1, . . . ) 

peuvent être exprimées au moyen de leur5 t. L. 

(1 .48) E(e-*/*.-l"tH+n.\t0v) [R(?)^o, R(?')^o], 
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e théorème de P. Lévy s'appliquant ensuite tout comme dans le cas 
l'une seule v. a. (voir, par exemple, [ 1 ] , p . Ï O I ) . 

Ces e. m. vérifient l'identité évidente 

1.49) E(e-^n-7'Tn+«, | *ov) — E [e-*7^ E(e-? 'W»' | f„v) | f 0 v ] . 

En remplaçant dans la formule ( I . 4 2 ) q, t0v et n respectivement 
>ar q', tn^ et ri, il vient 

^ à— / ' \ 
1 . 5 0 ) E(e-^n+nr |fBV) = 2JJue x vn'll zx>, . . . , zh>; J^z^ J 

l=o \ 1 J 

;t en multipliant par e~qXnz'n' et sommant de ri=o jusqu'à ri = oo, 

m a 
90 

1.5i) e-^«'2*'"'E(e~7 'T"-H*™) 

n' = 0 

^ » - * / ' \ 

X=o \ 1 / 

: e~VT» 

îous avons désigné ici par V\(z±, . . . , z\\ zf, q') les solutions des 
îquations (1 .44) et (1.4^)? formées (au lieu de z et q) avec zf et qf. 

Pour transformer le deuxième membre de (1 .5 i ) où, en vertu 
le (1 .8 ) , 

zn= min+ tM, 

m une expression de la forme (1.32) ( p o u r / = 0 ) , nous utiliserons 
'identité (S 3.25) du supplément S 3 qui permet d'exprimer des 

Droduits de la forme e^min+{Cl' ' ^ U ^ e * / ( zt, . . ., z\) > * v J 

JOUS forme d'une somme d'intégrales de Fourier par rapport aux cv. 
\.u moyen de cette identité on obtient la formule 

eo 

1 . 5 2 ) e-qtn \ ? z'
n ' E ( e-<J '*»+»' I tnv ) 

n'=0 

s — l 

= 2 U x * c l ^ \ **'' •••, ^ ' ï 2 j * v 

X=o \ 1 
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on a posé ici 

(1.53) \ ^t*1' - - - ^ 5 7 ) = 1^(^ , . . . , ^ ; 7 ; ^ , ^ ) ] [ - ^ 

( [ R ( « 1 ) ^ o , . . . , R ( * x ) ^ o , R ( 7 ) ^ o ; X = o, . . . , * — i], 

en utilisant la notation 

(1.54) [/(*i, ...,*x;7)][Ç]= (y-2^v~0 

x (^-2^)^^--^^^^^^^(^---^^2^) • 
L'opération E ( . . . | *0v)* indiquée dans (1-49)» peut être effectuée 

dans le deuxième membre de (1.52) de la même façon que précé­
demment dans (1 .33) eft 'on obtient ainsi la formule 

s 

(1.55) 2 *'"' E(*-VWW | ,,v) = ^ U,, e - " " W «.,...,*•; ]£*v ), 
n'=o A = O \ i - / 

les fonctions v™ et t>n]> (n = i, 2, . . . ; X = o, . . . , s) se déduisant 
des s fonctions vfâ [équ. (1.53)] au moyen de (1.27) et de la formule 
de récurrence ( 1 - 4 0 - Dans le supplément S 5 nous avons démontré 
que les vft ont les propriétés de symétrie, continuité et analyticité 
des Vj\, et qu'elles vérifient dans le domaine (1.25) une inégalité de 
la forme 

(1.56) \M{*u...,*;S)\< | y + 7 t g > | (/ = <>,,,...;x = o,...,s). 

Par conséquent, les séries 

(1.57) 

00 * 

Vi2' (*„ ..., Zl; y; z, q, z', q") = J J ^"»1' («H • • •» *k\ T, 9> *', «0 
n=.0 

( X = 0 , . . . , * ) 

convergent dans le domaine (1.25) pour | z | assez petit. Pour les V(
A

2) 

on tire des formules ( l - 4 i ) et ( I . 2 7 ) (appliquées aux v™) e t (1 .53) 
des équations intégrales qui ont la même structure que les équa-



THÉORIE ANALYTIQUE DES PROBLÈMES STOCHASTIQUES. 23 

ions (1-44) e t (1-45); au moyen de la notation (1.54) ces équations 
>rennent la forme 

1.58) (i - z fis(-7)) Vi9) (*„ . . . , zX; 7 ) 

= [V A (* i , . . . , *x;7;* '> ^ ) ] ^ 1 (X = o , . . . , 5 — 1), 

1-59) 2 2 vi2)(3l, . . . , ^ ; j ) = o . 
A = 0 1 ' , . . . , 7 / = 1 

oc 

En effectuant dans les deux membres de (1.55) l'opération N ' • 'zn 

nz=0 

jui, en vertu des inégalités (1 .56) , peut être permutée avec les UAJ, 
îous obtenons la formule 

I.60) 2 ^ ^ " E l ^ ^ ^ V » - ! ^ ) 
n, / i ' = 0 

= 2 U)^ei V M *i '>-- - ,^2^ 

jui ramène la construction de la f. g. des e. m. ( I .48) , donc celle 
les f. r. pn,,i'(£, tf\t0y) [équ. (1*47)] a ^a construction des 
onctions VA

2). 
De la même façon on reconnaît que 

1 .6l) V S**'" V"''E(e-^»-7'Wn'-?ffW«/+»» I *ov)> 
n, n',n" = 0 

= 2 ^ ' vW st.,..., *x.;2*v), 
A = Q' 

les fonctions Ylx)=\^)(zi, . . . , £A; 7 ; s, 9, s', g ,̂*", ĝ ) satisfaisant 
aux équations (1 .58) avec [VÇ* (zl9 . . ., sA; 7 ; *>, gr', z\ / )}"?> 
pojir deuxième membre, et à (1,5g) ; on peut continuer ainsi en vue, 
ie construire les f. r. analogues à plus de trois variables. 

Des équations (1 .46) , ( I .60) , (1.61) résultent différentes 
propriétés des fonctions VA, VA

2), VA
3Î que nous nous bornons ici 

à établir pour les seules VA, solutions des équations (1-44) e t (1 -4^)-
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Au moyen des formules ( I . 29 ) à (1.31) (où les variables d'inté­
gration seront désignées par Çv) et (1-45), l'équation (1-4^) prend 
la forme 

•v>(t,,...,t,;it,)^^f. 
Effectuons dans les deux membres de cette formule les s opérations 

(1.63) f e-svov... zv dtov [ R ( ^ v ) > o ; v = 1 , . . . , s]; 

dans le premier membre, nous pouvons intégrer terme à terme, et 
en plaçant dans le deuxième membre les Cv de telle manière que 
les s inégalités R(sv—Kv) > à >> o soient vérifiées, il vient 

s 

JZ^ „<*> „<*> — 2 J 3 V * 0 V 

(1 .64) 2jZn / • • • / e » E(e-9tn\t0v)zidt01...zsdtos 

A = 0 l ' , . . , A ' = l V ' W L*' \ v = i / 

zy dZi* ^ # ^ zy a%V m 

Ci'(*i'—Ci') ' ' ' ÏA ' (^A '—Cv) ' 

Comme les fonctions VA I Ci, . . ., ÇA; 2 ^ v ) s o n t n ° l ° m o r P n e s 

et 0 ( 2 ^ v ) ^ a n s *e domaine R(Çi) > o, . . ., R(£A) > o, chaque 

intégrale —. / • • • =-7-̂ —^Vr est égale au résidu de sa fonction 
b 2^iJ C v Çv(*v—Sv) & 

à intégrer au point £ v = sv, de sorte que le deuxième membre de (1.64) 
s'avère égal à 

2 2 ^ ( ^ - - - 5 ^ 2 ^ / [ R ( * v ) > o , v = i , . . . , * ] . 
7,=:0 1',. .,X' = 1 \ V = l 1 / 

Pour obtenir une relation plus générale, observons que chaque 
terme du deuxième membre de ( I . 6 2 ) où figure un £ov^ o, s'annule, 
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r alors la fonction à intégrer de l'intégrale correspondante / • • • dÇv 

t holomorphe et 0 ( | Çv |~~3) dans le demi-plan droit. Pour 

toi = . . . = t0i= o, 
S — l s 

deuxième membre de ( I . 6 2 ) se réduit donc à 2 2 " " ' 
7.=0 1', . .,X' = Z-hl 

1 effectuant ensuite dans cette formule les s — i dernières des 
Dérations (1 .63) , nous obtenons 

00 

.65) 2*"c••• r 
n = 0 

— 2J ZV ' ° V 

X E ( e - ? T » | o , . . . , o, toj+i, . . •, tos)zi-i-i dtoj+i... zs dt0s 

s—i s X 

= 2 2 v*(*lf> ---'̂ x'; 2^ v , ) (̂  = 0, ...,*). 
7^=o r, ,7/ = / + 1 v = i 

s 

Le module du nlème terme du premier membre est ^ | z \n | ^ | jSjTjy 

e sorte que le deuxième membre existe pour | z | < 1 dans le domaine 

1.66) R(* i )>o , . . . , R(* 5 )>o . 

En posant dans (1.65) successivement i = s, s — 1, . . . , o, nous 
oyons que les fonctions 

i Vo(o), V i (* i ;* i ) , 

Vi(*i, z2\ zt-h z2), . . . , VJ zu . . . , ^ ; 2 ^ v J 

[ui sont les seules à figurer dans ( I . 46 ) et ( I . 6 2 ) , existent 
»our | * | < ; i dans le domaine (1 .66) ; par contre, la convergence 
les séries VA(s4 , . . . , z\) y) [équ. (1-43)] dans le domaine (1.66) 
L'a été démontrée dans le supplément S i [voir équ. (S 4.17)] que 
>our | z | assez petit. Notre raisonnement montre, en outre, que dans 
les formules dont le deuxième membre est de la forme ( I . 6 2 ) , les 
Onctions à intégrer ( I . 6 7 ) sont déterminées de manière univoque 
pourvu qu'elles aient les propriétés utilisées ici) par le premier 
nembre. 

En désignant pour le moment les d. a. zn et les V\ relatifs à un 
croupe de s lignes respectivement par zns et par VAiV, nous montrerons 
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maintenant que les fonctions VA)V_4( *i , . • -, z\m, 2 * v ) r é t i v e s 

à un groupe de s — i lignes s^expriment linéairement au moyen 
des Yis qui figurent dans ( I . 6 7 ) . Dans ce but faisons tendre t0s 

vers + 0 0 dans les dçux membres de (l.<>2). Dans le deuxième 
membre, toute intégrale de la forme 

1 

A — 1 

tend pour t0s-+ao vers VA, | o, Ç4, . . ., Çj_4; 2 ^ )> c e q u o n P e u t 

démontrer en utilisant la représentation (S 4.18) des V-AT. Il vient 

ainsi 

(1.68) 2 ^ ^ - ^ 1 ^ 1 , •••> *o,,-i, *>) 
rc = o 

X=zo i»,. ,X'=i L \ v = i 

+ V A + 1 / o > ï r > . . . ,^ ;2Cv' ) ^ • rfCv 

Mais comme T ^ ( T 0 , Y0, . . ., T„_d, Yn_4 ; *04, . . ., *0|*_i, 00) se 
confond avec le d. a. T„><y_4(T0,Y0, ..., Tw_4, Yw_4 ; £0i, ..., ^0,̂ -4) pour 
un groupe de s— 1 lignes, le premier membre de (1.68) peut aussi 
bien être exprimé au moyen de la formule (1 .62) où s sera remplacé 
par s — 1. En comparant cette formule avec (1 .68) , nous obtenons, 
en vue de l'unicité de la représentation d'une fonction sous la 
forme ( I . 62 ) (au moyen de fonctions VA ayant les propriétés men­
tionnées plus haut), les relations 

VA^_i( zu . . . , s A ;2*v ) = vx»( **> . . . , ^ ) / , 2 ^ ) 

(I.69) { ( ^ \ 

(X = 0, 1, . . . , 5 — 1 ; s = 2 , 3 , . . . ) . 
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Donc, connaissant les s + i fonctions ( I . 6 7 ) desquelles dépend, 
en vertu de (I.62), la répartition des d. a. pour un groupe de s lignes, 
on connaît aussi les s fonctions analogues relatives à un groupe de s— 1 
lignes, et ainsi de suite. 

Au début de ce chapitre nous avons considéré le d. a. zn comme 
une fonction des 2/1 v. a. Tv etYv [équ. (1.11 )] qui entrent en jeu à 
partir de l'instant X0 de production de l'appel « o », ainsi que des 
s nombres f0v [équ. ( I . 1 2 ) ] qui résument les effets des appels 
d'indices < o et desquels Tn dépend de manière symétrique. Mais, 
d'autre part, ce d. a. peut aussi être considéré comme une fonction 
des 2 n — 2 v. a. intervenant à partir de l'instant X4 = X0 + Y0, ainsi 
que des s nombres f4v, relatifs aux appels d'indices < 1. Nous avons 
donc 

( 1 . 7 0 ) TTn(T0, Y 0 , . . . , Tn—i, Yn—i ; foi, •••ftos) 

= t / i—i (T i , Y 4 , . . . , T V - i , Yji—i ; *ii , • • -, f i s ) (n = 1, 2, . . . ) ; 

d'après ( l . i o ) , les flv sont, à l'ordre près, respectivement égaux à 
( 1 . 7 1 ) f o i - + - T o — Yo, f<>2 — Y 0 , . . . , f0, — Y 0 , 

pourvu que les f0v soient numérotés de telle manière que 
f 0 4 = m i n fov 

V = l , . ,s 

Pour l'e. m. conditionnelle d'une fonction quelconque y(?n) de rn 

résulte de (1 .70) et (1.71 ) la formule 

(1.72) E [ ? ( T , 0 | * O V ] = f * V i ( + o ) / ,a0^/2(Yo)E[9(T/l_1)|fiv]. 

Pour la série, supposée convergente pour | z | assez petit, 

(1 .73) *(*ei , . . . , tos;z)=^z»E[i(T:n)\ti>l, ...,*<>,] 

qui, tout comme les T;I, est une fonction symétrique des f0v, on tire 
de (1.72) et de (1 .8) (pour n = o) l'équation fonctionnelle 

(1.74) $('01, . . . , t0s)z)-z f dfx(t) f dMy)<b(t'0i, ...,t'0s;z) 

= <p (min-»- f0v), 
v = l , . . . , * 

les fov pouvant être définis comme suit : 

(1.75) f'01= min+ tov+t— 7, C = ' o v — 7 (v = 2, . . . , s ) . 
V = l , . . . f J 
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En postulant pour O, dans le cas où y(rn) = e~ÇTn, une représen­
tation de la forme et des propriétés de (I .62) et en utilisant pour 
cp(T0)=:exp(—q min"*- f0v) la formule ( I . 1 8 ) , on retrouve grâce à 

l'équation fonctionnelle (1 .74) les formules (1 -44) e t (1 -4^)- — 
Mentionnons ici que, grâce à un artifice d'analyse, exposé dans [12] 

(chap. III), notre théorie s'applique aussi dans un cas spécial où 
les v. a. Yn [équ. (1.3)] ne sont plus indépendantes, mais liées. 

C'est le cas où la répartition des instants de production des appels 

est bernoullienne (c'est-à-dire, où, pendant un intervalle de temps 

de longueur donnée ©, un nombre donné N d'appels sont lancés, 
dont chacun peut se produire, indépendamment de tous les autres, 

avec la probabilité '? ' pendant n'importe quel intervalle f2— f4 

tel que o ^ f 4 ^ f 2 ^ < 5 j , tandis que les Tn sont des v. a. indépen­
dantes, dont la f. r. commune / 4 ( f ) vérifie l'inégalité (1.38). En 
désignant par EB l'e. m. d'une grandeur aléatoire calculée dans ces 
hypothèses, et par Ep l'e. m. de la même grandeur, calculée pour 
les f. r. fi(t) (arbitraire) e t / 2 ( f ) = 1 — e " ^ ( R ( / ? ) > o), on a 

Afin de déterminer, par exemple, EB(e~?T«), il suffit donc de 
résoudre les équations (1.44)? (1-4^) dans l'hypothèse où 

100 

E2(Z) — J e"ldf2(t)==—^—, p étant un paramètre complexe de 

partie réelle positive (voir aussi [8], § 1). 

CHAPITRE II. 

CONSTRUCTION DES FONCTIONS GÉNÉRATRICES DE DIFFÉRENTES PROBABILITÉS. 

Dans ce chapitre, la f. r . / 2 ( f ) [équ. (1 .4)] sera supposée continue, 
de sorte que la probabilité pour qu'un appel se produise à un instant 
donné sera nulle. En particulier, cette hypothèse rend nulle la pro­
babilité pour qu'un appel se produise à un instant où une ou plusieurs 
communications provenant d'appels précédents prennent fin; aussi 
est-il sous-entendu dans les définitions données ci-après d'événements 
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tels que &na que nous faisons abstraction de pareils événements de 
probabilité nulle. 

Désignons par//„„ (n^o} a ^ o ) l a probabilité de l'événement&nn 

défini comme suit : 

(&na) . . . « A l'instant X„+rt de production du (n -f- a) l è m e appel, 
tout au plus a appels d'indices ^ o sont en attente ». (On ne tient 
donc pas compte d'éventuels appels d'indices < o.) 

De p'na la probabilité pna de l'événement 

(<§/m — ê/i+i,a-i) . . . « A l'instant X/H_rt exactement a appels 
(d'indices ^ o ) sont en attente » se déduit par la formule 

(2.1) Pna=p'na — Pn+l,a-l (n^O, a ^ OJ p'n _ 4 = o). 

No us obtiendrons la f. g. des pna, la fonction 2 x'1 z'x Pna, en 
rc,a = 0 

effectuant une certaine opération linéaire sur la f. g. dese. m. E(e_9T"|f0v) 
[équ. (1.46)]. Observons d'abord que &na ne se produit que lorsqu'à 
l'instant X„+ft l'attente du (n — i ) lème appel est déjà terminée, donc 
lorsque la v. a. 

( 2 -2) Xnrt = XH+a — X„_i — Tw_! ( / l ^ l ) 

est -¾. o. En désignant par 

(2.3) F n û ( 0 = Prob(X B f l <f |f0v) (n^i,a^o) 

la f. r. de X,m qui, dans l'hypothèse présente s u r / 2 ( f ) , est continue, 
nous avons donc 

(2-4) Pna=Vrob(Xna^to)=i-Fna(o) (n^i, a^o); 

de la définition de &na résulte, en outre, la relation 

(2.5) / o a = i (a^o). 

En portant (2.4) et (2.5) dans la formule (2 . i ), nous obtenons 

,£ fi. ( Pna= Fn+lttl-l(o) — Faa(o) ( n ^ O, <Z^I ; F0 a=o), 

\ pno = i — En0(o) (n^o). 

Au moyen des fonctions (complexes) à variation bornée 
00 

(2-7) Ga(f) = 2 ^ ^ - + - 1 ^ ( 0 (a^o, | * | < i ) , 
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les équations (2 .6 ) peuvent être résumées comme suit : 

1 ^ZnPna=Ga-l(o) — zGa(o) («^0, 

( 2 . 8 ) < " = • . 

/ 2^^0= 7^-^^(0)-
' n = Q 

Il en résulte pour la f. g. de tous les pna la formule 

(2.9) 2 *"*"/>««= -^+(x-z)^x«Ga(o) ( | * | < i , | * | < i ) 
n,a = Q a = 0 

dont le deuxième membre sera exprimé maintenant au moyen de 
laf. g. (1 .46) . 

D'abord nous obtenons pour la f. c. de Ga(t), au moyen de ( 2 . 7 ) 
e l ( 2 . 3 ) , 

1 00 00 

f c7'rfG«(f)=y«« f ^« rfFn+iifl(f) = T «nE (^x-+«,.| fov) 

[R(?) = o]. 

Or, en vertu de (1 .3) et (2 .2) , il vient 

n + a 

(2. i i ) Xn+llû = 2 Y v - t „ 
V = 7l 

et comme Tn= T „ ( T 0 , Y0, . . ., Tn_4, Y„_4 ; f0v) est stochastiquement 
indépendant des v. a. Y*, . . ., Yn+a, nous obtenons pour la f. c. de 
F/î-f_4ja(f), en utilisant (1-4) et (1 .35) , 

(2.12) E(<**»+«,. | f0v) = e?+1 ( ? ) E (*-**» | *0v) [n ^ o, R ( ? ) = o]. 

En portant cette expression dans le dernier membre de (2 . io) et 
utilisant pour la f. g. (1.46) la notation 

<2. i3) $(?, *) = 2 ** E(e~7T" ' '0v) ^ 1 * ' < *' R(q) ~ °J' 
nzzO 

nous obtenons la formule 

(2.i4) f* e*t4Ga(t) = %r-*iq) $(q,z) [a ^ o, R(?) = o] ; 
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90 

nous en tirons pour la f. c. de la fonction à variation bornée^? tx
a Ga (t) 

qui figure dans (2 .9) , l'expression 

(2-15) £ei'd£*'Ga{t)=T-2£2}^.9iq,M). 
00 0 

Soi t / ( f ) (—cc<it < ° o ) une fonction réelle ou complexe quel­
conque à variation bornée, qui sera supposée continue pour t = 0; 

en désignant par y(iy) = / e1?1 df(t) la f. c. d e / ( f ) , on obtient 

par le même raisonnement qui conduit au théorème de P . Lévy 
([&], p. 38 ou Cramer [1] , p. p,3), la formule 

dy 
y 

(3,i6) ^ / ( 0 0 ) + / ( - ) 1 - / ( 0 ) = ^ lim *( f"+f )9(iy) 

qui sera utilisée maintenant. Au moyen de la notation 

(2.17) f = . lim ( f ' \ f'10) 

cette formule peut être écrite sous la forme 

(2.,8) i [ / ( c o ) + / ( - » ) ] - / ( o ) = 7 l ? / [ ? ( g - ) - < P ( o ) ] ^ , 

où, pourvu q u e 

(2.19) l » m y ( , » r y ( o ) = r < r f / ( 0 

existe, / se confond avec lim / 
J N>oo« /_ l N 

00 

En appliquant (2 .18) à la fonction f(t)=^S^xaGa(t) et à 
a = o 

sa f. c. (2 . i5) , nous obtenons, au moyen des relations 

% * « G a ( o o ) = 2 ^ F n + 1 , 0 ( o o ) = ( i _ ^ ( i _ ^ , 
(2.20) l a=0 "•"="• 

2 X«Ga (-oo) = 0 
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qui résultent de (2 .7 ) et (2 .3 ) , 

0 

= J L r r £*(g) *(<? c) ' Vq 

27ziJ li-Xi^q) ^ z > (l — x)(l — z)\ q 

On en tire pour la f. g. (2 .9 ) la formule 

2 0Caznpnn= ~ ( —!— H — ) 
2 \ I — X 1 — Z} 

1 n , a = 0 
(2.22) < 

^ ^ ^ j [ ( I_^ ) ( I_^) i-*« t(f)*w"* ;J ^ 
( | * | < i , | * | < i ) 

qui permet de calculer tous les pna au moyen des fonctions s2 (y) 
[équ. (1 .35)} et * ( ? , * ) [équ. (1 .46) et ( 2 , i 3 ) ] . 

Mentionnons enfin que dans le cas où la f. r. f2(t) n'est pas 
continue, les coefficients du développement taylorien du deuxième 
membre de (2.22) ont la signification suivante : 

( 2 . 2 3 ) / ? ; t a = P r o b ( X , i _ t - h T w _ 1 < X n + r t < X r e H - x / l | f o v ) 

H- - Prob(X„+ r t = Xn_j H- zn-i | *ov) 

-h - P r o b ( X n + û = X„-4--cn | fov) (n,a = o, 1, . . .; X_i - f - T _ 4 s o). 

Nous passons maintenant au calcul des probabilités />i=/*£ | fov 
pour qu'à l'instant X„ de production du nlème appel X = o, 1,...,5 lignes 
soient occupées; ces probabilités vérifient l'équation évidente 

s 

(2.24) 2 ^ s ! -
), = 0 

En raison de la continuité de / 2 ( f ) , la probabilité pour qu'à l'in's-
tant Hn(n^> o) une communication prenne fin (donc qu'un des 
nombres tn^ soit nul) est nulle; en négligeant les événements corres­
pondants} nous pouvons donc dire qu'à l'instant X„ exactement 
Alignes seront occupées, lorsque exactement 1 parmi les s nombres tnv 

seront positifs. 
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Ci-après, nous désignons par s(x) la fonction de Heaviside, à savoir 

(2.25) s(a?)=i (x>o), = ^ (a? = o), = o Çx<o); 

et posons 

(2.26) s'(^) = i - s ( ^ ) , 

de sorte que 

(2.27) s'(x) = o (x>o), = ^ (a? = o), = i (a?<o). 

Nous utiliserons la représentation de s(x) sous forme d'intégrale 

!

/ x v ' T'N+fî dz s ( ^ ) = l i m . / evz — 

( 8 > o ; s ( # ) = : / ex*—pourar^o). 
V 27ZlJc

 z J 
Au moyen de la notation (2 .26) , l'indicateur ^° de l'événement, de 

probabilité pn, « Tous les f„v sont négatifs » peut s'écrire sous la 
s 

forme x°n = I I s'(fnv), de sorte que nous obtenons la relation 

s 

(2.29) />?, = Ex» = E j J s ' ( « n v ) (E = E|«,V). 

De même on reconnaît que l'indicateur tfn de l'événement « Un 
s s 

seul parmi les s nombres f/lv est positif » est égal à/Js(f / t^) | | s'(f„v) 

et d'une manière générale, 

A. = l v = i 

<2/?°> *,« = 2 s ( ^ ' ) - - - »(«»V)"Q ( } s ' (^v) (X = o, . . . , # ) , 
1 ' , . . . À ' r r l V = l 

oùjTf = Ï T [v ^ i', ..., X'], est l'indicateur de l'événement « Exac-

tentent 1 parmi les s nombres f„v sont positif s ». 

MEMORIAL DBS SC. MATH. — N» 1 5 0 . 
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De la définition même de Xn résulte pour tni yé o, . . . , tns^ o, au 
moyen de la notation (1 .6 ) , la formule 

I y\ = s min(*->-+-D f„v — s min(*-X> *„v 

(X = o, . . . , s; s min(»-+-D = i, s min^)=o), 

qui est équivalente à (2 .3o) . 

On obtient les probabilités pi en introduisant l'expression (2.3o) 
dans la formule 

(2.32) i>£ = E(>d|'ov) (X=o, . . , ^ = o, i, . . . ) ; 

mais avant d'effectuer ici l'opération E | f0v, nous allons représenter 
les fonctions Xn par des expressions de la forme (1.33) , en modifiant 
toutefois la définition des opérateurs Cv qui figurent dans les \]\s 

[équ. ( 1 . 3 i ) ] . Dorénavant ces opérateurs seront définis par la 
formule 

(2.33) C v = l i m — f 
N>ao 2 TU Ij 

"•» dZv 

N>oo 2 7 U / J _ z N + 0 Zs> 

qui, pour les fonctions utilisées au chapitre I, est équivalente à ( 1.29) ; 
lorsqu'une des formules précédentes sera employée avec la significa­
tion (2.33) de Cv, nous l'appellerons « modifiée ». Au moyen des 
formules ( 1 . 3 i ) , (2.28) et (2 .33) , il vient pour des nombres réels cv 

quelconques 

(2.34) UA,«» 
= 2 iCieci,zi'"Cien,z*1 "~nCve<v2v 

= 2 KM...s(C/0-"fJs(Cv) L 
i',...,X'=iL v=i J 

donc pour cv,= tn^ 

a 

(2.35) {Vl*el =» 2 s(^r)...s(f„xO-G^fJs(fnv) 
i ' , . . . ,V = l v - i 

(X = 0 , . . . , s—-1). 
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En ajoutant ces s équations, mulipliées respectivement par ( i--^-^) 
et par (x — i)^ (X = i, . . . , s — i ) , x désignant une indéterminée, 
nous obtenons 

(2 .36) a?*'-4-( i — ar*) Uose » - + - ^ ( ^ - 1 ) ^ 1 1 ) ^ 1 

s 

D'autre part, la somme des s -f-1 équations (2 .3o) , multipliées 
respectivement par x1, est égale, en vertu de (2 .26) , à 

ç s s 

(2.37) 2* > , *£ = n[*5('nv) + 8 ' ( ^ 
\-Q V = l V = l 

Égalant les premiers membres des deux dernières formules et 
effectuant l'opération E = E | f0v, nous obtenons, en vertu de (2.32), 
l'équation 

(2 .38 ) 2jXÏp}l=xs-+-(i — x*)EUose * • + - ^ ( a? — i )X EUx5 e » 

qui, au moyen de la notation 

(2..39) ,*ox(*i, • • •, zi ; y) = (x - i)* — 8Xo^ (X = o, : . . , * — i), 

prend la forme 

^ s** / ^ \ 
(2.4o) 2 ^ = ^ + 1 1 ^ ^ 6 1 "°M *lf> «••^X'î^^v I 

.A = 0 * = 0 \ ' 1 / 

Bien que dans le cas présent les p0x soient seulement bornées dans le 
domaine (1.25), tandis que les valeurs initiales (I.28) étaient majorées 

dans ce domaine par -j M l'opération E = E | f0v peut être 

effectuée dans (2.40) dé la même manière qu'au chapitre I. Au cours 
de ce calcul on obtient les mêmes formules qu'au chapitre I, à une 
modification près de la formule de récurrence ( 1 . 4 1 ) des vj\ où l'opé-
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. . . a\ doit être remplacée par lim / . . . a\ ; nous 

démontrons cela dans S 6 et en admettons ici le résultat. 
Donc, en posant 

(2.40 / n o = 2 ^ > c « — ^ = 2 U x 5 e l voi[ * * ' ' - - - 5 ^ ^ 2 ^ ) ' 

nous obtenons à nouveau pour les intégrales Jnj définies par ( 1 . i5) 
la formule (1 .32) . P o u r / = n, on en tire pour la grandeur 

s 

xs-*-inn=x*+ E(Jw0|fov) = 2 ^ A ^ 

la relation 

(2.42) 2 ^ ^ = = ^ ^ 2 ^ ^ 1 ÇnK\^^---5^^2^) 
l=o X = o \ i / 

qui ramène notre problème à la construction des fonctions vn\. 
D'après S 6 ces vn\ vérifient dans le domaine (1.25) des inégalités 

de la forme 

(2.43) | Vnl\<CiCï (ci<oo, c2<oo ;X = a, . . . , s; n = o, i, ...), 

de sorte que les séries correspondantes (1 .43) convergent pour \z \ 
assez petit. Au moyen de (1 -43) nous tirons de (2 .4^) pour la f. g. de 
tous les p\ (l = o, . . ., s — i ) la formule 

s 
s M s-i y/ovav / * \ 

(2.44) 2 S*X - " "^Œ 7 = 1 ^ 2 ^ 6 1 ' VM *1'' •••'^*?2*w ') ' 
1=LO tt=0 >̂  = 0 \ 1 / 

00 

la permutation des opérations 2 • • • zn et Uis se justifiant du fait que, 
71 = 0 

pour 720->oo et | z \ < c'1, les expressions 

i 

/ • • • / e± 2jZnvnxlzl,...,zi;>Zv\ 
* / _ , N l + 0 J-lKl + 0 ^ \ , J 

dzx..,dz\ 
Zt...Z\ 
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tendent uniformément par rapport à N4, . . . , Nx vers zéro ( 1) . 
Dans le cas présent, les VA vérifient, en vertu des formules (1.41 ) 

(modifiée), (2.3g) et ( I . 2 7 ) , les équations 

(2 .45) [i—zzy( — y)]Vi(Zi,...,zi;y) 

x [y— 2 * v j£2( — y)Vx+t(Ç, ^1, . . . , *x;.r) 

— Çs2( —2^v—C ) v *+i( Ç» *u •-->**'> 2*v"*"£ ) r ^ 

= (x — 1 )* — frAOa?* ( A = O, . . . , * — I ) 

ainsi que l'équation (1 .45) . Ces équations, associées à (2-44)? cons­
tituent la solution formelle du problème traité dans cette section. 

CHAPITRE III 

PROBLÈMES CONCERNANT LA RÉPARTITION DES PARAMÈTRES MARROVIENS tn^. 

THÉORIE DU BLOCAGE TEMPORAIRE. 

Nous étudierons maintenant d'autres problèmes que notre méthode 
permet de traiter. Il est clair que, lorsqu'une fonction des gran­
deurs tnv [équ. (1 .5)] peut être écrite sous la forme 

s 

(3.i) Ux^e1 foXl Zf, 

au moyen de fonctions P0x(^iî • • • > ~X ; y) vérifiant l'inégalité (S 2 .2 ) , 
son e. m. conditionnelle E | f0v s'obtient par le procédé décrit au 
chapitre I. 

(1 ) Les nombres sans explication probabiliste p% = y^ qui figurent dans les pre 
miers membres de (2.38), (2.4o), (2.42) et (2-44), sont donnés par (2.3o) (n = o). 
Donc, si parmi les s paramètres fov il y a a ^ o nombres positifs, a 2 ^ o zéros et 
a 3 ^.o nombres négatifs, il vient 

P 
^ ( = 2-"a CJja pour ^ = al •+• i, i = o, . . . , <z2, 

( = p pour toutes les autres valeurs de "k. 
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Répartitipn des paramètres f„v. — Considérons d'abord les pro­
babilités 

(3.2) Prob[min(|J.)+(frtl, . . . , *„,)< f | fov] ^ = i, . . . ,* ) 

qui, pour p. = i, se confondent avec les f. r. pn(t) = Prob(T„< f | f0v) 
[équ. (1 .8 ) et ( I . i 3 ) ] , et dont le calcul nécessite la construction 
préalable des e. m. conditionnelles des grandeurs 

( 3 . 3 ) e x p ( - ^ min^+f^v) [ R ( ? u) ^ o; JJL = i, . . . , * ] . 

Pour représenter ces grandeurs de manière convenable, nous utili­
serons la formule 

e x p ( — q min(^)+av) 
v = i , . .,s 

i 

[R(q)>o,s^lx] 

qui est une généralisation de (1 .18) . 

(1) Cette formule où, en raison de sa symétrie, nous pouvons toujours supposer 
que a,^. # , _ i ^ . . . ^ a n prend pour (JL = s la forme 

s 

(O e x p ( - ? m a x + a J r r V H ^ U i . e 1 ^ -
V = l, ,5 ^ -J X=0 

<?- s*. 
1 

8 y. «v sv 

=I[(K-Cv)e. — ^ 

et se démontre en utilisant la relation 
1 

4=r- (*->°>; 
? -2*" 

laquelle transforme le dernier membre de (i') respectivement en i ou en e~asÇ. 
Pour u, < s, on démontre (3-4) par induction complètev sur 5, en introduisant 



THÉORIE ANALYTIQUE DES PROBLÈMES STOCHASTIQUES. 39 

Il en résulte que les grandeurs (3 .3) peuvent être écrites sous la 
forme ( 3 . i ) , l'inégalité correspondant à ( S 2 . 2 ) étant vérifiée; par 
conséquent, nous pouvons exprimer les f. g. 

" -q _min(^)+ ln* 

(3.5) 2jZ"E[e ^ - |f0v] (K = i, .-- ,*) 

sous la forme (1-46) ^n résolvantes équations (1.44)» (1-45) avec, 
pour deuxièmes membres, 

i p o o O O = T ~ ^ ' P o i = . . . = VO,S-\L= o ; 

( 3 * 6 > \ ,ox(̂ i, . . , ^ ; / ) = ( - i ) 4 ' + H c a - i -
H. ~*~ y 

(X = 5 — J1-+-I, . . . , 5 — i ) . 

Esquissons maintenant le calcul des probabilités composées 
(3.7) Prob[ m i n + f „ v < f 1 , min(2)+f / i V< f21 fov] (n = i , 2 , . , . ) . 

V = 1 , . . , 5 V = i 5 

Afin d'obtenir ( 3 .7 ) , il faut calculer l'e. m. conditionnelle de 
l'expression 

(3.8) exp(— qi min+tnw—q2 min(2)+frev) [R(?i) ^ o, R(?2) ^ o] 
V = i , . . . , S V = l , . ,s 

qui sera d'abord transformée en la forme ( 3 . i ) . En expri-
—<jrs _minf>)+ tnV 

mant e v-1 au moyen de (3-4) (9 = ^ 2 , ^ 7 = ^ , ^ = 2) et 
en appliquant ensuite la formule (S 3.25) (Ç = — qi} c v =f r t v ) , 

dans le deuxième membre les expressions qui résultent pour K, ea*z* — 

^+2^ 
et C, e"*zs %-. selon que aa^o ou > ( 

*+2*v 
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il vient ainsi 

(3.9) e •=« =' 
s 

—Ci jnin + lnV 2J lnv * 
= 1 , . . . . « 

[Uc -U^- t , . ] * 1 ?2 

?2" 

^1-+-^2+2^ 
1 

2 J lnv Zv 

5 — 1 

01 " 

— U ^ l f , c » 9% 
• ^ 2 + 2 ^ 

V — 1 

\Zv 

1 1 

^1-+-^2-+-2^ ^ ^ 2 ^ 

Pour obtenir la 1. g. des grandeurs (3 .8) sous la forme ( I . 4 6 ) , il 
faudrait, par conséquent, résoudre les équations (1-44), (1-45) avec 
les deuxièmes membres suivants : 

/ \ qi -+• q^ 

J — 1 

(3.10) <! 1̂ + ^ 2 + 2 ^ 
p 0 l *- i (« i , . . . , ^ - i ; r ) = — r-T-1 

^i-+-^2-+-r * _ 1 

^ 2 + 2 ^ 
1 

En vue d'obtenir la répartition simultanée de toutes les 
s v. a. minW+Jnv ( f t = i , . . . , * ) , on a besoin de transformer le 

produit des s grandeurs correspondantes (3 .3) en une expression de 
la forme ( 3 . i ) , ce qui nécessite l'utilisation des opérateurs à trois 
indices T ^ que nous avons introduits dans le travail [7] et dont 
nous nous bornons à rappeler ici la définition, en renvoyant à [7] 
pour le développement systématique de leur théorie. 

Cette définition sera donnée en trois étapes, en utilisant les sym­
boles qui figurent dans les formules ( I . 2 9 ) à (1 .3 i ) , 
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i° On pose C ' v = R v — C v ; pour des fonctions/(.sv) qui sont holo-
morphes et 0 ( | ,zv |

_ 1 ) dans une bande | R(.zv) | < â, il vient alors 

( S . I I ) 

v - — r 
-iv — : f 

dZy 

Zv 
( V = I , 2 , . . . ) • 

2° On définit les opérateurs 

S£=S£[i, . . . , n] ([i = o, i, . . . , /t, n = i, 2, . . . ) 

par la fortnule 

( 3 . 1 2 ) 
rfr>. 

SÏ=S 2 c;/...cvH cv 
X = 0 1 ' , . . ,K' = 1 V — 1 

les S^ opèrent sur des fonctions f(zl, . . ., zn) holomorphes pour 
| R(^ v ) | < o(v = i, . . ., n) et qui, dans nos applications, sont 

(uniformément par rapport au domaine mentionné) O 

pour s< 
3° Pour des fonctions f(z±, . . . , zn\ £i, . . . , ¾ ) de deux systèmes 

de variables complexes on définit formellement 

T ] ^ / = 2 c;,...cx,stx/(*i, •••>*»;*'> •••>**'> 
( 3 - 1 3 ) { , , . . ^ = i 

(S^x=sr"[v^i', ...,V]), 

/ étant supposée telle que toutes les intégrales /i-uples contenues 
dans ( 3 . i3) existent. 

Les opérateurs Ux* utilisés dans ce travail sont des T ^ particu­
liers ; on tire de ( 1.31) et (3.13) la relation 

(3.i4) Ux*/(*i, . . . ,* , ;* ! ' , .-.,-aX') 
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qui sera employée plus loin. D'après [7] [équ. ( i5) , (23) et (24 a ) ] , 
il vient 

exp ( — q max(^+1 )+ Ov ) 

= S', e 
• S - ~ZJ flv -V 

( 3 . i 5 ) 

% =T^e t 

?-2*v ?—2*v 

R(?)>o, Rf ? — 2 * v j>o; fi = o, ..., 5 —1 J 

Nous pouvons maintenant supposer que la formule plus générale 

xpj — 2 ^ * ™ax(*)+av 

( 3 . i 6 ) = 2 T V - ^ " *=*—^- A(*i'» •••> *v) 
X=o 

I 

2?*-2zv 

1 1 

/»=i; R( 2 « - 2 * ) > O 

est vérifiée pour un / ra^ i , et dès que, dans cette hypothèse, nous 
l'aurons démontrée pour m + 1 , la validité de cette formule sera 
établie pour tout m (i ^ m ^ s). 

Au moyen de la formule 

T>m-'/(^i. •••,*«; T » • • •. *x0 = TV""/(*H - - - ,^: *.', •.• •, *v), 

( 3 . 1 7 ) 

1», , . . , > = !' 

*x0> 

où 2 parcourt toutes les G^ combinaisons X à X des m 
i», . . . , v = i ' 

indices i', . . . , w ' ( [ 7 ] , équ. (26 a ) ] , le deuxième membre de (3.16) 
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prend la forme 
m 1 

- . -2-...2^-2^ 

2**-2; *=« ^ „ , . _ ^ ~ 

i 

m—l w / m A 

X = o i", .,X" = i ' \ i v = i / V ^ \ 7 ~ 

2dqk~2uw 

i i 

En multipliant les m + i termes T*,m de cette expression par 
exp[—qm+i max(m+1)+«v], on ne modifie, d'après [7] [équ. (3g)], 

V = 1 , . . , * 

I que le facteur — des fonctions à intégrer, lequel se trans-

2?*-2*v 
i i 

forme en 
1 

2*v-2*v" 
m-\-l s m 1 

v' 2 *v —2 w—qm+x \ 2 ^ "~2 *v 2qk ~2 * 
m-\-l 1 

2^-2 
1 V = l * 1 1 1 v = i 

/7i -f-1 X 

I 1 V = l 

wt-t-1 ï /« A 

1 Vr=l 
2**-2*v 2**~2 

i i i 

Ainsi nous obtenons la formule 

( 3 . ï 8 ) exp — y a k maxW+Ov 

L t v=i- " J m-+-l .̂ 

— y. "v 5v • * • * ^ * * 

= 2 T " " " e ' S r i — Î — / > • ( * • > •••>*>•>>. 

2**-2 j 
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où nous avons posé 

(3 .19 ) fm{Zi, . . . , «m) -
m—1 m /m A 

2 2 (2?*_23V'VUZ, ,'"" ; Î'A' )' 

2**-2 X = 0 l ' , . . . , A ' = l \ 1 
Zv 

de sorte que la formule ( 3 . i 6 ) qui, en raison de ( 3 . i 5 ) (^ = o) , est 
vraie pour m = i , est établie pour tout m. 

Appliquons maintenant l'identité (3.14) à la formule (3.16), où nous 
poserons respectivement m = s, fi(zi, ..., sx) = g\(—z±, ..., — z \ ) , 
a v = tTlv] il vient alors 

( 3 . 2 0 ) exp —y\qk max(*)+f„v 

L k=l J 
A A 

2^-^2^ 

x=o 2^^2^ 7 

i i 

les ^x étant données, en vertu de (3 .19) , par les relations 

£ o = i , 
gm(Zi, . . . , Zm) /71 — 1 m 

(3.2i) { = - - * — î — 2 2 (2^2^)^^- -^° 
2^-^=° "•••V=A * v=i J 

1 

( m ' = i , . . . , s — ï). 

Comme le deuxième membre de (3.20) est de la forme ( 3 . i ) , 

notre méthode s'applique au calcul de la f. g. 

(3.22) 2 ^ E e x p ( — 2 s r * v ™ a x ï * f + ' A v ) r 0 v r 

les valeurs initiales des vyh étant 
s 1 

2?*+2*v 

(3 .23) PÔX(^I, ..-, *T, y) = -±-s '—^gl{zi, »'.,*x) (>> = <>> . . . , * - i ) . 

2^-^ 
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Il résulte des développements de la première partie du Chapitre IV 
que dans le cas où 

\ f\(t) = i — e-^ donc £I(Z) = T 
(3.24) 

/ , ( 0 = 1 —c"', donc g l (*) = _ — , 

et, en outre, tQ1 = . . . = t0s = o, 

il suffit de connaître les valeurs des P0X pour ^ = . . . . = zs-\ = i, 
pour calculer la f. g. (3.22) qui est alors égale [voir équ. (T.46) 
et (4 .5)] à V 0 (o ) . Pour ces valeurs des zN, les équations (3.21), 

m 

multipliées respectivement par 2 ? * + m> prennent la forme 
1 

m / m \ 

(3.25) £0=1, 2 G ' " ( 2 ^ " + " X ) ^ ( 1 ' '" ' l ) = = ° (™ = i. - > * - o 

et ont pour solution 
—1 

^ ' ' i v = o ^ = 1 \ A = i / 

(X = o, 1, . . . , s — i), 

les valeurs correspondantes des fonctions (3 .23) étant 

3 2 ; fox(i, . . . , i ; / ) = -^ #A(I, . . - , 0 

J 2 ^ + 7 

[), = 0, . . . , 5 - 1 5 / 1 ( 0 = 1 - ^ 1 -

Blocage temporaire. — Dans cette section nous allons généra­
liser les hypothèses admises au chapitre I, afin de tenir compte du 
phénomène dit de blocage temporaire. Ce phénomène (dû à des 
circonstances techniques) consiste en ce qu'à partir de l'instant où 
un appel est admis à une ligne libre, toutes les s lignes du groupe 
sont bloquées pendant un certain temps 0 contre l'accès de nouveaux 
appels. Nous considérerons les ®n causés par les différents appels 
comme des v. a. i. de môme f. r., ®„ étant en outre supposé stochas-
tiquement indépendant de tous les Yv et de tous les Tv sauf, en 
général, de Tw. 
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Par 
T « = = ' u « ( T o , Yo, ©oj • • • ; T«—t, Y/i—i, Sn—i]t0i, . . . , £0.?) 

nous désignerons dorénavant-le délai d'attente imposé au nième appel 
par l'effet des appels d'indices <^n\ à ce délai s'ajoute le temps de 
blocage ©„ consécutif à l'attribution d'une ligne libre au n[cme appel, 
de sorte que la niéme communication commence à l'instant Xn-4-TrtH-8/i. 

Soient, numérotés dans un ordre quelconque, 

Xn-+- tni>, . . . , Xn-+- tns 

les instants de libération des s lignes de toute action provenant 
d'appels d'indices <in; il vient alors, tout comme au chapitre I 
[équ. (1 .8) ] , 
(3.28) Tn== min+£nv, 

V = 1, ,,,s 

Comme la nibmo communication prend fin à l'instant 

Xn -f- in •+• 0/i •+• T w = XH-M -h T,i -+- Qn -4- Ta — Y n , 

tandis que le blocage causé par le nibm0 appel cesse à l'instant 

Xn -+- Zn -+- %n = Xn-hi -+- "C/i •+• &n — Y w , 

on peut définir les nombres VHI,V, au lieu de ( l . io ) , par les formules 

!

*«+i,i = ^-4-^-+-1^-Y / l =max(x n +e« — Y„, T„ -+-6*-t-Tn — Y„), 
^ l+M=max(TwH-e„— Y„, min^^v — Y„) 

V = 1 , . , » 

( « = 2, . . . , 5; /1 = O, I , . . O , 

où zn s'exprime par les tn^ suivant (3 .28) . 
Conservant l'hypothèse (1-4) s u r lft répartition des v. a. i. Yv, 

nous supposons que, pour tout n, 

(3.3o) Prob(Tn<>, Sn< 6) = /(*, 6), 

où f(t,Q) est une f. r. à deux variables qui s'annule pour t^o 
et 0 ^ o; la t. L. de cette f. r. sera désignée par 

(3.3i) *{zx,z*)=f f e^+^dl%f(t,$). 
- 0 «A 
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Pour l'e. m. conditionnelle de e~~(J'Zn, précédemment donnée 
par ( 1 . i4) , nous obtiendrons dans les hypothèses présentes 

(3.32) E(<riT.|*ov)= f" CW(*o, 60) r'df2(y0)... 

X d*f( tn-i, 8«-! ) f e-^n dft (yn-i ) 
Jo 

et, an lieu de ( 1 . i5) , nous poserons maintenant 

i hio = e-v'» ; 
s* 00 X» 00 /-»00 

Jn,/+l = / / d* / (*» -y - i , 6,1-,-1 ) / JnjdMyn-j^) 
* / 0 t / 0 . / 0 

( / = 0 , I, . . . , /Z — I ) . 

En vertu de (3.28) et (1 .18) , Jno s'exprime toujours au moyen de 
la formule (1 .33 ) ; il nous suffira donc de démontrer, comme précé­
demment, par induction complète que 3nj peut être représenté sous 
la forme (1.32) au moyen de fonctions Vj\ ayant les propriétés ana­
lytiques des pyA utilisées au chapitre I. Dans ce but nous utiliserons 
l'identité 

uA*exp 2 ^ m a x ( a v > a ° ) / ( zx>,...,*X'Î2*V ) 

(3.34) \ S - v / * \ 
= (K0-C0)Ux*e° flzv, . . . , * ) » ; ^ v 

(Ux.ç= Ux,[i, . . . , s], X = o, i, . . . , s — i) 

qui est démontrée dans le supplément S 7. 
Remplaçons n, dans (3 .29) , par n—/—1 et numérotons 

les tn_j__i^ de telle manière que 

(3.35) ^ _ ; _ l s l = min *n-/-i,v. 
V = l s 

En vertu de (3 .28) , il vient alors Tn-j-i= t>n-;-\tn
 e t e n raison 

de (3.29) les £n-./,v qui figurent dans (1 .32) sont de la forme 
max(av , a0) avec 

!

ao = tn_j_i j ! -h &n—j—1 — Yn_»y--..i, 

a4 = #„—y —l, l •+• «̂—/—1 •+• T a _ y _i — Yn-y-! , 

Ov= ^ _ y _ 1 > v — Yn-/-1 (v = 2, . . . , S ) . 
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En utilisant (3.34) pour ces valeurs des <zv, (1 .32) devient 

(3.37) J n y = ^ ( K 0 — G0)UAÇexp (*ï_y_lfl -+- 6 „_;_i — jv-7-i)(*o -h zx) 
X = 0 L 

-+- tn-j-i Zj-+-2j(tn-j-i,v — yn-,-\)zy hfil Zi>, ..., zrh>; 2 ^ v j> 

d'où l'on tire, en effectuant l'intégration par rapport à yn-j-i, indi­
quée dans (3 .33) , 

«—i 

(3.38) / ^ ^ 0 ^ , - , ) = 2 ( K o - C„)UXi exp[( #_,_,, , + &„_,_,)*« 
X = 0 

S 

"•" (tn-j-\, l-4-8/l_y_1-f-fn—j—l)Z\-*-ytn—j—x,v*v] 
v = 2 

X £ 2 ( ~ 2 ^ V )P/A( ^l'' •••' *A''»2*vr 

Écrivons ici pour le moment e/t_y__i = 8, tn_j_i = t, décomposons 
le facteur e^** en i + (e

{*+l)z*—i) et utilisons les notations ( S 3 . 2 ) 
e t ( S 3 . 3 ) ; il vient alors 

(3.39) rWJw /c//2( j ,_ /_1) = A1+B1 , 
Jo 

où nous, avons posé 

(3.40) A 1 = 2 ( K o - G 0 ) U x , e » f \ z y , . . . , ^ - , 2 ^ h 

* • — 1 

(3.4i) B1=2(K,-G,)U3 l ,(e(«+»i '—1) 
X=o 

(9 + et) z0 -f* et *i + 2 J CV ~'V 

/xi «t», ..., *x' ;2J x e f /X.I * i ' , •••, *VÎ J7 *̂v 

Pour la même raison que lors de la transformation de (1.3g) 
[voir équ. (S3. i ) et (S3.5)] , le facteur e^Zi, dans A4, peut être rem­
placé par eCiZ\ En écrivant, en outre, £ au lieu de z0, nous obtenons 

^ 1 2 ^ - / * \ 
A, = 2 ( ^ - GO e*t+<*\Ux,e> fit zv, . . . , zV; £ + 2 * ) (3.42) , > = o 

[ci = min cv], 
v = l , , . , s . 
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d'où, en appliquant (S3 .25) et permutant R^—C^ avec Ux*, 

^ - 1 £evSv / * ^ 

(3,43) A 1=2Ux,* 1 (Kç-GÇ)^( 2 ^ - 2 * v ' ~ " ? 

( 2^v~2^' )*M **'* - - - ^^2^ ) 

— ?/A( Z,', ...,*>/; 2 * V - * - ? 1 > 

Ai se transformant ainsi en une expression de la forme (S 3 .5) . 
La fonction Bd ne diffère du B défini par (S 3.6) que par la 

présence de l'opérateur (R 0 —C 0 )e ( ô + C ^° , par la substitution de 
la f. c. particulière e{l^)Zi à ei(zi) et par le fait que le dernier 

s s 

argument de f\ est 2 ^ v a u ^ e u ^e 2 * v ' ^ n e n r e c l u a n t c e s m<>difi-
0 1 

.cations dans le deuxième membre de (S 3.24) et en remplaçant la 
lettre z0 par £, nous obtenons la formule 

s — l 

(3.44) B i = 2 ( K ^ — Ct)eW+<-t)lCz(eV+OK-i) 
X=o 

x e<'tï\J\sfi+il ï, zv, . . . , z\>\ ? - I - Ç H - 2 * V h 

la fonction/y (zi , . . . , zs', y) étant toujours définie par (S 3.23) . 

S r v - S v 

En transformant enfin les produits e(*+Qtt[JA,e * /A-M au moyen 
de l'identité (S 3.25), nous trouvons pour Bd l'expression 

(3.45) B 1 =2Ux** 1 G : ( K ^ - C O ^ ( e ( ^ ) s - i ) 

X \ -1 

X 

qui est de la forme ( S 3.5 ). 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 150 

2 * - 2 T « - 0 
. 1 v = i "* / 

( 2*v~2i*v' r>+1( ^ *''' '"' ^ ' ' 2 ^ ) 

(5 + 5)A+if^i'. ...,^)/-,2^^^0 
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Des équations (3 .33) et (3 .39) résulte la formule 

(3.46) Jn,/-M=r°° f V / ( f , 0 ) ^ - + - B t ) . 
*-'o Jo 

Avant d'être en mesure d'intervertir la dernière opération avec les 
opérateurs Cç et Cs qui figurent dans (3-43) et (3-45), nous devons 
dans le cas général où l'intégrale e(z{, z2) [équ. (3 .3 i ) ] diverge 
pour K(zi) > o et pour R(^ 2 ) > o, ramener les chemins de ces opé­
rateurs sur l'axe imaginaire. Dans (3-45), Q peut immédiatement 

être remplacé, à cause du facteur e{t+W—1, par G* = -^-. j =?• 

D'autre part, les expressions qui figurent dans (3-43) et (3-45) 
s 

V CvZv 

après les signes UXJe 1 , sont de la forme (K^—C^)eb^F(^), où, 
en raison de (S 3.3) et des propriétés admises pour les iyM 

F(£) = 0(-T- |-7 j pour |£ | -voo, R ( £ ) ^ o ; par conséquent, il vient 

(3.47) ' (K*- Ci) e*\ F(?) = F(o) - C*[i -f- (e**-1)] F(Ç) 
= F ( o ) - C e ( « ^ - i ) F ( Ç ) 

Dansées deuxièmes membres de A4 et B4, décomposés suivant ce 

J
s% 00 s* 00 

I / . . . d'2f(t, 0) peut être permutée avec 
0 Jo ^ 

les autres intégrations, pourvu que, de manière analogue à (1 .38) , 
nous supposions les inégalités 
(3.48) E ( T ) = f~ttltf(t, *>)<<*, E ( 6 ) = / ^ 0 ^ / ( 0 0 , 6 ) < 00. 

En utilisant (3 .3 i ) et revenant aux notations £w_/_i,v et Vj\ 
[équ. ( S 3 . 2 ) et ( S 3 . 3 ) ] , on obtient ainsi pour Jn.y+i une expres­
sion de la forme (1 -4°)? d'où résultent pour les P/+I,X des formules 
de récurrence, généralisations de (4 -41)» q11* permettent de démon­
trer, en procédant tout comme dans le supplément S 4, les diffé­
rentes propriétés analytiques des Vj\ et des fonctions Vx [équ. (1-43)]. 
Pour ces fonctions on tire des formules de récurrence et des valeurs 
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( I .28) des fox les équations intégrales 

1 [1 — ze2( — y)]mYi(zu ...,z\;y) 

5i 

2%lJ_L 

g ( o , S ) - i 
S 7-2^v"~S 

x (^—2*v )s*"^)^^1' •••' **;^ 

(3-49) { 

x J ( 7— 2«v UÎ(— r)VA+,(ï, *„ ..., *x;r) 

^ /•«- / - " i » , s- i - t ) -«(c , t ) -«(o,»-*- i 

x( J - 2 ^ ~ Ç - ! : 

- ( * + ?)>•( — 2 ^ — e —C 

xVx+i( C, «1, ..-, *x; 2 ^ ^ 5 - 4 - 5 ) \<Rd* 

!«•(—7)Vx+i(ï, «1, . .-, *i;y) 

1 

= 8Xo 

( X = o , . . . , 5—1), 

auxquelles s'ajoute l'équation (1-45) qui donne V* en fonction des 
autres VA. Pour la f. g. des e. m. E(e~^^\ t0v) la formule ( 1 . 
reste valable. 
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Cependant, ces équations se simplifient dans le cas où il existe 
ô* > o tel que l'intégrale (3.3i) converge pour R(*i) < à, R(z2) < à. 
Dans cette hypothèse où nous n'avons, besoin ni de déplacer les 
chemins de Cç et de Cç, ni d'utiliser la décomposition (3 .47) , les 
équations (3-49) prennent la forme 

\\(zx, . . . , zK\y) 

(3.5o) 

X Vx( zx, ..., z\; 2^-+-/? \d\ 

0 - / -1 .+¾. ^ ^ - z * + 8 8 
( 2 7 U Ï 

X E 2 | -2*-«J(*-2**-«J 

U(j-2^-! 

: ^Xo -

•ï J > o ; X = o, ...,5 — i ; ' o < S i < 8 s < S 

plus maniable que (3.49) (*)• 

] 

CHAPITRE IV. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS INTÉGRALES ( 1 - 4 4 ) , ( 1 - 4 ^ ) POUR S i ( £ ) = • _ J * 

Dans le cas où la t. L. Si(-s) [équ. (1.35)] est rationnelle, les 
équations intégrales (1 .44) s e transforment, quelles que soient 
la f. r. f2(t) et sa t. L. e2(z), en des équations fonctionnelles. Les 
solutions V o ( / ) , . . . de ces équations peuvent alors être exprimées 

< • •• ' ' ^ 

(1) Dans [8], p. i65, les équations (3.5o), (1.4$) ont été résolues pour 

/ ( * , 8) = ( i - e - * ) é r ( 0 ) , / ( 0 = 1 - ^ [ H 0 » ) ^ o ] , 

' e%% dg( 0 ) converge pour z = 8, 
0 

le nombre 8 > o étant arbitrairement petit. 
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sous forme finie, au moyen d'une partie des solutions de certaines 
équations transcendantes où figurent les variables z, Zi, . . . , £,_i. 

En remettant la discussion du cas général d'un tel Si(z) au cha­
pitre suivant, nous traiterons maintenant de manière plus détaillée le 
cas du &i(z) rationnel le plus simple. Supposons quefi(-+-o) = o, 
en excluant ainsi de prime abord les d. c. nulles qui ne modifient 
pas les énoncés de la théorie des attentes. Sous cette condition, 

la t. L. rationnelle la plus simple est de la forme _̂  _t , correspon­

dant à la f. r. i — e~ct. En posant, en outre c = i nous avons donc 

(4.i) , Mt) =1-*-*, S l (^) = _ L . 
I — z 

d'où résulte la relation 

(4.2) E (T)= (* tdfi{t)= Tme-ttdt = i; 
J0 ^0 

en disposant ainsi de la constante c, nous avons donc pris l'e. m. 
de la d. c. pour unité de temps. 

Dans (1 .44) , posons Si(Ç) = -37^; alors les fonctions à intégrer 

qui y figurent, possèdent, en vertu de (S4 .19 ) , dans le demi-plan 
droit des Ç un seul pôle Ç = i et sont 0 ( | Ç | - 2 ) pour R ( Ç ) > o , 
| Ç | -> 00, de sorte que les intégrales en question se réduisent à des 
résidus en Ç = 1. les équations (1.44) s e transformant ainsi en 

1 

1 

[i — zs2(—y)]Vi(zx, . . . , zi;y)—zly—y£ 

(4.3) 

[R(* i ) ^o , . . . , R ( 7 ) ^ o ; X = o, . . . , * - i ] . 

Rappelons ici que dans le cas le plus important où à l'instant 
initial X0 les s lignes sont libres, donc Où 

(4 -4 ) *oi=^o, . . . , *05=lo, 
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la formule ( I .46) dont le premier membre est la f. g. des e. m. 
E(e~qXn | £ov), prend la forme 

ce 

(4.5) 2 * " E(*-**- | o, . . . , o) = V.(o) ; 

il nous importe donc en premier lieu de construire la fonction Vo(o). 
Dans ce but, posons dans les s équations (4 .3) et dans (1-45) 

Zi = . . . = s,— 1, d'où résultent pour les s + 1 fonctions 

(4.6) VxOO = Vx(i, . . . , i; y) (X = o, . . . , , ) 

les s -f- 1 équations linéaires 

[1 - z .,(-,)1 vx(r) - 373T—i 

( 4 ' 7 ) j x [ ( 7 - X ) ^ ( - 7 ) V x + i ( 7 ) - e 2 ( - X ~ i ) V x + i ( X + i)] = 8 x o - ^ -

(X = o, . . . , s — 1), 

s 

(4.8) ^ C Î V x O O - o . 
X = i 

Ces équations permettent d'exprimer les fonctions Vi(y) au moyen 
de s « constantes » V J ( I ) , . . . , VA(s), lesquelles se déterminent (en 
principe) en utilisant le fait qu'en vertu de (S 4.18), les V\(y) sont 
finies pour R ( y ) ^ o . Toutefois dans le cas présent, ces calculs se 
simplifient. En posant dans (4-7) y = X, on a pour les s quan­
tités Vx(X) les s — 1 équations homogènes 

(4-9) i [ l~-2£2(-X)lV^X)-3S2(-X~ I>V^1(X"+" I) = 0 

( (X = i, . ' . . , s — i). 

En divisant ensuite (4 .7 ) par (y — X)[i — ze2(—y)], nous 
obtenons les s équations 

V A Q Q z s 2 ( - y ) V X - M Q Q 

y — X i — zz2(—y) y— X— 1 

___ 1 ^g2(— X — 1) 
"" 1 — ze2(— y) (y — X ) ( 7 — X— 1) Vx+i(

!X>-i) 

I 

I — *E2(— 7 ) / ^-+-J 7 , 7 7 ^ 7 , (X = °> • • • I ' - I ) 
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qui, multipliées respectivement par zKs\(—y)[i — z e2(—7)]~\ 
prennent, au moyen des notations 

(4.io) A(jr) = _ f i ± l Z ^ , 6x=z£2(-X)Vx(X) (X = i 3 . . . , * ) , 

la forme 

(4. n) \ = ; ^ ( j ) 6 x + i t s i i 9 
i — ZE2(—y) (y — \)(y — X— i), °<i—*e2(—7)7 q-+-y 

(X = o, . . . , s — i). 

Au moyen de la deuxième notation ( 4 . 1 0 ) , les équations ( 4 . 9 ) se 
transforment en 

^ + 1 ""Â7T) = 0 ( X = I > •••' '""Oi 

d'où l'on tire 

(4.12) *x+1 = 6 l 17/T(T) (X, = I ' - - - ^ - 0 -
£ = 1 

En ajoutant ensuite les v premières équations (4.11), nous avons 

7 - ^ 0 ( 7 ) - ^ ( 7 ) ^ ¾ 
v —1 

(4.i3) { _ 1 y i ft(y)b\+i | 1 1 9 
i — zz2{—y)^' "N/ " "' (—7)<^„(7 — X ) (7 — X—1) 1 — *«•(— 7) 7 2-+-7 

( v = i , . . . » 

et en substituant dans (4-8) les expressions qui résultent de ces 
équations pour V 4 (7 ) , . . . , ^ ( 7 ) , nous obtenons pour Yo(y) 
l'équation 

(4.i4) i + r J ; H W ( / - v ) ve(7) 

V = l A = 0 

I 2 
I — se2(— 7 ) ^-+-7 

v = i 
r- I2G Ï A"^ ( j , ) ( j '"v )-
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Pour le facteur de V 0 (y ) , il vient au moyen de (4.10) 
s 

y-1^- • • = ^ ' [ 7 ( i + A - ' O O ) ' - «A-'CrXi-t- A - ' O O ) * - 1 ] 
v = o 

- T - 1 Lr*-* 6i* (—7) — *(i — s «•(—7)) z~s si*(—7)1 

= jr-i * - ' £2 * (— JK) [ J — s H- ** s2 (— 7)] ; 

en divisant la dernière équation par ce facteur, nous avons donc 

(4i5) \Q(y)= ï ?****(-?) 

X 

L X = o v = X + i J 

i 

1 - ^ 6 9 ( - 7 ) ^ - t - 7 

Or nous verrons plus loin que pour | z | <C 1, l'équation 

(4.16) s—y — szti(—y) = o ou 1 — z——— = o 
1 — ^ 

possède une racine unique 70(^) telle qu£ R [ 7 0 ( > s ) ] > o . Comme, 
d'autre part, la fonction V 0 (7 ) est continue (et bornée) pour 
R ( 7 ) ^ o , le deuxième membre de ( 4 . i 5 ) et, par conséquent, 
l'expression qui y figure entre crochets, doit s'annuler pour y = 7 0 (z), 
donc 

(,.I7) j 2( , . -1)^-1-,) 2 c?^(,.)0,-v) + rL-o 
v " J A = 0 V=X-Hl 

( [70 = 7 0 ( ^ ) ] . 

Au moyen de l'identité 
s 

2 Ci'&-"(?,,) ( , , - v) = - <*_,,. 
(4 .18 ) \ v = i + i 

[A(,.)= ".(-.r.) = izzr?] 

qui se démontre par induction sur A, l'équation (4.17) prend la 
forme 

X = o 
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où nous substituerons aux b\+i les expressions (4 .12) . En utilisant 
la notation 

A0(*) 
(4.20) 

* - i r A - 1 - 1 

= 7 o 2 G - M ( r o - M C r o - X - i ) J j A ( * ) 
A = 0 L A = l J 

nous avons ainsi 

(4.21) bx 
9+yo(z) 

A^(*) . 

Les équations (4 .20) , (4.21) et (4.12) permettent d'exprimer 
les s constantes b\ et, par conséquent, les fonctions V 0 (7 ) , . . . , 
Vs(y) [équ. ( 4 . i 3 ) et ( 4 . i 5 ) ] par des grandeurs connues. Pour 
construire en particulier V0(o), faisons tendre 7 - > + o dans (4. i5), 
d'où 

V = z l 

pour la f. g. (4 .5) nous en tirons au moyen de (4.21) la formule 

(4.22) j?*" E^" I °) = 7=ï ferfcïî A"(Z) + ']' 
/1 = 0 

AQ(-S) étant donné par (4 .20) . 
Avant d'utiliser cette formule, revenons à l'équation (4.16)* 

D'après le théorème de Rouché ([13], p. 116), la fonction 

(4.23) -y — szi2(—y) = i ,s»(—7) 

i-ï-s—y 

a, pour \z | < 1, autant de zéros que de pôles à l'intérieur du demi-
plan R ( 7 ) ^ o ; car sur la frontière R ( 7 ) = o, ainsi que pour 
R ( 7 ) > 0 et | 7 | assez grand, l'inégalité 

. £ 2 ( - - 7 ) ^ \ z \ < i 
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est vérifiée. Comme la fonction (4.23) n'a dans ce demi-plan qu'un 
seul pôle y = s, son numérateur possède donc un seul zéro yo(z) de 
partie réelle positive. 

, c . Q. F. D. 

De la formule (4.22) nous allons tirer la valeur limite de E (e~qXn | o) 
pour/i->oo, laquelle dépend du comportement deyo(z) pour^->i—o. 
Supposons d'abord que f2(t) vérifie l'inégalité 

(4.24) r*dMt)>\ f*tdMt)=1-', 

il en résulte que la fonction 

(4.25) , ( ^ ) = Î ± Z Z ) , 
1 — -s 

considérée dans l'intervalle o ^.y <C.s, décroît au point 7 = 0 . 
Comme, d'autre part, cp(o) = i et que 9(7 ) tend vers + 0 0 
pour y ->s — o, cette fonction atteint dans un point unique y* de 
l'intervalle (o, s) [où y'(y*) = o, cp"'(y*) > o] un minimum 9(7*) < 1. 

En outre, cp (7) vérifie l'inégalité | cp (7) | ^ çp [R(7)] [pour R(7) < s], 
de sorte qu'on a l'inégalité 

(4.26) | * ç ( 7 ) | < i Pour | i | < ^ s r i ( / ) } R ( j ) = y * [z*>i]. 

Pour | s | < £ * l'équation (4.16) , ou 1—zy(y) = o, possède 
donc, en vertu du théorème de Rouché, une racine unique 70(-5) 
telle que R ( 7 o ) > 7 * > o , la fonction yo(z) étant holomorplre 
pour | * | < * * . Comme | ^ * | > i , yo(z), et par conséquent la fonc­
tion zsA0(z) [équ. (4 .20) ] , est holomorphe pour | ^ | < ^ * . [On 
vérifie sans peine que AQ(Z) est holomorphe aux points z tels 
que yQ(z) = X(X = o, . . . , * —1).] 

En représentant le nièmG coefficient de la série de Taylor (4 .22) 
sous forme d'un résidu au point z=.o, nous avons, en désignant 
par R un petit cercle ayant l'origine pour centre et parcouru dans 
le sens positif, 

(4..7) E C - M o ) - ; ! , / ^ 
9-+-yo(z) 

) -+- I g-"-1 dz. 
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Comme la fonction à intégrer est analytique pour | z | < z*, on peut 
remplacer R par un cercle i < \z | < z*, en retranchant les résidus 
aux pôles de la fonction à intégrer situés entre ces deux cercles. 
Dans le domaine i < \z \ <.z*, A0(z) peut avoir un nombre fini de 
zéros qui seront des pôles de la fonction intégrée. Mais il est évident 
qu'aucun pôle, sauf z = o, n'est situé à l'intérieur du cercle unité; 
car puisque | E(e~q'n) | ̂  i pour R(y) ^ o, la série (4.22) converge 
pour | s | < i [ e t R ( g r ) ^ : o ] . En outre, nous démontrerons ci-
dessous qu'en dehors de z = 1 il n'existe pas non plus de pôles 
situés sur le cercle unité. En anticipant ce résultat et prenant àr tel 
que A.0(z) ^é o pour | z | ̂  1 -f ô', nous obtenons 

(4.28) E ( e - ^ « | o ) = Z _ A ô f ( i ) 
1 î-+-7o(0 

+ n——. ( —— r...^-72-1 < 

mais la dernière intégrale dont le module est < c f ( i + â')"", tend 
vers zéro pour n -> 00, de sorte que 

(4.29) hm E(g-yT.|0)=a g A - t ( l ) + I [pour r"^/2(0>il-

La non-existence de pôles, autres que z = 1, situés sur le cercle 
unité sera démontrée de manière indirecte. S'il existait des pôles 
z = el(?v(^ 1), ils ajouteraient au deuxième membre de (4.28) un 
nombre nécessairement fini de termes de la forme c^ein(?v, de sorte 
que E(e~qXn | o) ne pourrait tendre vers une limite pour n ->oo. Mais 
cela serait en contradiction avec un théorème dû à MM. J. Riefer 
et J. Wolfowitz [3] qui ont établi que, quelles que soient fi(t) 
et f*(t), limpn(t\ tov), donc limE(e_<7Tn | t0y), existe (et est indé-

pendante des s grandeurs £0v). 
Cependant dans le cas présent, nous n'avons pas besoin d'utiliser 

ce théorème; car dans nos hypothèses (4-4) , les pn(t) = pn(t\ o) 
vérifient l'inégalité 

(4 .30 ) p B ( O ^ P » + i { 0 (/1 = 0 , 1 , . . . ) 

qui entraîne évidemment l'existence de lîmpn(t) et, par conséquent, 

les formules (4.28) et (4 .29) . 
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Avant de démontrer la dernière inégalité, nous établirons une 
formule de récurrence pour les d. a. rn (n^.s). D'abord il vient 
T 0 = . . . = T,_I = o, puisque dans l'hypothèse (4 .4) toutes les s 
lignes sont libres à l'instant X0 . Pour 7 ^ ^ s , le nième appel, produit 
à l'instant Xw, pourra être servi dès que n — s parmi les n commu­
nications d'indices < n auront pris fin, c'est-à-dire à partir de 
l'instant max'J' ( X V + T V + T V ) ; il vient donc, au moyen de la 

v = o,.. ,« — 1 

notation (1 .7 ) , 

T „ = [ max(') (Xv-f-Tv-f-Tv) — X n ] + = [ muxM ( X V + T V + T V - X „ ) ] + 
V = 0, , / I — 1 V = 0 , . . , / 1 - 1 

ou, en écrivant max ( i )+ au lieu de [max^]-1", 

T „ ( T 0 , . . . , Y n _ t ) = max(^+[Xv-t-Tv(T0 , ..., Y v _ , ) -4- T v - X„] 
( 4 . 3 i ) \ v=o f . . . , i i - i 

(n = s, s •+• 1, . . . ). 

De (4 .3 i ) on tire la relation 

i
-zn-i(T,, ..., Y*- , ) = maiW+ [Xv + 1 + T V ( T „ ..., Yv) + T v + 1 - X „ ] 

v = o,. ,n — 9 

= maxW+tXv-f-T^-^T,, . . -,Yv_i) f- Tv — Xn] 
v = i, .,n—l 

(/Z = s H - I , S -h 2, . . . ) . 

Admettons maintenant que l'inégalité 

( 4 . 3 3 ) T V ( T 0 , Y0 , . . . , Tv—1, Yv__i) ^ T V — I ( T J , Y i , . . . , Tv—1, Y v _ t ) 

qui est vérifiée pour v = 1, . . ., s, puisque 

"*S ^ T S - 1 = . . . = T 0 = O, 

ait été démontrée pour s ^ v ^Ln — 1. Il en résulte que pour 
v = 1, . . ., n — 1, le vième nombre figurant au dernier membre de 
(4.32) est inférieur ou égal au vieme nombre qui figure au deuxième 
membre de (4.31) (où en outre, se trouve un terme d'indice v== o). 
Il est donc évident que la fonction max ( i )+, formée pour les n — 1 
nombres qui figurent dans (4 .32) , est inférieure ou égale à max ( , '+, 
formé pour les n nombres contenus dans ( 4 . 3 i ) , et cela démontre 
l'inégalité (4 .33) pour v = n, et, par conséquent, pour tout v ^ i . 

Comme tous les Tv, et de même tous les Yv, ont les mêmes f. r., 
il résulte de (4.33) que, pour tout v ^ 1, 

Prob[Tv(T0 , . . . , Y v _ 1 ) < 0 ^ P r o b [ T v _ 1 ( T l 5 ...,Y^x)<t] 

= Prob[Tv_i(To, . . . , Y v - 0 < * L 
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c'est-à-dire que 

P v ( 0 ° ) = ^ P v - l ( 0 ° ) ( V = I , 2, . . . ) , 
C Q. F. D. 

Dans (4.22) et (4.29) passons maintenant, au moyen de la formule 
de M. P . Lévy ( [4] , p . 38), des e. m. aux f. r. correspondantes 
Pn(t) = pn(t\o)] observant que les v. a. rn sont ^ o , et anticipant 
que, dans le cas présent, pn(t) est continue, nous pouvons écrire cette 
formule sous la forme 

(4 .34) fn(t)= \im . / eçtE(e-^n)^ (t>o). 
N>°° 2 î C l ^ - ^ + o 9 

>, 1 n -r- u 

Dans le premier membre de (4.22) les opérations lim / ... dq 

et 2, peuvent être permutées pour la même raison que- lors 
71 = 0 

du passage de (2.42) à (2-44), et comme la première de ces 
opérations transforme le deuxième membre de (4.22) en la somme 
des résidus aux points q= o et q= — yo(z), il vient 

(4.35) 2 ^ » p „ ( 0 = ^ [1 + A»1 (*) <r-^(2"] ( | * | < i ; « > o ) . 
n=o 

De même, on tire de (4 .29) , dans l'hypothèse (4 .24) , la relation 

(4 .36) . / el* lim E{e-vxn)-1 = H m ?n(jt) = 1 -+. Aô1 (1) e~}*^ 
2 KiJ-t oo+o n*"» q n>°° 

ou, écrite de manière explicite, 

P ( 0 = lim Pn(o = n- yo(i)y.c)-x 

(4'37) i x(yo(D-^(yo(i)-^-i)-^Yl l^^Ve-y^ 

I ^ - 7 0 ( 1 ) - ^ 2 ( - / 0 ( 1 ) ) = 0 , ^ tdf2(t)> I ; * > o l ( t ) . 

( ^ P ë u après notre publication [9] qui contenait, sans démonstration, les équa 
tions fondamentales de notre théorie ainsi que la formule (4.37), M. D. G. Kendall 
a publié un article [2] consacré au calcul de p(t) et d'autres probabilités dans les 
hypothèses admises dans (4.37). Au moyen de raisonnements tout différents des 
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Cette formule est la généralisation, à des f. r. f2(t) arbitraires, 
de la formule 

(4.38) p ( , ) = I _i ;^2£l + _£_fij e-^u, 

établie par A. R. Erlang dans l'hypothèse où les appels sont 
produits suivant la loi de Poisson, donc où 

(4.39) / o ( 0 = Prob(Y < O = i - e-ct ( c < , ) . 

Remarquons ici que, par des méthodes bien connues, on peut tirer 
de la formule (4 . 27) et de son analogue pour pn(t | o) les développe­
ments asymptotiques de TL(e~qTn\o) et de pn ( ̂  | o ) pour rc->oo. En 
première approximation on trouve ainsi pour pn(t\o), dans l'hypo­
thèse où A 0 ( - s ) ^ o pour 1 <Cz ^z*, la formule 

(4.40) 9n(t | o) = P(0 o) -+- of/i"***""] (/1-̂ .00 ). 

Supposons maintenant, contrairement à (4.24), que 

(4.4i) fmtdMt)^\. 
Jo s 

Alors la fonction 9 (7 ) , considérée à nouveau pour o^.y<is, 
atteint son minimum 1 au point 7 = o, de sorte que la solution70 (s) 
de l'équation (4 .16) , ou 1 — z 9 (7 ) ==0, tend vers zéro pour^-> 1—o; 
il vient donc 70(1 — 0)==0 et, par conséquent, en vertu de (4 .20) , 
A0 ( 1 — o ) = — 1. Faisons ensuite tendre z vers 1 — o dans les deux 
membres de la formule 

(4.42) P o ( 0 + ^ V [ p / i ( 0 - pn-i(0] = 1 -+- A01 (z) e-y*w 
nz=l 

qu'on obtient en multipliant (4 .35) par (1 — z). Alors le deuxième 
membre tend vers zéro et le premier, en vertu du théorème d'Abel, 
vers la somme des coefficients de la série de Taylor, donc vers 

p»(0 + 2 [p»(0 - P—i(0] = lim p«(0; 

nôtres, M. Kendall démontre que p(t) est de la forme 1—C e-roW* et donne un 
procédé qui permet de déterminer dans chaque cas particulier la constante G, sans 
toutefois étabKr la loi générale (4.37). 
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car cette somme dont les termes, en raison de (4 .3o) , sont ^ o, 
converge évidemment. Dans l'hypothèse ( 4 . 4 0 n o u s obtenons donc 

(4.43) P ( 0 = lim P „ ( 0 = o (*^o) . 

Pour être en mesure d'établir, de manière analogue à (4 .4o) , de 
quelle façon pn(t) tend pour n-^ao vers sa limite zéro, il faudrait 
admettre des hypothèses restrictives sur f2(t); en premier lieu, 

/ i « 

on pourrait ainsi supposer que l'intégrale e2(z)=j eztdf2(t) 
Jo 

converge pour un nombre z > o, si petit soit-il. 

Construction de la fonction Vi(*i ; zx) pour s ̂  2 e t / i ( 0 = * — e~t-

Pour obtenir d'abord V4 (zl ; 7 ) , d'où se déduit la fonction 
Vi (* i ; Zi) qui figure dans ( I . 4 6 ) , posons dans les s — 1 dernières 
équations (4 .3) et dans (1-45) z2=...= zA=i. Pour les s 
fonctions 

(4.44) Vx(*i, 1, . . . , i;y) (X = i, . . . ,* ) 

résultent ainsi s équations linéaires à déterminant non nul où, en 
outre, figurent les s—1 fonctions 

(4.45) V\(zu 1, . . . , 1; * i - h X - i ) (X = 2, . . . , O 

qui se déterminent en utilisant le fait que les fonctions (4.44) s o n t 

finies pour R ( 7 ) ^ o et R ( ^ i ) ^ o . En résolvant les équations 
linéaires vérifiées par les fonctions (4-44)» on obtient donc en 
particulier pour Vi(zi; y) une expression où ne figurent que des 
quantités connues. De cette expression on tire pour Yt(zi; Zi) 
la formule 

(4.46) YX(ZÛZX)= ' ZLI l i lA T i (* i , z) 
1 — z e2 ( — zx ) szx — y x 

x ^ ^ 7 ^ 7 , 2 (ji->0(.n-x-,)fjA(*) 

x [(1 - zOy, G)_t + *, (s - y,) CjrS ] -•- <*i - O j±yt 
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où A0(z) et A 4(^i , z) sont respectivement définis par les équations 
(4.20) et 

(4.47) A i t * , * ) 
s — 2 r A -1—1 

= (7i-*i)2^_J (7I-*I->0(7IT-*I -X-i)[J*(*, + *) , 
X = 0 L * = 1 J 

tandis quey± =.yy(z±, z) désigne la racine unique de l'équation 

(4.48) s — 1 — y - * - z x — ( s — i)ze2( — y) = o 

telle que R ( 7 ) > o pour o < | z | < 1 H ^--^ • 

Cette méthode permet de construire tous les V\. Les fonc­
tions V 0 ( 7 ) , . . . , Vx_t(^i, . . . , z\_i) y) étant construites, on 
tire Vx(^i, ..., z\) 7 ) d'un système de s-h 1 —X équations linéaires, 
obtenues en posant z\+i=...= zs= 1 dans les s — X dernières équa­
tions (4 .3) et dans (1 .45) ; s — X fonctions non encore connues 
de^i , . . . , zh qui figurent, en outre, dans ces équations, se déterminent 
par des considérations de continuité. On trouve ainsi que tous les 

V\(z\, . . ., z\\y), donc toutes les fonctions Y\ l z±, ..., z\) 2 ^ v ) 

qui figurent dans ( I . 4 6 ) , peuvent être exprimées sous forme finie 
au moyen des fonctions y0(z) [équ. (4.16)] et 

yi( 2 * v , * ) (x=>1» •••> * —O» 

7À(Ç ? Z) désignant la racine unique de l'équation 

(4 .49) s — X — y + l — (s _ X ) s s , ( — y) = 0 ( X = i , . . . , 5 — ï ) 

telle que R ( 7 ) > o pour o ^ | z | < 1 H — - ^ -

Examinons maintenant le domaine d'holomorphie de Yi(zi) Zi), 
considérée en tant que fonction de Z\ et z. D'une manière générale. 
Y\(zi\Zi) est holomorphe pour | s | < 1 et R ( ^ 4 ) > o , comme le 
montrent les raisonnements faits à la fin du chapitre I [équ. (1.66) 
et ( I . 67 ) ] . Mais nous verrons que, dans le cas présent, cette 
fonction est aussi holomorphe, ainsi que 0 ( l^l*"1), pour | s | ^ i 
et R(-Si) assez grand. 
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Parmi les fonctions qui figurent au dénominateur de l'expression 
(4 .46) , seules A0(z), A1(z1 , z) et i — z e 2 ( — z ± ) pourraient 
donner lieu à des singularités dans le domaine mentionné. Or nous 
savons déjà que A"1 (z) est holomorphe pour \z\^i. Ensuite la 
fonction At(z±, z) est holomorphe, tout comme 71(^1 ,^) [équ. 

(4.48)], pour | -s | < 1 -+- pzrr" P ° U r 1*1 — C ( a r b i t r a i r e ) e l 

R(^i) ->oo, A71 (zi, z) se réduit, à un facteur près qui tend vers 1, 
S — 2 

à —zs~ le2(—71) j l £2(—Zi—À); il existe, par conséquent, une 

constante c4 telle que A71 soit holomorphe pour | z \ ^L 1 et R (^ i )^c 4 . 
Enfin le facteur [ 1 — z z2(—£i)]-1 est holomorphe pour \z\^\ 
et R ( ^ i ) ^ c 2 > o , c2 étant arbitrairement petit. On peut donc 
trouver 8' et c ' > o tels que Yi(zi) zi) soit holomorphe pour 
| ^ | = ^ i H - ô ' et R ( - S i ) ^ c ' ; en outre, on conclut de (4 .46) que, 
dans ce domaine, | V4(*i ; zt) | < c" \ zi |_ 1 . Il en résulte que 

e^lYi(K; K)-^ est holomorphe, en tant que 

fonction de z, potfr | z \ ^L 1 + à'. 
Dans la formule ( I . 6 2 ) posons maintenant £02 = • • . = £o*= o; 

il vient ainsi, en prenant pour Ci la droite R(Çi ) = c ' > o, 

(4.5o) 2 ^ ^ ^ ^ 0 1 , 0 , . . . , o ) 
H = 0 

T riço+c' dl 
= Vo(o) + - ^ / e H ( 5 ; ï ) r < l * l < i ) . 

Pour £01^0 , la dernière intégrale s'annule; pour tm>o, sa 
contribution à E e~qXn s'obtient en effectuant, tout comme dans (4.27), 

l'opération — . / . . . z~n~Y dz où, en raison de l'holomorphie du 

deuxième terme du deuxième membre de (4.5o) , nous pouvons 
prendre pour R le cercle | z | = 1 4- â\ On en conclut, au moyen 

d'une évaluation élémentaire de / . . . dz, que cette contribution 

est 0,oi[(i + d')""'1], c'est-à-dire que, pour £oi!>o donné, elle tend 
exponentiellement vers zéro. Notons que dans le cas où tous les *0v 
sont >> o, la même propriété pourrait être établie pour les contri­
butions à la valeur numérique de Ee~qTn, fournies par les autres 
termes du deuxième membre de (1.62). 

MÉMORIAL DBS SG. MATH. — N» 1 5 0 . 
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Appliquons maintenant les formules (2 .22) et (2-44) du 
chapitre II dans les hypothèses ( 4 . i ) et (4 .4 ) . Pour ®(q, z) 
[équ. (2 . i3)] il faut alors prendre la fonction (4.22) qui est encore 
continue, et même holomorphe, à gauche de l'axe imaginaire 
des q. Nous sommes donc en droit de remplacer dans (2 .22) le 

2 y . l N - 0 

symbole / [équ.(2.17)] par lim / et obtenons ainsi 
• ' N>oo./_- lN__o 

2^.-^-^^ + ̂ )+(--,)^^/^ ' 
n,a=zO 

x [ _ _ j L_ e»(y) / ? A - i / , ) , x\^ 
[{l — z)(l — x) i — z i — xz,(q)\q-^yQ ° / J q 

__ I / I I \ I X — z 

~ ~ 2 \ I — X l — ZJ 2{1 — Z){l—X) 

,*N — 0 s —ar ,. I ria-u e2(q) / 1 A w N i \ , 
H lim . / v 7 , N ( •—7— Aô1 (z) -+- - )dq. 

î — ZK>oo2KiJ_ix_0i — xu(q)\q+*y0(z) q] 

Par suite de la continuité de fi(t), il vient en particulier 
/ 2 ( + 0 ) = / 2 ( 0 ) = 0, de sorte que la limite de la dernière 
intégrale s'avère égale au résidu de sa fonction à intégrer au 
pôle q=—yo(z)', on a donc finalement, en utilisant (4.16), 

(4.5i) V xoz-p^ - ! _ + £ = 5 * ( - /«> A - . {z) K ' Ĵ r i — z i — z i — xzo( — y0)
 u v ' 

n}a = 0 

_ I Z — X S — y0 

Pour la f. g. des probabilités 

P t t = Wmpna (a = o, 1, . . . ) , 

pour qu'en étal d'équilibre statistique un appel trouve exactement a 
appels en attente, on tire de ( 4 . 5 i ) dans l'hypothèse (4.24) la 
formule 

(4.52) 2 a 7 " p « : = 1 - 4 - ( ^ - . r » ) A o ' ( i ) ^ _ ( ' y " l ^ | ) ) a , [yo=yo(i)], 
a = 0 

où70(1) désigne la racine positive de l'équation s—y = se2(—7); 
cette formule montre que P 4 , P 2 , . . . forment une série géomé-
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trique d'argument i 7o( i ) . Dans l'hypothèse ( 4 - 4 0 on obtient 
00 

naturellement "V xnT?a= o ( 1 ) . 
0 

Dans l'hypothèse (4-4) , la formule (2-44) devient 

2 ^^ZnPn^YZTl^^o(o), 
K = 0 n = 0 

V 0 (o) étant déterminé par les équations (2-45) et (1 .45) . Pour 
la f. r. (4 . i) les équations (2.45) prennent elles aussi, en raison de 
la continuité def2(t) pour t = o, la forme (4.3), avec (x — i)*—àmx s 

pour deuxièmes membres ; elles peuvent donc être résolues de la 
même façon que les équations (4 .3 ) . 

En introduisant dans la dernière formule l'expression de V 0 (o) 
qu'on obtient ainsi, on a pour la f. g. cherchée 

S » t 5 — 1 

2 2*x*''^"=ïdrîAô^)J.ro2(tf-i)v 

À = 0 n-=iO \ v = o 

(4.53) { T * - i / X \ - n \ 
x GV*-i J ^ b + 2 C ' " ' ( (70-W70-X-I) f j h(k) j ~W 

l7o = 7o (*)]• 

Désignant par 
P)k= Mmpl (X = o, 1, . . . , O 

la probabilité pour qu'en état d'équilibre stationnaire un appel trouve 
exactementX lignes occupées, on tire de (4.53), dans l'hypothèse (4.24), 

(4.54) 2 ^ = A - 0 ( i ) ^ ( i ^ ^ - ' H °UMi 
À = o ' ' v=o L 

) - v 

- , — £ ^ — ^ I 
xs) 

s—l À "I 

+ 2^(^.(1)-^)- (yod) - ^ - - ) - 1 1 ^ ( - ^ 
À = v k=v+i J 

(1) La formule pour la f. g. N znx'p{
H

/] des probabilités^ ) pour que, à l'instant Xn, 

j appels soient ou en attente ou en cours de communication,, que nous avons donnée 
dans [9] [équ. (3) et (4)] , et qui est valable dans les hypothèses (4. i) et (4-4), peut 
elle aussi être établie par la méthode utilisée dans le chapitre II. 
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tandis que dans l'hypothèse ( 4 - 4 0 il Nient 

2^p-.- xs. 

C H A P I T R E V. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS INTÉGRALES (1-44)¾ (1-45) DANS DIFFÉRENTES HYPOTHÈSES 

SUR LES TRANSFORMÉES DE LAPLACE STIELTJES 6, (Ç) ET £ 2 ( 0 -

Avant déparier des hypothèses sur £±(Z) et £2(Ç) dans lesquelles on 
peut faire disparaître les signes d'intégration qui figurent dans (1.44)? 
mentionnons que, pour traiter le cas s = i, on dispose de méthodes 
particulières (voir, par exemple, [12]) qui ne s'appliquent pas 
pour s ;> i, et que nous renonçons à exposer ici. 

Dans chacune des deux hypothèses i° et 2° indiquées déjà dans 
l'introduction, et pour s quelconque, les solutions des équa­
tions (1.44) peuvent être exprimées sous forme finie. 

i° La méthode de résolution des équations (1 -44)? 0 -45) utilisée 
au chapitre IV dans l'hypothèse (4.i) s'applique dans tous les cas où 
la t. L. B±(Z) est rationnelle, e2(z) étant une t. L. arbitraire, pourvu 
que les fonctions analytiques données, symétriques en z±, . . ., z\, 
a\(zi, ..., z\) y), qui figurent dans les deuxièmes membres de ces 
équations, vérifient dans le domaine (1.25) des inégalités de la 
forme 

|«x(*i> •••, zx; y)\< jj-r (X = o,'..., s — i), 

ou encore qu'elles possèdent des représentations de la forme (S6.1) . 
Dans le cas des équations (1 -44)? l e s Vx(^4, . . ., z\] y), considérées 
en tant que fonctions de y, sont rationnelles en 7 et e 2 ( — 7 ) . 

Dans l'hypothèse où 

/i(o=2c,(i~c~"'° 
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donc OÙ 

(5.2) 6 l ( ^ ) = y ^ £ i 
at— z 

esquissons brièvement le procédé de résolution sur le cas s = 2. 

Alors les équations (1 -44) et (1-45) se transforment, en vertu de 
l'inégalité (S 4 . 1 9 ) , respectivement en 

(5.3) [ i - * « . ( - 7 ) ] V o ( 7 ) - * 2 " Ci 

ty — ai 
1=1 

X \r 2̂ (— 7 ) Vi (at ; y) -r a, s, ( - at) Yx(at ; a,)] -. 
q+y 

n 

(3.4) [ i - J i . ( - 7 ) ] V i ( * t ; , r ) - * y 5 
^* y — zx — at 

1 = 1 

><[(y—Zi)s>(—y)Y»(ai,zx;y) — alu(—zx—at)Y*(ai,zùai-hzï)]~o, 
(5.5) Y2(zx, z2; y) =-Y0(y) -Yx(zx; y)-Yx(z,; y). 

Introduisant dans ( 5 - 4 ) les expressions ( 5 . 5 ) des fonc­
tions Y2(at, zx ; y) et utilisant ( 5 . 2 ) , nous avons 

(5.6) [i-ze2(-y)ex(y-zx)]Y1(zx:,y) 
n 

= -z^y_*l_at[(y-zO£*(-y)(Y0(y) + Yx(at;y)) 
i=\ 

-t- « / Ê 2 ( — at — zx) Y2(ah zx\ at-+-zx)]. 

En posant ici z{ = a4 , . . . , an et en utilisant (5 .3 ) , nous obtenons 
pour les n -f-1 fonctions 

(3-7) V0(7), V^a i î jO , . . . , Yx(an; y) 

n -h 1 équations linéaires non homogènes dont le déterminant D„ ( 7 , z) 

a, dans le demi-plan droit d e s 7 , ^ - t ^ - p ô l e s a , + aA (i, £ = 1, .. .3 ri)) 

par conséquent D„ ( 7 , z) possède pour z assez petit "l71"*"1) zérosy v (z) » 

de partie réelle positive (sauf pour des valeurs exceptionnelles des ai 
et a qui se traitent par continuité, les Y\ étant, de même que les Vj\* 
des fonctions continues de ces paramètres). En résolvant ces équa­
tions, on trouve par exemple pour Dn(y, z) Y0(y) une forme linéaire 

des n H - - grandeurs 

(5.8) Yx{at;at) (1 = 1, . . . , / i ) et V2 (at, ak ; at -h ak) (i, h = 1, . . . , n) 
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et de —— j dont les coefficients sont continus, à un nombre fini de 

pôles près, pour R ( y ) ^ o . Nous sommes donc en droit de poser 
dans cette formule 

7=7i(*)> •••> 7»»+»(*)> 

d'où résultent équations linéaires pour les grandeurs (5.8) , 

n autres équations s'obtenant en posant y = Z\ = a^ (k = i,'. . ., n) 

dans (5 -4 ) ; ces h n équations linéaires permettent de calculer 

les grandeurs (5 .8) et par là, de construire Y0(y) et les autres 
fonctions (5 .7) ( 1) . 

Revenons à (5 .6 ) . Pour 131 < 1 et R ( - S i ) ^ o , la fonc­
tion 1 — z s 2 ( — y ) f i i ( y — z±) a, en vertu du théorème de 
Rouché> n zérosyv(*i> z) (v = 1, . . . , ri) de partie réelle positive qui, 
substitués à y dans (5.6), fournissent n équations linéaires pour le 
calcul des n fonctions Y2(at, Zi) a / + ^ i ) . Toutes les fonctions qui 

(1) On voit que les grandeurs (5.8), considérées en tant que fonctions de q, sont 

des formes linéaires des fractions 1 de sorte que V0(o) [équ. (4.5)] est une 

fonction linéaire de ces fractions, à savoir 
n*-hn 

1 

En procédant comme au chapitre IV [équ. (4.22), (4.29), (4.36)], on trouve pour 
la f. r. du d. a. p (0 , dans l'hypothèse où les nombres yv( 1) sont deux à deux diffé 
rents, la formule 

n*-+-n 

P«) = «- 2 «.(Oe-^"" ( t> 0, s = 2, £'2(o)> 1^(0) = 5 2 J V 

Soit maintenant s.x(K) une fonction rationnelle quelconque, d'ordre /1, de Ç. On 
trouve alors que, pour s arbitraire, la f. r. p(t) du d. a. d'équilibre statistique est 
de la forme 

Pw=.-2 2v e ~ v 
^. :=1 V = 0 

m 

[f>o,c's(o)>Ie'1(o),.R(y1)>o)...1R(^)>o;2(^ + 0^C^+î_1]. 
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figurent au deuxième membre de (5 .6 ) , étant ainsi construites, on 
connaît aussi V i ( s i ; y) ainsi que, en vertu de (5 .5 ) , la fonc­
tion Y2(zi, z2\ y), ce qui, en principe, résout notre problème. 

Le déterminant Dn(y, z) est divisible, en tant que polynôme en z, 

de degré ^ n, par i — z e2(—7)^1(-)î pour rc=2, 3 il vient 

respectivement 

Cj ax -h c2a%~] 
DÎ(7> *)= [ i - z £2(-7) £1 ( f )] [1 - * £2(-7) 

D3(7,*) = [ i -*£2(-7)£i ( f ) ] 

a i - + - a 2 — 7 J 

:rMite i r )(S!f!±f!Î 
L v JJ\ax+a2-

+c2a2 cxax-+-c%ai c2a2-^c^az\ 

(5.9) ( L \ « i + « 2 — 7 «i+«3—7 «2+«a—7/ 

H- S9 £ f ( — J ' ) ( C i t t i -h C2 «2 -+- C3 «3 ) 

/ C l ^ l ^2^2 
\{ax+a2—y) (ax+a^—y) {ax+a2—y) (a2+a3-y) 

_H c^a-i 
\ («i+«i-7) («2+«.--7)4 

De la même manière que'pour s = 2 , on peut aussi procéder 
pour5arbitraire. On calculera successivement, pour a = o, ...,s—1, 
les CjZa+« fonctions 

A zx, . . . , za, ai*, . . . , a),*; ^s v -+- 2 av* ) 
\ V = l V = l / 

Vx+al «1, . . . , « a » a i « , . . . , « V , 2 ^ ^ v - + - ^ « v * 1 (X = o, . . . , 5 — a ) , 
\ V = l V = l / 

1*, . . . , )* parcourant toutes les combinaisons 1 à X avec répétitions 
des indices 1, . . ., n. 

Comme les fonctions V>H_a(^4, . . . , £a , a1M ..., a>*; 7 ) s'expriment 
linéairement, au moyen de coefficients connus, par les fonctions 
précédentes, on obtient ainsi la résolution complète de (1.44)? (1-45)? 
dans les hypothèses présentes. 

20 Supposons maintenant que Si(z) est un polynôme en ehz et que 
la f. c. e2(z) est rationnelle, la première de ces hypothèses signifiant 
que toutes les d. c. Tn sont des multiples entiers, en nombre fini, de 
l'intervalle de temps h) nous admettrons que pour fi(t) donné, 
h a déjà été choisi aussi grand que possible, et prendrons ci-après 
ce h pour unité de temps. 

Nous montrerons sur l'exemple s= 2 que dans les hypothèses 
présentes la résolution des équations (1.44)? (1-45) s'obtient, tout 
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comme dans l'hypothèse traitée au début de ce chapitre, en adjoignant 
les solutions de certaines équations transcendantes; en particulier 
on trouve que les Vx (*t> .. -, z\',y) sont des fonctions rationnelles 
de 7 . Soit donc 

(5.IO) e , (C)=2«vC v i : ( 2 a v = T > a«>°> ^ ^ 1 )> 
v=o 

(5 .n ) ; , ^=1 

2 ^ = ^ cu •••> cmj?îo; R(6 t)>o, . . . , R(6m )>o; / n ^ i J. 
,11.=1 / 

En raison des propriétés de fii(Ç), nous pouvons amener le chemin 
d'intégration de (1-44) s u r UI*e droite Cg choisie telle que 

(5.12) R ^ - Ç X o , R ( / - i i - 5 J < o pour R(t) = 8. 

Pour 5 = 2 , nos -équations prennent la forme 

(S.i3) [ i - ^ 2 ( - r ) ] V o ( r ) - ^ - . T i i ^ Z l ' 

x L r « « ( - r ) v , ( ï ; . r ) - Ç H ( - Ç ) v , ( Ç ; Ç ) ] r f ç = — 2 _ , 

(S. 14) [ I - W - ^ V ^ J ) - ^ . / ' * - ! ^ — L ' , 

x [ ( 7 - * i M - 7 ) V 2 « , «i ;7)-^2(-^i-S)V2(Ç, * ; Ç-K*,)]rfÇ=o, 

(5.i5) V , ( Ç > * 1 ; j r ) = - V # ( 7 ) - V 1 ( ^ ; 7 ) - V 1 ( C ; < r ) . 

On démontre au moyen de la méthode des approximations succes­
sives que dans les hypothèses présentes, Vj et V2 sont, pour \JS [assez 
petit, des séries de Taylor*respectivement en e~t, et en e~< et e~~z\ 
donc 

(5.16) ^ ( ^ ^ ) = 2 ^ ( ^ ) ^ - ^ , 

00 

(»-i7) V,(C, ^ i ; 7 ) = 2 ^ ^ i ; ^ ) e " * ç ï 
A=o 

en vertu de (5. i5), les coefficients de ces séries vérifient les relations 

(5.18) wk(zx\y) = - SAo[Vo(7) H- Yx(zx ; j ) ] - P * ( 7 ) (À: = o, 1, . . . )• 
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Des équations (5.10) et (5.16) à (5 .18) on tire les formules 

(5.19) [ s i ( 0 - i ] V i ( Ç ; 7 ) = ( 2 ^ ^ - i ) 2 ^ ( 7 ) ^ 

n — 1 n 

=2^°° 2 -̂ -̂̂ + (̂̂ ). 
k = 0 V = *-M 

n — l n 

(5.20) [«,(Ç)-i]Vi(Ç, ^;y)=^k(y) J « » « ( ' - « + ^ ( « - 5 ) 
k = 0 v = A;-+-l 

n n — 1 n 

= - ^ 0 ( ^ ) - + - ^ ( ^ - , ^ 2 ^ ^ - 2 ^ ^ 2 « V ^ - ^ - H P " ^ . 
k=0 v = A:-f-l 

où Pi(e~^) et P2(e~"S) désignent des séries de Taylor en e~^. 

Introduisons la première de ces expressions dans l'intégrale (5.13) ; 
comme, en vertu de (5 .12) , 

^ X ç ô ^ - ) e r ^ = ° (c^o)' =I-etT (c>o)' 
la contribution de Pd (e~<) à cette intégrale est nulle, l'équation (5. i3) 
se transformant ainsi en 

«—1 n 

(5.2i) [1- zt,(-y)]\0(y) - zu(-y)^i>k(y) 2 «v(i-«<*-*>0 

^ ^ ^ ( O - i l ^ ^ V ^ Ç ; ? ) ^ [R(7-0<o] . 
^•+•7 2 

De la même façon on obtient, en introduisant l'expression (5.20) 
dans l'intégrale ( 5 . 14)? 

1 [1- z H(- y) ^(y - zx)]Yl(z1] y) -h z ^(—y)[i—sx(y — zx)]Yfy(y) 
I « — 1 n 

] -+-Z£,(-^)2^(7) 2 «v('~ «'*-*> ̂ - 0 
(5.22) { *=» v = t + l 

[ R ( 7 - * i - C ) < ° » R(t) = *>oJ . 

Or, considérées en tant que fonctions de 7 , les intégrales qui 
figurent dans (5.21) et (5.22) sont holomorphes pour R ( 7 ) < 6\ et 



74 F. POLLACZEK. 

en utilisant les relations 

Vi(C; t) = 0(|fl-+-Ç|-i) et V,(Ç, zx] ï + zx) = 0(\q + Z + zx\-i) 

[équ. (S4 . i8 ) ] , on voit que ces fonctions tendent vers zéro 
pour | 7 | ->oo , R ( 7 ) ^ o ; de telles fonctions seront désignées 
pour le moment par y_(y). En outre, l'intégrale qui figure 
dans (5.22) tend pour \y | ->» 00, R(7) ^ o vers zéro, uniformément 
par rapport aux points d'un segment donné quelconque de l'axe 
imaginaire des z{ ; en effectuant dans cette formule les opéra-

1 rni 

tions -^-. j • • • e,Zl dzi (j = o, 1, . . . ), c'est-à-dire en calculant les 

coefficients du développement taylorien du premier membre de (5.22) 
suivant les puissances de e~Zl, on obtient donc à nouveau des 9 - (7 ) . 
Les n relations qui résultent ainsi pour j = o, ..., n — 1, fournissent, 
jointes à (5.21), pour les n + 1 fonctions 

(5.23) V0(7), "o(7), . .-, ^ - i ( 7 ) 

le système d'équations linéaires 
n — 1 n 

(5.24) (I-P)V0(7) + P 2 ^ ( / ) ^ a^e{"~k)y-^=^rz^^(y^. 
k = 0 V = /t + l 

n — l 

P Vo(7) ( § / o - « / ^ / ) - + - 2 ^ (7) 

x j 8 ^ 2 ^ - + - 8 ^ - pa/_Ae(«-*ïr— pal+ke*r = <p_(/>. 

(1 = 0, . . . , n — 1 ; <zv = o pour v < o et v > AI), 

où il a été posé 

(5.26) p = S £ 2 ( - j ) . 

En résolvant ces équations dont le déterminant sera à nouveau 
désigné par D n ( 7 , z), on voit que les n -f- 1 fonctions 

(5.27) Vn(y,z)Y0(y), . . . , Vn(y,z)vn-X(y), 

multipliées par | ~ J ( 7 4-6^) , sont holomorphes dans le demi-

plan R ( 7 ) ^ o , à un pôle du premier ordre au point 7 = — grprès, 

(5 .25) 



THÉORIE ANALYTIQUE DES PROBLÈMES STOCHASTIQUES. 75 

et que les fonctions (5.23) elles-mêmes sont 0 ( \y I""1) pour \y | -> oo, 
R (y ) ^ o. Or, D„ est de la forme 

n-+-i 

(5.28) D„( r , z) = n - 2 ^ v ^ ( - r ) / > v ( e r ) , 
V = l 

po(x), . . . , pn+l(x) désignant des polynômes dont les coefficients 

ne dépendent que des av [équ. ( 5 . io ) ] ; en particulier, le terme de 
n*-hn 

plus haut degré de pn+\(x) est (—an)n+i(—x) 2 , de sorte 
quepn+i(er)=ào. 

Dans l'hypothèse où 

(5.29) Pn+i(e-bY.)7±o (n = i, . . . , m), 

D „ ( 7 , z) a donc, en vertu de ( 5 . 1 1 ) , exactement 

(5.30) N = (n + i)m 

pôles dans le demi-plan gauche des 7 , à savoir les pôles — & i , . . . , — bm 

qui, tous, sont de l'ordre n-\-\, et d'autre part, chacune des fonc­
tions ( 5 . 2 3 ) s'annule en ces points, donc 

<5 3l) { y^~~h^^ °> "o(—&u.) = 0, . . . , Pn-i(—£|0 = O 
( (f* = i, • • • , rn). 

En vertu du théorème de Rouché, T>n(y, z) a dans ce demi-plan, 
pour | z | assez petit, exactement N zéros 

(5.32) yx(z), . . . , yv(z) [ R ( r i ) < o, . . . , R ( ^ ) < o]; 

en raison des propriétés mentionnées plus haut des produits ( 5 . 2 7 ) , 
les fonctions ( 5 . 2 3 ) ont donc dans le domaine R ( 7 ) ^ o pour seules 
singularités des pôles (en général simples) aux points y\(z) et, en 
outre, au point 

(5.33) yo(z)=-q. 

D'autre part, Y0(y) et les coefficients ( 5 . 2 3 ) du développe­
ment ( 5 . 1 6 ) de Yi(zi ; 7 ) sont holomorphes pour R ( y ) > o, ainsi 
que 0 ( 1 7 ^ 1 ) pour |7|-><*>, donc bornées dans un voisinage 
de 7 = 00; par conséquent, ce sont des fonctions rationnelles de 7 
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qui, lorsque les points (5 .32) et (5 .33) sont deux à deux différents, 
ont la forme 

N N 

( 5 * 3 4 > \ • " „ - - - -
]=0 / = 0 

V o ( r ) : = y <M«) . ^ ( r ) = y ^±wlii 

(/: = o, . . . , n — i). 

Portant ces expressions dans le premier membre de (5 .22) , nous 
voyons que la fonction 

m 

Y\ ^ + h) t1 — z £ '( — y) £i(7 — -2i)] Vi(*i; 7) 
n=l 

a dans le demi-plan R ( 7 ) ^ o pour seules singularités des pôles 
simples aux N •+• i points ( 5 . 3 2 ) et ( 5 . 3 3 ) , et que Yl(zi', y) tend 
vers zéro pour \y\ -> oo, R ( j ' ) ^ o. Comme, d'autre part, V i ( ^ 4 ; y) 

est holomorphe et 0 ( | 7 | _ 1 ) pour R ( 7 ) > o, c'est, pour \z\ assez 
petit, une fonction rationnelle de y, laquelle a pour pôles simples, 
outre 7o , . . . , yv(z), les m zéros 

(»•35) y^x{zx,z), . . . , y^m{zuz) [ R ( 7 K + 1 ) < o , . . . , R ( 7 ! , « ) < o ] 

que la fonction 
i — z^( — y)EX(y — zx) 

possède (pour \z\ assez petit) dans le domaine R ( 7 ) < o ; il vient, 
par conséquent, 

(5.36) vt(.l5 .,) = 2 - ¾ ^ 
N + ra 

a 
~y-yj 

/=0 

En posant ensuite y = — è^ (^ = i, . . . , m) dans le premier membre 
de (5.22) [qui existe pour R ( 7 ) ^ o ] , nous obtenons, en utili­
sant ( 5 . 3 i ) , les relations 

(5.37) V ^ S i î - ^ ) = 0 ([i = i, . . . , m). 

Les fonctions obtenues en portant les expressions (5 .34) dans les 
premiers membres de (5.24) et (5»25) sont finies aussi bien aux 
points 70, * » ., 7 N qu'en y = — b i , . . ., — b m [sauf que là fonc­
tion (5.24) a au point 7 = 70 ==—q un pôle simple de résidu q]; 
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cela noua permettra de déterminer les (rc + i) (N-f-1) coeffi­
cients akj qui figurent dans ces expressions. 

Désignons respectivement par 

(5.38) M(7) = { mlk(y) },,*=«,...,„ [ | M(y) | = Dn(y, z)] 

la matrice des coefficients des équations (5.24) et (5.25), par M.lk(y) 
le mineur de l'élément mlk(y), par Ay(y = o, . . . , N) la colonne 
formée par les n + i éléments a0j, . . ., anJ, par Q la colonne formée 
par les n + i nombres q, o, . . ., o, et par O la colonne dont tous 
les /i + i éléments sont nuls. Du fait que les résidus des deux 
membres des équations (5.24) et (5.25) aux points y0, . . ., y sont 
égaux, résultent les équations matricielles 

(5.39) M ( - ? ) A 0 = Q , M ( ^ ) A y = 0 ( y = i , . . . , N ) , 

dont les solutions s'expriment comme suit au moyen de N facteurs 
indéterminés ei, . . ., eN : 

(5.40) l ^ - S ^ B ' ^=e'M°*^> 
( (* = o, . . . , n;j = i, . . . , N). 

Les conditions à remplir aux points — 6 4 , . . . , — b m sont équi­
valentes aux équations (5 .3 i ) . En portant dans ces équations les 
expressions (5.34) e t (5-4°)» nous obtenons les m(n-+- i) = N 
équations linéaires 

,« ,_x yg /Mr iW_ qMok(-q) » . « - t rrù 
( 5 ' 4 l ) Z b^y, -{q-b[L)Dn(-q,z) ( * - o , - . . , » , | i - i , - , m ) 

qui déterminent les N facteurs ej et, par conséquent, tous les 
coefficients a/, y qui figurent dans (5 .34) ; e n particulier, les N + i 
coefficients a0j nous donnent la fonction Yo(y). 

Introduisant ensuite les expressions (5.34) e t (5 .36) dans le 
premier membre de (5.22) [qui est une <p_(7)], nous obtenons les 
N + 1 équations 

(5.42) [ i - ^ £ 2 ( - 7 / ) £ i ( 7 / - * i ) ] 5 / ( * i > *) 
•+- z zt( — yj)[i — z zx{yj — zx)]a0j(z) 

n n 

-t- z s, ( - y,) 2 «*, ( *) 2 "» (' - efv+1"*' l}l-ft)) = ° U= °> • • •. N) 
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qui permettent de calculer les coefficients â0(zl, z), . . . , à^(zi, z) 
de (5.36) au moyen des coefficients désormais connus akj(z). 

Enfin les relations (5.37) V1* résultent de la propriété de la fonc­
tion (5 .22) , d'être finie aux points y = — b i , . . . , — bm, fournissent 
les m équations 

/ = 0 

qui déterminent les m derniers coefficients 2N+1, . . ., SN+W de (5.36). 
Les fonctions V0 et V4 construites de cette façon vérifient en effet 

les équations ( 5 . i3) à ( 5 . i5) . 
On reconnaît aisément que les déterminants D„ [équ. (5 .24) , 

(5 .25) , (5.28)] sont divisibles par le produit 

(5.44) / (7>*) = [ i - * M - 7 ) e i ( { ) ] [ * - * £ * ( - / ) £ * ( f + *<)} 

Pour n = 1, 2, 3, il vient, au moyen de la notation (5 .26) , 

Di (7»*)=/ (7 .*)» 
, D t ( 7 , z) =f(y, z) [1 -f- P ( - « o + «2 ey )], 
' D 3 ( 7 , z)=f(y, z)[i -+-p( — 2a 0 -+ -a 2 e3 ) 

+ p 2 ( a o — <Zo<Zô r-+- axaze*y— a\ e^)\ 

Esquissons maintenant le procédé de résolution pour s arbitraire. 
Il vient alors 

- - S ^ 
(5.46) Yi(zx,...,zi;y)= 2u "*' ^{y) e V = * (X = o, . . . ,*) 

et nous posons, pour a = o, 1, . . ., s — 1, 
a 

00 — S kvZv 

(5.47) {yi>k*+*—-**(**>'•->**'>*)= 2 v^-^y^e >v=1 

( o ^ Â a - M , . . . , kt^n — 1; X = a, A + I , . . . , 5 — ï ) ; 

ces fonctions sont symétriques par rapport aux indices ka+i, • . •, kl, 
puisque les Y\ sont symétriques par rapport à ziy . . ., z\. 

Admettons que, pour a = o , . . . , a0—1, nous ayons déjà repré­
senté les fonctions (5 .47) s o u s f ° r m e de fonctions rationnelles de 7 . 
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En procédant comme lors de la déduction des équations (5.24) 
et (5 .25) , on tire des s — a0 dernières équations (1-44) e t de (1-45) 
Dour les pour les 

' * • ^ ^ ^ A — a0 — 2-t-/i ^s — a0 — l + n co + cî+ / l-h.. .-f-r/-«o-i = ^ - ^ - 1 

fonctions (5.47) d'indices o ^Lka^x^-. . .^Lk\^l.n — i G^Z^ZÎ^^ 
équations linéaires d'une forme analogue à (5 .24) , (5 .25) . Ensuite 
les raisonnements faits précédemment pour s = 2 et a = o, 1 montrent 
que les fonctions (5.47) (a = a0) sont, elles aussi, rationnelles en y et 
qu'elles ont, outre les pôles des précédentes fonctions (5-47) (« < #0), 
mCs

sZ^ZÎ+w autres pôles yv.(zl, . . . , zao, z), racines (de partie réelle 
négative) d'une équation transcendante Dn>flo}6(y, z±, ..., zao, z) = o 
qui a un nombre fini de termes. Les résidus de ces fonctions aux 
pôles 7 = 7^ se déterminent par la méthode des coefficients indéter­
minés, en observant que toutes les fonctions (5-47) s'annulent aux 
pôles 7 = — b i , \ . . , — b m de e2(—y) (équ. (5.11)) . Comme ces 
fonctions se confondent pour 1 = a avec les fonctions Y\, qui s'avèrent 
comme des fonctions rationnelles de q et eq, nous obtenons de cette 
manière la résolution complète de nos équations intégrales. Cette 
méthode de résolution s'applique aussi, avec de légères modifica­
tions, aux équations (1.58), ( l .Sg) , dont les deuxièmes membres, 
dans les hypothèses présentes, sont rationnels en y ainsi que des 
fonctions holomorphes de e-"1, . . ., e~zl. 

C'est A. R. Erlang qui, le premier, a construit la f. r. p(t) pour 
tout s dans l'hypothèse la plus simple suivant (5 . 10) et ( 5 . n ) , à 

savoir pour £4(Ç) = ^ , £a(Ç) = c _ r ' d ° n c P o u r 

( / i ( 0 = o (o^t<i), = 1 (t^i), 
( 4 ) ( / , ( 0 = 1 - ^ (t^o,c<s). 

Ensuite, nous avons traité le même problème, en le généralisant de 

différentes manières (Math. Z., t. 32, 1930, p. 64-100 et 729-750). 

Dans l'hypothèse où 

t gx(Z)=:aeK+(i — a)e*K ( o ^ a ^ i ) , 
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nous avons construit p(t) pour s = 2 ([5], p. 532) et établi des 
formules, valables pour tout s, pour la probabilité de non-attente p ( + 0 ) 

et pour le d. a. moyen E ( T ) = / tdp(t) ([6], 2e partie). 

3° Expliquons enfin, de quelle façon le phénomène d'encombre­
ment total des s lignes peut être traité par notre théorie. 

Admettons que sur notre groupe (dont l'état d'occupation à l'instant 
initial X0 = osera toujours déterminé par les s paramètres loi» • • -, t0s) 
tant d'appels sont lancés à partir de cet instant que dorénavant toutes 
les s lignes seront constamment occupées. Il s'agit alors d'étudier, 
entre autres, de quelle manière les courbes y = pn(t), f. r. des d. a. Tn 

des appels successivement servis, tendent pour n -> 00 vers la 
droite 7 = 0. 

Pour s = 1, la construction de pn(t) est un problème simple, car 
n — l 

il vient alors T „ = C + 2 T , > d o n c Er?T«=r^eî(—q), d'où l'on 
1 = 0 

tire pn(t) par l'opération lim — . / eqt. . . — • 
N>OO 2rci i / _ _ / N + 0 q 

Cependant pour s > 1 ce problème est moins facile à aborder. 
Nous prendrons alors pour f2 la fonction 

(5.5oV / 2 ( o ) = o, / i ( 0 = i (*><>), d'où t*(z)szi; 

ce choix signifie que toutes les v. a. Yv [équ. (1.3) et (1-4)] s o n l 

nulles, de sorte que, dès l'instant initial, un nombre infini d'appels 
seront en attente. 

Dans l'hypothèse (5 .5o) , toutes les formules, qui ont été établies 
sans supposer la continuité def2(t), restent valables; en particulier, 
c'est le cas pour les formules (1.46) et (4.5) dont on utilisera surtout 
la deuxième pour étudier les phénomènes en question. 

Mais pour la f. r. (5 .5o) , les équations intégrales du chapitre I se 
simplifient. Les fonctions Vj\ définies par ( I .27) , ( I .28) et (1.41) 
sont alors de la forme Vj\(zL, . . ., z\) y) = ( ^ + 7 ) - 1 vJ\(zl, . . . , z\), 
ce qu'on démontre aisément par induction complète. On peut donc 
poser 

(5.5i ) Vx(*i, • • -, *> ; 7) = (q -+-7)-1 Vl(zu •. -, *0 a = 0,..., s), 
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les équations (1-44) et (1-45) se transformant ainsi en 

(i — *)( 2-+2X) ^ (* l j •"•' *x) 

(5.52) { s VIg°«i(Q—i/ * Y"1-
~2Tïj g '( g-»-c-»-2*v ) ^,(^,^,...,^)^=0).0 

(X = o, . . . , * — i ) , 

(5.53) 2 2 V,.(^,...,^) = o. 
X = 0 1',.. ,V = 1 

De la même façon, on trouve que les fonctions V^2) définies 
par (1.58), (1.5g) et (1.54) sont de la forme 

Y^\zx, . ..,*>.; y, z, q, z', q') = (q -f- g'-4-7)-1 Vi2)(*„ . . . , zX; z, q, z', q'), 

les Yx] vérifiant, outre (5 .53) , les équations (5.52) modifiées 
comme suit : le paramètre q du premier membre et le deuxième 
membre seront respectivement remplacés par q -f- q' et par 

I 3 ^ + 2 ^ 7 ) **(**) • • •> ^ î *') ?')• ^ e s formules analogues sont 

valables pour les fonctions Y£] qui figurent dans (I .61) , ainsi que 
pour les Yi] ultérieures. 

Formellement, les méthodes de résolution des équations (1-44) 
et ( I .45) , exposées dans ce chapitre, restent valables dans l'hypo­
thèse (5 .5o) ; mais pour des t. L. £i(Ç) suivant (5 .2) ou (5.10) les 
équations (5 .52) , (5 .53) peuvent être résolues directement par des 
procédés élémentaires. Pour \z\ assez petit et R ( ^ 4 ) ^ o , . . . , R ( ^ x ) ^ o , 
les Y\ sont bornées en vertu de (5 .5 i ) et (S 4.19) . Dans le cas 
d'un £i(Ç) rationnel, les intégrales, qui figurent dans (5 .52) , sont 
donc égales à la somme des résidus aux pôles de Si(£). On a ainsi 
des équations fonctionnelles, analogues à (5 .3) et (5-4) , et qui 
peuvent être résolues en suivant le schéma exposé à la fin de la pre­
mière partie de ce chapitre, sans qu'il soit nécessaire d'adjoindre 
des solutions d'équations non linéaires. Pour les VA on obtient ainsi 
des fonctions rationnelles de zt, . . ., z\, z et q. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N* 1 5 0 . 
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Ensuite, pour des e4(Ç) suivant (5.10), les équations (5.52) et (5.53) 
peuvent être résolues par un procédé analogue à celui qui a été exposé 
à la fin de la deuxième partie de ce chapitre. Posons 

i 

(5.54) 'VA(*i, . . . , z\)= 2u ~k» >^e v"' (X = o, . . . ,*) 

et définissons, pour a = o, . . ., s—i, de manière analogue à (5.47) 
des systèmes de fonctions ^ , / . + , , . . , ^ ( ^ 1 , . . . , za). Les GlzZz\+n 

fonctions différentes contenues dans le a,ème système vérifient 
C*ZaZÎ+/i équations linéaires dont les coefficients sont des fonctions 
élémentaires, tandis que les deuxièmes membres dépendent linéaire­
ment des fonctions des a précédents systèmes. Les fonctions de tous 
ces s systèmes peuvent donc être calculées successivement, et pour 
les VA on obtient ainsi des fonctions rationnelles deeZl, . . ., ezl, eq etz. 

SUPPLEMENTS. 

SI. CONVERGENCE ABSOLUE DE L'INTÉGRALE s-uple (l . i8). 

On voit de prime abord qu'il suffit de démontrer la convergence 
absolue de l'intégrale ( l . i 8 ) dans le cas où C1} . . ., Cs sont des 
droites £ v = a v + i)\ ( a v > o , —<x><Z y* <L <&', v = i, . . . , s), le 
module de la fonction à intégrer étant alors majoré par l'expression 

(Sl . i ) 

q-
J-J l*vl / T~s V2-L1 

i 

i--'" \/«+&)' 
LV^+JV 

où nous avons posé 

a0= Ri ?-t~2*v ) > ° 

et où c > o désigne une constante appropriée. 
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Car dans le cas où les Cv sont des courbes xw=xv(y^) suivant 
la figure i (p. 12) qui, sauf dans un voisinage du point * v = o , 
coïncident avec l'axe imaginaire, les maximums des quotients 

/_a^-yl_ s) et \AK?")' 
Iq+^Myv) 

considérés en fonction de 71 , . . ., yA, sont évidemment finis. 
Donc, nous pourrons nous borner à démontrer que l'intégrale 

itérée 

( s i . a ) A,= r d?< r ^ - ... 
J-m )/a\-*-y\ J-, v/a?-i -t-yi-t 

2^v 

converge et dans ce but nous établirons la formule 

s 

(S 1.3) A„ = 2*+J n-* f TTK0(OvOrf'» 
0 V = 0 

où Ko désigne la fonction cylindrique de Schlâfli ([14], p. 181, 
équ. (5)) d'indice zéro. Pour t> o, K.Q(t) est une fonction positive 
décroissante de t, ce que montre par exemple la formule 

(S 1.4) K 0 ( O = r e-l™^*dx (*>o); 

les formules asymptotiques 

( S I . 5 ) K 0 ( 0 = l o g i + 0 ( i ) (pour *->-+- o); 

( S 1.6) Ko(0 = ^ / ^ ^ ^ + 0 ( 7 ) ] (pour*->oo) 

mettent en évidence que l'intégrale (S 1.3) converge, c'est-à-dire 
que 

(SI.7) Av<oo. 
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Pour établir (S 1.3), utilisons les formules bien connues 

(SI.8) -=L= = i f™e*xtK0(a\t\)dt ( a > o ) , 
s/al-h x2 %J-* 

( K i ( « W ) = i f e~^-^=(= f\osxt-=M=) 
(S 1.9) / **L» l/a*-+-tf»\ JQ Sjcfi+X*) 

( ( « > o , t^o), 

dont la première fournit la relation 

Dans le deuxième membre, intervertissons l'ordre des intégrations, 
sous réserve de justifier ce procédé, et utilisons ( S I . 9 ) ; il vient 
ainsi 

VA^J 
En effectuant ici l'opération / , y% qui sera intervertie 

s* 00 

dans le deuxième membre avec / ... dt, on obtient l'expression 

s 

IJ e • jQK„(av|<|.)rf« 
"~°° V = 0 

et en répétant ce procédé encore s — 2 fois, on transforme le deuxième 
membre de ( S 1.2 ) en 

s s 

""°° v=o "* ° 0 

ce qui démonlre (S 1.3) et, par conséquent, l'inégalité (S 1.7). 
Pour abréger, posons 

r 

(SI.10) $ , . (0=J jKo(<M) (r =̂  0,1, . . . ) ; 
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il nous reste à justifier que, dans des intégrales itérées de la forme 

( S I . u ) f " f
 dy f % ' M j + c î $ r ( | t | ) « f c 

J-» s/y1-*- b*J-x 

= 4 / ? •• / cosctcosyt®r(t)dt (*>°')î 

Jo s/y1 •+• b2 Jo 

les intégrations peuvent être interverties. Ce procédé est certainement 

légitime pour l'intégrale f dy f f(y, t)dt (n<ao, N < o o ) , car 
la fonction 

(S 1.12) f(y, 0 = - 7 = = = cosctzosyt$>r(t) 
s/y*-hb*> 

CQSCt$r(t) [CQSyt — l]-f- ®r(t) 
sjyl _+. 62 ^ 7 2 -+" ^ 

peut être décomposée en la somme d'une fonction continue et d'une 
fonction de la forme g(y)h(t). Il vient donc 

Jf ^ ( coset c o s y t $ r ( t ) d t 

0 \ /7 2 -+- b2 JQ 

= / cos et <&r(t) dt j cosyt—===z 
Jo Jo sjy*-*rb* 

et comme, en vertu de (S 1.6) et ( S I . 10), 

/ $r(*)flfc=0 (e » N 2 ), 

nous en tirons pour N ->oola relation 

f dy f cosctcosyt$r(t)dt 
Jo s/y* -*-b*JQ 

= j \ o s c < < M O ^ W - ^ - £ c o s r , - ^ ] . 

En faisant tendre ici n vers l'infini, nous obtenons 

(Sl.i3) fdy f°f(y,t)dt= f dt f f(y,t)dy 

- l im f~dt ff(y,t)dy, 
n->«<t / 0 ^n 
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Pour justifier la permutation de l'ordre des intégrations dans 
(S 1.11), nous devons donc démontrer que le dernier terme de (S 1. i3) 
s'annule, c'est-à-dire que 

( S I . i4) lim / cosct$r(t)dt f cosyt —— ̂  ==. o. 
n+*J0 Jn ^ 7 2 •+• b2 

Lors de cette démonstration, le facteur 

par - > en vertu de la relation r 7 

( S l . i ô ) 

s/y2-*- b* 
peut être remplacé 

/ cosct<Pr(t)dt f casytj ——1 - U y 
Jo Jn \s/y*-+-b* y) J 

<0(n-") f &r(t)dt+o. 
Jo 

Au moyen de l'identité 

(SI . ,6) ^ c o . j * - Z = - _ + ? j f M n ^ ^ = - 0 ( » - . ) 

et des formules (S 1.5) et (S 1.6) on vérifie ensuite que pour t0 -> -f- o, 

( S I . 1 7 ) / cosct$r(t)dt I cosyt-^ 
Jt. Jn y 

Comme la dernière expression tend vers zéro pour t0= n"*"1 et ra->ao, 

nous pouvons remplacer l'opération f • • • dt, dans ( S l . 1 4 ) , 
^0 

1_ 

par / • • • dt] il ne nous reste donc qu'à démontrer que l'expression 
^0 

1 

(S I .18) f co* et <ï>r(t)dt C^cosyt^ 

tend vers zéro avec - • Or pour o < x ^ 1, il vient au moyen de (S 1.5) 

*r(ï)<Cl0g«J. 

/ f +^ -̂10.-+.. I 

' X 
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La valeur absolue de l'expression ( S I . 18) est donc inférieure à 
! 

c' T1 n( x \ c" 
- J logr-" - ( log - -+• 2 j dx < - l o g ^ 1 n -> o, 

et cette relation démontre la formule ( S l . i 4 ) î en justifiant la 
permutation des intégrations dans ( S l . i i ) , nous avons complété 
ainsi la démonstration de (S 1.7). 

S 2 . DÉMONSTRATION DE L'IDENTITÉ 

(S2a) 

\ v= i y 

= (K!-Ci) 2 d'-'-Cx' 

^I-I+2J
 CwZw ( v̂  \ 

xe v = 1 / ( zx>, ..., z\>^I + 2 J V 1 

(cx2lc2, . . . , cs; o^.1 ^.s — 1), 

la fonction f(zi, . . ., z\) y) étant supposée holomorphe dans le 
domaine (1.24) et y vérifiant une inégalité de la forme 

(S2.2) \yf(zx,...,z,/,y)\<e'. 

En vertu de (1 .3 i ) et (1 .3o) , le premier membre de ( S 2 . i ) est 
la somme de C'k termes de la forme 

s 

CS2.3) Gr ... G)/ rfJ lMKv- JJ(A)Gv] e ' / ( zt>, ..., *v; 2 ^ 

S 
= ( ^ . . . 0 ^ = 1 fi zx>, . . . , *v; > / v ' 1 

- Ci . . . G, e * / ( zy, . .., *VÎ j ^ * * J-

Supposant d'abord que 1', . . . , V^ 1, désignons parjx(i < p^s) 
un indice différent de 1, i', . . - , * ' et permutons les opérateurs Cv 
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figurant dans le deuxième terme du deuxième membre de ( S 2 . 3 ) de 
telle manière que les deux derniers opérateurs soient C^ et C4. Nous 
sommes en droit de procéder ainsi, car en raison de l'inégalité (S 2.2) , 
l'intégrale s-uple correspondante converge absolument (voir le 
supplément S 1). 

Dans l'intégrale itérée 

(S2.4) CoA c**«+v*/( • • • ; 2 * ) 

-^/^--4-4-)½ 
remplaçons la variable z± par z\ = z±-\- z^ et intervertissons les 
intégrations, ce qui donne 

^J^f^z,,..., ,v; z^^-z^jdzl 

( S 2 - 5 ) { 1 r , , *** x . / e^~c^zv- r 

2x1 Jc Zy.(z*x — Zy.) 
r 

[ R ( ^ ) > o , R ( ^ î - ^ ) > o ] . 

Comme c^—c4^o par hypothèse, — . f • • • dz^ est égale au résidu 

au point z^=o, donc à A - En supprimant l'astérisque de z\, nous 
1 

z 
obtenons donc la relation 

Cy.Ci e<**i+c***A zv, . . . , ^ / ; 2 
1 

( S 2 ' 6 ) \ r, A V \ 

En continuant ainsi pour tous les indices p. différents de 1, 1' . . . , V, 
nous arrivons à transformer le deuxième terme du deuxième 
membre de ( S 2 . 3 ) en 

(S 2.7) — C i d ' . - . C v e v = 1 /(*!', . - . , ^ ; ̂ 1+2^ P 
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de sorte que dans le cas présent, le deuxième membre de ( S 2 . 3 ) 
peut être écrit, au moyen de (1 .3o) , sous la forme 

(S2.8) I (Ki—Ci)Ci'.. .Cv« v-* / ( zi*,...,zx; ZX + 2JW \ 

\ ( l ' , . . . , ) / ^ l ) . 

Considérant ensuite ceux parmi les termes ( S 2 . 3 ) dont un des 
indices accentués (qui sera désigné par i') est égal à i, nous obtenons 
pour le premier membre de (S 2-4), en procédant de la même façon 
que précédemment, 

G^Ci ec^+cy.zv.fl ziyzr, • •., z\>; 2 * v 

= __L_ f ecxz\ dz**--^-, f e^~c^zv. 

2 7ZIJ 27Z ljr (S 2.9) 
/ <-, \ d**-

x / l z\— z^ zr, . . . , ZV, zl+J^Zv— z^ 1 ^ ( ^ - ^ ) 

[R(*lO>o, R ( ^ î - ^ ) > o ] . 

Comme f(z\ — z^, . . . ; . . .) est holomorphe et, en vertu de (S 2.2) , 

bornée pour R ( ^ ) < R(*J) , l'intégrale ^- f - - • dzy. est, comme 

plus haut, égale au résidu en £ ^ = o, de sorte que (S2 .6 ) reste 
\alable pour i ' = 1. En procédant de la même manière pour tous les 
indices p^éi1, 2r, . . ., V, nous transformons le deuxième terme du 
deuxième membre de ( S 2 . 3 ) en 

S— / ^ \ 
— C' . - .Cx ' e^ 1 fi Zï, . . . , zy\ 2^**' )> 

v = i 

de sorte que dans le cas où I ; = I , le deuxième membre de ( S 2 . 3 ) 
s'annule. 

Ainsi Vise * ^ / ( **'> • • • > ^ ' 5 2 * v ) s ' a v è r e é S a l e à l a somme 

file:///alable
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de tous les G*_, termes de la forme ( S 2 . 8 ) , ce qui démontre 
l'identité ( S 2 . i ) ( 4 ) . 

S 3. TRANSFORMATION DE LA FORMULE (1 .3g) . 

Observons d'abord que dans le premier terme I c'est-à-dire dans 

' - 1 \ 
la première somme 2 ) 4U^ figure dans le deuxième membre 

l = oJ 
de (1.3g), nous pouvons remplacer le nombre t+_j_l}i par tn_j_iti, 
car cette substitution est sans influence sur le résultat des opéra­
tions Ci et Ri [équ. ( I . 2 9 ) et (1.3o)] contenues dans les opéra­
teurs Uis- Cela est évident pour R4 et résulte pour Ci de la relation 

(sa.i) ^ ^ ^ ( ^ 7 ^ ( ^ ^ - 1 ^ ^ ^ ) ^ ° 0 

' pour c < o, 

qui se démontre au moyen de l'inégalité (1.26) et de (1 .35) . 
Désignant par A et B les deux termes du deuxième membre 

de (1.39) et utilisant les notations 

(S 3 .2 ) tn-,-itv=Cv (v = 1 , . . . , $ ; c * = min cvV 
\ v = i * / 

(S 3 .3 ) H{—y)vji(zx, . . . , zi;y) = / A ( * i , • • • , *K\ y) (>> = o, . . . , s), 

(1) Au sujet de l'opérateur Kt— Cx qui figure dans ( S 2 . i ) et dans plusieurs for 
mules de S 3 et S 7, observons que pour des fonctions f(z) analytiques et bornées 
pour | R(s) | < 8 et telles que 

^"»-^/,„/<"ï 
existe, il vient 

Cependant dans ce travail nous ne pouvons pas employer les opérateurs 

"~\..dz« 
0 0 — 0 

utilisés dans- [7] et [8]; car en renonçant à toute hypothèse restrictive sur les 
f. r. f(t) et fz(t), nous aboutissons à des fonctions f(zx, . . . , z\m, y) qui, en général, 
ne sont pas prolongeâmes analytiquement au delà du domaine ( 1.24). 
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nous avons donc les relations 

(S 3-4) JWj/+1 = A + R, 

(S 3.5) A = 2 U ^ C 1 fl{zx/,...,zV;^zA, 

(S 3.6) B = 2 u A è « • [Si(zi)-i]filzx>,...,zy;^zA, 

et il est clair que les / A ont toutes les propriétés admises au chapitre I 
pour les Vj\. Comme le terme A de ( S 3 . 4 ) possède déjà la forme 
requise (1.32), il ne nous reste qu'à transformer B en une expression 

de la même forme. Dans ce but décomposons l'opérateur \]\s 

[équ. (1.29) à (1 .3 i ) ] comme suit : 

(S 3.7) C A , = CI 2 G ^ . . . C v [ j ] ( A > K v - J " | a , G v ] 
2' 1' = » 

+ i c,...c-,[K1n;A+,,K,-e,n<r,c^ 
1 ' À' = 2 

= C , U K M [ a , .. -, s] + Kx 2 Gi ' ' • • CA'J]tA+1,Kv 
y, ..,l' = î 

s 

- 5 ,0 , . . . 0 , 2 (U-i.jJi-o), 
1», . . , A' = 2 

les signes C4, I I et 1 1 étant définis par les formules 

<S3'8> r ï " - n < — ' ^ nr-n*""---^ 
\ V = 2 V — 2 

En vertu de (1.3o) et (1 .35) , nous avons 

(S3 .9 ) Kl[e1(z1)-i] = £i(o) — i=f dfi(t)—1 = 0, 
Jo 

de sorte que ceux parmi les termes de l'opérateur UAJ qui contiennent 
le facteur K4, annulent la fonction à intégrer de ( S 3 . 6 ) . En 
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introduisant le dernier membre de (S 3.7) dans (S 3.6) et écrivant Ç 
au lieu de zi, nous obtenons donc 

(s3.10) B = —. r i 9 ° ^ t q Ê 1 ( Ç ) _ i ] ^ 

x 
1= 

i>»w \ f ^ \"1 
-C,...G,C» 2 A ( ^ - - - ^ ^ - + - 2 ^ ) • 

1',.. , V = ! \ 2 / J 

Les deux termes figurant ici entre crochets seront transformés 
maintenant en des expressions de la forme (S 3 .5) . En appliquant 

s 

d'abord à UA_i f,_ie« A» °*ans l'hypothèse où c2^cz, . . ., cs, 
l'identité (S2 . i ) , on a la relation 

S — / ^ \ 
(S 3.11) U x - M - i e ' A I d *•'» •••>**'; Ï + 2 J ^ V ) 

* <-a*s + E Cv'2v' 

= 2 (K 2 -C 2 )C 2 ' . . .Gve 

X / A C, « r , - . . , ^//5 S + ^2-+-2-). 
V = 2 / 

Pour reconnaître que la dernière expression peut être écrite sous 
la forme 

( S 3 . I 2 ) ( K t - C i ) 2 ( K 2 - C 2 ) C 2 ' . . . C V 

• ' , . . . ,A' = 3 

Ciai + CgZj+E cv'2v / ^ „ 

xe v = ' /A( Ç, «>', . . . , -«V; C + *i + * i + 2 * v 

\ V = 2 

utilisons (S 2 .6) pour j * = 2 et 

/ = A ( t, *«'» •••> *v; C + *I + * Î + 2 * V ' ) ; 
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en indiquant les variables d'intégration différentes de zt et z2 par 
des points, nous obtenons ainsi, en vertu de ( 1 . 3 o ) , 

(S 3.i3) d C 2 e ^ i + c - . / ^ . . .;*!-+- z2-+-...) 
= G i e ^ i / A ( . . . ; * i -» - . . . ) 
= G4K2 *-i»rH:.*./x(. . . ; *!+*!-+- . . D (Ci^ C|), 

donc 

(S3 . i4 ) G!(K2—C2)Vi^i+^ s /x(. . . ; ^ H- ^2-+-...) = 0. 

Au moyen de cette relation, il vient 

(S 3. i5) (K, - G2) *'.*./*(•. . ; ^ + . . . ) 
= K t ( K 2 — G2) e^i -H-".*j / A ( . . . ; jSi-i- ^ - + - . . . ) 

= (Kj — Ci) (K, — Go) c c i « i + c i * t / x ( . . . ; « ! - + - * * - + - . . . ) ( c 1 = : c , ) , 

ce qui démontre que le deuxième membre de ( S 3 . n ) est égal 
à ( S 3 . 1 2 ) . 

Comme, d'autre part, l'expression (S 3 . 12) peut être écrite, au 
moyen de (S 2 . 1 ) , sous la forme 

i s** / ^ \ 
(S 3. i6) } (K i—COUx- i .^ i c 1 / A l C, Z2>, . . . , z,:\ Ç H - J ^ V 1 

l (Ux-i,5-t = Ux-i,v-i[2, . . . , s]), 

nous obtenons pour le premier terme qui figure dans (S 3 . 1 0 ) , la 
relation 

(S 3.17) U).-, , ,-! e » /> ( Ç, * r , . . . , *v; Ç + 2 * v ) 

S - - / ' \ 
= ( K i - d ) Ux_llfr-t e * A K , *«•, . . . , *)/; S + 2 * v ) 

En décomposant comme suit, au moyen de ( 1 . 3 i ) , l'opérateur du 

deuxième membre : 

(S 3.18) (Ki —Ci) Ux_i,,-i[2, . . . , s] 

==(^-0 2 ^'•••Gvfj* JKV 
2' A' = 2 

s 

-(K1-C1)C2...QS 2 ' 
' *',...,V=2 
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et utilisant à nouveau (S 2 . i) , nous avons enfin la formule 

(S3.ig) Ux_i,*-iC f\l Ç, zy, . . . , z-,y, S + J j ^ ) 

T, S * - / r ~ \ 
= Ux-i,>el /xl C, *i', - . . , *(X-i)'î S+^ j^v 1 

- (K 1 -G 1 )G 2 . . .G,e * • 2 A l £>*"> . . . , *X ' îC+2* v j * 
2', ,X'=* \ 1 / 

Pour transformer la partie de B correspondant au deuxième terme 
qui figure entre crochets dans ( S 3 . i o ) , nous avons besoin de la 
formule 

/QQ N dr/ r ^ t 1 1 ^ » - 1 ] ? 0 1 ^ ^,...,^;C+2^v )=o 
(S 3.20) / 2 ^ ^ J _ z a o ^ ^ i / 

( (!', . . . , X V l ) , 

qui se démontre en remplaçant z± par la variable d'intégration 

z*=zi-{- Ç et en intervertissant les intégrations, / ... aX s'annulant 
J— «00 

alors en raison de l'inégalité c\— c 4 ^ o. Au moyen de cette formule, 
il vient 

(S3.2I) - i - . j f ' c C t C ^ Ç ) - ! ] ^ f i l . . . ; l ^ z \ 

= î^'X',"ect!:[S) (C) ~I] ?Kl e C l*' / x( • "; ^É*») 

= 5 ^ / ^ ^ ^ ( 0 - 0 ^ ( ^ 1 - 0 1 ) ^ - ^ ( - ^ + 2 ^ ) -

Par conséquent, nous sommes en droit d'ajouter dans le deuxième 
terme du deuxième membre de ( S 3 . i o ) le facteur ( K t — Ci)ec,z', 

sous condition d'y remplacer/x I . . . ; Ç + 2 * v )par/x( . . . ; Ç + 2 * v )*> 
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en portant, en outre, l'expression (S3 .19 ) dans le premier terme 
de (S 3.10) , nous obtenons 

S3-2?) B - d b / ' ^ K W - o I r 

U = o \ 1 

-OC-oc.^^-f 2 2 />.U'>-,,,;^2^ 

+2 S A(t*' ^ 5 + Ï ^ J r 
X=i •>', .,// = * \ 1 / J ) 

Au moyen de la relation 

. v — 1 * 

(S3.23) / 4 (*„ . . . , * , ; .y) = - 2 2 /x(*«', •••, *v; j ) 
X=o i', . ,X' = t 

qui résulte de ( I . 27 ) et (S 3 . 3 ) , ainsi que de l'identité ( S 2 . i ) 
(pour 1 = s — 1 ), il vient pour le deuxième terme entre accolades 

s 

(K j -GOG, . . . C, e"? fil Ç, z2, . . r , zs\ C + 2 * v ) 

S — / ^ \ 

de sorte que B prend la forme 

B = — . f ^ M O - i ] * ^ 

5 — 1 

<S3-24> < x2u>,e
? c"ViU*, . . . . * i t+2Mf 

X=o 

/cj = mincvV 
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Pour achever la transformation de B, nous utiliserons l'identité 

S* 
srain+(C! c,)TJAAei fi Zy, . . . , Z)/', £ j *v 

= Ux,*» -

(S3.25) 

2^v—2*v'" S 

i i 

qui est valable pour des nombres réels d, . . . , c, quelconques, 
f(Zi, ..., z\\y) ayant les mêmes propriétés que dans S I . Pour la 
démonstration nous pouvons supposer que 

c i ^ e 2 ^ . . . ^c A , d'où min+(ci, ...,.c,) = cî. 

En appliquant dans cette hypothèse l'identité ( S 2 . i ) aux deux 
membres de (S3 .25 ) , nous obtenons 

(S 3.26) * * : ( K i - C i ) 2 c i ' - - - c >. , e 
Ci~i-+- 21 <V*v 

: / ( zy, ..., *x»; ^ i + 2 JSV ' 

* i + E < 

- (Ki-Ct) 2 C f - " 0 ^ v=1 Ï7=t 
r,. .,v=* 

[,/(. zy, • • - , ^À'Î * i --2-'-« 

-C/(«i-. . . . ,^- :2^' ) 
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Cette formule résulte de l'identité 

(53.27) j e C + ^ K * - G * ) e ^ ( 2 0 = ( K i - C i ) ^ 

( [*(*) = 0 ( | * | - i ) pour R ( * ) ^ o ] 
ou 

(53.28) e^h(o)-^.fl^\^g(z)^ 

*s — l OC -4-0 \ -a/ 

en posant c = c t et 

(*i) = 2J Gr . . . Cx'Cv=t / I zy, . . . , z,/\ zx-h-2jzv )"> 
l',. , / / = ^ \ v = i / 

en démontrant ( S 3 . 2 8 ) , nous aurons donc en même temps 
démontré (S 3 . 25). 

Mais la relation (S3 .28) est évidente pour c ^ o , car alors les 
deux intégrales qui y figurent, s'annulent; pour c ;> o elle se 
démontre en prenant dans le deuxième membre z — Ç, au lieu de z, 
pour variable d'intégration. 

Au moyen de la notation (1.54), l'identité (S 3.25) prend la forme 

(88.39) eCi.+ «* «.)U3u«^**'/(*i', . . . , * X ' ; 2 * ' ) 

s 

SCv*v r i[S] 

= Ux,tf» l/(*i'> •••> *v; J ) J * z 

1 

Afin de transformer B [équ. (S3 .24) ] , appliquons (S3 .29 ) pour 

f(zx, . . . , ^ ; r ) = A + i ( S 5 *> •••> *AÎ.T + £) * (x = °> . . - . * - 0 , 

et intervertissons ensuite les opérations / . . . aX et Ux,; il vient 
^ — 1 0 0 

ainsi 
Ç — 1 Scv.v j / . ' - ^ Ç ) . . , Z J " - I /* e, Ç) 

(S 3.3o) B = 2 u - e ' ^ J _ , „ - T 
X=o 

fi+x(Z,zy, . . . ,*.; j + Qj ' <*ï, 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 5 0 . 
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de sorte que nous avons obtenu pour B une expression de la 
forme ( S 3 . 5 ) . 

En portant les expressions (S 3.5) et (S3 .3o ) dans (S 3-4) et 
revenant aux notations ^_/_ i > v et EzVji [équ. (S 3 . 2) et ( S 3 . 3 ) ] , 
nous obtenons ainsi la formule 

( S 3 . 3 i ) J w , y + i = y^i» e * p / + l i x l -»!', . . . , z,;;^** \, 
XzzrO \ 1 / 

où, en vertu de (1 .54) , nous avons posé 

*V+-i,x(-Si, ..., z\\ y) 

^-'/,_2*-< 
^v )£•(— y) v,,A+i(C, *i, ..., ^ x ; j ) (S3.32) \ x f ^ - 2 " 

—ÇS2I —2^v—ï Wx+ii 5>*ij—>«x; 2 * v H " ^ ) !*"• 

\ (X = o5 . . . , s — i ; y = 0, 1, . . . ) . 

Les deux dernières formules, auxquelles il faut ajouter ( I . 2 7 ) , 
constituent la transformation cherchée de la formule (1 .39) . 

S 4. PROPRIÉTÉS ANALYTIQUES DES FONCTIONS pyA SUIVANT ( I . 2 7 ) , ( I . 2 8 ) ET ( I .41) . 

En vue d'établir les propriétés des fonctions p/x admises lors de la 
démonstration de la formule ( S 3 . 3 i ) , démontrons que ces fonctions 
peuvent être représentées sous forme d'intégrales ( X + 1 )-uples de 

Stieltjes, multipliées par le facteur —-— De manière plus précise, 

les Pyx admettent dans le domaine (1.25) la représentation 

(S 4 . i ) J f 7x(*i , • • - , z\\y) 
- ' o 1 — E / v ~ v 

q+y 

(X = o, . . . , s;j = o, 1, . . . > , 

où Sx+i désigne une intégration (X -f-1 )-uple étendue au domaine 

( S 4 . 2 ) o^t0<<x>, o ^ f ! < Q o , . . . , o ^ « x < ° o ; 
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FyA(£o, >.., t\) est une fonction (complexe) à variation bornée dans ce 

domaine et dK+iFJ\= d)^t\t J O I F / A ( * 0 , . . . , *x)» sa différentielle totale. 

On voit d 'abord que les valeurs initiales p0x [ équ. (1 .28) ] peuvent 

être représentées sous la forme (S 4 . 1 ) , en posant 

Foo(*o) = s (*0), Foi = . . . = F0, *-i = o, 

( 54 .3 ) } T^-
^ Fo*(«o, . . . ,^) = - [ J ï ( « v ) , 

Vr=0 

où la fonction s(x) est définie comme suit : 

s ( o ) = o , s ( ^ ) = i ( # > o ) ; 

en effet, les F 0 A sont à variation bornée dans le domaine (S 4 . 2 ) . 

Dans l 'hypothèse où ( S 4 . 1 ) est valable pour un c e r t a i n / ^ o (e t 

pour X = o, . . . , s) nous allons démont re r main tenant que cette 

formule subsiste encore pour j + 1 ; comme notre hypothèse est 

vérifiée pour y = 0 , nous aurons ainsi démontré ( S 4 . i ) pour 

t o u t / ^ o. 

Désignons par C/-HL,X le deuxième terme du deuxième membre de 
( S 3 . 3 2 ) et substi tuons-y l 'expression ( S 4 . 1 ) de Vj+it\ ainsi que les 
intégrales ( 1 . 3 5 ) . Au moyen de la notat ion 

A 

(54.4) j X = 2 * v 
V = l 

il vient alors 

(S 4.5) " / + i A = e » ( — . T ) * / À ( * I , •••> zy, y) -h c^^x, 

(S4.6) J f « ( ^ [ 5 ? ; ^ - ^ ^ 
- / iC-E'v+i* 

xe * d^F/}i+x(t0, . . . , *x+i) 
[R(JK — ox) > o ; X = 0, . . . , s — 1]. 

Selon que les coefficients u —1± et u — v — tQ—£1, qui figurent 
dans e{u-~li)Z et e^ -"" '0" '1^, sont << o ou ^ o, la part ie correspondante 

1 rlco 

de — . / . . . a\ se rédui t à des résidus respect ivement en Ç = y — c r x 

7. 
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et aux points Ç = o et Ç = — q — <j\, tandis que le terme (—i ) qui 
figure dans (eu^—i), ne contribue pas à c/+i,A. On obtient ainsi 
après quelques simplifications, en utilisant ( S 4 - 4 ) , 

(S4.7) C i + a = ^ j j « t ( - 7 ) S ) + « [ i - / i f t ) ] « * ^ • F / . u , ^ . . , ^ ) 

f df2(o)Sl+2 dfx(u)e * «A*îFyix+, 
0 ^ 

À 

J
.̂«> ,̂ «, — ("—t'—lo-ti)q—E(«—«i+«v+i)«v v 

f df2(v)Sl+2 dfx(u)e ' * ^+»FAX-M • 

Les trois termes qui figurent entre accolades, peuvent être écrits 

sous forme d'intégrales (1 -f-1)-uples de Stieltjes, multipliées par —S—, 

à savoir 

«J^ — / 0 * — E / w * v 

(S4.8) c / + 1 , x = - ^ - 2 S ^ e * <*+1Gi(fc. --- ,¾). 

où nous avons posé 

Gi(*o, ...,<x)= T V(«i ) / , "[ i - / i (« i ) ] 

X ^*i F/,X-K(*O—*'o, *i, *i, . . . ,*x) , 

f / dfx(u-*-1?x)dt>l rf/s(p) 

(S4.g) ( x F/ ix+i(^o+ w — *>> *i, *i — ", . - . , *X— M), 

f / / rf/l(" + ' î ) 

X / « - ( " - ' i — ^ ) ^ ^ / 1 ( 0 ^ . ^ ^ ^ + 1 ( ^ 0 , ' î , <i —«1 - , *> —«0 

| [m = min(*i, . . . , *x)]. 

En vertu de (1.35) et de notre hypothèse (S4 .1 ) sur la fonction 
PjXj le terme £a*yA peut lui ussi être représenté sous la forme (S 4.1); 
il en est donc de même, en raison de ( S 4 . 5 ) et ( S 4 . 8 ) , pour «7+1 ,x 
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dont la fonction de répartition Fy+ i )x est ainsi donnée par la formule 

(S 4. io) F /+lix(*o, . . . , * x ) = / df2(v)FfK(tQ-i>,tx, . . . , *x) 
Jo 

3 

1 = 1 

Ensuite il résulte de ( 1 . 2 7 ) que, de même, la fonction vj+ilS peut 
être représentée sous la forme (S 4 . 1 ) au moyen de la f. r. 

s — l s s 

(S 4.'n) F/+M(f„ t.) = ~ 2 2 F/+1.>('<» '*'> - ' * ) FF f('v). 
X=o i',. .,X' = i v = X + i 

de sorte que nous avons démontré (S 4 . 1 ) pour y - f - 1 et, par consé­
quent, pour tout y ^ o . 

Évaluons maintenant la variation totale de F I +i ,x- Des formules 
( S 4 . 7 ) et ( S 4 . 8 ) , où R ( y ) ^ o , nous tirons l'inégalité 

3 

(S 4.12) 2 S x + 1 1 dX+lGi I ^ s>.+,[i-/,(«,)] I *^F M + , ( l„ ..., lu,) 1 
z = l 

+ f°°df2(v)Si+> / , f l 0 ^/ i («) |^ + 2 F / ,x H _ 1 |^2SxH- 2 |^^F / ,x + i | 

et au moyen de (S 4 . 1 0 ) nous obtenons ainsi 

(S4 . i 3 ) S) . + 1 |^+>F / + , , x |^Sx-M|rf>+»F / X |H-2Sx+i |^ + 1 G / | 
1 = 1 

^ Sx-4-i | ̂ A+1 F/x I -4- 2 Sx+i I ^ 2 Fy.X+t | (X = o, . . . , s - 1) ; 

en outre, nous tirons de ( S 4 . 1 1 ) l'inégalité , 

. « — 1 

(S 4.i4) S , + 1 1 ^ ^ ^ , , 1 ^ 2 ^ ^ ^ 1 ^ ^ ^ / ^ ^ 1 . 
X=o 

En raison de ( I . 2 8 ) nous pouvons maintenant. admettre que 
jusqu'à un certain y ^ o, les inégalités f 

(S 4. i5) Sx+i | d^FA| ^ cxc{ (X = o; . . . , s) 

sont vérifiées avec des constantes appropriées cl<Coo et ca<<oo. On 

en tire, en vertu d e ( S 4 . i 3 ) e t ( S 4 . i 4 ) , 

/ c , ^ ( S A + 1 | * + ' F / + l i x | ^ 3 c l C { (X = o, . . . , * - i ) , 
1 S , - M ^ + i F y + 1 > v ^ ( 2 ' - i ) 3 c 1 c / , 



102 F. POLLACZEK. 

de sorte qu'avec c 2 ^ 3 ( 2 * — i ) , les inégalités ( S 4 . i5) sont valables 
pour tout y ^ o. 

Puisque les variations totales des F7x sont finies, les intégrales qui 
figurent dans (S4 . i ) , donc les fonctions Vj\, sont continues dans le 
domaine (1.25) et holomorphes dans le domaine ( I . 2 4 ) . 

De ( S 4 . i ) et ( S 4 . i 5 ) on conclut que dans le domaine (1.25) 
l'inégalité 

(S4.17) | IVA(*I , ...,zy,y)\^ y ^ y j - (X = o, . . . , * ; y = 0, 1, . . . ) 

est vérifiée, de sorte que les séries V x = 2 ^ ^ x f é q u . ( 1 . 43 ) ] 
7=0 

convergent pour | z | < c~\ De (1 -43) et ( S 4 . 1 ) résultent enfin les 
représentations suivantes des Vx, valables pour | z | < cj1 dans le 
domaine (1.25) , 

- / o D - E ^ 
V> (*, . . . , zi ; y) = —ï_ Sx+i e * d^ Fi(t0, . . . , *x) 

(s4.18) ^ q^y 
F A =2^ / F /A(^O, . . . ,*X);X = O, . . . , si 

la variation totale des fonctions Fx dans le domaine ( S 4 . 2 ) 

étant ^ _̂  1.—r • Pour | z | assez petit, il vient par conséquent, au 

moyen d'une constante appropriée c3, 

(S4.19) \YX(zx,...,zV,y)\< {q°ly^ (X = o, ...,s), 

uniformément par rapport au domaine (1.25) des variables zw et y. 

S 5. PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS v{f{, V>2), vfîj, VA
3), ETC. 

Ces fonctions qui figurent dans nos formules à partir de (1 .53) , 
peuvent elles aussi être représentées d'une manière analogue à (S 4.1) 
et elles ont les mêmes propriétés de continuité et d'analyticité que 
les ^xet les Vx- Montrons cela d'abord pour les fonctions v^ définies 
par (1 .53) , (1.54) et ( I . 2 7 ) . En introduisant l'expression (S4 .18 ) 
de Vx dans (1.53) et utilisant (1.54) ftinsi que la notation ( S 4 . 4 ) , 
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nous obtenons 

x 

^ = 1 , -Z ?L_ Sx+, e * ^ + 1 F . 
y + q + q Lr + ? - ° À x 

(S 5. i) ( x 

+ ^ ? q -r3— Sx+1 e » <A+i Fx 

7 + 0 - ^ ?+*X *J 

1 [Fx=Fx(*o, . . . , <A; * ' , ? ' ) ; * = <>, . . . , I - I ] . 

En décomposant comme suit : 
y~°x = i ï _ , 

7 -h q — <rA j -H ? — dX 

r + g + ?' q 
y-hq — a\q'-h^ y -h q — <rA y'+^X* 

il vient 

x 

(S 5.2) *£A > = ^ [ Sx+i e ° * *- '* ^A+I Fx 

x 
^ -E^o+M^v 

+ ^ S ^ « * ^ + 1 F A 

x 
e-/0^x_e-'oO+^) -E'"*» ^ "i 

Introduisant ici les expressions 

A 

-T • = / e * e-t(r'dt, 
(S 5.3) ^ ^ J» 

X 

e - / 0 ^_ e - /„( )+ < 7 ) /̂ 'o - o - c o - o E * v 

= / e » e-*? dt, 
y + q-°i J0 

on reconnaît que les trois termes du deuxième membre de (S 0 . 2 ) 
peuvent être représentés au moyen d'intégrales de Stieltjes de la 
forme ( S 4 . i ) , de variations totales inférieures ou égales respecti­
vement à 

SX+i e-'oR(?) 1̂ -+-1 FA|, 

(S8 4) ! ^ l / " l ^ l 7 ' l A S ^ l ^ + 1 F ^ = ^ ) S ^ l r f A + 1 F ^ l » 

| q | SX+i j f °| er-H\dt | * + i F x | < ^Sl Sx+i | ^ F X | , 



104 F. POLLACZEK. 

donc finies. Ainsi 1¾. . . ., ^i\_x et, de même, p(
0
9j [voir équ. (1.27)] 

et (S 4.11 )] peuvent être mises sous la forme 

^ ( * i i •••> *X;7 î z', q, q') 

X 
/ C K n ) / — 'o> — E ' v S v 

( ) < = 3 T Ï 7 ^ 7 S - i - * «*"FS>(i.,...,ft) 

( S x + i | ^ ^ F ^ | < ^ ; X = o, ...,s). 

Nous en concluons, en raisonnant comme pour les Vj\, que toutes 
les f̂ 2) peuvent être représentées de la même façon au moyen de 
fonctions F)x} dont les variations totales vérifient des inégalités 
de la forme ( S 4 . i 5 ) . Par conséquent, les v{jl/ vérifient dans le 
domaine (1.25) une inégalité 

rWcW 
(S 5-6> !«# ' !< \y + glq'\ ( X - o , . . . , . - , / = 0 , 1 , . . . ) , 

de sorte que les séries (1.57), qui définissent les fonctions Vx2), con­
vergent pour \z | assez petit et, tout comme les v{

y{\ les VA
2) peuvent 

être représentées sous la forme ( S 5 . 5 ) au moyen de fonctions 
à variation bornée FA

9)(^0, • . . , h; z, zf, q, q'). 
En continuant ainsi, on conclut de proche en proche à l'existence 

des fonctions VA
3), VA'°, . . . qui, toutes, peuvent être représentées 

par des formules analogues à (S 4.18) ; il en résulte que pour | y | -> 00, 
ces fonctions sont 0 ( |/|~~ l) [uniformément par rapport au domaine 
( l . a 5)] . 

S 6. LE PASSAGE DE L'ÉQUATION (2 .40 ) A (2 .42) . 

Dans l'hypothèse où la f. r. / 2 ( / ) [équ. (1-4)] est continue, nous 
allons démontrer maintenant que le procédé utilisé pour calculer 
l'e. m. (1.14) s'applique encore, avec la définition (2.33) des opé­
rateurs Cv, dans le cas de l'e. m. (2-4o). Toutes les fonctions 
f(zi, . . ., z\\ y) considérées dans cette section et surtout, comme 
nous verrons, les pyx du chapitre II, possèdent, au lieu de ( S 4 . i ) , 
une représentation sous forme d'une intégrale de Stieltjes, à savoir 

x 

( S 6 . 1 ) f(z1...,zl;y)^Si+xe ° • ^ . , 1 ^ ( / , , . . . , ^ ) 5 
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en outre, la fonction F est de variation bornée dans le domaine (S 4.2) , 

donc 

(S 6.2) Sx+i |* + 1 F(*o, . . . , * x ) | 0 -

En admettant que pour un certain y ^ o , les <yA peuvent être 
mises sous la forme ( S 6 . 1 ) [ce qui, en vertu de. ( 2 . 3 g ) , est vrai 
pour / = o ] , justifions d'abord le passage de la formule ( 1 . 3 2 ) 
de 5nj [où nous introduirons à nouveau l'expression ( 1 . 3 4 ) ] 
à ( 1 . 3 6 ) . Jnj [voir équ. ( i . a 3 ) ] est une somme d'intégrales mul­
tiples de la forme 

,irN!-+-0 
i r1 

Ax(*n)= l i m 7 — ^ v T / 

(S6-3> \ r ^ S ' J ^ i / ^ \dzx...dzX 
X / e * * ^xl zx,. .., *x; V*v ) 

J-'*x+* \ i / 
zx . . . zh 

(X = o , . : . , s), 

où nous avons posé pour le moment yn^j_l = n et désigné par 

t\, ..., t's les nombres C-y-i.t + */«-./-i> *«-./-*.*> •••» tn-j-i,s\ la fonc­

tion VfA zi, . . ., z\\ 2 * v ) q u i figure ici peut être représentée, en 

conséquence de notre hypothèse sur ^x(*i> • • • > zi] y)i s o u s forme 
d'une intégrale X-uple de Stieltjes. 

Que l'opération 

r . . . dMyn-j-.i) ^ r . - - df2is) 

peut être permutée avec les signes d'intégration de ( S 6 * 3 ) , se voit 
aisément dans le cas où la f. r. / a est continue, mais nous le démon­
trerons sans utiliser cette hypothèse; il suffira d'ailleurs d'admettre 
que X = i , le cas X > i se traitant de la même façon. Soit donc 

(S 6.4) A1(-n) = lim — . / etz-<\*v{— z) — , où p(s)= / c^rfF(6); 
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nous devons démontrer que 

J
C °° T y^'N + 0 ^ o o J 

1 A 1 ( T 1 ) ^ / 2 ( 7 1 ) = lim - I - / c " / ^ ' r f / . O O K - ' ) ^ 

/
i N + O » 

etz e2(— z) v(— z) — • 
- I N + O * 

Posons F (8) = o pour 0 < o ; en outre, la fonction à variation bornée 
F(0) peut être supposée normée, c'est-à-dire telle qu'en ses points 
de discontinuité 

(S 6.6) F(0) = I [ F ( O - h o ) n - F ( 0 —o)J. 

En vertu du théorème déjà mentionné de M. P . Lévy ([1], p . g3), 
il vient alors A^yj) =F(t — yj), de sorte que le premier membre 
de ( S 6 . 5 ) est le produit de composition des fonctions f2 et F . 
Mais d'après le même théorème, le dernier membre de ( S 6 . 5 ) 
est égal à la fonction à variation bornée (et normée) dont la t. L. est 
E2(Z)V(Z), donc égal au produit de composition norme de f2 et F. 
Pour démontrer ( S 6 . 5 ) , nous devons par conséquent montrer que 

le premier membre, donc / df2(r))F(t — yj), est norme; mais 

c'est évident puisque l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes 

/ " \ [ F ( * - T\ + S) + F ( * - r , - 8) - a F ( * - *0]</i(*l), 

où il est permis de passer à la limite à = o sous le signe d'intégra­
tion (voir, par exemple, [1], p. 66), tend, en vertu de ( S 6 . 6 ) , vers 
zéro avec ô\ 

Après le passage de (1.32) à (1.36), justifions celui de cette der­
nière formule à (1 .3g) . Décomposons (1.36) à nouveau suivant 
( 1.37) et écrivons T au lieu de tn_j_± ; la partie de (1.36) qui dépend 
de T, est dans le cas présent de la forme 

B ( T ) = lim . / e^Cezt—i) \>(—z)—= lim gxOz) 
(36.7) { " * » 2 * ^ - . N ^ * N > -

fp(^)= r"e«*rfF(9)l 
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et nous devons démontrer que l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes 

Jf B(T)dfi(z) peut être calculée en permutant les opérations 
0 

f . . . dfi(z) et lim / ...dz. 
0 N-> » J—iJi 

Or la fonction 

(8 6 . 8 ) ^ ( 0 = - ^ . / <*"(•«-1) / e - ^ F ( 9 ) ^ 

= r " r f F ( 8 ) - i . /? «OlM»(«0*-i) 

= /""rfF(0)I T' [ s i n j - ( i _ o + T ) - s i n / ( * - 6 ) ] ^ 5£ 

est bornée pour tout N et, quel que soit T, cette fonction tend pour 
N-»- 00 vers une limite [qui, dans l'hypothèse ( S 6 . 6 ) , est égale à 
F ( £ + T ) — F(*) ] ; il vient par conséquent 

(S6.9) r"B(T)rf / t (T)= f°°dfx(T) lim <?N(x) = lim f" ^ ( ^ ^ ( x ) . 

Écrivons £ N ( T ) pour le moment sous la forme 

£ N ( 0 = / Y(*> O^ * ; 

on a alors, en vertu de ( S 6 . 8 ) l'inégalité \y(z, T ) | < c ' r / d e sorte 
qu'en admettant à nouveau l'hypothèse (1.38), on trouve la relation 

f £ N ( 0 ^ / I ( 0 = / <** / l{z,x)dfx('z) 
0 ^ — Z * N ^ 0 

Donc, les opérations en question peuvent être permutées et en 

définissant l'opérateur Ci, au lieu de (S 3 .8) , par 

m dz, « 1 r dzx 
( S 6 . 1 1 ) C , = l i m — - . / - • • — -

http://S6.11
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nous tirons de (S 6.9) et (S 6.10) la formule 

(S 6.12) [^ B(-z)dfx(z) = Cxe^[zx(zx) -i]u(- zx), 

qui démontre (1.3()) dans l'hypothèse présente sur les P/x-
Passons maintenant aux formules de S 2 et S 3 qui doivent être 

démontrées pour des fonctions f(z±, ..., z\) y) suivant (S 3 .3) . Par 
suite de l'hypothèse admise pour les ^yx, ces fonctions remplissent 
elles aussi les conditions ( S 6 . 1 ) et (S 6 .2) . En désignant respec­
tivement par F et Fyx les fonctions figurant dans les représenta­
tions (S6 .1 ) de / et de s>j\, on tire de ( i . 3 5 ) et ( S 3 . 3 ) d'une 
manière bien connue la relation 

(S6.i3) F(*0, •-., *X) = f0dxF;i(x, tx, . . . , *x)/«(*o—*)• 
^0 

En raison de la continuité de f2(t), F(t0, ..., t-)) est, par conséquent, 
continue en t0, uniformément par rapport à t±, . . ., t\. 

La démonstration de l'identité ( S 2 . i ) était précédemment basée 
sur la formule (S 2.6); cette formule qui, comme nous avons vu 
[après (S2.9)], restait valable pour i ' = i , doit être redémontrée dans 

s 

les conditions présentes. Au moyen de (S 6.1) et en écrivant 2 a u 

1 
s 

lieu de 2 ' (S2.6) prend la forme 
V = l 

* X 
— /0 Vav —7, tvzv' 

CfCe'A+'i. ' i .Suie \ v=' «ft+1 F(*«, . . . , *x) 
(S6.14) { -, " » 

= d e^i Sx+i e » v=i rfX+ip(f0, • • -, «x) 
( [ x ^ i , 1', . . . , X'; Ci^Cjx). 

En vue de démontrer cette relation, notons qu'en'vertu de (S 6 .2) 
Cy. et d peuvent être permutés avec Sx+t et que Ci eaZl = s(a) 
[équ. (2.28) et (2 .33) ] ; ainsi, (S6 .14 ) se transforme en 

Sx+i* * v = 1 8(04-^)8(^-^0)^+^. 

— '» E Zv ~ E 'v Zv> 

= Sx+ie » *=« 8 ( C i - * 0 ) ^ + 1 F . 
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Or puisque c^^Ci, il vient 

s ( c !— £0) S(C\L— *o) = s ( c ! — t0) (sauf pour cx = c ^ = t0)\ 

dans le cas exclu, les deux membres de cette formule sont respecti­

vement égaux à 7 et à - . Mais comme F(t0, ..., t\) est continue 

4 2 

en t0, ainsi que de variation totale bornée, la contribution de la 
partie t0 = ci du domaine ( S 4 . 2 ) aux deux dernières intégrales de 
Lebesgue-Stieltjes est nulle, ce qui démontre (S6 .14 ) et, par 
conséquent, la formule ( S 2 . 6 ) ; cette formule se démontre de 
manière tout analogue dans le cas où un des indices primés, 1', 
coïncide avec 1. 

Les raisonnements subséquents de S 3 , jusqu'à l'équation (S 3.19) 
incluse, s'appliquent sans changement sauf qu'à partir de (S3 .10) 

. . . a\ au lieu de / . . . aX partout où la 
- , ~ — is */-/«> 

variable z± de l'opérateur £1 sera remplacée par Ç. Ensuite, nous 
devons démontrer la formule modifiée (S3 .20 ) qui, au moyen de 
(1.35), ( 2 . 3 3 ) e t ( S 6 . i ) , prend la forme 

/
00 T / » z N dt 

d/iOO lim -i-. / (e*-i)e^-± 
N > 0 0 2x1 j _ m ; 

(S 6.i5) l N i + 0 -Jç+Savj-S^w d 

l x lim _L_ / e«iSx+i« ^ . / v=i rfX+ip—i = o 

F = F(£0, . . . , *x) ayant les propriétés mentionnées plus haut. 
Pour le premier membre nous obtenons, en procédant comme lors 
de la transformation de (S 6. i4) , l'expression 

x x 

(S 6.16) / < * / I ( T ) S A + 1 « » v = i 

0 

X [s (x -f- c+— /0) - s ( c+ — t0)] s ( c — t0) <t*+i F. 

Mais comme le produit 

[ S ( T -h c+— f.) — s ( c + — *„)] s (d — h) 

s 'annule , sauf p o u r 
* 0 = <;-+-= c ^, o, x > ' o , 
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la dernière intégrale est nulle en raison de la continuité de F (t0, . • •, *x) 
en tant que fonction de t0, de sorte que nous avons démontré (S6. i5), 
donc (S3 .20 ) , dans l'hypothèse présente. 

Nous devons ensuite réexaminer la formule (S 3.25) qui, tout 
comme dans S 3, se ramène au moyen de (S 2.1) à l'identité (modi­
fiée) ( S 3 . 2 8 ) . Mais la démonstration de cette identité reste inchan-

gée pourvu que lim / ecz g(z) — existe, ce qui est le cas dans 
N>«> * / _ , N + 0 Z 

les hypothèses ( S 6.1 ) et ( S 6.2 ) sur les fonctions / et F ; par consé­
quent, (S 3.25) reste valable. Comme les raisonnements ultérieurs 
de S 3 restent inchangés, nous aboutissons donc à nouveau aux for­
mules ( S 3 . 3 i ) e t ( S 3 . 3 a ) (modifiée). 

Pour démontrer enfin que, tout comme les vyK, P/+i,x peut être 
représenté suivant ( S 6 . i ) e t ( S 6 . a ) , portons l'expression 

(s6.17) c/,x+i(î, *u •••> *x;y) 
X 

= Sx+o e *=* <*>•+• F„X-M (t0, ..., *X-H) 

dans ( S 3 . 3 2 ) . En procédant comme lors de la transformation de 
( S 4 . 6 ) et ( S 4 . 7 ) et observant que la f. r. f2 est continue, nous 
obtenons la formule 

(S6.18) vJ+ix(zx, ...,zy,y) = t2(-y) v)\(zx,..., zh\ y) -+• f df2(v)Sx+> 
^0 

x x 

x[i-fi(ti)e * - J dfx{u)e « J 

xaT^F/.x+i-

Il en résulte que la fonction pj+ft|x possède elle aussi une représen­
tation de la forme (S6 .17 ) et telle que 

(56.19) Sx+i|^+1Fy+l ix I ^ SA+1 | ^ + I F A | -+- 2Sx+» | ̂ + 2F,,x+ i | < » . 

Donc tous les Vji(j = o, 1, . . . ) possèdent la représentation en 
question, puisque les e0x[équ. (2.3g)] peuvent être exprimés ainsi 
avec 

(56.20) F0x(*o, -. . , <x) = [(*-i)*-*X.**l*('o) -..Ï(«X)-

Ainsi le passage de l'équation (2.4o) à (2 .^2) se trouve justifié. 
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De (S6 .19) résultent, comme dans S 4, les inégalités ( S 4 . i4) à 
(S4 .16) qui entraînent l'existence, dans le cas présent, des fonc­
tions Vx(*i, • • -, zl',y) [équ. (1.43)] . 

S 7. DÉMONSTRATION DE L'IDENTITÉ 

^svmax(rtv,a0) / * \ 
(S 7.1) Ux,e» flzy,...,Z)y,2jZw\ 

= (Ko- Co) Ux, e » / I zy, ..., zv; ^ *v ) 

pour des fonctions f(zt, . . ., z\) y) qui sont holomorphes dans le 
domaine ( I .24) et y vérifient l'inégalité ( S 2 . 2 ) ; les opérateurs Gv 

figurant ci-dessus dans les Ux,= Ux, [1, • • - , * ] sont définis 
par (1.29). 

Nous pouvons admettre que 

ax ̂  a2 ̂ . . . ^ as 

et supposerons d'abord qu'il existe un indice m tel que 

(S 7.2) am^a0<am+l (i^m^s; as+1 = <x>). 

En vue de transformer le deuxième membre de ( S 7 . i ) , considé­
rons pour 1 ^ v ^ m, donc a^^a0, l'expression 

(S 7.3) (Ko— C0)Cve"o*o + «v*v/(,zv> . . . ; * 0 + * v + . - O 

= Gve«v^/(^v , . . . ; a v + . - O 

__L_ Ç^l fe**+»»X**,.^, *.+* + .. A 
(2«0VC *v Jc

 Z» 

où les variables d'intégration différentes de z0 et zv sont indiquées 

par des points. Substituant, dans j ...dz0, z0 — sv à z0 et inter­

vertissant ensuite l'ordre des intégrations, nous obtenons, en vertu 

des inégalités aQ — a v ^ ° e tR(* 0 —*v) > °» 
1 f f - L— f dZo f e«o*o-(ao-«v)*v 

( 2 K ï ) V c J c ( 2 ^ 0 2 / C Je 

x / ( * v . . . * . + . - ) i ^ Z T ^ 

= —C0«»•*•/(*o> ...;*<>-+-•••)> 
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de sorte que 

(S 7.4) (K 0 -Co)C^*.+«v*v/ (* V ) . . . . , ^ + ^-+... .) = 0 (a v^«o)î 

de la même façon nous obtenons la relation 

(S 7.5) (K0— Go) Gv e«o^o+«v=v/(... ; ^ 0 + ^VH_. .. ) = 0 ( a v ^ a o ) > 

Or dans le deuxième membre de ( S 7 . i ) dont l'opérateur [voir 
équ. ( 1.31)] est égala 

(K 0-C 0)( J ] G^...GvJJ(Â)Kv-C1...C, J Y 
V . - •.>'=! 1',.. ,V = l / 

tous les termes où figure un Cv d'indice i ^ v ^ / r c , peuvent, en 
vertu des deux dernières formules, être supprimés; le deuxième 
membre de (S 7. i ) se réduit ainsi à 

x 

(S7.6)(K0-C„) 2 G''-C*'e '=' fU;...,zV;z^^zA 
1', .. X'=r/H-t-l \ v — ! / 

Dans l'hypothèse (S 7 .2) , le premier membre de (S 7. i) prend au 
moyen de (S 2 . i ) la forme 

j UA,« « -n-* / / zy, . . . , ^ ; 2 * v ) 

(S 7.7) ' * 

«(Kt-co 2 c t ' - c A ' « — / ( - » i ' , - , ^ ; * i + 2 * v ' ) 
i*. ^ ' = 2 \ v = i y 

( a'2 = . . . = «',„ = rt0 ; a'm+1 = «,„_+_,, . . . , a', = a , ) 

qui, pour m = i, se confond avec l'expression précédente du deuxième 
membre. Dans le cas où m > i, les expressions 

(Ki — C , ) C v e « . * i + « . * / ( * v , . . . î S i - h J v - h . . . ) ( 2 ^ v ^ m ) 

s'annulent en vertu de (S 7 .4) . de sorte que peuvent être supprimés 
tous les termes de l'opérateur du deuxième membre de (S 7.7) où 
figure au moins un Cv d'indice 2 ^ v ^ m. Le deuxième membre de 



THÉORIE ANALYTIQUE DES PROBLEMES STOCHASTIQUES. I l 3 

(S 7.7) [c'est-à-dire, le premier membre de (S 7.1)] se réduit ainsi 
à l'expression 

X 
* a^Zt-hYa^z^ / * \ 

(87 .8 )^ , -0 2 C-'-Cv* ~ /(*.v.,^;*,+2*vV 
l',...,X' = m-f-l \ v = i Z* 

identique à ( S 7 . 6 ) , ce qui démontre l'identité ( S 7 . i ) dans le cas 
où al)=^ai. 

Il nous reste à démontrer cette identité dans le cas où 

(S 7.9) a0 ^ « 1 ^ a , ^ . . . ^ as. 

Alors, il vient max(av , a0) = av(v = i, . . . , * ) , de sorte que (S7 . i ) 
se réduit à la relation 

É** / i \ 
CoUxçe» / I zx , . . . , *vî 2 J ^ V ) = 0 

qui, en utilisant (S 2 .1) , prend la forme 
x 

^_^ «o o+«i*i-+- y ) ûv-ïv» 

(S 7.10) ( « . - O C >j Ci'---Cx'« 
1' l' = 2 

X fl Zy, ..., zy ; z0 -4- zx -+-^ *v | = o . 

Or, en vertu de ( S 7.5 ), il vient 

(Kt —Gi)C0 e
a***+ai**/(...; 0̂ + ^ 1 + - - ) = o (pour a 0 ^ « i ) , 

de sorte que tous les termes du premier membre de (S 7.10) sont^ 
nuls. Cela démontre, dans l'hypothèse présente (S 7.9) , la relation 
(S 7.10) et, par conséquent, l'identité (S 7.1). 
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