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THEORIE ANALYTIQUE
DES PROBLEMES STOCHASTIQUES RELATIFS
A UN GROUPE DE LIGNES TELEPHONIQUES
AVEC DISPOSITIF D’ATTENTE

Par M. Félix POLLACZEK.

LISTE DES ABREVIATIONS UTILISEES.

d. a., délai d’attente.

d. c., durée de communication.

e. m., E, espérance mathématique.

&, événement.

f. c., fonction caractéristique.

f. g, fonction génératrice.

f. r., fonction de répartition.

R, partie réelle.

t. L.,  transformée de Laplace Stieltjes.
Y. a., variable aléatoire.

v. a. i., variables aléatoires indépendantes.

INTRODUCTION.

Ci-aprés nous traitons les problémes stochastiques qui se posent
pour un systéme (« groupe ») de s> 1 lignes téléphoniques inter-
changeables dans les hypotheéses les plus larges admissibles pour les
deux fonctions de répartition (f. r.) qui figurent dans les données de
ces problémes. Nous employons ici le langage de la téléphonie, bien
que les mémes problemes soient soulevés dans d’autres domaines des
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applications; d’ailleurs I'usage de termes tels que « appel télépho-
nique », « durée de communication », « délai d’attente », etc. ne
doit pas faire oublier que nous traitons des probléemes mathématiques,
en utilisant au fond bien plus ’Analyse mathématique que le Calcul
des Probabilités. -

C’est d’abord dans un travail publié en- 1934 [5] (*) et ou la
répartition des instants de production des appels était supposée
bernoullienne ou, a la limite, poissonnienne, tandis que la f. r. f(¢)
des durées de communication était largement arbitraire, que nous
avons ramené la construction des f. r. des délais d’attente a la
résolution de deux systémes d’équations intégrales linéaires (qui ne
different que de maniére purement formelle du systéme unique
figurant dans nos travaux postérieurs). Afin de simplifier la méthode
assez compliquée de ce travail, nous avons établi en 1949 la théorie
de certains opérateurs dits « intégro-combinatoires » [7]. Cette
théorie nous a permis de traiter dans les hypotheses de [5], mais
d’une facon plus succincte, toute une classe de problémes stochas-
tiques [8]; toutefois la lecture préalable du travail [7], ot la notion
de probabilité n’est d’ailleurs employée nulle part, était nécessaire
pour pouvoir suivre les raisonnements de [8].

Dans le présent travail dont certains résultats ont été publiés sans
démonstration dans deux Notes aux Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences [9], [11], nos méthodes ont 4 nouveau été simplifiées en
observant qu’on peut faire correspondre a chaque appel s nombres
réels tn1, ..., tys (parametres markoviens par rapport a 'instant de
production du n'"™ appel) qui résument tout ce que le passé du
systéme peut nous apprendre pour la prédiction de son avenir. Nous
ne supposons pas la connaissance du travail [7], sauf pour un seul
probléme, et les trois opérateurs G,, K, et Uss que nous employons
ont surtout le réle de signes typographiques, abrégeant considérable-
ment I’écriture de nos formules.

D’une maniére générale, tous les problémes traités dans ce travail
sont ramenés A la résolution d’un systéme de s équations intégrales
lingaires simultanées, d'un type particulier et dont les premiers
membres ne varient pas avec la nature du probléme étudié. Ces équa-

(1) Les chiffres contenus entre crochets renvoient & la bibliographie placée a la
fin de ce travail.
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tions sont valables dans la seule hypothese que le moment f Tt dfi(e)
0

soit fini; la f. r. f4(¢) des intervalles entre des appels consécutifs
est tout arbitraire, sauf au chapitre II ou elle est supposée continue.
Toutes les f. r. et probabilités que nous étudions, sont considérées
en fonction des paramétres markoviens o4, ..., fo relatifs a Pétat
initial du systéme de lignes. Par exemple, la fonction génératrice (f. g.)

@

®(q, z) =Zz" E(e—m|ty) [équ. (1.46)]

=0

des transformées de Laplace-Stieltjes (t. L.) desf. r. des délais
d’attente 7, de tous les appels est exprimée, au moyen des s solutions
du systeme d’équations intégrales correspondant a ce probléme, par
une somme d’intégrales de Fourier par rapport aux #o,.

Notre théorie ne permet pas, du moins dans sa forme actuelle, de
conclure, dans les hypotheses générales mentionnées plus haut, a I’exis-
tence de grandeurs d’équilibre,statistique telles que Lim E(e~7"| toy)

(démontrée pour cette limite en toute généralité par MM. J. Kicfer et
J. Wolfowitz [3] par une méthode probabiliste). Mais quand on
posséde le ®(g, z) correspondant, on peut en tirer cette limite ou,
plus‘généralement, le développement asymptotique de la n'™e f. r.
de délai d’attente pour les grandes valeurs de n. Pour celte raison
il est important de savoir que dans certaines hypothéses exposées
plus loin nos équations intégrales peuvent étre résolues, offrant ainsi
les seules possibilités de calcul effectif de grandeurs, stationnaires
ou non, de la théorie des attentes.

Nous traitons dans le chapitre I la construction des t. L., des f. r.
des délais d’attente successifs et passons ensuite aux t. L. des f. r.
de paires, de triplets, etc. de tels délais. Les raisonnements de ce
chapitre sont facilités par un théoréme sur la convergence absolue
de certaines intégrales n-uples, démontré dans le supplément S1.
Dans le chapitre II nous construisons les f. g. de différentes proba-
bilités, par exemple celle des probabilités pour que le n®*=° appel
trouve exactement A lignes occupées. Les intégrales multiples
utilisées dans ce chapitre ne convergent pas absolument, ce qui
nécessite différentes modifications des raisonnements. Dans le
chapitre III nous étudions la répartition des parametres marko-
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viens tp4, . . ., £ns. En outre, nous traitons les problémes du chapitre I
dans I'hypothése additionnelle du blocage temporaire qui implique
une forme plus générale du systtme d’équations intégrales. Dans
le chapitre IV les équations intégrales sont résolues partiellement
pour tout entier s dans ’hypothése ot f1(¢) =1—e*, laf. r. fa(¢)
étant arbitraire; on en tire des formules pour les f. r. et proba-
bilités étudiées aux chapitres I et II. Ensuite, on montre dads
le chapitre V sur l'exemple s=2 que dans chacune des deux
hypothéses suivantes le sysiéme d’équations intégrales peut étre résolu
par des formules o figurent une partie des solutions de certaines
équations transcendantes, mais ni des séries ni d’autres processus

infinis : 1° Lorsque la t. L.fwe“ dfi(t) est rationnelle, f5(¢) étant
0

arbitraire; 2° lorsquefwez‘ dfa(t) est rationnelle et que fi(¢t) est
0

une fonction en escalier, 4 « gradins » de méme largeur. Les méthodes
exposées ici permettent donc de résoudre, au moyen d’un nombre
fini d’opérations, tout probléme dont les données sont conformes
a une de ces deux hypotheéses. En outre, nous indiquons dans ce
chapitre de quelle maniere nos équations intégrales, ainsi que la
méthode de leur résolution, se modifient dans I'hypothése d’un
encombrement total des s lignes.

Pour ne pas interrompre trop souvent l'exposé de la théorie,
différentes démonstrations et transformations analytiques ont été
renvoyées dans des suppléments. Remarquons enfin que la méthode
utilisée ici permet aussi d’établir la théorie des problemes stocha-
stiques du groupe de lignes sans possibilit¢ d’attente [10].

Qu’il me soit permis de remercier ici M. Emile Vaulot, qui a revu
le texte et lu les épreuves de ce Mémoire, ainsi que de celui [12] qui
I'a précédé dans ce Mémorial.

CHAPITRE L

CONSTRUCTION DES TRANSFORMEES DE LAPLACE STIELJES
DE DIFFERENTES FONCTIONS DE REPARTITION DE DELAIS D’ATTENTE.

Dans ce qui suit, nous appelons « groupe » un ensemble de
plusieurs lignes téléphoniques interchangeables reliant, chacune,
les deux mémes points terminaux. En supposant que les appels qui,
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faute de lignes libres, ne peuvent étre acheminés immédiatement,
attendent leur tour (sans renoncer a leur communication), nous allons
transformer les probléemes stochastiques qu’on étudie habituellement
dans ce domaine, en des probleémes d’Analyse mathématique,
nécessitant dans chaque cas la résolution d’un certain systéme
d’équations intégrales linéaires simultanées & variables complexes.
Dans différentes hypotheses sur les f. r. qui figurent dans les données
de nos problémes, nous traiterons ensuite de la résolution de ces
équations intégrales. Comme hypotheése essentielle nous supposons
que les appels produits sur ce « groupe » sont traités suivant leur
ordre de production; c’est cette hypothése, imposée par les besoins
de la pratique, quirend difficile la théorie des problémes en question.
Désignons par s(>>1) le nombre de lignes du groupe, par

(1.1) X, (X,,éX,H,;n.=...,—x,o,l,...)

I'instant de production et par T,(>o0) la durée de communi-
cation (d. c.) du n'm° appel. Nous considérerons les T, comme
des variables aléatoires indépendantes (v. a. i.) ayant toutes la
méme f. r.
(1.2) Prob(T <) =/i(¢)  [fi(0) =0, fi(+0)>0]

De méme, les intervalles de temps

(1.3) Yo=Xpu—X,  (20)

entre les instants de production d’appels consécutifs seront consi-
dérés comme des variables aléatoires (v. a.), stochastiquement
indépendantes aussi bien entre elles que des T,, et ayant toutes la
méme f. r.

(1.4) Prob(Y <y)=/fa(»)  [fa(0) =0, fri(+0)>0].
Nos développements, a I'exclusion de ceux du chapitre IT ot fa(y) est
supposée continue, restent valables pour la f. r. impropre f.(0) = o,
J2(y)=1(y>o0), qui rend Y identiquement égal a zéro.

Les s dernitres fins de communications provenant d’appels
antérieurs au n'*™ appel (donc d’indices <C r), prises dans un ordre
quelconque, seront désignées par

(1.5) Xn=+tnty oo oy Xp+ Lyse

En vertu de notre régle de priorité, les ¢,, résument de maniére
exhaustive ce que les événements relatifs a des appels d’indices < n
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peuvent nous enseigner sur ce qui se passera a partir du " appel.
Pour cette raison, les ¢,, peuvent étre considérés comme des para-
métres « markoviens » par rapport a 'instant X,,.

Nous désignerons par

(1.6) min() (@, ..., @z) (i=1, 2, ...; min(!)= min)

le 2**™° des nombres réels a, . . ., a,, rangés par ordre de croissance.
En outre, nous utiliserons la notation
b

(1.7) at= max(a, 0)

et écrirons respectivement min+ et min+ au lieu de [min®]*
et [min]*. De méme seront employées, le cas échéant, les notations
analogues max(*), max(/+, max = max(!) et max+= max(1)+.

En vertu de notre hypothese principale, le délai d’attente (d. a.)
tn du n®"° appel s'exprime comme suit par les grandeurs ¢,
[équ. (1.5)] : 7a est égal & min(tny, ..., ta,) lorsque ce nombre
est positif, et & zéro dans le cas contraire. Au moyen de (1.7) nous
obtenons donc la formule :

(1.8) Tp=min* (L, ..., tps)

qui montre que 7, est une fonction symétrique des t,,.

En vue d’établir une relation entre les ¢,, et les grandeurs
analogues ¢,_;,,» observons qu’avec nos notations, la (n—r)eme
communication prend fin a Pinstant X,_; 4+ 7,_, + T,_:. En vertu
de (1.8) et (1.5) les s derniéres fins de communications provenant
d’appels d’indices <<z sont donc, a I'ordre prés,

Xn_1 -+ min+(t,,_1,,, ceey tn_1‘;) -+ Tn_‘,
(1.9) X,,_1+min(2‘(t,,_1,1, ey tn._.j,s),

Ceet e tetac e Ceeees ey

Xp— =+ min(-‘)(t,,_l,i, ey tn—i,s)-

D’autre part, ces grandeurs peuvent étre écrites sous la forme 1.5),
et comme nous ne rencontrerons, dans ce qui suit, que des fonctions

symétriques des tyy, nous pouvons poser par exemple, en utilisant
la notation (1.3),

tpy= min+ b1y +Tp1—Yn—1, lne= min@ th1,y—Ynq,
v=1, .., v=1,..,s
(1.10)

ths= minl) ¢, 4 y— Y, 4 (n=1,2,...)
v=i1,...,§
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Ces formules de récurrence nous permettent d’exprimer les ¢,, et,
par conséquent, le d. a. 7, [équ. (1.8)], par les 2 v. a. i.

(1.11) To, Yo, ceey Tn—-h Y,,,_1
et les s fins de communications (par rapport a I'instant X,)

(1.12) to1, ey to,;.

Nous considérerons les s nombres ¢,, comme donnés et utiliserons
les formules (1.10) en premier lieu pour déterminer les f. r. condi-
tionunelles \

(1.13) pn(t]toy) = Prob(tn<<t|to1, ..., tos) (n=o0,1,...)

des d. a. des appels successifs.
En vertu d'un théoréme de M. P. Lévy ([4], p. 38), la f. r. f(x)

d’une v. a. X peut étre exprimée au moyen de sa fonction caractéris-
tique (f. c.) Ee* =f ez df(z) [E désignant I'espérance mathé-

matique (e. m.) d’une grandeur aléatoire]; pour obtenirla f.r. (1.13),
il suffirait donc de construire I'e. m. conditionnelle E(e*™|¢,).
Mais comme la v. a. 7, est >0, I'e. m. E(e™7"| ¢y,) existe et est
continue pour R(g) > o. Pour R(g) > o, cette e. m. est une fonction
holomorphe de ¢ dont 'utilisation présente des avantages, tandis
qu’en renoncant & n’employer que des valeurs purement imaginaires
de g, on parvient 4 une simplification notable d’une partie des
formules de cette théorie. Nous allons donc construire E(e=7™| t,,)
en supposant en général R(g) > o, ce qui suffit pour le calcul de
laf. r. (1.13).

En considérant les parametres o, [équ. (1.12)} comme donnés,
7, est une fonction des v. a. (1.11), respectivement de f. r. (1.2)
et (1.4); il vient donc, en désignant toujours la variable d’intégration
correspondant & une v. a. donnée par la minuscule correspondante,

1.14) E(evmltoy= [ dfitt) [ dfsye)--- [ afitas) [ dfa(3n

(1.14) E(e=9%n|toy) »[ ft(O)fo. f(¥0) jo‘ Ji(tn 1)/; J2(¥n—1)
X< exp[— gtn(lo, Yo, -+ > tn—ty Yn—15 to1y - - -, fos)]-

En vue de calculer pas a pas cette intégrale de Stieltjes, posons
Tnom e—%n;  Jnyn= [ dfilneyt) [ Afa(Fnmyer)In
=€ )+ j; S1(En—; 1./; S2(Yn—y=1)n,

(J=0,..., n—1),

(1.15)
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d’on
(1.16) Jan=E(e—7% | toy);

nous verrons que J,; (f =o, ..., n) peut étre représenté sous forme
d’une somme d’intégrales de Fourier par rapport aux s paramétres
réels tn_j 4y ..., tu_y,s relatifs [voir équ. (1.5)] aux appels
d’indices << n—j. En vertu de (1.7) et (1.8) nous avons d’abord

(1.17) e—9%n= exp[— g min+(¢py, ..., tns)]-

Appliquons ici la formule

exp[— ¢ min+(ay, ..., a,)]
_—f— 1 f f egﬂvw q dzy ... dzg
a (272) Jg, c. s B1... 35
(1.18) q+2zv
1

[R<q +2> >o],

ot V'intégrale s-uple sera étendue au produit de s courbes Cy, ..., C;

suivant la figure 1, ou a des paralleles a I'axe imaginaire, situées
a droite de cet axe. Pour s =1, cette formule prend la forme

T qdz
(1.19) e—9at =1 Py ce“z__(q:-i-z) [R(g + 32) > 0]

o N

Fig. 1.
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et se démontre en amenant la courbe C vers l'infini des demi-plans
droit ou- gauche, selon que a < 0 ou @ > 0; ;%Ls’avére nulle dans
le premier cas, et égale, dans le deuxiéme cas, a la somme des résidus

aux péles z=o0 et z=g¢. Pour s>1, on démontre (1.18) d’une
maniére aussi simple par induction compleéte ().

En portant les expressions (1.17) et (1.18) dans la premiére
équation (1.15), nous obtenons la formule

Ditnven
(1.20) Jpo=eIm=1— ! f-nfcg* E 4z ... dzg
[ c

(27m2)* » ... 3s
¢+ Ys

1

qui met en évidence que Jno est une fonction symétrique des ¢,,.

Substituons dans (1.20) les expressions (1.10) et supposons pour
le moment, afin de simplifier I'écriture, que

(1.21) I, 1L 1,02 . . L ln,s;

il vient ainsi

s s
(1.22) Ztnvzv= (1,1 + tn—i"'.}’n—l)zl+2(tn—l,v—)’n—1)zv'
v=1 v="2

s s

~ O
=tp—131— Yn—1 _2 Zy+tf1,131 +Ztn—1,vzv-
1 2

On reconnait alors que l'intégrale s-uple (1.20) qui est absolument
convergente (voir le supplément S1), converge uniformément par
rapport au paramétre ¥,_1 > o. Pour calculer Pintégrale

- f " dfs (tn) f " A fs(Fnet) oy

1@+0
(1) Au lieu de f nous utiliserons parfois la notation f

; de méme, nous
C — w40 !

(N0
écrirons f + lorsqu’'un chemin d’intégration peut se confondre, sauf dans un
—tN—+0 '

voisinage de l'origine, avec le segment (— ¢N, ZN) de ’axe imaginaire.
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nous sommes donc en droit d’intégrer par rapport a d fa( yn_1) sousles

—VYn—a )2y

signes d’intégration de (1.20), ce qui transforme le facteur e 1

© -3 % .
de la fonction a intégrer en f dfs(y)e ; . De méme, aprés avoir
[]

modifié V'écriture de (1.20), pouvons-nous intervertir les opérations

‘/o‘m...df,(tn__,) et L\L

L’expression obtenue ainsi pour J,; peut étre transformée en une
somme d’intégrales de Fourier relatives aux parameltres ¢,_4,,, et dont
la forme met en évidence que J,s est une fonction symétrique
des tn_4,;; ensuite le procédé que nous venons d’indiquer peut étre
répété pour construire successivement tous les J,; [équ. (1.15)].
Pour aboutir d’'une maniére générale a la construction de ces inté-
grales, nous admettrons maintenant que pour un certain j> o,
J., peut étre représenté par I'expression

. / A \
N1
(1.23) Jn/=> _—'—f”'fvl)‘ B1y oeny B Zy
e GO ’ \é
L

N D EeVgada
< 3 R dudn,

FIRERE N
.., =1

s

od, pour A1, la somme 2 sera étendue a toutes les C} combi-
1, L, h=1
naisons A a A des indices 1, ..., s; pour 2 = 0, nous posons

A
3= 3=o
1y

v=1

le terme initial de la somme 2‘ élant ainsi égal 4¢,0(0). Les fonctions
A=o0

auxiliaires ¢;,(21, ..., 22; ¥) | qui n’interviennent dans (1.23) que
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A

pour y:Zz,,] sont symétriques en zi, ..., z), holomorphes
v=t1
dans le domaine

(1.24) R(z1) >0, ..., R(m)>o0; R(¥)>o,
et continues [ pour R(g) > o] dans le domaine

(1.25) R(z)>0, ..., R(@)>0; R(y)>o
ou elles vérifient des inégalités de la forme

v01 C‘é

(1.26)  en(an o 23 < 70T

Enfin la fonction ¢, s'exprime comme suit par ¢jo, ..., 9j 51

(1.27)  ©0,,(31, ..., Bs3 ¥) =—Z Z (31 <oy B3 YD)
A=0 1,.., =1
Nous démontrerons qu’alors I’e. m.
Jﬂ,[+l = E(e—‘l"n | t,l__/_1’v) [équ. (1. 15)]

s’exprime elle aussi par une expression de la forme (1.23), avec des
fonctions auxiliaires ¢;,4,) ayant toules les propriéiés admises pour
les ¢;. Comme les relations (1.23) a (1.27) sont satisfaites, en
vertu de (1.20), pour j = o avec les fonctions auxiliaires

q

[1.28) S s
(1.2
"05(51;- 7z.ny)=_q__%;

nous aurons ainsi démontré la formule (1.23) pour tout 7> 0; en
particulier, cela nous permettra d’exprimer J,, [équ. (1.16)] en
fonction des grandeurs ¢,.

Pour simplifier 'écriture de nos formules, nous utiliserons des
opérateurs G,, K,, U, définis comme suit :

(1.29) Cvf(zv)———ff( d"” (v=1,2..),

(1.30) Ky f(2v) = f(0) (v=n112,...),
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s s
U03=I[KV—IICv;
v=1 v=1
. oy )
(130 { Vo= X o o[ [0 0]
1, k=1
. s
(4)
[H =H(v;é1’, G M) A=, L, s —1 85 =1, 2, . .];
v=1
nous écrirons parfois Uy,(1, . . ., s) pour indiquer que U, se rapporte
aux variables d’intégration z,, ..., 3,

En substituant & ¢, dans (1.23), le deuxiéme membre de
I'équation (1.27) et utilisant les opérateurs Us,, nous obtenons
pour J,,, la formule

4

s—1 Eln—lvav ';
(1.32) J,,,=EU)J ev=1 val 315 .- B0 2‘2‘, ,
r=0

-~
v=1

et en particulier, la formule (1.20) se transforme, en vertu de (1.28),
en

s—1 élm/Zv 5
(1.33) Jno=2U)\se' ‘70)‘(51'7 "'az7.';ZzV>'
A=o0

1

Dans la formule (1.32) dont la symétrie, en tant que fonction
des %y, résulte de la propriété des v,, d’étre symétriques

en zi, ..., %, nous allons poser, de maniere analogue a (1.2r)
et (1.22),
s s s
Y l
(1.34) vzitn—/,vzv =iln—j—121 —}’n—j—l‘?—i‘zv -+ t‘;l-—]—l,l 24 +vz—2tn—/——1,vfuv

(tn—-/'—-i,l = tn—[-—l,z Lo tn——/—l,s)-

En effectuant les intégrations indiquées dans (1.15), nous
rencontrons les t. L. des f. r. fi(¢) et f2(¢) qui seront désignées
respectivement par

1.35) a)=[ etdfit), aG)=[ ertdfihEr  [R@ Lol
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nous ne supposons rien, dans’ce chapitre, sur la convergence de ces
intégrales pour R(z)>o0, ce qui nous contraindra plus loin &
modifier le chemin d’intégration C; dans une partie de nos
formules.

En vertu de I'inégalité (1.26), les intégrales multiples qui figurent
dans (1.32), c’est-a-dire dans (1.23), convergent absolument.

. . . — V1 y®
Comme, en raison de l'inégalité | e T | <1, cette convergence

est uniforme par rapport & y,_,_,, nous pouvons intervertir I'inté-

gration f Co.d JSa(¥n_j—1) avec les intégrations dont les opéra-
o

teurs Uy, se composent; il vient ainsi au moyen de (1.34) et (1.35)

s§—1 s
(1.36) f In,dfe (}’n—-/—i)=2 Uy exp (tfi—l—i ;131 +2 tn—j—1,v Zv)
0 A=0

AN v=2

s $
X eln—j—t31 ¢ <— E 3y v,‘,\<z1r,...,z~,‘v; E zv>.
1 1

Avant d’effectuer l'opération rku-d +(tn—,—1) Indiquée dans
P A J q

(1.15), décomposons comme suit le seul facteur des fonctions
a intégrer qui conlient £,_; 4 :

(1'37) eln—j—1%1 =1+ (gl,._,_iz‘_l)_

I d
C=— f i
27l Je, \ Z,
eut étre amené dans I’axe imaginaire, puisque la fonction
g » P

I
P (etn—j=131—1)

est holomorphe en z,=o0; les opérateurs U, modifiés ainsi seron
désignés par U, En excluant un voisinage du point z,=o, les

intégrales multiples contenues dans Uy, convergent uniformément
par rapport & ¢,_;_;. Mais la derniére fonction est égale & fn_j 4
pour z;=o0; en général elle n’est donc pas bornée au voisinage

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 150, 2
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de z1==o0 et pour étre en droit d’intégrer par rapport & d fi(tn_j_,)
sous le signe Uy, nous supposerons que

(1.38) BT = [ tdfie) <=

c’est-a-dire que I'e. m. des d. c. T, est finie (*).
Dans cette hypothése, Dopération f ~oodfi(th_y_1) trans-
[}

forme (1.36), en vertu des formules (1.15) et 1.35), en

1 s—1
Jn,/-k—l = z Uys exp <t+—/—-l 131+ Z th—j—1,v zv)
h=0
s s
X €z <—2 zv) "/\I:<zl'7 ceey B175 Z zv>
1 1
(1.39) s—1

+Z Uy, exP( n—s—1,1%1 +Z tn—/\—i vzv> [51 (zi) —I1]

=0

§ 3
X €y (—-2 Zy> v,)‘<zy, ceey BpTs sz)
1 1

,

(tn—/—l,ié tn—;—l,v, V=2, ..., S).

Au moyen de différentes opérations le deuxidme membre de
cette formule peut étre transformé en une somme d’intégrales de la
forme (1.32), ce qui démontre la formule (1.32) pour tout j > o.
Afin de ne pas interrompre I'exposé de notre théorie, nous admettrons
ici le résultat de cette transformation dont la démonstration se
trouve dans le supplément S 3. Conformément a (S 3.31) et (S 3.32),
il vient donc

s—1 zln—[—nw s
(1.40) Ja, ;_H_-ZU)\_,.e Orrnl By oeey B0 Zzw ,

1

iw
(*) Notons toutefois qu’en remplagant les intégrales f .. -,fl;—‘ contenues dans
—~l®

~ —i6

les U,, par _lim [ f -+ f ] —‘a nous pourrions renoncer A Phypo
0—>+0

thése (1.38).
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ol nous avons posé

V]—-H,)\(zh e B YD)

Lo —1
=e(— vz, . 75M.7)+27”f Ei(C)c'—l <.7‘_‘v zv"“§>

A
(1.41) ¢ [<)’ EZV>E"( —¥)901(8, 31, ..oy B0 ¥)

1

A A
—ta( =Y a— )v,,m <c, 31, s z,.;zzv+t>]d2;
1 1

(A=0,...,8—1;J=0,1,...),

la fonction ¢, qui figure dans la derniére de ces formules étant
donnée par (1.27). On voit immédigtement que, de méme que
les ¢j, les fonctions v, sont symétriques en zy, ..., z; dans
le supplément S 4 nous démontrerons que ces fonctions possédent
aussi les autres propriétés admises pour les ¢, ct, en particulier,
qu'elles aussi vérifient I'inégalité (1.26) (avec des constantes
appropriées c, et ca).

De (1.32) nous tirons, en vertu de (1.16), la formule

y—1 le‘w s
(1.42) E(e—7tn | toy) _S‘ Ug. et v,,;(zlr, ey BN Zz)\>

7\=6 1
(n=o90,1,...)

qui exprime notre e. m. conditionnelle en fonction symétrique des
dOﬂnéeS [01, ey Los.
r . .. . .
Notre probléme revient ainsi a celui de la construction des

fonctions ¢n;(z1, ..., 23; ¥); pour y parvenir, nous introduisons
les fonctions génératrices de ces fonctions, les séries

(1.43) Vi(a1, ..., 203 %) =Zz" (31 +eny 303 Y) (A=o0,...,5)

n=0

qui, en raison des inégalités (1.26), convergent dans le domaine (1.25)
pour | z | assez petit.
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En ajoutant, pour chaque 2, toutes les équations (1.41), multipliges
respectivement par z/+1, et tenant compte de (1.28), on obtient

[1—ze (=] Vo(31, oey 205 7)— Yy 51“)—1( —-sz"‘§>

x |:<.7 _‘2 zv) 5"(—.7’)V/.+1l(g, Biyeeay 203Y)
(1.44) | !

A A
—Zta(—-ZZV—C)V)‘.H(t, Z1y 0oy Bp ZZ\,‘FC)]
1 1

=8)‘0q-|q-}’ (}\=0,...,S—I),

et de la méme facon on tire de (1.27) la formule

s

(1.45) 2 2 Vi(3ry oen, 203 ) = o

A=0 17, ., k=1

En aJoutant ensuite toutes les équations (1.42), multipliées
respecuvement par z", nous obtenons

.5—1

i é/.,vzv S
(1.46) Zz” E(e=9% | tpy) = ste‘ Va <z11, ceey z“,\r;sz>.
n=0

A=o0 1

Cette formule rameéne la construction de la f.g.dese.m.E(e 7% | o)

a celle des fonctions V,, lesquelles sont déterminées de manidre
univoque par les équations (1.44) et (1.45).

Avant de nous occuper de la résolution de ces équatlons, nous
allons employer notre méthode pour représenter, de manidre analogue
a (1.46), les f. g. de différentes autres e. m., relatives a des

probabilités composées. D’abord, les probabilités (f. r. a deux
variables)

(1.47) { Prn (8 1] toy) = Prob(ta <, tnin <t |toy)
"7 (t>0,¢>0;n,n=0,1,...)

peuvent étre exprimées au moyen de leurs t. L.

(1.48) E(e~0m—9"tm | 8,)  [R(g)x0, R(¢') 0],
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e théoréme de P. Lévy s’appliquant ensuite tout comme dans le cas
I'une seule v. a. (voir, par exemple, [1], p. 101).
Ces e. m. vérifient 'identité évidente

1.49) E(e 9%~ %ntn | 85,) = E [e4% E(e—9"Tnsn | tpy) | tov]-

En remplacant dans la forgxule (1.42) g, toy et n respectivement
ar q', tay et 1, il vient

s

s—1 1) s
nv3v ~
1.50) E(e~9Tnn | tpy) = ZU"J et Ono. <z,', veey Bprs sz>

=0 1

't en multipliant par e ™ 3'"" et sommant de n'= o0 jusqu’a n' = oo,
m a

3 .
1. 51) e—9%n Z z'n E(e-—q"r,.+,., I t'w)

n'=0

s
s—1 Nitnvav S
=€_”"ZU)\33‘ V)\ 21',---157\';25\1;2', q: ,;
A=o0

1

1us avons désigné ici par Vi (21, ..., &; &', ¢') les solutions des
siquations (1.44) et (1.45), formées (au lieu de z et ¢) avec z' et ¢'.

Pour transformer le deuxidme membre de (1.51) ou, en vertu
le (1.8),

T,= min* &,
V=1, ...,

:n une expression de la forme (1.32) (pour j = 0), nous utiliserons
'identité (S3.25) du supplément S3 qui permet d’exprimer des

ol s
Tevan
sroduits de la forme elmntlw W Uyes f <z,, ceer B zzv>
1

sous forme d’une somme d’intégrales de Fourier par rapport aux c,.
Au moyen de cette identité on obtient la formule

N ' B (e
1.52) e—9Tn z,z’" E(e—"%nsn | L)

n'=0
s

st tavzy s
=Ny g (2) S‘
= As € Por | By ooy AN -‘Z,v

1

A=o0
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on a posé ici

(1.53) { W (25 B y) =1 Valss, - B 05 3 @O
[R(21)>0,...,R(&a) >0, R(¥)>0;A=0,..., s—1],

en utilisant la notation

o -1
A.88) [f(z1, .05 @ p) W= (.7 —Ezv— C)

'y
= [<y—2zv>f(z1, e B Y — t:)——tj<z1, ceey B} sz>].

L’opération E(. .. |t,), indiquée dans (1.49), peut étre effectuée
dans le deuxiéme membre de (1.52) de la méme facon que préce-
demment dans (1.33) e®’on obtient ainsi la formule

s
© y—1

T s

— R

(,1.55) 2 zn E(e—q‘l‘n“q"hﬂ-m l to") = : U)\S et ‘;("'2)\)<511’ R E zV)’
A=o0 -

n'=0 1

les fonctions ¢} et ¢ (n=1, 2, ...; A=o, ..., s) se déduisant
des s fonctions ¢{}’ [équ. (1.53)] au moyen de (1.27) et de la formule
de récurrence (1.41). Dans le supplément S5 nous avons démontré
que les ¢}’ ont les propriétés de symétrie, continuité et analyticité
des vj, et qu'elles vérifient dans le domaine (1.25) une inégalité de
la forme

cic)

1. o2 (24, L 3 T
(1:56) [ @ -y 23 0| < 5o

(J=o0,1,...;A=0,...,5).

Par conséquent, les séries

7 ;nﬂ‘ ’ s
Vi¥ (@, m 55 5, 9,5, 9) = 22"053’(217 B Y 9 5, 9)

n=o0

(1.57)
(A=0,...,59)

convergent dans le domaine (1.25) pour | z | assez petit. Pour les V{*!
on tire des formules (1.41) et (1.27) (appliquées aux ¢'¥) et (1.53)
des équations intégrales qui ont la méme structure que les équa-
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ions (1.44) et (1.45); au moyen de la'notation (1.54) ces équations
rennent la forme

158) (1= 26 (=) VE (51 o0 213 9)
lo

5‘:—1\/‘ El(tg o [52(_)’—@“’21(@, By eeey Bas Y+ c)]ICl dz
—iw

=[Vi(z1, - .-, &y s, ) (A=0,...,5—1),

s

1.59) > 2 Vi (34, 0y 225 ) = .

A=0 17,..., =1

En effectuant dans les deux membres de (1.55) 'opération Z 1
n=0
[ui, en vertu des inégalités (1.56), peut étre permutée avec les Uy,
10us obtenons la formule

* o
1.60) Y, 5150 E(e=7 0 e | tay)
n,n" =0
s
3'—’1 v 3y s
9
= Uset Vi 2y, ---,z)\';zzv )
A=0 1

jui ramene la construction de la f. g. des e. m. (1.48), donc celle
les f. r. po,w (¢, t'|toy) [6qu. (1.47)] & la construction des
‘onctions V§*'.

De la méme fagon on reconnait que

©

1.61) PR e L o e e A P Y
n,n,n"=0
s
s—1 Elwzv S
S0 (s i),
A=a' 1

les fonctions V§'=V{(z4, ..., &2 ¥ 3, ¢, 7, ¢, 2", ¢") satisfaisant
aux équations (1.58) avec [V (34, ..., 22; ¥; 2 ¢ 35 )9
pour deuxidme membre, et 4 (1.59); on peut continuer ainsi en vue,
de construire les f. r. analogues & plus de trois variables.

Des équations (1.46), (1.60), (1.61) résultent différentes
propriétés des fonctions Vy, Vi, V{¥ que nous nous bornons ici
A établir pour les seules V,, solutions des équations (1.44) et (1.45).
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Au moyen des formules (1.29) a (1.31) (ou les variables d’inté-
gration seront désignées par ¢,) et (1.45), I'équation (1.46) prend
la forme

(1.62) Ez’l E(e—fl‘rn[tov)—z 2 (21:1,)1\‘[ ”.\fc‘)‘,

—‘01,

2 Gur towr , ,
X ev=1 <C1 PN ZC >d§1, d.c;l

Effectuons dans les deux membres de cette formule les s opérations
(1.63) f e—ator. .. zydte, [R(3y)>0;v=1,...,s];
[

dans le premier membre, nous pouvons intégrer terme a terme, et
en plagant dans le deuxitme membre les G, de telle maniére que
les s inégalités R(z,—¢,) > & >0 soient vérifiées, il vient

hd w 3 —éz\llov
(1.64) ZZ"’I "'f e ! E(e—anItov)zidtoi...zsdto,
n=0 0 0
s—1 s

-y ,.ZA!=1(2’”>"fc. fw(ci,.. t>,2w>

’

2y dly .. v dly .
G (51r—Lar) L (B —0v)

2
Comme les fonctions V; (Cn ey O Zt\,) sont holomorphes

A
et O(

2
. B | 2, d%y . .
intégrale —. [ .- =~ est égale au résidu de sa fonction

—1
>dans le domaine R(%,) > o, ..., R(%) > o, chaque

1
tJe, Zv(3v—10v)
aintégrer au point ¢, = z,, de sorte que le deuxi®me membre de (1.64)
s’avére égal a

s § ' A
2 2 V)\(zll,...,z,,'; szr> [R(z3y)>0,v=1, ..., 5]
A=0 1. .,)\’=1 v=1 1

Pour obtenir une relation plus générale, observons que chaque
terme du deuxiéme membre de (1.62) ou figure un ¢o, < o, s’annule,
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r alors la fonction a intégrer de 'intégrale correspondante f .o dgy
c

t holomorphe et O( |Z,|~?) dans le demi-plan droit. Pour

tyy=...= ;= 0,
§—1 s

deuxidme membre de (1.62) se réduit donc az Z e
A=0 1. LN =i+1
1 effectuant ensuite dans cette formule les s— ¢ derniéres des
sérations (1.63), nous obtenons

©_ » w — 2 Zvlgy
.65) Zznf f e V=it
0 0

n=0
= E(e—l]Tn l 0y...,0, t0,i+17 ceey toS)Zi+1 dto‘l.'_i el By dto_g_
s—1 s A
=2 2 Vh(zy,...,z)\r;sz') (i=o,...,5s).
A=0 1", ,N=i+1 v=1
s
. §4
Le module du 7!*™¢ terme du premier membre est < | z|" 111(; l) )
V=141 Y
e sorte que le deuxiéme membre existe pour | z| <1 dans le domaine
1.66) R(z,) > o, . R(z5) > o.
En posant dans (1.65) successivement {=s, s—1, ..., 0, nous

oyons que les fonctions
Vo(0), Vi(z1; &),

s
1.6 .
7) Va(31, 325 B4+ 32)y -y V.,<z,, cey z,;sz)

1

i sont les seules a figurer dans (1.46) et (1.62), existent
wour |2|<<1 dans le domaine (1.66); par contre, la convergence
les séries Vy(z1, - - -, %2 ¥) [équ. (1.43)] dans le domaine (1.66)
V'a été démontrée dans le supplément S 4 [voir équ. (S4.17)] que
»our | z | assez petit. Notre raisonnement montre, en outre, que dans
les formules dont le deuxidme membre est de la forme (1.62), les
onctions a intégrer (1.67) sont déterminées de maniére univoque
pourvu qu’elles aient les propriétés utilisées ici) par le premier
nembre. '

En désignant pour le moment les d. a. 7, et les V) relatifs & un
sroupe de s lignes respectivement par 7, et par V), nous montrerons
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2

maintenant que les fonctions V3 4 <z4, ey B Ezv> relatives
1

a un groupe de s—1 lignes s'expriment linéairement au moyen

des Vy; qui figurent dans (1.67). Dans ce but faisons tendre ¢
vers + o dans les deux membres de (1.62). Dans le deuxi¢me
membre, toute intégrale de la forme

A—1
di.
T emuv;,<ts, Ly o :‘A—:§EC~'+§3>~§-
C, 1

ol s

A—1

tend pour fo,— o vers V;.,(o, Cay o vy 8sa; 2§v>, ce qu'on peut
1

démontrer en utilisant la représentation (S 4.18) des V;,. Il vient
ainsi

(1.68) Zz" E(e=9% | toy, ..., to, 51, )

n=~0 .\
© ~ ¥ Gt L
1 I = 2 ’ [ »
";a Z (2ni)1£.-.£e ! [W:((;,...,h ,ZCV )
=0 1°,.,\M=1 v=1
PN
A%y ...d%y
+V)\+1,s<0, Ciry ooy Cars ¥ Gy )] .

Mais comme 7,5(To, Yo, ...y Trn_sy, Yo} tosy - -+, to,sa, ©) se
confond avecled. a. s (To, Yo, ..., Tna, Yot tos, .vns to,s_1) pour
un groupe de s — 1 lignes, le premier membre de (1.68) peut aussi
bien étre exprimé au moyen de la formule (1.62) oi s sera remplacé
par s —1. En comparant cette formule avec (1.68), nous obtenons,
en vue de l'unicité de la représentation d’une fonction sous la
forme (1.62) (au moyen de fonctions V, ayant les propriétés men-
tionnées plus haut), les relations

A by
V‘A,s—:(ﬂn ey 5).;2-%) =V)\r<zh ceey z).;ZZV>
1 1

(1.69) A
-+ VX+1,5 0, B1y «. oy z).;z Zy

1
(A=0,1, ..., s—1;58=2,3,...).
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Donc, connaissant les s + 1 fonctions (1.67) desquelles dépend,
en vertu de (1.62), la répartition des d. a. pour un groupe de s lignes,
on connait aussi les s fonctions analogues relatives 4 un groupe de s —1
lignes, et ainsi de suite.

Au début de ce chapitre nous avons considéré le d. a. 7, comme
une fonction des 2nv. a. T, etY, [équ. (1.11)] qui entrent en jeu &
partir de l'instant X, de production de l'appel « o », ainsi que des
s nombres f, [équ. (1.12)] qui résument les effets des appels
d’indices << o et desquels 7, dépend de maniére symétrique. Mais,
d’autre part, ce d. a. peut aussi étre considéré comme une fonction
des 2 m — 2 v. a. intervenant & partir de I'instant X, = X, + Y,, ainsi
que des s nombres ¢y,, relatifs aux appels d’indices << 1. Nous avons
donc

(1.70) Tn(To, Yo, -+, Tasy Yot tot, - -y tos)

='Cn_1(T1, Yi, ey Tn—h Yn...1; E11y «ony tjs) (n =1, 2, ...);
d’apres (1.10), les ¢y, sont, a 'ordre prds, respectivement égaux a
('1.71) t‘gl +To—'Yo, tog—Yo, ey [os—Yo,

pourvu que les %, soient numérolés de telle manidre que

ltor = min &oy.
v=1,. ,s§

Pour Ie. m. conditionnelle d’une fonction quelconque ¢(7,) de t,
résulte de (1.70) et (1.71) la formule

(1.72) Efoa)ltn]= [ dfi(To) [ dfalls) Elp(sams)|to]

Pour la série, supposée convergente pour | z | assez petit,

®

(1.73) D(to1, -« -y los; ) =Zz"E[?(‘°n)(ton < tos]

n=0

qui, tout comme les 7,, est une fonction symétrique des Zoy, on tire
de (1.72) et de (1.8) (pour n = o) I'équation fonctionnelle

.76 ®(tor, -y toS;z)—zfmdfi(t)./om Afo(3) ®(loss vy bos3 5)

=9 (min+ tov),
v=1,...,8

les ¢, pouvant étre définis comme suit :

(1.75) &), = min+ ty+t—y, ty=tlo—y (=2,...,8).

V=1,..0,8
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En postulant pour @, dans le cas ot ¢(z,) = =7, une représen-
tation de la forme et des propriéiés de (1.62) et en utilisant pour
9(70) = exp(—¢q min* &) la formule (1.18), on retrouve grice a

V=1, ...,

I'équation fonctionnelle (1.74) les formules (1.44) et (1.45). —
Mentionnons ici que, grice a un artifice d’analyse, exposé dans [12]

(chap. II1), notre théorie s’applique aussi dans un cas spécial ou

les v. a. Y, [équ. (1.3)] ne sont plus indépendantes, mais liées.
Clest le cas ou la répartition des instants de production des appels

est bernoullienne (c’est-—é—dire, ou, pendant un intervalle de temps

de longueur donnée B, un nombre donné N d’appels sont lancés,

dont chacun peut se produire, indépendamment de tous les autres,

R " .
avec la probabilité ~——— pendant n’importe quel intervalle £,—¢,

tel que o Z 8y Lty = ‘5), tandis que les T, sont des v. a. indépen-

dantes, dont la f. r. commune f(¢) vérifie I'inégalité (1.38). En
désignant par E; I'e. m. d’'une grandeur aléatoire calculée dans ces
hypotheses, et par E, I'e. m. de la méme grandeur, calculée pour
les f. r. fi () (arbitraire) et f3(¢) =1—e 7 (R(p)>o0),0na
N! 1 too+0 dp
(1.76) Ep= =% mf_mwe”sEplﬁﬁ'
Afin de déterminer, par exemple, Ej(e9%), il suffit donc de
résoudre les équations (1.44), (1.45) dans Phypothese ou

(2) =jo.°ee4tdfg(t) =P%z, P étant un parametre complexe de

partie réelle positive (voir aussi [8], § 1).

CHAPITRE 1L

CONSTRUCTION DES FONCTIONS GENERATRICES DE DIFFERENTES PROBABILITES.

Dans ce chapitre, la f. r. f5(¢) [équ. (1.4)] sera supposée continue,
de sorte que la probabilité pour qu'un appel se produise a un instant
donné sera nulle. En particulier, cette hypotheése rend nulle la pro-
babilité pour qu’un appel se produise 4 un instant ot une ou plusieurs
communications provenant d’appels précédents prennent fin; aussi
est-il sous-entendu dans les définitions données ci-apres d’événements
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tels que &n, que nous faisons abstraction de pareils événements de
probabilité nulle.

Désignons par py, (7> 0, @ 0) la probabilité de 'événement &,,
défini comme suit :

(6na) - .- « Alinstant X,,, de production du (n -+ a)"*™® appel,
tout au plus @ appels d’indices > o sont en attente ». (On ne tient
donc pas compte d’éventuels appels d'indices < 0.)

De p,, la probabilité p,, de I’événement

(&na— Gnit,a-1) ... « A linstant X,,, exactement a appels
(d’indices > o) sont en attente » se déduil par la formule

(2'1) Pﬂa=PlrLa""P,n+l,a—l (n;o, “éO;Pln,—lzo)-

Nous obtiendrons la f. g. des ppa, la fonction 2 23" Ppa, €0
n,a=0

effectuant une certaine opération linéaire surla f. g. dese. m. E(e~7™|¢,,)
[équ. (1.46)]. Observons d’abord que &,. ne se produit que lorsqu’a
linstant X, , 'attente du (n —1)"*"® appel est déja terminée, donc
lorsque la v. a.

(2.2) Xna= Xnta— Xn—1— Th— (rnx1)
est > o. En désignant par

(2.3) Fra(t) = Prob (X, < t| o) (n>1,a>0)

la f. r. de X, qui, dans ’'hypothese présente sur f,(¢), est continue,
nous avons donc

(2.4)  pha=Prob(Xpax0)=1—Fra(0) (nx1,ax0);
de la définition de &, résulte, en outre, la relation
(2.5) Poa=1  (axo0).
En portant (2.4) et (2.5) dans la formule (2. 1), nous obtenons

( .Pna=Fn+1,a—-1(°)"'Fna(0) (n>o0,ax1; Fop=0),

(2:6) ! pro=1—Fn(0) (n0).

Au moyen des fonctions (complexes) a variation bornée

(2.7) Sa(t) = X" Freia(t) (a0, |5]<1),

n=0
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les équations (2.6) peuvent étre résumées comme suit :

Zz"}’rm=Ga——1(0)'—ZGa(0) (ax1),

(2.8) ¢ n=0 .

( Ez"p,,o= l—f'-z_ZGo(o)'
n==0

Il en résulte pour la f. g. de tous les p,, la formule

(2.9) Z LB Ppg= l—l-z +(x—-z)2za G, (o) (Jzel<y, |3 <)

n,a=o0 a=0

dont le deuxiéme membre sera exprimé maintenant au moyen de
laf. g. (1.46).

D’abord nous obtenons pour la f. c. de G, (¢), au moyen de (2.7)
el (2.3),

w0

® { —_— ® t o Xn 1,a

» n=0 - n=0

[R(g) =o]
Or, en vertu de (4.3) et (2.2), il vient

n+a

(2.11) Xn+1,a=ZYv‘—"n
v=n

et comme 7, =7, (To, Yo, ..., Tn_1, Y._1; toy) est stochastiquement
indépendant des v. a. Y,, ..., Ypiq, nous obtenons pour la f. c. de
Frni,a(2), en utilisant (1.4) et (1.35),

(2.12) E(eTXmtue|toy) =e§*'(q) E(e9™|tey) [n0, R(g)=0].
En portant cette expression dans le dernier membre de (2.10) et
utilisant pour la f. g. (1.46) la notation
(2.13)  ®(g, 2) =Y s E( T |tw) Hz|<1 R(g)>o0l,
n=0

nous obtenons la formule

(2.14) fﬂ e7tdG, (1) =:3t1(q) ®(q, 3) [ea>0, R(g)=0];
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nous en tirons pour la f. c. de la fonction a variation bornéez 22 Gy (2)
a=0

qui figure dans (2.9), I'expression

@) [ eraNancun = D0, 5.

Soit f(f) (—e <t <<w) une fonction réelle ou complexe quel-
eonque A variation bornée, qui sera supposée continue pour =0}

en désignant par ¢(iy) = / et df(t) la f. c. de f(¢), on obtient

par le méme raisonnement qui conduit au théoréme de P. Lévy
([4], p- 38 ou Cramér [1], p. 93), la formule

>+ 0,N>» 27

@10 1)+ S ==, tim ([T [T >q,(,-y)£;z

qui sera utilisée maintenant. Au moyen de la notation

ol (N —i6
(2.17) f;-~ lim <f +f )
G>0,N>= 16 —iN

cette formule peut étre écrite sous la forme

(2.18) -[f(°°)+f(—°°)]—f(°)——f[?(Q)-?(O)]—’

27T

ou, pourvu que-

(2.19) tim 20— 2(0) =f_:zdf<t>

. A iN
existe, f se confond avec lim
Nyw ;N -
En appliquant (2.18) a la fonction f(¢) _—_24.7:“ Ga(2) et a
a=0
sa f. c. (2.15), nous obtenons, au moyen des relations

e ”1 I
(@.10) & 0= B ()= gy
.20 e

EmaGa(—oo)=o

a=0
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qui résultent de (2.7) et (2.3),
1 I <
(2.21). E m —;.Z'“Ga(o)

N S B C)) r 4,
‘é"nf[x—?m(q)‘”q’ z>_<n—-w)(n—z>] 7

On en tire pourla f. g. (2.9) la formule

e 1 ©(q) dg
+(”""’)£‘w‘i/[(r—x)(x—z)“x—xez(q)q’(q"z’]?

(lz]<1,]3]<1)

qui permet de calculer tous les pn, au moyen des fonctions ¢, (g)
[équ. (1.35)} et ®(q, z) [équ. (1.46) et (2.13)].

Mentionnons enfin que dans le cas o la f. r. f2(¢) n’est pas
continue, les coefficients du développement taylorien du deuxiéme
membre de (2.22) ont la signification suivante :

(2.23) p;a= Prob(X,l_1 + T < Xn+a< Xn+ Tn I tov)

1 .
-+ E Pl‘Ob(X,H_a= Xn.—’ -+ Tp—1 l tov)
+ %Prob Xnta=Xn+ Tn | toy) (n,a=o0,1,..; X_y+1_1=0),

Nous passons maintenant au calcul des probabilités p) = ph| oy
pour qu’a l'instant X, de production du z'*™ appel A=o, 1, ..., s lignes
soient occupées; ces probabilités vérifient 'équation évidente

(2.24) )\2};}:1_.
=0

En raison de la continuité de f, (%), la probabilité pour qu’a P'ins-
tant X,(n>o0) une communication prenne fin (donc qu’un des
nombres ¢,, soit nul) est nulle; en négligeant les événements corres-
pondants; nous pouvons donc dire qu’a linstant. X, exactement
Alignes seront occupées, lorsque exactement A parmi les s nombres ¢,
seront positifs.
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Ci-apres, nous désignons par s (z) la fonction de Heaviside, & savoir

(2.28) s(@)=1 (#>0), = (z=0), =0 (2<0);
et posons

(2.26) S(#) =1—3(2),

de sorte que

(2.27) s(2)=0 (&>0), =3 (z=0), =1 (2<0)

Nous utiliserons la représentation de s(z) sous forme d’intégrale

IN+©
s(z) = lim 2_;7 evzd—:
N>o ~
(228) > —IN+0 4
1 4
(8>0,s(x)_2—n; Cel’ -Zpourx¢o)-

Au moyen de la notation (2.26), I'indicateur ) de 'événement, de
probabilité p,, « Tous les t,, sont négatifs » peut s’écrire sous la

s
forme yp — I I s'(tnv), de sorte que nous obtenons la relation

=1

(2.29) Pi=Ezt=E][stn) (BE=Eluy).

v=1
De méme on reconnait que l'indicateur y, de I'événement « Ur

s s
seul parmi les s nombres t,, est positif » est égal az s(t,,k)l—[s’ (£nv)

A=1 v;—z
V=L
et d'ane maniére générale,

s

(2.30) 7&: Z s(tnrr)e.. s'(t,,x:)-[lms’(t,,v) (A=0,...,9),

1, LM =t v=1

L) s
e I .
ol I I = I[ [v# 1/, ..., %], est'indicateur de I'événement « Ezac-
v=1 v=1

tement A parmi les s nombres t,, sont positifs ».

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 130,
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De la définition méme de y} résulte pour tn1 520, ..., 3£ 0, au
moyen de la notation (1.6), la formule

yA=s mints—h+lg,, s mm(‘—)\) tny
(Q 31) " V=1,...,8 v=1t,.
) (A =o, ...,s;svn;m(H”:x smm(o)zo),

qui est équivalente a (2.30).
On obtient les probabilités p}, en introduisant I'expression (2.30)
dans la formule

(2.32) Pr=E(|tn) (A=o0,...,55n=0,1,...);

mais avant d’e{fectuer ici 'opération E | tov, nous allons Teprésenter
les fonctions ) par des expressions de la forme (1.33), en modifiant
toutefois la définition des opérateurs G, qui figurent dans les Uy,
[équ. (1.31)]. Dorénavant ces opérateurs seront définis par la
formule

iN+0
(2.33) Cy=lim — L
No>wo 270Ny 2y

qui, pour les fonctions utilisées au chapitre I, est équivalentea (1.29);
lorsqu’une des formules précédentes sera employée avec la significa-
tion (2.33) de G, nous I'appellerons « modifiée ». Au moyen des
formules (1.31), (2.28) et (2.33), il vient pour des nombres réels ¢,
quelconques

s

El‘vzv >
(2.34) Uypse: = 2 Ciewa. ., Cyerar —[] Cy eevav

1, .., =1 v=1
s s
= Z I:’s(cy)...s(c;f)—Hs(cv)],
1, N=1 v=1
donc pour ¢,,== ¢,y
21,“5\« S s
(2.35) Uget = ; $(tar) -8 (tm) — O [ [ s ta)
M=t v=1

(A=o0, ..., 5s—1).
“
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En ajoutant ces s équations, mulipliées respectivement par (1— z*)
et par (z—1)*(A=1, ..., s—1), x désignant une indéterminée,
nous obtenons

B .
2 twa S0 3 tavey

(2.36) oo (1—2) Ut + F(@—1 )} Upe”

r=1

—_-f_[[.1+(x—l)5(tnv),]'

v=1

D’autre part, la somme des s+ 1 équations (2.30), multipliées
respeclivement par z*, est égale, en vertu de (2.26), a

s s

@3 D= flest +s =]+ @ =1 sl
A=0

v=1 v=1

Egalant les premiers membres des deux derni¢res formules et

effectuant Popération E = E| z,,, nous obtenons, en vertu de (2.32),
I'équation

N 3 lav 2y st élnvlv
(2.38) Y@ ph=as+ (1—a4) EUse* + Y (@ — 1N EUpe?

A=0 h=1

qui, au moyen de la notation
(2.39) wau(21, «.vy B3 ) = (£ —1)h— Doz A=o0,:..,5=1),

prend la forme

s s—1 i‘n‘/ﬂv 8 AY
(2.40) Exlp}‘=xf+ EZU)\se' Vo), (zl., ...,z)g;sz)
A=0 T

A=o0

Bien que dans le cas présent les ¢y soient seulement bornées dans le
domaine (1.25), tandis que les valeurs initiales (1.28) étaient majorées
1

dans ce domaine par I_q—_j??’—l-’ I'opération E=E|¢, peut étre

effectuée dans (2.40) dé la méme maniére qu’au chapitre I. Au cours
de ce calcul on obtient les mémes formules qu’au chapitre I, & une
modification prés de la formule de récurrence (1.41) des v ot l'opé-
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to N
ration f . d¢ doit étre remplacée par lim ... dg; nous
—lw Nyo N

démontrons cela dans S 6 et en admettons ici le résultat.
Donc, en posant

s—1 Elnvﬂv . 5
(2.41) Jno_z-’l’)‘)( —x’—vas m<Z1', ---,z).';zzv>s

7\_0 1

nous obtenons & nouveau pour les intégrales Jy, définies par (1.15)
la formule (1.32). Pour j = n, on en tire pour la grandeur

s
25+ JIpn=a*+ E(Jno | tov) =zx'~pb
)\:0
la relation

s—1 Elouzu S
(2.42) 21&])\"=$‘+ZUM v,,;(zir, ...,z)".;sz>

1

qui rameéne notre probléme a la construction des fonctions ¢,,.
D’aprés S 6 ces ¢, vérifient dans le domaine (1.25) des inégalités
de la forme

(2.43) |vm|<ecich (1< 0, C2<P;A=0, ..., §; R=10, I, ...),

de sorte que les séries correspondantes (1.43) convergent pour |z |
assez petit. Au moyen de (1.43) nous tirons de (2.42) pourlaf. g. de

tous les p} (A=o, ..., s—1) la formule
s—1 2lov5v . £
(2 44) 2 Zxxznp )\ Bty o ney B 7 sz, ’
A=0 n=0 A=0 1

la permutation des opérationsz ... 25 et Uy, se justifiant du fait que,
n=~0
pour ny—>w et|z| << c;', les expressions

A

N+ 0 INy+0 Y| Cvay z, A dzv. da
f ...f el Zznvn)‘ 3y, ...,Z)\;ZZV —z‘*—:z-

INy+0 —iNy+0 n=n, 1
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tendent uniformément par rapport a Ny, ..., Ny vers zéro (!).
Dans le cas présent, les V; vérifient, en vertu des formules (1.41)
(modifiée), (2.39) et (1.27), les équations

(245) [I_ZG’(_.}’)]VX(ZH' 7zh7.}’)

z N a(p—1 )—1
—dmem ) < —sz—c)

N

A
= [<}/—Z.ZV> e (—y) Vit1(§, 315 -oo5 305 )

1

A by
— Qe <—sz— C) Vit <t, By v ey BN sz+t>:|d§
1 H 1

=(z—1)P—8o2s (A=o0,...,5—1)

ainsi que 'équation (1.45). Ces équations, associées & (2.44), cons-
tituent la solution formelle du probléme trailé dans cette section.

CHAPITRE III

PROBLEMES CONCERNANT LA REPARTITION DES PARAMETRES MARKOVIENS {,y.
THEORIE DU BLOCAGE TEMPORAIRE.

Nous étudierons maintenant d’autres problémes que notre méthode
permet de traiter. Il est clair que, lorsqu'une fonction des gran-
deurs ¢ny [6qu. (1.5)] peut étre écrite sous la forme

4 3 tav 3y >
3.1) Up, et vor| By --y BN 2%

1

au moyen de fonctions ¢y (21, . . ., 51 ; )’) vérifiant 'inégalité (S 2.2),
son e. m. conditionnelle E |z, s'obtient par le procédé décrit au
chapitre I.

(') Les nombres sans explication probabiliste pj = 7}; qui figurent dans les pre
miers membres de (2.38), (2.40), (2.42) et (2.44), sont donnés par (2.30) (n =o0).
Donc, si parmi les s paramétres Zo, il ¥y a @, > o nombres positifs, @, > o zéros et
@, > 0 nombres négatifs, il vient

)‘5 =2"0C, pour A=a,+ i, {=0, ..., ay

Po l=o pour toutes les autres valeurs de A
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il . . < .
Répartition des paramétres t,,. — Considérons d’abord les pro-
babilités

(3.2) Prob[minlb+(tsy, ..., 2ns) < t|Ew] (=1, ..., )

qui, pour 1 =1, se confondent avecles f. r. p, (£) = Prob(z, < | £o,}
[équ. (1.8) et (1.13)], et dont le calcul nécessite la construction
préalable des e. m. conditionnelles des grandeurs

(3.3) exp(—q!;,vlrllin(us‘+t,,v) [R(gp)>o0;p=1, ..., s
Pour représenter ces grandeurs de maniére convenable, nous utili-
serons la formnule

exp(— qv_xl:in(us)*-av)

s—1 i}ayzu
3.4) =[U°A+ > (—r>‘+1—u0~;:‘:U>.s]e* —L—
A=s—p+1 q+25v
1

[R(g) >0, s> p]
qui est une généralisation de (1.18).

(1) Cette formule ou, en raison de sa symétrie, nous pouvons toujours swypposer
que a,>a, ,>...> a,, prend pour g = s la forme

s§—1 ay 3y
() exp(—q maxta,) =Y (—pUper  —L
v=1, ,s =
7+,
1
$
s ay gy

A
et se démontre en atilisant la relation

(K,—C)ews —L___ —__ 4 (a,Zo0),

s—1 s

q+§:zv q+2zv
1 1

&—1
—a, g+ 2y
e ( pX ) q

— (a,>0),
3
1

laquelle transforme le dernier membre de (1') respectivement en 1 ou en e—%¢.
Pour p < s, on démontre (3.4) par induction compléte” sur s, en introduisant
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Il en résulte que les grandeurs (3.3) peuvent étre écrites sous la
forme (3.1), I'inégalité correspondant & (S2.2) étant vérifiée; par
conséquent, nous pouvons exprimer les f. g.

hd —q min{p)+lyy

(3.5) NaEle Tt ] (=1, 0)

n=0

sous la forme (1.46) en résolvantles équations (1.44), (1.45) avec,
pour deuxidmes membres,

i

000(),)=93')', P01 =...= Vg, s—p = 0;
(3.6) ) oon(Bay «vey BA3 V) = (—.I)J+)\—p.c.;‘:!’{q1y
(A=s—p—+1, ..., s—1).

Esquissons maintenant le calcul des probabilités composées

(3.7) Prob[ min+¢,,<ty, minHe,, <ty |toy] (n=1,2,...).
v=1 s

see s V=1,...,8

Afin d’obtenir (3.7), il faut calculer I'e. m. conditionnelle de
I'expression

(3.8) exp(—g mintln—gs min®s)  [R(g1)>0, R(gs) 0]

” V=1, . ,S$

qui sera d’abord transformée en la forme (3.1). En expri-
—qs min(®)+f,y .
mant e “7*™*  au moyen de (3.4) (§=¢q2, ay=tny, p=2) et

en appliquant ensuite la formule (S$3.25) (=—gqi, cv="tay),

dans le deuxi¢éme membre les expressions qui résultent pour K, e%:2s qs
g+ 3,
1
et C, e":zr—g;———- selon que @, o0 ou >o.

7+ %
1
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il vient ainsi

—q1 Wiot iy —gamint Ly
(3.9) e V=15 00y V=ly ey

L
—qy min+ L,y 2 tnv 3v
v ovy &

—=e 1y ey [Uo.s-"'Us—i,s]e" _qu_
e
1

s

Lpy 3y

T e e
= VYos S

g1+ G2 +sz
1
s—1

hd g1+ q2 +23v’
Ntz

92 1
—Usq,5et 1

. .
3
g1+ q2 +2 2y q2 +2‘z\,'
1 1

Pour obtenir la {. g. des grandeurs (3.8) sous la forme (1.46), il
faudrait, par conséquent, résoudre les équations (1.44), (1.45) avec
les deuxi®mes membres suivants :

-+ ¢g»
900(7)=#};a Po1=...= P, 5—2=0,
s—1
O
(3.10) 91+Q2+ZZV
00,5—1 (381, + -y B3 y) =— qi_'_z:_'_y s—1 - )

2+ Y s,
1

En vue dobtenir la répartition simultanée de toutes les
s v.a. minbre,, (p=1, ..., s), on a besoin de transformer le

V=1, oo )
produit des s grandeurs correspondantes (3.3) en une expression de
la forme (3.1), ce qui nécessite l'utilisation des opérateurs A trois
indices TA* que nous avons introduits dans le travail [7] et dont
nous nous bornons a rappeler ici la définition, en renvoyant a [7]
pour le développement systématique de leur thésrie.

Cette définition sera donnée en trois étapes, en utilisant les sym-
boles qui figurent dans les formules (1.29) a (1.31)

?
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1° On pose G, = K,— C,; pour des fonctions f(z,) qui sont holo-
morphes et O(|z,|™*) dans une bande | R(2,)| <9, il vient alors

—10—0

s day -
(3.1[) Cv—-m o Ve Z (V——I,2,...).
2° On définit les opérateurs
sk=8k[1, ..., n] (r=0,1,...,n,R=1,2,...)
par la formule
p. n n ()\)
(3.12) St = Yy alea] o
A=0 1,.. ,A=1 v=1

les S¥ operent sur des fonctions f(zi, ..., 2,) holomorphes pour
|R(zv)|<8(v=r1, ..., n) et qui, dans nos applications, sont
(uniformément par rapport au domaine mentionné) O<

n —1
25 >
n
—~
2
v=t

v=1
3° Pour des fonctions (21, ..., 3n; £ty - - ., £a) de deux systémes
de variables complexes on définit formellement

pour — .

n

1 ’ ! by
Thef= 2‘ Cprvn - CouSE TN f(B1y vvvy Bni Brry o ovy B07)

1., =1
(Slrjz:;:": Sg:;‘\[v Ay sy )‘11)7

(3.13)

f 6tant supposée telle que toutes les intégrales n-uples contenues
dans (3.13) existent.

Les opérateurs Uy, utilisés dans ce travail sont des Th¥ particu-
liers; on tire de (1.31) et (3.13) la relation

(3.14) Ups f( Bty +evy Bss Brty weey B7)

=T§’°_’f(_zh ceey T Bsy T A1 -eey —Z)J),
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qui sera employée plus loin. D’aprés [7] [équ. (15), (23) et (24 a)],

il vient

exp(— q max(ll+”+a,,)

—2 vy q —'2 Ay oy

=8%e ¢

(3.15) g— % 7— %

[R(q)>°) R<q_zzv>>0; =0, ..., S-——l]

Nous pouvons maintenant supposer que la formule plus générale

exp[ ng max(’f)+av]
V=1,

m A
m—1 _é avoy qu—%zv'
(8.16) < ZT)\ mle m : .fh(zl" ey BY)

A=o qu_jz 3y

[fo—l R( z,qk—izv>> o]

v=1

est vérifiée pour un m 1, et dés que, dans cette hypothase, nous
Paurons démontrée pour m 41, la validité de cette formule sera
établie pour tout m (1Zm <s).

Au moyen dc la formule

T f( 1y oy B} Baty ooy BN) = T"""f(zl, ceey Bsy Byly eeey BNy
(3.17)
T"" m 2 f(21, cvey Bpy B1my ...,Z’)\N-),
AP =1/
m
ol 2 parcourt toutes les C} combinaisons A a A des m
1, =1

indices 1/, .. ., m' ([T], équ. (26 a)], le deuxi®me membre de (3.16)
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prend {a forme

m—1 i]a,z,zq"_zz“

Thme T A2L_ Y=L p(a, ., a0
=0 Ze3e

m—1 m' m

—‘ﬂv5v A
o BS Y (S Al m,

A=o0 17, ., Ar=Vr 1 v=t1
’ E[ k'—?zv

En multipliant les m +1 termes T%™ de cette expression par
exp[— gm+1 maxim++q.], on ne modifie, d’apres [7] [équ. (39)],
v=1,. ., %

des fonctions a intégrer, lequel se trans-

que le facteur —

I
ZQk—izv
1 1

forme en
s A
-l
So-3e
I 1 V=1, q m+1
B A m-1 s m A
ul Wl
T SURPANL BT S S
1 v=1 1 1 1 v=1
m+1 A
oo
I /_.1
= ma m
SoSe a3
v=1
Ainsi nous obtenons la formule
m41
(3.18) exp[—qu max(k+ay,
" v=1,. ,$§ ,
m+1
P qu—Z s
hawd
= e T ety - ),

2?1:';25\!
1 1
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ol nous avons posé
(3.19) Sfm(Z1, +-+3 Zm)

m—1 m
=——m——l—-;n———2 2 (2?1«:"S1 5v>fl\(zla -1 B0,
zqk—‘zzv A=0 1., AM=1 v=1

de sorte que la formule (3.16) qui, en raison de (3, 15) (r=o0), est
vraie pour m =1, est établie pour tout m.

Appliquons maintenant I'identité (3.14) 4 la formule (3.16), ol nous
poserons respectivement m = s, fi(%1, ..., 51) = g (— 51, -+ )y — 22),
a,= tny; il vient alors

i s
(3.20) expl—ZqL _r_nax(lc)+t,w]
frymy v=1, .,
. S‘qkﬁ-z By

s—1 Et,.vz..
1 v=1
— Upse —‘———gl(zl’ ceey A1)y

k=0 Z 9k +2 Zy

les g étant données, en vertu de (3.19), par les relations

8o=1,
Em( Bty +oey Bm)

(3.21) ="'T“"'_“.2 2 (qu"‘zzv)&(zt,---, )

2(‘1k+zk))‘=o 1, L, M=1 v=1
' (m'=1, ..., s —I).
Comme le deuxidme membre de (3.20) est de la forme (3.1),
notre méthode s’applique au calcul de la f. g
les valeurs initiales des ¢, étant
s A
S aeSn

0 s
(8.22) Zz" E[exp( N 9k max(’f)+t,lv>
v=1,
(3.23) v (31, ..y A3 ) = -’—s—-—-l-—é-g)‘(z,, Ly B)) (A =0, ...,5—1).

P
n=0 A_x
Y ae+y
1
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1l résulte des développements de la premiére partie du Chapitre 1V
que dans le cas ou

1
(L) =1—e€"! donc ¢ (3) = ,
(3.24) S ’ 1—3z
et, en outre, ty=...=lys= 0,
il suffit de connajtre les valeurs des ¢g, pour z3=....=2,1=1,

pour calculer la f. g. (3.22) qui est alors égale [voir équ. (1.46)
et (4.5)] @ Vo(0). Pour ces valeurs des z,, les équations (3.21),

m

multipliées respectivement par zq;\—l- m, prennent la forme
1

m m
(8.25) go=1, 205l<2qk+)\>g)‘(l, e i)=0 (m=I, .., 5—1)
1

+L=0

et ont pour solution

A v 1) —1
3y ML x>=2(—x>"~—w!CKII(Z%H)
v=0 w=1 \A=1

(A=o0,1,...,5—1),

les valeurs correspondantes des fonctions (3.23) étant

iq,{—l- pA

)= —
(3.27) von(Ly -oey 13Y) 3 &1, , 1)
zqk"‘}'
1
[A=0, ..., s—1; fi(t) = 1—et].

Blocage temporaire. — Dans cette section nous allons généra-
liser les hypotheses admises au chapitre I, afin de tenir compte du
phénomene dit de blocage temporaire. Ce phénoméne (da a des
circonstances techniques) consiste en ce qu’a partir de l'instant o
un appel est admis a une ligne libre, toutes les s lignes du groupe
sont bloquées pendant un certain temps @ contre 'accés de nouveaux
appels. Nous considérerons les @, causés par les différents appels
comme des v. a. i. de méme f. r., ®, étant en outre supposé stochas-
tiquement indépendant de tous les Y, et de tous les T, sauf, en
général, de T\.
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Par

T =Ta(To, Yo, 80; ..} Ta—1; Yne1, On—r;ito1, -+, tog)

nous désignerons dorénavant.le délai d’attente imposé au n'*™* appel

par Peffet des appels d’indices < n; a ce délai s'ajoute le temps de

blocage ©, consécutif a 'attribution d’une ligne libre au n'*™® appel,

de sorte que la '*™° communication commence & 'instant X, 4+7o+90,.
Soient, numérotés dans un ordre quelconque,

Xn+2tnty ooy Xp+lns

les instants de libération des s lignes de toute action provenant
d’appels d’indices < n; il vient alors, tout comme au chapitre [

[equ. (1.8)],

(3.28) Tp= min+iy.
v=1, ..,§

Comme la 2'*™° communication prend fin & I'instant
Xn+th=+0,+Tr=X,p1+Th+6,+ Tp— Yy,
tandis que le blocage causé par le n®™° appel cesse & I'instant
Xp+Th+8,=Xpt1+Th+06,—Y,,
on peut définir les nombres ¢,.4,v, au lieu de (1.10), par les formules
tpi1,1="Tn+ 8, +T,—Y,=max(t,+ 6,—Y,, Th+0,+T,—Y,),

(3.29) thr,i=max(T,+60,— Y, mintt, —Y,)

v=1, .,

(i=2, ..., 8;n=0,1, ...),

ol 7, s’exprime par les ¢,, suivant (3.28).
Conservant I'hypothese (1.4) sur la répartition des v. a. i. Y,
nous supposons que, pour tout r,

(8.30) Prob(T,<'t, 8,<8) = f(¢,9),

ot f(t,9) est une f. r. a deux variables qui s’annule pour <o
et < o;la t. L. de cette f. r. sera désignée par

(3.31) (o, wy= [ [ ententdlnf(s, o).
[

]
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Pour l’e. m. conditionnelle de e="", précédemment donnée
par (1.14), nous obtiendrons dans les hypothéses présentes

@32 Bl =" [Tas, 0 [Tapniro ...
“0 0 1]
A f(tnrs Ous) [ e dfa( ya
x &2 f( 1)[ e 2fo (Y n—1)

et, au lieu de (1.15), nous poserons maintenant

Juo= 3_(’::“;
3.33 dn 1= A f (tn—y—1, Oneyj—1) In; Afs(¥n—y=1)
( ) 0 ) )
(j=o, I, «ouy n—l).

En vertu de (3.28) et (1.18), Jno s’exprime toujours au moyen de
la formule (1.33); il nous suffira donc de démontrer, comme précé-
demment, par induction compléte que J,; peut étre représenté sous
la forme (1.32) au moyen de fonctions v); ayant les propriétés ana-
lytiques des ¢, utilisées au chapitre I. Dans ce but nous utiliserons

I'identité
s s
Uy, exp[z‘zv max (ay, a@]f(z,r, ceey B0t sz>
v=1 v=1
(3.34) éav:.v S
= (K¢—Co)Uyse® Sz, ...,z‘,v;ZzV
v=0

(Uys=U\[1, ooy s, A=0,1, ..., s —1)

-qui est démontrée dans le supplément S 7.
Remplagons », dans (3.29), par n—j—1 et numérotons
les ¢,_,_4,y de telle maniére que

(3.35) frjr,1=  MID fp gy
V=1,.40,8

. . 5 B
En vertu de (3.28), il vient alors 7,_j 4= £y _j_1,1» €L en raison

de (3.29) les t,—; v qui figurent dans (1.32) sont de la forme
max(a,, do) avec

g = fr‘[—/—-l =+ 8ny—Yn g,
(3.36) ay=15_; 1,1+ 0, j—1+ Ton—jmr— Yp—jy,
ay=tnyay—Ynoys  (v=2, ...y 8).



48 F. POLLACZEK.

En utilisant (3.34) pour ces valeurs des a, (1.32) devient

§—1
3.37) Jn] =Z(Ko— Co)U,s exp [(tﬁ—;—t, 14 O j1— Yn—y—1) (B0 + 21)
A=
0 ) $
+th—)—1 3 +Z(tn—/—1,v—,}’n—/—i)zv]"/)\ <51', weey B0 2‘%),
v=2 0

d’oit I'on tire, en effectuant I'intégration par rapport & ¥n_,_i1, indi-

quée dans (3.33),

s—1
(3.38) f Iy Afs (¥n—j—1 )=Z (Ko— Co) Uys exp[(#h_)—1, 1+ bo—y—1) 30
0 A=0

s

(-, 1+en—/—1+tn—/—i)zl+Ztn—j—l,vzv]
v=2

s §
X €9 <— E By )9 By o0y By 22\,).
[ 0

Ecrivons ici pour le moment 0,_, =0, t,_; 1=¢, décomposons
le facteur e®+% en 1+ (e®9% 1) et utilisons les notations (S 3.2)
et (S3.3); il vient alors

(3.39) f Yoy Afs(¥nejei) = A+ By,
0

ou nous avons posé

s§—1 s
O+ eDzo+ct s+ 3 cvam i
(8.40) Ar=\(Ko— Co) Uy e . ﬁ(z.y, . ”"’;22")

=0 ]
§—1

(3.41) Bi=2(Ko-—CO)U)‘s(e(l+0)z,_l)

A=o *

:
(0+c‘f‘)z.,+c‘,"z.+20v~u g
X e : N2V IF- 7O z;_:;zzv .

0

Pour la méme raison que lors de la transformation de (1.39)

voir équ. (S3.1)'et (S3.5)], le facteur 7%, dans A, peut étre rem-
q > p

placé par e¢“*, En écrivant, en outre, £ au lieu de 2o, nous obtenons

y—1 2’:‘."“" s
A=Y (Kg—Cg) et+cttUer Al 20, oon, s E+ Y 2y

[er= min ¢],
V=1, ..,85.
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d’od, en appliquant (S 3.25) et permutant Ki— C; avec Uy,

s—1 éﬂz" s A —1
(3:43) A4 =2Ux.« e+ (Kg—Cy e““'(zzv—zzw——s)
A=0 1 v=1

s A - ¢
> [<Ezv——2w>h<zn sy B Zm)
1 v=1 1
A
—Ef*,\(zp, ceey B sz:+5>]?
v=1

A, se transformant ainsi en une expression de la forme (53.5).

La fonction B, ne differe du B défini par (S3.6) que par la
présence de P'opérateur (Ko— Co)e®+z=, par la substitution de
la f. c. particuliere e“*9= a &,(z;) et par le fait que le dernier

argument de f3 est sz au lieu de Zz"‘ En effectuant ces modifi-

[} 1
.cations dans le deuxi¢éme membre de (S3.24) el en remplagant la
lettre zo par £, nous obtenons la formule

s—1
(3.44)  Bi= Y (Kg— Cy) e Cy(elts¥i—1)
A=0
$
< evtﬁUhf;\H(?;, B17y veey BN E+§+sz>’
1
la fonction f;(z1, ..., 55; y) étant toujours définie par (S3.23).

Cy By

En transformant enfin les produits €+, e Jfi+1 au moyen
de I'identité (S 3.25), nous trouvons pour B, I'expression

Cv 3y

)
(3.45) By =2U)\s et Csz(Keg— Cg) eeE(e(l+0):——1)
A=o0

;s A —1
> (2 3y —2 By — £E— t>

1 v=1

s A s
1 V=1 1

2
— (E -+ §)f).+1 <t, Bty vy Z‘Ar;‘szlq— £+ t>]
qui est de la forme (S3.5). v=

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 150, 4
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Des équations (3.33) et (3.39) résulte la formule
3.46 Y= [ arfe, 0) (Ay+By).
(3.46) P A A CDICESS

Avant d’étre en mesure d’intervertir la derniére opération avec les
opérateurs Cg et Cg qui figurent dans (3.43) et (3.45), nous devons
dans le cas général ot l'intégrale e(z1, 22) [équ. (3.31)] diverge
pour R(z;) > o et pour R(2,) > o, ramener les chemins de ces opé-
rateurs sur I’axe imaginaire. Dans (3.45), C; peut immédiatement

. 1% 9"
étre remplacé, a cause du facteur e(*+0%—1, par C= 2—;;[ e %3
D’autre part, les expressions qui figurent dans (3.43) et (3.45)

apres les signes Uy, e“;wv, sont de la forme (K;— C;) e®* F (&), on,
en raison de (S3.3) et des propriétés admises pour les ¢,

F(g):O(l—;—l> pour |E| >, R(£)> 0; par conséquent, il vient

(3.47)  (Kg— Cg) e8¢ F(§) =F (o) — Cg[1+ (e%—1)] F(§)
= F (0) — Cg(e¥—1) F(E)

= F(o)—;:-:—l.f_;w(eﬂa—x)F(z)‘%ﬁ.

Dans.les deuxi®mes membres de A, et B,, décomposés suivant ce
schéma, V'opération f [‘ ...d*f(t, 0) peut étre permutée avec
0 “o

les autres intégralions, pourvu que, de maniére analogue a ( 1.58),
nous supposions les inégalités

3.48) E(T)=f°°zd,f(t, ©) < w, E(g):f”edef(w, 8) < co.

En utilisant (3.31) et revenant aux notations #,_j 1,y €t ¢p
[6qu. (83.2) et (53.3)], on obtient ainsi pour Jn, .1 une expres-
sion de la forme (1.40), d’otr résultent pour les v;.4,5 des formules
de récurrence, généralisations de (1.41), qui permettent de démon-
trer, en procédant tout comme dans le supplément S4, les diffé-
rentes propriétés analytiques des v)) et des fonctions Vy [équ. (1.43)].
Pour ces fonctions on tire des formules de récurrence et des valeurs



THEORIE ANALYTIQUE DES PROBLEMES STOCHASTIQUES. 51
(1.28) des v les équations intégrales
[1—3e(—=»)V2(51, -..; 505 ¥)

z '“’s(o: E) —1 C -
+z_7:2',[_m——f— 7‘22"“5

1

A
> [(y—sz> Egg——y) Va(®1, ooy 303 Y)

1

A 7 A
—EE“<—ZZV""E\) VA(zl, ceey B2 ZZV"‘E)]dE
. / 1
A

1

- —1
~ih [ = (- Re)

1

A
> [(}’ “‘ZZv> 52(—}’) vA+1 (t, By veey B); y)
' A A \
-—552<—-Z zv'—c> V)‘-H <C, By eaey Bh5 sz+t)]dt
(3.49) 1 1

s e pree(l E4L) —e(t, 8) —e(o, E) 1
+(2,,,-)zf_mf_ %

1o

x(y—Zm—-E—-C)
' A N
= [(}’ —Z'ZV) 5"(“'.7) V7\+1(t’ B1y sy 33\;.7)
1 | )
—(E+C)s.<—2zv—.§—t>

1

A
><V7\+1 (C) B1y «v0y B3 sz+E+C>]dEdz

1

9

=gy

(=0, ..., 5—1),

auxquelles s’ajoute I'équation (1.45) qui donne V, en fonction des
autres V;. Pour la f. g. des e. m. E(¢77™|¢o,) la formule (1.46
reste valable.
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Cependant, ces équations se simplifient dans le cas ou il existe
3 > o tel que l'intégrale (3.31) converge pour R(z,) <9, R(zs) <.
Dans cette hypothése ol nous n’avons. besoin ni de déplacer les
chemins de Cy et de Cg, ni d’utiliser la décomposition (3.47), les
équations (3.49) prennent la forme

Vi3, o0y B05Y)

too -0 A A -1
— i), em(—;zv—e) <y—2zv—s>
o
><V‘A<z:, ceey B0s EZV+IE> 243
10 +0, dz 1%+ 0y
(27”) fz»+6 C‘fzm+8,6(c’ ©
> 52<—sz'—$>< zv“"E)

XV).+1<C; By «oey B ZZV+E>E§'_'—C‘= ;‘3_—}/

by
[R<y_2zv—§> > o0; )\=o,...,s-—1;‘0<51<3z<3]
1

plus maniable que (3.49) (*).

(3.50)

CHAPITRE 1V.

RESOLUTION DES EQUATIONS INTEGRALES (1.44), (1.45) pour e Q) = I—i—z
Dans le cas od la t. L. &,(2) [équ. (1.35)] est rationnelle, les
équations intégrales (1.44) se transforment, quelles que soient
la f. r. fa(t) et sa t. L. €a(3), en des équations fonctionnelles. Les
solutions Vo(y), ... de ces équations peuvent alors étre exprimées

L

(') Dans [8], p. 165, les équations (3.50), (1.45) ont été résolues pour
St 8)=(—et)g(8), fi(t)=1—er [R(p)x0],

ou g(8) désigne une f. r. telle que l'intégrale f €% dg(9) converge pour 5 = §,
)

le nombre & > o étant arbitrairement petit.
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sous forme finie, au moyen d’une partie des solutions de certaines
équations transcendanles ou figurent les variables z, 24, ..., 5,_4.
En remettant la discussion du cas général d’un tel ¢ (2) au cha-
pitre suivant, nous traiterons maintenant de manidre plus détaillée le
cas du ¢, (z) rationnel le plus simple. Supposons que fi(+o0)=o,
en excluant ainsi de prime abord les d. c. nulles qui ne modifient
pas les énoncés de la théorie des attentes. Sous cetle condition,

la t. L. rationnelle la plus simple est de la forme 1_—_:,7—75’ correspon-
dant a la f. r. 1—e-¢.. En posant, en outre ¢ =1 nous avons donc

1

(4.1) Vi) =1—e, g ()= =’
d’oui résulte la relation

4. E(T)= =°td t‘=I °n“tdt:;
(4.2) (T) f 0 f e :

en disposant ainsi de la constante ¢, nous avons donc pris I'e. m.
de la'd. c. pour unité de temps.

Dans (1.44), posons & (g) = :Ic; alors les fonctions a intégrer

qui y figurent, possédent, en vertu de (S 4.19), dans le demi-plan
droit des ¢ un seul péle {=1 et sont O(|¢|~2) pour R(¢)> o,
|¢]|— o0, de sorte que les intégrales en question se réduisent A des
résidus en { = 1. les équations (1.44) se transformant ainsi en

A —1
f—sze(—NIW(z, .., 25 7)— 5 <y —sz—l>

1

A
(4.3) > [< —"zzv> Eﬁ(_y)v)‘-!—i(ls Z“ LR} Z), }’)

1

2 A
— <_Z zv—l> Va+1 <1,z,, ey B Zz‘,+x>:| = q%y
1 1

[R(z1) >0, ..., R(¥)>o0;A=0, ..., s—1].

Rappelons ici que dans le cas le plus important ou & l'instant
initial X, les s lignes sont libres, donc ou

(4.4) to1 £ 0, ceny tos < 0,
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la formule (1.46) dont le premier membre est la f. g. des e. m.
E(e7%| toy), prend la forme

®

(4.5) Zan(e—qu, .oty 0) =Vo(0);

n=0

il nous importe donc en premier lieu de construire la fonction V, (o).
Dans ce but, posons dans les s équations (4.3) et dans (1.45)
Z1=...=2z,=1, d’ot résultent pour les s + 1 fonctions

(4.6) () =wna, ..., 15 %) (A=o0,...,9

les s + 1 équations linéaires

1= 2= — 55—

-1

A7) 4 =2 (=) Vi () — e (— A —1) Vs A+ )] = By P
(Ah=0,...,5—1),
(4.8) ZC}V}(y):o.

A=1

Ces équations permettent d’exprimer les fonctions V;(y) au moyen
de s « constantes » Vy (1), ..., V,(s), lesquelles se déterminent (en
principe) en utilisant le fait qu’en vertu de (S 4.18), les Vy(y) sont
finies pour R(y)> o. Toutefois dans le cas présent, ces calculs se
simplifient. En posant dans (4.7) y =2, on a pour les s quan-
tités V(1) les s —1 équations homogenes

(4.9) { [1— 3ea(—A)] Vo (X)) — 33‘2(— A=) V(A +1) =0
(A=1, .\, s—1).
En divisant ensuite (4.7) par (y—2) [1—2ze(—y)], nous
obtenons les s équations

Vi)  _zea(y)  Vau(y)
y—2A I—3Ze(—y)y—A—I
- 1 Zeg(— A —1)

1—z6(—y) (y—N(y—>r—1
I 1
1—za(—)y q+ry

Vi (N 1)

-+ 30

(A=o0, ..., 8—1)



THEORIE ANALYTIQUE DES PROBLEMES STOCHASTIQUES. 55

qui, multipliées respectivement par z*e)(—y)[1—zea(—y)],
prennent, au moyen des notations
(410) M= 2 posacnvi) G=1),
la forme

V. Vi

R (y) -—J,X(_y))‘ — 1 (y) y———}_ 1({_ )l
(4.11) L 1 kA (y) brss 5 1 1 g
—5a(—) U—NO—A—0." i—zan) ¥ T+

(A=o0, ..., s—1).

Au moyen de la deuxi®me notation (4.10), les équations (4.9) se
transforment en

by,
bA+1—T))\\)=O ()s=],...,S—I),

)

d,’oﬁ Ton tire
I
h(k)

1

(4.12) b‘,_+1 = bi

(7\.=I, eey S——l).

=

En ajoutant ensuite les v premiéres équations (4.11), nous avons

v Vu(y)
Y iVo(y)—k (}’)3,—_—;'
v—1
(4.13) . 1 R () brr 1 1 q
- x—zsz(—y);:to(y—l) F—r—n T—ze(—N ¥ g+y
(v=1, ...,8)

et en substituant dans (4.8) les expressions qui résultent de ces
équations pour V,(y), ..., Vs(y), nous obtenons pour V,(y)
I'équation

(4.14) [1 +y—12C}'h*V()A) (y— v)] Vo(¥)

v=1

s ve—1 :
1 OV R (y) by
—1——zsz(—y)‘§_ic‘¢(‘y V)E(J’—l)(y—‘l—l)

: Lyt 3, C () (r— )
v=1

T zau(—y a+7
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Pour le facteur de V,(y), il vient au moyen de (4.10)

s

7t Y =y [y e B () — sht () (o B ()5

T ot ey —s—s o(—y)) s et (=]
=y 1z (— ) [y —s+ sz (—);

en divisant la derni¢re équation par ce facteur, nous avons donc

_ 1 yz‘sﬁ(—}’)
*.15) Vo(y)= s—y—sze(—y) I'—Zh(‘“‘y)

5 b .
[Z(y—l)(y =3 Z R (y)("—v)+q+yJ

+ q
I—ze«(—y) 7+

Or nous verrons plus loin que pour | 5| <1, I'équation

(4.16) s—y—szn(—y)=o0 ou 1—z2E0

I —

posséde une racine unique yo(z) telle que R[yo(2)] > 0. Gomme,
d’autre part, la fonction Vo(y) est continue (et bornée) pour
R(y)>o0, le deuxitme membre de (4.15) el, par conséquent,
Pexpression qui y figure entre crochets, doit s’annuler pour y =y,(3),
donc

< by i‘ Y 29—y _ 9  _
oty é}(}’o—l)(.}’o—)\—l)v})‘!‘_lcgh (7o) (3o V)+q+}’o =0
[Yo=yo(5)]

Au moyen de I'identité

D R (o= =—Chiy
(4.18) v=A+1

[ro0=Z55 =50

qui se démontre par induction sur 2, l'équation (4.17) prend la
forme

s$—1

b
k. A A1 -9 -
(4.19) yogzcs 7 Y vy ey Bl prapg Ol A
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out nous substituerons aux by, les expressions (4. 12). En utilisant
la notation

{ s—1 A —1
Ao(3) =¥ 2(:}_1 [(y.,— 2) (Fo— X —1) l] h(lc)]
A=0 A=1

. ZEQ(—' k) _ §
[h(k) ST za—n’ J’o—}’o(Z)],

(4.20)

nous avons ainsi

= 7 -
(4.21) b] = m-(z—) Ao’(z).

Les équations (4.20), (4.21) et (4.12) permettent d’exprimer
les s constantes by, et, par conséquent, les fonctions Vo(y), ...,
Vi(y) [équ. (4.13) et (4.15)] par des grandeurs connues. Pour
construire en particulier V,(0), faisons tendre y - + o dans (4.15),
d’ou

_ 3° of1—32Y\Y 11 .
v°(°)_s(1—z)=blzvc"( z )+1—z_1—z(b‘+l)’

v=1

pour la f. g. (4.5) nous en tirons au moyen de (4.21) la formule

(4.22) Zz"E(e-"Ifnlo);—-

n=0

I q _
1—z [q +70(5) A°1(Z)+’]’
A, (z) étant donné par (4.20).

Avant d'utiliser cette formule, revenons a l'équation (4.16).
D’apres le théoréme de Rouché ([13], p. 116), la fonction

(4.23) s—y—szal=y)
s—y

_ =7

1

I — %

s

a, pour | z| <1, autant de zéros que de péles a I'intérieur du demi-
plan R(y)> o; car sur la frontiére R(y)=o0, ainsi que pour
R(y)>oet|y| assez grand, l'inégalité

ZE_Q(—:}’_) é!ZI<I

1 — =

s
"4
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est vérifiée. Comme la fonction (4.23) n’a dans ce demi-plan qu’un
seul péle y = s, son numérateur posséde donc un seul zéro y,o(z) de
partie réelle positive.

€. Q. F. D.

De la formule (4.22) nous allons tirer la valeur limite de E (¢=7" | o)
pour n—>, laquelle dépend du comportement de yo(z) pour z—1—o.
Supposons d’abord que fa(t) vérifie 'inégalité

(4.24) [Trarw>1 [Ceano =1
il en résulte que la fonction
4.25 _al=x
(4.25) 162 ———.—I_Z‘,
s

considérée dans lintervalle o Zy <Cs, décroit au point y=o.
Comme, d’autre part, 9(o)=1 et que ¢(y) tend vers —+ oo
pour y —s—o, cette fonction atteint dans un point unique y* de
I'intervalle (o, 5) [ou ¢'(y") =0, ¢" (") > o] un minimum ¢ (y*) <1.

En outre, ¢ (y) vérifie 'inégalité | ¢ () | £ o [R(y)][pour R(y) <],
de sorte qu’on a I'inégalité

(4.26) [z9(y)|<r pour |z|<z'=971(y"), R(y)=yp" [&">1]

Pour |z|<< 3" l'équation (4.16), ou 1—3z9(y)=o0, posstde
donc, en vertu du théoréme de Rouché, une racine unique yo(z)
telle que R(y0)>y">o0, la fonction yo(z) étant holomorphe
pour | 5| << z". Comme |z"|>1, y0(z), et par conséquent la fonc-
tion z°A,(2z) [équ. (4.20)], est holomorphe pour |z|<<z". [On
vérifie sans peine que Ao(z) est holomorphe aux points z tels
que yo(z2)=A(A=o0, ..., s—1).]

En représentant le n'®™° coefficient de la série de Taylor (4.22)
sous forme d’un résidu au point z = o0, nous avons, en désignant
par K un petit cercle ayant I'origine pour centre et parcouru dans
le sens positif,

_ ! L | —2
(4.27) E(e7%|0)= — Kl—z[q+}’o(5)

owi AT (2) +1] z—n—ldz.
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Comme la fonction i intégrer est analytique pour | 2| << z*, on peut
remplacer K par un cercle 1 < |z | < 2", en retranchant les résidus
aux poles de la fonction a intégrer situés entre ces deux cercles.
Dans le domaine 1 <C|z| << 2", A (%) peut avoir un nombre fini de
zéros qui seront des poles de la fonction intégrée. Mais il est évident
qu'aucun péle, sauf z =0, n’est situé a l'intérieur du cercle unité;
car puisque |E(e™7**)| <1 pour R(g)> o, la série (4.22) converge
pour |z|<<1[et R(g)>o0]. En outre, nous démontrerons ci-
dessous qu’en dehors de z=1 il n’existe pas non plus de poéles
situés sur le cercle unité. En anticipant ce résultat et prenant &' tel
que A,(z) % o pour | z| <1+ &', nous obtenons

(4.98)  E(e%|o)= ‘;quo—(l)A;i(x)

I 1
+1+ 9—‘/ [...]Js"d3;
TS =1 I3

mais la derniére intégrale dont le module est <<c¢'(1+ 9d')™, tend
vers zéro pour n — oo, de sorte que

. q
4. 1 —qTn = —3Z
(4.29) Nim E(e=7™[0) = -0

0

Ast@r o [Cean >

La non-existence de poles, autres que z =1, situés sur le cercle
unité sera démontrée de maniere indirecte. S’il existait des péles
z = e (1), ils ajouteraient au deuxiéme membre de (4.28) un
nombre nécessairement fini de termes de la forme c, e"%, de sorte
que E(e~7" | 0) ne pourrait tendre vers une limite pour n — . Mais
cela serait en contradiction avec un théoréme da a MM. J. Kiefer
et J. Wolfowitz [3] qui ont établi que, quelles que soient fi(#)
et fa(t), limp,(¢|toy), donc li_)m E(e ™| t,), existe (et est indé-

n- o n>w

pendante des s grandeurs ¢, ).

Cependant dans le cas présent, nous n’avons pas besoin d’utiliser
ce théoréme; car dans nos hypotheses (4.4), les p,(t) = pa(|0)
vérifient 'inégalité

(4.30) on(t) > pnia(t)  (n=0,1,...)

qui entraine évidemment P'existence de lim p,(¢) et, par tonséquent,
n-y»>w

les formules (4.28) et (4.29).
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Avant de démontrer la derniére inégalité, nous établirons une
formule de récurrence pour les d. a. t,(n>s). D’abord il vient
Tp=...=7,1=0, puisque dans I'hypothése (4.4) toutes les s
lignes sont libres a I'instant X,. Pour n > s, le n'®*™°® appel, produit
a l'instant X,, pourra étre servi dés que n»— s parmi les n commu-
nications d’indices < n auront pris fin, c’est-d-dire a partir de
I'instant max®) (X,+ zy+ Ty); il vient donc, au moyen de la

V=0,.. yn—1

notation (1.7),

=[] maxl) (Xy+1y+Ty) —XpJ=[ maxts] (Xy+ v+ Ty— X,)]+
v=0, ,n—1 v=0,.. ,n—1

ou, en écrivant max()+ au lieu de [max/!]*,
T (To, - ooy Ypu) =  maxt[Xy+ 1y (To, ooy Yomi) + Ty—Xp]
(4.3[) V=0,...,n—1

(n=s,s+1,...).

De (4.31) on tire la relation

Tn_l(T], ceny Yn—l) = N omax(-*')"'[Xv_H-l—-‘tv(T,, ceey Yv)-i—-Tv.H—X,,]
=0,. ,n—"°
(4.32) = maxt+[Xy+ v (T4, ..., Yy—y) + Ty— X;]

v=t1, .,n—1

(n=s+1,84+2,...).
Admettons maintenant que I'inégalité
(4.33) ©(To, Yo, «vy Tyet, Yout ) s (Tyy Yy oony Ty, Yort)
qui est vérifiée pourv=r1, ..., s, puisque
Ty Tg—qg ==...== Tg= 0,

ait été démontrée p'our sLv=Zn—i. Il en résulte que pour
v=1, ..., n—1, le v**™° nombre figurant au dernier membre de
(4.32) est inférieur ou égal au v'*™° nombre qui figure au deuxiéme
membre de (4.31) (o en outre, se trouve un terme d’'indice v = 0).
Il est donc évident que la fonction max®)+, formée pour les »—1
nombres qui figurent dans (4.32), est inférieure ou égale a maxisi+,
formé pour les n nombres contenus dans (4.31), et cela démontre
I'inégalité (4.33) pour v=n, et, par conséquent, pour tout v>>1.

Comme tous les T,, et de méme tous les Y,, ont les mémes f. r.,
il résulte de (4.33) que, pour tout v 1,

Prob[t(To, ..., Yy—1) < t] L Prob[ty_1(Ty, ..., Yyu) < 2]
= Pl‘Ob[Tv_..1(To, ey Yy_q) < l],
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L) a_;
c’est-a-dire que

P‘l(tlo)épv—l(tlo) (v=1,2,...),
C. Q. F. D.

Dans (4.22) et (4.29) passons maintenant, au moyen de la formule
de M. P. Lévy ([4], p- 38), des e. m. aux f. r. correspondantes
pn(t) =pn(t]0); observant que les v. a. 7, sont > o, et anticipant
que, dans le cas présent, p, (¢) est continue, nous pouvons écrire cette

formule sousTa forme
tN+o0

s 1 dg
(4.34) 'Pn(t)—b};ﬂ;—ui _1N+oe"‘E(e_‘7'")—q— (t>o0).
. iN+o0
Dans le premier membre de (4.22) les opérations lim ...dgq

N>/ N+o

et 2 peuvent étre permutées pour la méme raison que- lors
n=0 ~

du passage de (2.42) a (2.44), et comme la premitre de ces

opérations transforme le deuxidme membre de (4.22) en la somme

des résidus aux poinls ¢ =0 et g =—y,(z), il vient

©

(4.35) W aren(t) = ——[1+ A" (3) e (]3] <1;¢>0).

1 —

n=o0

De méme, on tire de (4.29), dans ’'hypothese (4.24), la relation

1o +0
(4.36) Lf o9t lim E(e=9%) X = lim pn(t) = 1 Ag? (1) e=ell®
27 100 ny> o q nyw

ou, écrite de maniere explicite,

s—1
p(0) = lim g (6) =1+ [n(r)gc&_l
n k —1
(4:37) < (Fo(1)— N (o(1) — A — 1)—1[] I‘Efl(:/ﬁl] e

[S.—fo(l)—sez(—yo(l))=0,_[“tdfz(t)>si;t>o] (1).

(') Péu aprés notre publication [9] qui contenait, sans démonstration, les équa
tions fondamentales de notre théorie amnsi que la formule (4.37), M. D. G. Kendall
a publié un article [2] consacré au calcul de p(2z) et d’autres probabilités dans les
hypothéses admises dans (4.37). Au moyen de raisonnements tout différents des
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Cette formule est la généralisation, a des f. r. f,(¢) arbitraires,
de la formule

s—1 —1
14 v S
(4.38) p(t):,_ﬁ[zg_!_,_s_}c %] e—ls—olt,
v=0
établie par A. K. Erlang dans I'hypothese ou les appels sont
produits suivant la loi de Poisson, donc ot

(4.39) So(¢) =Prob(Y <#) =1—e¢t  (c<s).

Remarquons ici que, par des méthodes bien connues, on peut tirer
de la formule (4.27) et de son analogue pour p,(¢]0) les développe-
ments asymptotiques de E(e=7™|0) et de p,(¢|0) pour n—>w. En
premigre approximalion on trouve ainsi pour p,(¢|o), dans ’hypo-
thése olt Ag(z) 3£ 0 pour 1 << 3 < 3%, la formule

(4.40) entlo)=¢(t]0)+0[n T2 "] (nw).
Supposons maintenant, contrairement a (4.24), que
(4.41) ‘/o‘mtdf-,(t)é;.

Alors la fonction ¢(y), considérée & nouveau pour o<y <s,
atteint son minimum 1 au point y = o, de sorte que la solution y(3)
del’équation (4.16), ou1— 3 9(y)=o, tend vers zéro pour z—> 1—o0;
il vient donc yo(1—0) = o et, par conséquent, en vertu de (4.20),
Ao(1—o0)=—1. Faisons ensuite tendre z vers 1— o dans les deux
membres de la formule

(4:42)  po() + X am[oa(t) — pa1 ()] =1+ AF' (3) el
n=1
qu'on obtient en multipliant (4.35) par (1— 3). Alors le deuxiéme

membre tend vers zéro et le premier, en vertu du théoréme d’Abel,
vers la somme des coefficients de la série de Taylor, done vers

po(#) + ) [en(£) = pnms (D] = lim pn (2);

n=1

nétres, M. Kendall démontre ‘que p(¢) est de la forme 1— C et et donne un
procédé qui permet de déterminer dans chaque cas particulier la constante C, sans
toutefois établr la loi générale (4.37).
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car cette somme dont les termes, en raison de (4.30), sont < o,
converge évidemment. Dans 'hypothése (4.41) nous obtenons donc

(4.43) P(t)=nl_i>ﬂ19n(t) =0 (fxo).

Pour étre en mesure d’établir, de manitre analogue a (4.40), de
quelle fagon p,(¢) tend pour n—oo vers sa limite zéro, il faudrait
admettre des hypothéses restrictives sur f2(¢); en premier lieu,

on pourrait ainsi supposer que lintégrale 82(2):] et df,(t)
0

converge pour un nombre z > o, si petit soit-il.

CGonstruction de la fonction V;(34; 1) pour s> 2 et fi(t) =1— e,

Pour obtenir d’abord V, (z15y), d’ou se déduit la fonction
V(215 51) qui figure dans (1.46), posons dans les s —1 derniéres

équations (4.3) et dans (1.45) ze=...=2z,=1. Pour les s
fonctions
(4.4%) (s, 1, ..., 15 9) (A=1,...,5)

résultent ainsi s équations linéaires 4 déterminant non nul oy, en
outre, figurent les s— 1 fonctions

(4.45) Vi(31, 1, couy 15 21+ X —1) (A=2,...,598)

qui se déterminent en utilisant le fait que les fonctions (4.44) sont
finies pour R(y)>o0 et R(z1)> 0. En résolvant les équations
linéaires vérifiées par les fonctions (4.44), on obtient donc en
particulier pour V,(z:; y) une expression ot ne figurent que des
quantités connues. De cette expression on tire pour Vi(z; 24)
la formule

) — I Y1— 31 4,
(4.46) V1 (Zi, zi) = I-—-Zig(—-’zi) szl——_}q A1 (51, Z)

s§—1

A —1
X{sz)q;{ﬂ )Y [(y,—m m——x—x)[]h(/c)]
A k=1

=0

x[@= 27 Chy+ a6 =) C ]+ @ =) = }
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ou Ao (z) et Ay(z1, 5) sont respectivement définis par les équations
(4.20) et

(4-47) A(zy, 3)
§—2 A -1
=(y1——z,)2C?;_.,[(yi-——z,—)\)(yi-,—-zi —)\——I)l—_[h(z,-q-k)] ,
A=o0 k=1

tandis que y1 = y1 (21, 2) désigne la racine unique de I'équation
(4.48) s—1—y+ 53— (s—1)3ea(—y)=0

R(Zi)
telle que R(y) > o pouro < |z| <1+ rp—

Cetle méthode permet de construire tous les V. Les fonc-
tions Vo(y), ..., Voa_s(21, ..., Za_1; y) étant construites, on
tire Vy (31, ..., 5; ¥) d’un systéme de s + 1 — } équations linéaires,
obtenues en posant z),.,.4=...= z,=1 dans les s — ) dernieres équa-
tions (4.3) et dans (1.45); s— X fonctions non encore connues
de z4, ..., 3, qui figurent, en outre, dans ces équations, se déterminent
par des considérations de continuité. On trouve ainsi que tlous les

py
Va(z1, ..., 225 y), donce toutes les fonctions V,, <zi, ceiy 223 sz>

1
qui figurent dans (1.46), peuvent étre exprimées sous forme finie

au moyen des fonctions y,(z) [équ. (4.16)] et

A
.n<zzv, z) (A="1, ..., s—1),

v=1
‘
7(¢, z) désignant la racine unique de I’équation

(4.49) s—A—y+L—(s—AN)ze(—y)=0 (A=1, ..., s—1)

tellequeR(y)>0POUPOélzl<‘+SE_(‘_C")?'

Examinons maintenant le domaine d’holomorphie de V,(z4; 21),
considérée en tant que fonction de z, et z. D’une manidre générale.
Vi (21; 21) est holomorphe pour |z|<<1 et P\(zi) > 0, comme le
montrent les raisonnements faits a la fin du chapitre I [équ. (1 66)
et (1.67)]. Mais nous verrons que, dans le cas présent, cette
fonction est aussi holomorphe, ainsi que O(|34[|™), pour |z| <1,
et R(z,) assez grand.
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Parmi les fonctions qui figurent au dénominateur de 'expression
(4.46), seules Ao(z), Ay(z1, 5) et 1—ze;(—24) pourraient
donner lieu a des singularités dans le domaine mentionné. Or nous
savons déja que A7'(z) est holomorphe pour |z|<1. Ensuite la
fonction A,(z4, z) est holomorphe, tout comme y1(z1, 3) [équ.

(4.48)], pour |z|<<1+ R(z’) Pour |z|<c (arbitraire) et

R(zi) >, A7' (24, 5) se I'édl.llt, a un facteur prés qui tend vers 1,

s—2
a —ztea(—yy) H.€2<—21_A); il exisle, par conséquent, une
k=1
constante ¢, telle que A7" soit holomorphe pour |z | < 1 et R(z4)xc4.
Enfin le facteur [1—z €2(—21)]™* est holomorphe pour | 2] <0
et R(z1)>¢2>0, ¢, étant arbitrairement petit. On peut donc
trouver d' et ¢'>o tels que Vi(z1; z) soit holomorphe pour
|2] L1490 et R(z:)>c'; en outre, on conclut de (4.46) que,
dans ce domaine, |Vi(z:; z1)|<<c"|z1[™. Il en résulte que
to+c'
I'intégrale- f

—tw-tc

fonction de z, pour [z| <1+ ¢,
Dans la formule (1.62) posons mamtenant toa=...=lo;==0;
il vient ainsi, en prenant pour C, la droite R(t)=c¢c > o,

C‘Vi(c;t)%c est holomorphe, en tant que

(4.50) Zan(e—qrnuo,, 0, ..., 0)

n—o
lo+c

L 2V, (t; 4 %
= Vo(0) + — e ® wVi(8 0 7 (2] <1).

Pour ¢y <o, la derni¢re intégrale s’annule; pour &> o, sa
contribution & E ¢77% s’obtient en effectuant, tout comme dans (4.27),

V'opération 2—:” f ...z7"1dz ou, en raison de I'holomorphie du
K

deuxie¢me terme du déuxi¢éme membre de (4.50), nous pouvons
prendre pour K le cercle |z|=1-d'. On en conclut, au moyen

d’une évaluation élémentaire de f ... dz, que cette contribution
K

est O, [(1+4 98')~"], c’est-a-dire que, pour Zos>> o donné, elle tend
exponentiellement vers zéro. Notons que dans le cas o tous les oy
sont > o, la méme propriété pourrait éire établie pour les contri-
butions a la valeur numérique de Ee~7™, fournies par les autres
termes du deuxiéme membre de (1.62).

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 150,
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Appliquons maintenant les formules (2.22) et (2.44) du
chapitre II dans les hypotheses (4.1) et (4.4). Pour ®(q, z)
[équ. (2.13)] il faut alors prendre la fonction (4.22) qui est encore
continue, et méme holomorphe, @ gauche de l'axe imaginaire

des ¢. Nous sommes donc en droit de remplacer dans (2.22) le
q . p
IN—O0

symbole / [équ.(2.17)] par lim [ et obtenons ainsi
. N> el

iIN—0

hd IN—0
1 1 1 . 1
E x“z'lp,m=§< -+ >+(1'—z) lim —

tmE s Now 280,y
1 1 g2(q) q . >]d__q
><[(1-'-2)(1—.72) 1— 23 1——xs»(g)<q+_yoA° (5) +1 q
_£< I -+ I )_1 z— 3
T a\1—x 1— 2 2 (1—z)(1—2x)
tN—o0

Z2—x .. 1 €(g) ( I -1 1)
- 1——»313';12 27J_n_o1— 2 (9) 9+'yo(Z)A° (Z)+q -

n,a=0

Par suite de la continuité de f5(¢), il vient en wparticulier
Sa(+o0)=fa(0)=o0, de sorte que la limite de la dernitre
intégrale s’aveére égale au résidu de sa fonction a intégrer au
pdle g =—y0(%); on a donc finalement, en utilisant (4.16),

) @ o z—z € (— o) —1
(4.51) 2 Z3" Pra= —z "1 I—xh(-—.}’o)Ao ()

n,a=0
I 33—z s —
= + Jo
1— 23 1—2 $3—(Ss—yo0)x

A3 (2)  [yo=ye(2)]

Pour la f. g. des probabilités

P,= lim p,, (a=o0,1, ...),
ny>w

pour qu’en étal d’équilibre statistique un appel trouve exactement a
appels en attente, on tire de (4.51) dans I'hypothese (4.24) la

formule

(4:52) Y arPa=1+(s—0) A3 (1) ;i [o=re(1)],

—(s—=x)z
a=0

ou yo(1) désigne la racine positive de I'équation s —y = sea(—¥);

ceite formule montre que Py, P,, ... forment une série géomé-
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trique d’argument 1 — ;Yo(1). Dans I'hypothése (4.41) on obtient
naturellement E.Z'”PaE o ().

[}
Dans 'hypothese (4.4), la formule (2.44) deviedt

Z Ew"z"pn— lfz

A=0 n=0
Vo(0) étant déterminé par les équations (2.45) et (1.45). Pour
la f. r. (4.1) les équations (2.45) prennent elles aussi, en raison de
la continuité de f,(¢) pour ¢t = o, la forme (4. 3), avec (£ — 1) — 830 2*
pour deuxi®mes membres; elles peuvent donc étre résolues de la
méme facon que les équations (4.3).

En introduisant dans la derniére formule I'expression de Vo(o)

qu’on obtient ainsi, on a pour la f. g. cherchée

2 Z.Z‘XZ"P,, zA;'(z){‘yoj(m_l)v

=0 n=0 v=0

(4.53) -
[C: 1 s 2 Cs— <(}’o—7\) (Yo—2r—1) H h(k)) ] —xs

k=v-+1

LYoo=y (2)].
Désignant par
r’)\=limp,1, (A=0,1,...,5)
n>x»

la probabilité pour qu’en état d’équilibre stationnaire un appel trouve
exactement)lignes occupées, on tire de(4.53), dans ’hypothese (4.24),

s—1
(456) Zka)‘sA‘o(l){yo(l)Z(x—l) I:C"_,y (1;

— A
+Zc’;_1 e =1t @ —2—0~ [ [ ’—“—2(—_‘—}—)’9 ] _x,},

A=v k=v-+1

() La formule pour la f. g. Z znz) p'/ des probabilités p{/’ pour que, & P'instant X,
n,;=0
J appels soient ou en attente ou en cours de communication, que nous avons donnée
dans [9] [équ. (3) et (4)], et qui est valable dans les hypothéses (4.1) et (4.4), peut
elle aussi étre établie par la méthode utilisée dans le chapitre II.



68 F. POLLACZEK.

tandis que dans I’hypothese (4.41) il vient

s
Zxﬂi,\s x5,
0

CHAPITRE V.

RESOLUTION DES EQUATIONS INTEGRALES (1.44), (1.45) DANS DIFFERENTES HYPOTHESES
SUR LES TRANSFORMEES DE LAPLACE STIELTIES €,({) ET €2(7).

Avant de parler des hypotheses sur ¢, () et £3(£) dans lesquelles on
peut faire disparaitre les signes d'intégration qui figurent dans (1.44),
mentionnons que, pour traiter le cas s =1, on dispose de méthodes
particulidres (voir, par exemple, [12]) qui ne s’appliquent pas
pour s > 1, el que nous renoncons d exposer icl.

Dans chacune des deux hypothéses 1° et 2° indiquées déja dans
I'introduction, et pour s quelconque, les solutions des équa-
tions (1.44) peuvent étre exprimées sous forme finie. ’

1° La méthode de résolution des équations (1.44), (1.45) utilisée
au chapitre IV dans I'hypothése (4.1) s’applique dans tous les cas ou
la t. L. €,(2) est rationnelle, ¢;(z) étant une t. L. arbitraire, pourvu
que les fonctions analytiques données, symétriques en 24, ..., 23,
ar(z1, ..., & ¥), qui figurent dans les deuxiémes membres de ces
équations, vérifient dans le domaine (1.25) des inégalités de la
forme

| (s 3 DI<r (=0, s,

ou encore qu’elles possédent des représentations de la forme (S6.1).
Dans le cas des équations (1.44), les Vy,(z4, ..., z2; ¥), considérées
en tant que fonctions de y, sont rationnelles en y et ea(—y).

Dans I'hypothese ou

fi(D) =Ne1— emat)

(8.1) .
[Zc,r_x, aF ar#...Zap; R(ay) >o0,i=1,..., n],

i=1
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donc ou

(3.2) & (3) = ;;‘i':i'z,
=1

esquissons bri¢vement le procédé de résolution sur le cas s = a.

Alors les équations (1.44) et (1.45) se transforment, en vertu de
'inégalité (S 4.19), respectivement en

\ n
(B.3) [1—zea(—y)]Vo(») —zzyfa,
X[y ea(—2) Vi(ai; ) — ar 6o (— @) Vi(ay; a)] __-?-;

n

B.4) [1—ze(—y)] Vj(z‘;‘y)_zz},_::_ai

X [(y —21)ea(—y) Vo (ai, 215 5) — ares (—21— @) Ve (au, 21; i+ 21)] = o,
(8.5) Va(21, 225 ) =— Vo () — Vi( 215 ¥) — Vi (2035 ).

Introduisant dans (5.4) les expressions (8.5) des fonc-
tions Va(a,, 215 y) et dtilisant (5.2), nous avons
(8.6) [1—sze(—y)ei(y—2)]Vi(as3 )

n

=—Z§m[(y—zt)52( 7)) (Vo(¥) + Vi(asi 3))
+ ar€(— ar— z1) Vo(ay, 515 ar+ 31)].
En posant ici z1=au, ..., @, et en utilisant (3.3), nous obtenons
pour les n - 1 fonctions

(57) Vo(_}’), Vi(ai;y)) LK} vl(a’n;}’)

n+1 équations linéaires non homogenes dont le déterminant D, (y, 5)

n(n+1)

a, dans le demi-plan droit des y. polesa,+a, (i, k=1, ..., n);

par conséquent D, (y, z) posséde pour z assez petit ——— 2241 4ros rv(z)
de partie réelle positive (sauf pour des valeurs exceptlonnelles des a;
et ¢; qui se traitent par continuité, les V) étant, de méme que les v).
des fonctions continues de ces parametres). En résolvant ces équa-
tions, on trouve par exemple pour D, (y, z) Vo(y) une forme linéaire

des n 4+ n(n+1) grandeurs

(8-8) Vi(a; a) (I=1,...,n) et Vi(a, a; ai+ax) (G k=1,...,n)
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et de p _'q_y, dont les coefficients sont conlinus, 4 un nombre fini de

poles prés, pour R(y)> o. Nous sommes donc en droit de poser
dans cette formule

y=y,(z), RS} yn’+n(z)a

2
d’ou résultent 227

équations linéaires pour les grandeurs (5.8),
n autres équations s’obtenant en posant y =z, =a; (k=1,%..., n)

dans (5.4); ces ==

les grandeurs (5.8) et par la, de construire Vo(y) et les autres
fonctions (5.7) ().

Revenons a (5.6). Pour |z|<<1 et R(z)>o0, la fonc-
tion 1—ze(—y)e(y—s1) a, en vertu du théoreme de
Rouché, n zéros y, (21, 2) (v=1, ..., n) de partie réelle positive qui,
substitués a y dans (5.6), fourmssent n équations linéaires pour le
calcul des n fonctions V,(a,, z1; @i+ z1). Toutes les fonctions qui

-+ n équations linéaires permettent de calculer

(*) On voit que les grandeurs (5.8), considérées en tant que fonctions de ¢, sont

des formes linéaires des fractions q—_'_%;v—(z—)a de sorte que V,(0) [équ. (4.5)] est une

fonction linéaire de ces fractions, & savoir

n’+n

a,(3)
['_q Z q+y,(z>]

En procédant comme au chapitre IV [équ. (4.22), (4.29), (4.36)], on trouve pour
la f. r. du d. a. p(¢t), dans ’hypothése ou les nombres y,(1) sont deux a deux diffé
rents, la formule

V(o) = T—

ni+n

p(t)=1— D a,(x)e=2t <t>o, s=12,¢(0)> ;¢ (0) = ;Z;—)
1

1

Soit maintenant ¢,(%) une fonction rationnelle quelconque, d’ordre n, de . On
trouve alors que, pour s arbitraire, la f. r. p(¢) du d. a. d’équilibre statistique est

de la forme
p(t—l—z Za eIt

w=1 v=0

[£>0 60> 2 e @u RG>0, REP>0s P, (4 DL Chreny |-
p=1
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figurent au deuxiéme membre de (5.6), étant ainsi construites, on
connait aussi V,(z;; y) ainsi que, en vertu de (5.5), la fonc-
tion Va(z4, 23; ¥), ce qui, en principe, résout notre probléme.

Le déterminant D, (y, z) est divisible, en tant que polynome en z,

de degré <n, par 1——zeg(—y)e,<%">; pour n =2, 3 il vient
respectivement

Da(y, 2)= [I—z sz(—y)el(%’ﬂ [,__zsz(_y)cl a +c,a,] ,

a+ar—y
Da(y, Z)=[1—zeg(—y)e,<l>]

2
ciay+coa Cia4+C3a;  CaQy+Ca
< 1'—252(—}’) 161 2002 1044 3y 2002 143
(5-9) a+ay—y a+as—y As+a3—y
+3°ei(—y)(c1ay + cras+cyas)

< cyay - Co A2
(ar+as—y) (a1+as—y)  (a1+as—y)(as+as—y)

+ Cyaq > .
(a1+ar—y) (ar+as—y)/,

De la méme maniére que'pour s=2, on peut aussi procéder
pour s arbitraire. On calculera successivement, pour a =o, ..., s—1,
les C:—%,, fonctions

3 X
V)+a<z,, cevy Boy WUty oy OO sz+2av*> (A=o0,...,s—a),

1%, ..., A" parcourant toutes les combinaisons A & A avec répétitions
des indices 1, ..., n.

Comme les fonctions V4 (%1, --vy Zay Qpey oeny G3e; )) sexpriment
linéairement, au moyen de coefficients connus, par les fonctions
précédentes, on obtient ainsi la résolution complete de (1.44), (1.45),
dans les hypotheses présentes.

2° Supposons maintenant que &; (2) est un polynome en e?? et que
la f. c. e2(2) est rationnelle, la premiére de ces hypotheses signifiant
que toutes les d. ¢. T, sont des multiples entiers, en nombre fini, de
I'intervalle de temps %; nous admettrons que pour f,(¢) donné,
h a déja é1é choisi aussi grand que possible, et prendrons ci-apreés
ce h pour unité de temps.

Nous montrerons sur 'exemple s =2 que dans les hypothéses
présentes la résolution des équations (1.44), (1.45) s’obtient, tout
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comme dans I'hypothése traitée au début de ce chapitre, en adjoignant
les solutions de certaines équations transcendantes; en particulier
on trouve que les V5 (31, ..., &; ) sont des fonctions rationnelles
de y. Soit donc

(3.10) e,(t):Zave"ﬁ <Zav='r,an>o,néx>,
v=0

V=0
- bye
= B
a®)=¥ 5t
(B.11) B=t

m
<Zcp=l;ca, vy CmZ 03 R(by) >o, ..., R(bm)>o;m;1)
p=1

En raison des propriétés de ¢, (£), nous pouvons amener le chemin
d’intégration de (1.44) sur une droite Cj choisie telle que

(8.12) R(y—20) <o, R(y—z—g¢)<o pour R({)=3a.

Pour s = 2, nos équations prennent la forme

(3.13) [r—zez(—m]vo(y)—;%fcﬁg—‘—‘y—_‘:z

[y ea(—5) Va(8; ) —Cea(— L) Va(§; §)] dl = —T—

g+’
(8.14) [l—zs,(_y)]vi(zi;y)__ijc‘ai(t;g—-l 1

27 y—zl——‘t
X[y —z1)es(—y) Va(&, 315 )—¢ e2(—21—0) Vo, 515 {+31)] dl=o,
(3.15) Va(8, 315 7) =—Vo(¥) — Va(21; ¥) — Vi (5 y).

On démontre au moyen de la méthode des approximations succes-
sives que dans les hypotheses présentes, V, et V, sont, pour | z [ assez
petit, des séries de Taylor'respectivement en e%, et en e~% et =,
donc

o0

(8.16) Vi(%; ) = D en(r) e K,
k=0

(8.17) Va (%, 215 ¥) =2wk(z,;y) e—kg;
k=0

en vertu de (5. 15), les coefficients de ces séries vérifient les relations

(8.18) wi (215 ¥) =— 8 [Vo(y) + Vi(z1; »)] '—ﬂk(}’) (k=o0,1,...).
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Des équations (5.10) et (5.16) a (8.18) on tire les formules

(8.19) [s.<c>—:]v1<:;y>=<2avev=—x>2vk(y)e—*<

v=9 k=0
n—1

“Z""(}') 2 a, ev—h%+ Py (L),

v=k+1

(B:20) [61(2) —1] Va(t, 213 ) = z,wm 2 @y b+ Py(e %)

=0 v=k+1
n—1 n
=-[Vo(y)+v1<z,;ynZavevt—ka(y) D, avet-biti PyeD),
v=1 k=0 v=k+1

ou P, (e7%) et Py(e7t) désignent des séries de Taylor en e~*.

Introduisons la premiére de ces expressions dans I'intégrale (5.13);
comme, en vertu de (5.12),

1 ¥ P _ .
mﬁmetﬂ_o (c <o), =1—er (c>0),

la contribution de P, (e7%) a cette intégrale est nulle, I’équation (5. 13)
se transformant ainsi en

(8.21) [1—3z6(—3)]Vo(y) —zes(— y)kam 2 a,(1— e=hx)

=0 v=k-+1

__g___f[ (z)_x]" —IV@God [Ry—D <ol

q+Yy 27

De la méme facon on obtient, en introduisant I'expression (5. 20)
dans U'intégrale (5.14),

[1—ze(— ) n(y — z1)] Vn(Z1 1) +ze(—y) [1—e(y — 2] Va(¥)

—1

+ze»(—y>2vm> }_, (1 — ek tr=))

(8.22) v=k-+1

———f[sm ,]‘*< 1= V(% a5 Gk )
{R(y—zj—lt:)<o R(%) =3>0]

Or, considérées en tant que fonctions de y, les intégrales qui
figurent dans (5.21) et (3.22) sont holomorphes pour R(y) <9, et
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en utilisant les relations
Vi(G; O =0(lg+L[) et Vi(L, 51; {+35)=0(|g+L+z]1)

[équ. (54.18)], on voit que ces fonctions tendent vers zéro
pour |y|—>w, R(y)=o; de telles fonctions seront désignées
pour le moment par ¢_(y). En outre, lintégrale qui figure
dans (8.22) tend pour |y | - o0, R(y) < o vers zéro, uniformément
par rapport aux points d’un segment donné quelconque de l'axe
imaginaire des z,; en effectuant dans cette formule les opéra-

e
. 1 . . « q-
tions ——f ---e®dz(j=o0,1, ...), c’est-a-dire en calculant les
ani,) .

coefficients du développement taylorien du premier membre de (8.22)
suivant les puissances de e, on obtient donc & nouveau des ¢_(y).
Les n relations qui résultent ainsi pour j =o, ..., n —1, fournissent,
jointes a (5.21), pour les 7 + 1 fonctions

(8.23) Vo(9), 0o(¥), --y #na())

le systeme d’équations linéaires

n—1

(8.24) <x—p>vo<y)+92w<y> 5 a(ettr—n = L= £ 9(y),
v= k+1
n—1
PVO(.Y)(3to—ate"’)+Z"k(.7)
k=0
(5.25) "
= [31092“\"*‘ ik — pai—k €KY —pay e’y] =¢—(¥>
v=A4

(i=o0,...,n—1;ay=o0pourv<oety>n),
ou il a été posé
(8.26) p=3ze(—y)

En résolvant ces équations dont le déterminant sera a nouveau
désigné par D,(y, ), on voit que les n -1 fonctions

(8.27) Dn(y, 2) Vo(9), -y Du(¥, 3) 0n-1(y),

multipliées par []__[( y+ bu)] , sont holomorphes dans le demi-
=1
plan R(y) < o0, & un pole du premier ordre au point y =— g prés,
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et que les fonctions (5. 23) elles-mémes sont O (| y [~*) pour | y | — oo,
R(y) <L o. Or, D, est de la forme

n—+1

(5.28) Dn(y, z)=1+22"s‘,’(—y)pv(er),

v=1

Po(Z), - .., pres(x) désignant des polynomes dont les coefficients
ne dépendent que des a, [équ. (3.10)]; en particulier, le terme de

ni+n

plus haut degré de pn.a(z) est (—ap)+t(—=z) * , de sorte

que pasi(e”) Zo.
Dans 'hypothese ou

(8.29) Pr+i{e ) 2 0 (p=1,..., m),
D.(y, z) a donc, en vertu de (5.11), exactement

(8.30) N=(rn4+1m

poles dans le demi-plan gauche des y, a savoir les poles — by, ..., —by,
qui, tous, sont de I'ordre » + 1, et d’autre part, chacune des fonc-
tions (5.23) s’annule en ces points, donc

®.31) { Vo(—bl"')'_—o’ v“(""bﬂ):o: ey "n—i(—bp,)=0

(p=1, ..., m).

En vertu du théoréme de Rouché¢, D,.(y, z) a dans ce demi-plan,
pour | z | assez pelit, exactement N zéros

(5.32) y1(3), ..o yn(2) [R(y,)<o,...,R(yN)<o];

en raison des propriétés mentionnées plus haut des produits (3.27),
les fonctions (8.23) ont donc dans le domaine R(y) < o pour seules
singularités des poles (en général simples) aux points y,(z) et, en
outre, au point

(5.33) Yo(z)=—gq.

D’autre part, Vo(y) et les coefficients (5.23) du développe-
ment (8.16) de Vy(z4; ) sont holomorphes pour R(y) > o, ainsi
que O(|y|™t) pour |y|—>, donc bornées dans un voisinage
de y = w; par conséquent, ce sont des fonctions rationnelles de y
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qui, lorsque les points (5.32) et (5.33) sont deux a deux différents,
ont la forme

N

VO(J’) 2 ao,(z) . o (y) = N @+, (2)
i

(8.34) Y=Y ()’ ey — (%)

(k=o,..., n—1).

Portant ces expressions dans le premier membre de (8.22), nous
voyons que la fonction

1](-7"' bp)1—ze(—y)es(y — 2)]1 Vi(21; )
p=1

a dans le demi-plan R(y)< o pour seules singularités des poles
simples aux N + 1 points (8.32) et (8.33), et que V,(z4; y) tend
vers zéro pout, |y | > o, R(y) < o. Comme, d’autre part, V,(z,; y)
est holomorphe et O( |y |™) pour R(y) > o, c’est, pour |z| assez
petit, une fonction rationnelle de y, laquelle a pour poles simples,
outre o, ..., (%), les m zéros

(3.35) yyi(315%); -y Iyym(%1,3) [R(y“._H)<o,...,R(yN+m)<o]

que la fonction
1—z6(—y)a(y —2z1)

posséde (pour |z | assez petit) dans le domaine R(y) << o; il vient,
par conséquent,

N+m ( )
. _ Xl a, 21, B .
(3.36) Vilas )= L2
J=0
En posant ensuite y =— b, (v =1, ..., m) dans le premier membre

de (B.22) [qui existe pour R(y) < 0], nous obtenons, en utili-
sant (5.31), les relations

(3.37) Vi(s;—by) =0 (p=1,..., m).

Les fonctions obtenues en portant les expressions (5.34) dans les
premiers membres de (5.24) et (5.25) sont finies aussi bien aux
points yo, ..., ¥, qu'en ¥y =—by, ..., —bn [sauf que la fonc-
tion (8.24) a au 'point ¥ = yo=—¢ un pdle simple de résidu ¢];



THEORIE ANALYTIQUE DES PROBLEMES STOCHASTIQUES. 77

cela nous permetira de déterminer les (n—+1)(N+1) coeffi-
cients ay,; qui figurent dans ces expressions.
Désignons respectivement par

(8.38)  M(y)={mui(y)lik=,....n [IM(¥)]|=Da(y, 2)]

la matrice des coefficients des équations (5. 24) et (3. 25), par M ()
le mineur de I'élément m,(y), par A;(j=o, ..., N) la colonne
formée par les n 1 éléments ay,, . .., @, par Q la colonne formée
par les n -1 nombres ¢, o, ..., o, et par O la colonne dont tous
les n+1 éléments sont nuls. Du fait que les résidus des deux
membres des équations (5.24) et (8.25) aux points y,, ..., ¥, sont
égaux, résultent les équations matricielles

(53‘)) M(—Q)A0=Q, M(J’/)A/=O (j=l7"'1N):

dont les solutions s’expriment comme suit au moyen de N facteurs
indéterminés ey, ..., ey :

(5.40) D=7 3 i, =¢e; Mo (y,)
(k=o,...,n;j=1,...,N).

Les conditions & remplir aux points — by, ..., — by, sont équi-
valentes aux ¢équations (5.31). En portant dans ces équations les

expressions (5.34) et (5.40), nous obtcnons les m(n+1)=N
équations linéaires

B k=o,.,njp=1,..
bovy, @—bDa—g @ KT O E=hesm)

.40 ie, Mo (y) _ g Mu(—g)
j=1

qui déterminent les N facteurs e; et, par conséquent, tous les
coefficients a@;; qui figurent dans (5.34); en particulier, les N +1
coefficients ao, nous donnent la fonction V,(y).

Introduisant ensuite les expressions (5.34) et (5.36) dans le
premier membre de (5.22) [qui est une ¢_(y)], nous obtenons les
N + 1 équations

(8.42) [1— zea(—y)) &1(y,— 21)]18, (24, 2)
+zea(—y;) 1—ze(y,— 1) a;(2)

n n
“+ ze(—Y)) 2 ax,(2) Z ay(1— eV1=k i) =0 (j=o,...,N)
k=1 =k

v
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qui permettent de calculer les coefficients @o (51, %), - . ., @n(31, 5)
de (5.36) au moyen des coefficients désormais connus ay,(z).
Enfin les relations (8.37) qui résultent de la propriété de la fonc-

tion (8.22), d’étre finie aux points ¥y =— by, ..., — bn, fournissent
’ p y I I )
les m équations
N+m ~ ( )
. N &2, %) =1. ..
(8.43) f__':, bur7, o (p=1,...,m)

qui déterminent les m derniers coefficients @y, - - -, Gyim de (8.36).
Les fonctions V, et V, construites de cette facon vérifient en efltet
les équations (3.13) a (5.15).
On reconnait aisément que les déterminants D, [équ. (B.24),
(8.25), (B.28)] sont divisibles par le produit
(5.44) [y, z)= [I—zez(—y)s,<%’>] [1-—2.8.(——_}/) 31(—}2—, + ::i)].
Pour n =1, 2, 3, il vient, au moyen de la notation (5.26),

‘ Di(y, 5) =1(y, 2),
De(y, 3)=f(y, 2) 1 +p(—ar+ az & s
Di(y, 3)=JS(y, 3)[1+p(—2as+azer)
+ p2(al— apa» e+ ay as e?y — aj ed )],

(8.45)

Esquissons maintenant le procédé de résolution pour s arbitraire.
I1 vient alors

A
© —Z sz,,
(5'46) v?\(zi:"'>z)\;y)= Z Vk‘,...,h()’)e V=t ()‘=07"') S)
kg ooy Ar=0
el nous posons, POur @ =10, [, ..., § —I,

fad — kvzy
(3.47) Viskatn .ok (31, ooy Za; 3) = Z Ok () e v
Ryyo o ka=0
(0 Lkarty -, kiLn—1;2=a,a+1,...,5s—1);

ces fonctions sont symétriques par rapport aux indices kas1s - - -, Koy

puisque les Vy sont symétriques par rapport a zy, ..., 2)- B
Admettons que, pour @ =0, ..., @o— I, NOUS ayons déja repré-

senté les fonctions (8.47) sous forme de fonctions rationnelles de y.
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En procédant comme lors de la déduction des équations (5.24)
et (8.25), on tire des s — a, dernidres équations (1.44) et de (1.45)
pour les

0 1 S—apg—1  __ (S—ay—1
Ch+Clon+.. o C.s—a.,—2+n_ CZaivn

fonctions (8.47) d’indices 0 £ k,, ., <£...LhkiLn—1 CGZ2i,,
équations linéaires d'une forme analogue a (5.24), (5.25). Ensuite
les raisonnements faits précédemment pour s = 2 et @ = o, 1 montrent
que les fonctions (5.47) (@ = a,) sont, elles aussi, rationnelles en y et
qu’elles ont, outre les péles des précédentes fonctions (5.47) (a < ao),
mC =%~} , autres poles ¥, (21, .. ., 24, 5), racines (de partie réelle
négative) d’une équation transcendante D, , ,(); z1, ...y G4 3) =0
qui a un nombre fini de termes. Les résidus de ces fonctions aux
poles ¥ = y, se déterminent par la méthode des coefficients indéter-
minés, en observant que toutes les fonctions (5.47) s’annulent aux
poles y =—b,' .., —bm de e2(—y) (équ. (B.11)). Comme ces
fonctions se confondent pour A = a avec les fonctions V3, qui s’avérent
comme des fonctions rationnelles de q et e?, nous obtenons de cette
maniére la résolution compléte de nos équations intégrales. Cette
méthode de résolution s’applique aussi, avec de légeres modifica-
tions, aux équations (1.58), (1.59), dont les deuxi®mes membres,
dans les hypothéses présentes, sont rationnels en y ainsi que des
fonctions holomorphes de e, ..., e~

C’est A. K. Erlang qui, le premier, a construit la f. r. p(¢) pour

tout s dans '’hypothése la plus simple suivant (5.10) et (5.11), &

savoir pour & ({) = €%, &3 (§) = Eéf’ donc pour

{ fi(t)=0 (ozt<r1), =1 (t>1),
(5.48) 1 fe(t)=1—et (tx0,c<5s).

Ensuite, nous avons traité le méme probléme, en le généralisant de
différentes manidres (Math. Z., t. 32, 1930, p. 64-100 et 729-750).

Dans I’hypothése ot

‘ 6 (L) = aeti+(1—a) et (oLaLi),
(8.49)

c

|~©=c (<sm=m)
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nous avons construit p(¢) pour s=2 ([5], p. 532) et établi des
formules, valables pour touts, pourla probabilité de non-attente p (--0)

et pour le d. a. moyen E(7) =fwtdp(t) ([6], 2° partie).
L]

3° Expliquons enfin, de quelle fagon le phénomeéne d’encombre-
ment total des s lignes peut étre traité par notre théorie.

Admettons que sur notre groupe (dont’état d’occupation a I'instant
initial X = o sera toujours déterminé par les s parametres to4, . . ., tos)
tant d’appels sont lancés a partir de cet instant que dorénavant toutes
les s lignes seront constamment occupées. Il s'agit alors d’étudier,
entre autres, de quelle maniere les courbes y =p, (¢), f. r. des d.a. 7,
des appels successivement servis, tendent pour n — o vers la
droite y =o.

Pour s =1, la construction de p,(¢) est un probl¢me simple, car

n—1
il vient alors 7, = ¢g; +Z T,, donc Ee~4%= ¢~ 9¢" (—¢), d’ott I'on

=0
N+

. . . dq
tire ¢) par Popération lim —— et ... 2.
pa(t) par l'op e p

Cependant pour s>>1 ce probléme est moins facile 4 aborder.
Nous prendrons alors pour f5 la fonction

(5-50) " fg(O) =0, fg(t):l (t>0), d’olt Eq(z):—:l;

ce choix signifie que toutes les v. a. Y, [équ. (1.3) et (1.4)] sont
nulles, de sorte que, dés I'instant initial, un nombre infini d’appels
seront en attente.

Dans ’hypothese (5.50), toutes les formules, qui ont été établies
sans supposer la continuité de f>(t), restent valables; en particulier,
c’est le cas pour les formules (1.46) et (4.5) dont on utilisera surtout
la deuxiéme pour éludier les phénomenes en question.

Mais pour la f. r. (5.50), les équations intégrales du chapitre I se
simplifient. Les fonctions ¢, définies par (1.27), (1.28) et (1.41)
sont alors de la forme 0,3 (54, ..., z0; ¥) = (¢ + )1 0n (31, .+ -5 B0)s
ce qu'on démontre aisément par induction complete. On peut donc
poser

(3.51) Va(%1, .-y 25 9) = (g +y)" No(a, .0, &) (h=o0,...,9),
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les équations (1.44) et (1.45) se transformant ainsi en

A —1
(1—3) <q +2zv_> V)A(zl, ceey B))

(3.52) e e LA
— mf ———el(cé ! q+t+25v Vot (€, Z1y:-05 B)) AG=10)
—~1o 1
()\=O, ey S——l),
s s
(3.53) > Y e, a)=o.
A=o0 11,.. =1

De la méme fagon, on trouve que les fonctions Vi¥ définies
par (1.58), (1.59) et (1.54) sont de la forme

il

V&“(z,, B3 Y54, 5,9 )=(q+ g +y)? V‘,\”(z,, B\ 5, 4,3, 9),

les Vi vérifiant, outre (5.53), les équations (3.52) modifiées
comme suit : le parameétre ¢ du premier membre et le deuxieme

membre seront respectivement remplacés par g+ ¢' et par
\ 1

7\ '
<q’+2zv) Va(za, ..., 223 &, q')- Des formules analogues sont
1

valables pour les fonctions Vi qui figurent dans (1.61), ainsi que
pour les V§ ultérieures.

Formellement, les méthodes de résolution des équations (1.44)
et (1.45), exposées dans ce chapitre, restent valables dans 1’hypo-
these (5.50); mais pour des t. L. ¢, (¢) suivant (5.2) ou (5.10) les
équations (8.52), (5.53) peuvent éire résolues directement par des
procédés élémentaires. Pour |z | assez petitet R(z1) > 0,...,R(z3) >0,
les V sont bornées en vertu de (5.51) et (S 4.19). Dans le cas
d’un & (¢) rationnel, les intégrales, qui figurent dans (5.52), sont
donc égales a la somme des résidus aux poles de ¢ (¢). On a ainsi
des équations fonctionnelles, analogues & (5.3) et (5.4), et qui
peuvent étre résolues en suivant le schéma exposé a la fin de la pre-
miére partie de ce chapitre, sans qu’il soit nécessaire d’adjoindre
des solutions d’équations non linéaires. Pour les V; on obtient ainsi
des fonctions rationnelles de z4, ..., &, s et q.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N* 150,
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Ensuite, pour des ¢, (§) suivant (5.10), les équations (5.52) et (5.53)
peuvent étre résolues par un procédé analogue a celui qui a ét6 exposé
a la fin de la deuxiéme partie de ce chapitre. Posons

I3

- g -3 kv
(3.50) (@)= X B e (A=o0,..., )
Ry o hy=0

et définissons, pour a=o0, ..., s—1, de maniére analogue a (5.47)
des systemes de fonctions Vy ;. . . (51, .., 24). Les CZ2zi,
fonctions différentes contenues dans le a™° systeéme vérifient
Ciz4=1., . équations linéaires dont les coefficients sont des fonctions
élémentaires, tandis que les deuxiémes membres dépendent linéaire-
ment des fonctions des a précédents systemes. Les fonctions de tous
ces s systémes peuvent donc étre calculées successivement, et pour

les V on obtient ainsi des fonctions rationnelles de e®, . . ., €™, e? et 3.

SUPPLEMENTS.

S 1. CONVERGENCE ABSOLUE DE L'INTEGRALE s-uple (1.18).

On voit de prime abord qu'il suffit de démontrer la convergence
absolue de P'intégrale (1.18) dans le cas ou Cy, ..., G, sont des
droites zy=ay,+iyy (ay,>0, — <y, <<w; V=1, ..., §), le
module de la fonction a intégrer étant alors majoré par l'expression

s1.) —2  PTIT-L =
31.1) -~ levl

oll nous avons posé

ay= R<q +23v) >o0
1

et oll ¢ > o désigne une constante appropriée.
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Car dans le cas ou les G, sont des courbes z,= z,(y,) suivant
la figure 1 (p. 12) qui, sauf dans un voisinage du point z,= o,
coincident avec l'axe imaginaire, les maximums des quotients

s N 2
- ag—+ 2‘7")
aj+ y} . 1
(v=1,...,5) -

ZT () + 73 ot Z
g+ > zv(yv)
1

considérés en fonction de yy, ..., y,, sont évidemment finis.
Donc, nous pourrons nous borner a démontrer que l'intégrale
itérée’

(S1.2) A= f“ s f” A
e Vai+yi o al_ +yi,

dy, I

= \/ 2 2 2
—» a1+ yi $
/o (3)
1

converge et dans ce but nous établirons la formule

s
(51.3) A.¢=2S+17:—1f [T % (a0 2,
0 v=0

ou K, désigne la fonction cylindrique de Schlafli ([14], p. 181,
équ. (5)) d’indice zéro. Pour ¢ > o, K,(¢) est une fonction positive
décroissante de ¢, ce que montre par exemple la formule

®©

1.4 Ko(t)= [ e—teoshzdz (£ o0);
(51.4) o= (
les formules asymptotiques

(S1.5) Ko(2) = log =+ O (1) (pour ¢ >+ o0);

(51.6) Ko(t)=‘/;-£te—l[l+0(;>] (pour £ > )

mettent en évidence que l'intégrale (S1.3) converge, c’est-a-dire
que
(81.7) A< .
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Pour établir (S1.3), utilisons les formules bien connues

(51.8) ﬁ:%f et Ko(alt|)dt  (a>o),

1 [ dx ® dx
Ko(al|t = —‘[ e Tl o —— =f COSXt ———
(S1.9) oale]) 24, \/a?+x2< o Va'+x2>
(a>o, t#0),

dont la premiére fournit la relation

s

' w uz."'
dy: ! =i[ d’” f e+ Kolaolt])de.

|« Vat+rt \/a N <2yv>z

Dans le deuxi¢éme membre, intervertissons 'ordre des intégrations,

sous réserve de justifier ce procédé, et utilisons (S1.9); il vient
ainsi

w 112)»,
ays ! =2f e T Ko(ao|t])Koas|t])de.

—= Vai+y} g N
al+ E.}’v
1

.. . ® d: . . .
En effectuant ici 'opération f R /4 qui sera intervertic
o Val+ i

dans le deuxidme membre avec f ... dt, on obtient I'expression

®

et en répétant ce procédé encore s — 2 fois, on transforme le deuxidme
membre de (S1.2) en

f IIKo(avltl)dt=————f ]_—IKo(avt)dt,

ce qui démontre (S1.3) et, par conséquent, l'inégalité (S 1.9).
Pour abréger, posons

(81.10) ®,(¢) =IIKo(avt) (r=o0,1,...);

V=0
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il nous reste a justifier que, dans des intégrales itérées de la forme

S1.11 f —_— etth+a @.(|t])dt
( ) —:o\/‘y)"’-b: a "(I {)
=4f —d———__‘_y___fwcosctcosyt@,(t)dt (6> 0),
o V¥ + b6

les intégrations peuvent étre interverties. Ce procédé est certainement

n N
légitime pour l’intégralef dyf Sy, t)dt (n <o, N<w»), car
0 0

la fonction

(S1.12) f(y,t)= ‘/—;1——b- cosct cos yt B, ()
yr+ b
cosct
\/,}’ = —===cosct D, (t) [cosyt —1] + m(br(t)

peut étre décomposée cn la somme d’une fonction continue et d’une
fonction de la forme g(y)A(¢). Il vient done

n N
f —i——-_{_f cosct cos yt O (t) dt
o Vyi+ b2,

N n
=f cosct D,(¢t) dtf cos yt _i}’___
0 0 Vyr+ b2

et comme, en vertu de ‘(S 1.6) et (S1.10),

r

—NNa r+1

f”(b,(t)d,:o(e © N T),
N

nous en tirons pour N — oola relation

f cosct cos yt O, (t) dt
Vyi+ b2 bﬁf
dy
= q’,- dt f b —— —f CcOS ¥l ———r———
‘/‘; cosct O, (1) [ A cosy \/}’ +bﬂ S \/_y’—e-b’]

En faisant tendre ici n vers U'infini, nous obtenons

(51.13) fwdyfwf(y, t)dt:jomdt 0 iy, 0y dy

—tim [ de [ Sy, e)dy.
>y n
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Pour justifier la permutation de P'ordre des intégrations dans
(S1.11),nous devons donc démontrer que le dernier terme de (S 1.13)
s’annule, c’est-a-dire que

. * ® : dy
Si.1 llmf cosct (1 dtf COS Yt ——%-—— = 0.
( 4) n>=Jy () n 7 V2 + b2

Lors de cette démonstration, le facteur

Vy_il-a-_b? peut étre remplacé
par }, en vertu de la relation

’ t@,-tdtf cos yt L\a
‘/0‘ cosc (t) y( T _}’) yl
<0(n—")f ®,(t) dt - o.
0

(81.15)

Au moyen de I'identité

® dy sinnt 1 ° . dy 1
(8 1.16) f cosyt - = — +—f sinzy % = - 0O(n—?)
n ' Y tJ, .}’y, t

nt

etdes formules (S 1.5) et (S 1.6) on vérifie ensuite que pour £, — -+ o,

f cosct@r(t)dtfwcosytﬂiy
| ¢, n Y

<O(n—1)‘/t‘wfb,.(t)d7t = o(n—1)0<1ongé),

(S1.17)

Comme la derniére expression tend vers zéro pour {y=n"* et >0,

nous pouvons remplacer I'opération fw ---dt, dans (S1.14),
0
1

n . . . .
ar | -.-dt; il ne nous reste donc qu’a démontrer que 'expression
P )
0

1
; @@
(S1.18) f co<ct<1>,-(t)dtf cosyt“i—;—y
0

n

1 . »
=1f cosc—w@,(f)dz[— sma:__f sinEﬁ]
nJ, n n x - g2

tend vers zéro avec —;; Or pour o <<z <1, il vient au moyen de (S 1.5)

e

=1lo I+2
g.z' )

q”(ﬁ) << logi 2
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La valeur absolue de l’expression (S1.18) est donc inférieure a
f
¢ n 1 4
—'—l‘/o‘ logr+1 E(log; -+ 2) dx < - log™+tn —>o,

et cette relation démontre la formule (S1.14); en justifiant la

permutation des intégrations dans (S 1.11), nous avons complété
ainsi la démonstration de (S1.7).

S 2. DEMONSTRATION DE L’IDENTITE

I s
Nevs §
Uise=t  fl 30, .... 33 E Zy

v=t1

L)

=(K1—'Cj) 2 C1’...C‘A'
1r, o N=2
A

€y 5+ 2 Cyr Zvr >
X e V=1 Vi z,',...,z;:;zi+2zvr

v=t1

(82.1)

(c1ey ooy Cs3 0L ZLs—1),

la fonction f(z1, ..., %.; ) élant supposée holomorphe dans le
domaine (1.24) et y vérifiant une inégalité de la forme

(S2.2) ly f (31, ooy B3 )| < C

En vertu de (1.31) et (1.30), le premier membre de (S2.1) est
la somme de C* termes de la forme

2 o Zc\«zv' i s
(32.3) c,,...c),[l]‘ k— 1 cv]e* f<zi’a-~-az)\’;25v)
A

1

3 o L
=C,r...C,\re"=‘ f B4’y e vy Z)\';ZZV'
v=1

s

Seva S
—Cy...Cer f Zi’,---yz)ﬁzzv .

1

Supposant d’abord que , ..., N5£ 1, désignons par p.(1 << p < 5)
un indice différent de 1, 1/, ..., A’ et permutons les opérateurs C,
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figurant dans le deuxiéme terme du deuxiéme membre de (S2.3) de
telle manidre que les deux derniers opérateurs soient Gy, et Cy. Nous
sommes en droit de procéder ainsi, car en raison de l'inégalité (5 2. 2),
I'intégrale s-uple correspondante converge absolument (voir le
supplément S 1).

Dans P'intégrale itérée

(S52.4) Cy,Cx 6"‘5‘+ct*z!*f<"';22v>
dzp, syt S ;lzi
(2:cz)2f feq v lLf< K sz> 51

s 1

remplacons la variable z; par 3y =12z1+ 3, et intervertissons les
intégrations, ce qui donne

$
1 .
— | e if| 21y ..., 20; zf—o—sz—zp, dz}
27T Cy
2

dsz
> __!_. e(L L‘;)zp...___*p‘__._
ani c, 3p.(3]— 3y)

[R(zu) >0, R(51— zp) > o]

(52.5)

Comme ¢,— ¢1 > o par hypothése, ;;:—z f .- dzy est égale au résidu
Je,

. LI . ) .
au point z,= o, donc & - En supprimant l'astérisque de z;, nous
1

obtenons donc la relation

s
CuCy eclzl“pzpf(zu, N zy;sz>

1

(S 2.6) :
) =y er.zt“f Bty o ey Z)\';ZZ\‘——Z*L

1
{ (r#EL Y, N aLey).

En conlinuant ainsi pour tous les indices px différents de 1, 1’ ..., ¥,
nous arrivons a transformer le deuxiéme terme du deuxidme

membre de (S2.3) en

A

€2+ Z Cyr By A
(S2.7) —CCy...Cye V=1 S z.r,...,z,";z1+zzv' s

v=1
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de sorte que dans le cas présent, le deuxitme membre de (S2.3)
peut étre écrit, au moyen de (1.30), sous la forme

3
GE+ Y vz L
(S2.8) (Ki—Gi) Gy Cyre V=1 S 31,30 z1+22\/

v=1

(), W),

Considérant ensuite ceux parmi les termes (S2.3) dont un des
indices accentués (qui sera désigné par 1') est égala 1, nous obtenons

pour le premier membre de (S2.4), en procédant de la méme fagon
que précédemment,

§
Cp.Cy e“*““‘*zk*f(Zh Ry ey B E ZV>

1

= —I—'\/vei'xziic dz: ._.I—’ e(“p.—ci)zy‘
27 27
(52.9) ¢ Cy

31 dZu,,
X fl 21— 3y, Bary ooy B0 z;‘+2‘zv—-—zu 3y.(27 — 2y)

2

[R(zp) >0, R(2]—5yu) > o].

Comme f(z;— 2y, . ..; ...) estholomorphe et, en vertude (S 2. 2),
bornée pour R(z,) <<R(z}]), 'intégrale -2—;-;/0‘ .- dz, est, comme

plus haut, égale au résidu en z,=o, de sorte que (S52.6) reste
valable pour 1'=1. En procédant de la méme maniére pour tous les
indices p £ 1/, 2/, ..., ¥, nous transformons le dcuxiéme terme du
deuxiéme membre de (S2.3) en

A

e f
Cyr Zvr —y
—C,r...C)\'e“:‘ f(zi’y ceey B0 z‘l'))

v=1

de sorte que dans le cas ot 1'=1, le deuxiéme membre de (52.3)
s’annule.

s
s

j('y.Zy
Ainsi Uy, ez:J f(zy, e, B 2z,,> s'avére égale a la somme

1
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de tous les C*_, termes de la forme (S2.8), ce qui démontre
Pidentité (S2.1) ().

S 3. TRANSFORMATION DE LA FORMULE (1.3g).

Observons d’abord que dans le premier terme <c’est—i—dire dans

§s—1
. Y . .

la premidre somme 2{> qui figure dans le deuxidme membre
r=o0

de (1.39), nous pouvons remplacer le nombre ¢;_; 1,1 par tn_; 4,1,

car cette substitution est sans influence sur le résultat des opéra-

tions C; et K; [équ. (1.29) et (1.30)] contenues dans les opéra-

teurs Uy,. Cela est évident pour K, et résulte pour G, de la relation

s s
1 N\ dz
(S8.1) m/C:eCZ: sg<——2zv> v,)\<z1', ceny BN z‘z\.)—z:’ =o0

1 1
pour c¢ <o,

qui se démontre au moyen de I'inégalité (1.26) et de (1.35).
Désignant par A et B les deux termes du deuxiéme membre
de (1.39) et utilisant les notations

(83.2) thj—1v=_Cy (v=1,...,s;c,,= min cv>,
V=1,.00,8

(S8.3) e(—x)op (81 -y 205 Y) =Fu(21, -5 205 Y) (A=o0,...,9),

(') Au sujet de Popérateur K,— C, qui figure dans (S 2.1) et dans plusieurs for
mules de S3 et S7, observons que pour des fonctions f(z) analytiques et bornées
pour | R(z)| < 8 et telles que

140
c/or=ms [ @G

{0+ 0
existe, 1l vient
—{0—0

(K—C)f(3) = %

2T J oo

Cependant dans ce travail nous ne pouvons pas employer les opérateurs

, 1 —i==0 gz
Ov=om T
lo—0 v

utilisés dans‘ [7] et [8]; car en renongant A toute hypothése restrictive sur les
f. r. f,(?) et f,(t), nous aboutissons & des fonctions f(z,, ..., 2,; ¥) qui, en général,
ne sont pas prolongeables analytiquement au dela du domaine (1.24).
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nous avons donc les relations

(S3.4) Jo,s1=A+B,

s—1 2Cv5v *
(S3°5) A =2U'Ase‘ f)\<zi’, LR z)";Ezv>’
A=1

1
s

e-:-z‘ +2 Cv3y

s—1 s
(83.6) B=Zﬁ,\,e E [81(21)-—I]f)\<21',...,Z)\';zzv>)
A=0

1

et il est clair que les £, ont toutes les propriétés admises au chapitre I
pour les ¢;,. Gomme le terme A de (S3.4) possede déja la forme
requise (1.32), il ne nous reste qu’a transformer B en une expression

de la méme forme. Dans ce but décomposons 'opérateur Uy,
[équ. (1.29) & (1.31)] comme suit :

83.7) ﬁu=cl 2 C,,,._,C)\,[I’I()\)K‘,-—]—_‘[mcv]

Y A2
° (A+1) (A+1)
+ ¥ e [K,]—L k—&TT. cv]
Vo, =2
s
(A1)
=ﬁ1U)\——l,s—i[2; ey 5]+K1 2 Cj'.-.c:,\']:—‘[1 Kv
17, L, A=
s
—aic,...(‘.s Z (U—l,s—lso),

LP ,7\'=2

1
. ~ () (1) .
les signes Cy, I I et l] étant définis par les formules
1

~ I te dz,
Cy= —. ces —=
271 e iw I

Hm =f[(v oy N, H(,A+”=fl(" L1 . V),
v=2 v=2

En vertu de (1.30) et (1.35), nous avons

(S3.8)

(53.9) K,[sl(zi)——1]=si(o)——1=‘[owdf{(t)—1=o,

de sorte que ceux parmi les termes de I'opérateur Uy, qui contiennent
le facteur K,, annulent la fonction a intégrer de (53.6). En
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introduisant le dernier membre de (S3.7) dans (S 3.6) et écrivant ¢
au lieu de z;, nous obtenons donc

(S3.10) B=2—T‘t-if_mecﬂ[el(t)—r]d%

s
s—1 zcv By

s
3
] R ( zw;“t+22v>
A=0 2
s
Sevay ; $
—Cy...C5e1 z N z,r,...,zhl;t+zzv
2

17,,. ,h =2

Les deux termes figurant ici entre crochets seront transformés
maintenant en des expressions de la forme (S3.5). En appliquant

Neva
d’abord a Uy_4,;1e7 f5, dans P'hypothdse ou ca<Z ¢, ..., €5

I'identité (S2.1), on a la relation

s
Yz

s

(83.11) Ut s e® f),<t, Bar, o ey B0 C-(—-Zz\,)
2
2

s 339+ 2 Cur Byr

= Z (Kﬂ—cz)cz'... e v=3

. .,)\'=3

by
><f;<t, Bary ooy BN §+zz+2zvr>.

v=2

Pour reconnaitre que la dernitre expression peut étre écrite sous
la forme

s

(S8.12) (Ki—Cy) 2 (Ky— Ca)Car... Gy

i =3

€333 + CyBy+ 2 CyrZyr A
x e V=1 ALz, .00 205 c+21+22+25v'

v=2

utilisons (52.6) pour p =2 et

A
f=f;<?:, Ba'y vy BN C+z,-0722+22v'>;

V=2
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en indiquant les variables d’intégration différentes de z, et z, par
des points, nous obtenons ainsi, en vertu de (1.30),

(83.13) 01Cgef:zx+0=~:f,\(...;z1+zg+...)
=Cretsif,(...; 3p+...)
=G Kyerttamn (... a4+ 20+..7) (a1<Le),
donc '

(S3.14) Ci(Ky— Cg)‘e"tzs'*“'s‘:f,\(. v 3 B+ Ba+...) = 0.
Au moyen de cette relation, il vient

(83.15) (Ko—Cz)eczzlf,\(...; Zo—l—...)
= K1(Kg—- Cz) ecl:l"""l"’*f'\(. ey Byt Bo+.. -)
= (K1,— Ci) (Ko— Ce) ecnzr"csz:f)_(. N S ol £ 1 SN .) (Clé Cz),

ce qui démonire que le deuxidme membre de (S3.11) est égal
a(S3.12).

Comme, d’autre part, 'expression (S3.12) peut étre écrite, au
moyen de (S2.1), sous la forme

(53.16) | Ka—=C)Umssmrer il § 20 -ons 305 C+sz
1
(Ul—i,s—l = U7\-—1,€—1[2a ceey 3])!
nous obtenons pour le premier terme qui figure dans (S3.10), la

relation

zt'vzv N
(88.17) Upmpsser  fol & ary ooy a5 U Qs
2

s
2(‘\; 3v

= (K;—Cy) Up—yg, 51 €* fl<c1 B2'y eeey 15 t+zzv>
1

En décomposant comme suit, au moyen de (1.31), Popérateur du
deuxiéme membre :

(S3.18) (Ki'—Ci)Ul——i,s—i[zs ey S]
S S
= (K;— Gy) Z c,....cwl Ky
2. A =2

s

— (K1 —C1)Cz... G 2 »

)
e, M2
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et utilisant & nouveau (S2.1), nous avons enfin la formule

é‘c\,zv s
(8$3.19) Up—y,5—1€” NHLE 5y ooy B0 C+2z\,
- 2

.
Neva

= Ujp—y, € fx(C, B1ty ooy BO—1)'3 C"'sz)
Seas S s
—(K;—G1)Ce...Cse * . th T, B0ty weny z;\:;t—hsz .
2’ 1

Pour transformer la partie de B correspondant au deuxiéme terme
qui figure entre crochets dans (S3.10), nous avons besoin de la
formule

I . d s
(S 3.20) ﬁlf ecis[e () —1] TC Cy ec‘z‘f)\<21', N A +Ezv> =o0
—1l® .

(W ooy M52,

qui se démontre en remplagant z, par la variable d’intégration
i
2;= 24+ { et en intervertissant les intégrations, f ...d¢ s’annulant
—lo
alors en raison de l'inégalité ¢t — ¢4 > 0. Aumoyen de cette formule,
il vient

(S3.21) 2—::7‘[1 eq:[sl(C)——l]‘—iSf)‘<...; C+2zv>

==/ T eettfe (1) —1] % Kxewf)( -~7§+22v>

i
— .2_;_1 Mec; :[Ei(t)-—l] (Ki_C1) ecxz.f)‘(...;t-i—zlzv)_

Par conséquent, nous sommes en droit d’ajouter dans le deuxi¢me
terme du deuxi¢me membre de (S3.10) le facteur (K;—Gy) e,

sous condition d’y remplacer f5 < 3¢ +2zv> par f1< 44 —I—Ezv);
2 1
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en portant, en outre, 'expression (S3.19) dans le premier terme
de (S3.10), nous obtenons

iw
S 8.20) B=5;—if_‘mecfz[51(§)—l]%

§—2

Zl‘vzv $
z‘U)s Sra Gy Bary oony ZX'BC""ZZV
1
s §—1 s e s R
Ecvzv , ",
—(Ki—Cy)Cy...Cye * Z 2 S| a3 ’C+ZZv
—o 1

A=0 11, ,N=

2 2 <C, Bory ...,Z‘,‘I;C_}-Zz)\)] .
o 1

A=1

Au moyen de la relation

(S3.23) fi(z, .. ,z,,y)—-——z 2 A, oo a3 )

0‘1,., r=t

qui résulte de (1.27) et ($3.3), ainsi que de l'identité (S2.1)
(pour A = s—1), il vient pour le deuxi2me terme entre accolades

S‘cv-v

(Ki—C1) Gs... Crer fs(t,zg,..,,zs;5+2zv>

s
Nevay

s
-
= U.e——-i,s e’ .ﬁ?(t, Z1ry vey Bls—1)) C+sz)’
1

de sorte que B prend la forme

2W$~[_za[si(C) _I] ec.ﬂ:

(S3.24) o Sew RS
XZU)se 1 Jar1l § By ooy B0 C+23v T
1

(c1= mincv).
v=1,. .9
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Pour achever la transformation de B, nous utiliserons I'identité

s
Sevay 4 hd
efmint(cy.oes ) Uy, et f( Bty eeey B E 2y

\ 1

.
T .

=Upe! ——x

v v—1
s 2 :
(s 3'25) < [(22"_2 zv,>f(51’, ooy rA';’zz;_ C)
1 v=1 1

A
_tf<z1v, nzzﬂ
v=1
s %
[R<ZZV—C>—>—O’ R(Z£v’>éo; A=0, ..., s—-l]
1 1

qui est valable pour des nombres réels ¢y, ..., ¢; quelconques,
f(51, ..., 2 y) ayant les mémes propriétés que dans S1. Pour la
démonstration nous pouvons supposer que

aLerL ... Ze,, dot min+(cq, ...,Cs) = ¢,

En appliquant dans cette hypothése I'identité (S2.1) aux deux
membres de (S3.25), nous obtenons

A
s+ Y v

(53.26)  ecti(K,—Cy) E Cynn.Cpre =t

1, ., M="

n
xf(zp, ceey B B +2 zvv)
v=1

L]

3

A
Cy 5+ E Cvr 3wt

=(K1—-C1) 2 Cq'..., C)"C v=1

1. .,1’:9

A
> z,f(zy, ceey BATS Zt"‘zzv’—t)
v=1
A
—_ Cf(zy, ey BN Z zvv>]
v=1
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Cette formule résulte de I'identité

1

(83.27) { et S(Ky—Cy) et g(51) = (Ki—Cy) e [318(z1—%) —C g(0)]

21—
[g(z)=0(|z|"t) pour R(3)>o0]
ou
' lw—+0
(53.28) e¢+:[g(°)—2%i ez g(3z) a;__z]
—l%+0
1o -0 d
=g(o)—2—:”. ecz[zg(z—C)—Cg(o)]z(z_ir),
—l 40 -,
en posant ¢ =c, et
A

¢ E_anzw fw
g(z) = 2 Co . Cre= flay, a5 8+ 8y |3
v

17,. ,ar =" =1

en démontrant (S3.28), nous aurons donc en méme temps
démontré (S 3.25).

Mais la relation (S3.28) est évidente pour ¢ = o, car alors les
deux intégrales qui y figurent, s’annulent; pour c¢>o elle se
démontre en prenant dans le deuxiéme membre z — ¢, au lieu de z,
pour variable d’intégration.

Au moyen de la notation (1.54), I'identité (S 3.25) prend la forme

S 3.2 ) 2"“‘5" Y, s \
( .29 etm1n+ (q,...,(.‘,)U)“s et f B1ty eeey BU; sz)
1

ECVZV [;]
=Uyse? [f(zi’, "'72)\’;}')] s
\:25‘;

1

Afin de transformer B [ équ. (S3.24)], appliquons (S3.29) pour
f(31, coey 23 Y) =Lirr (G By s B3y +8) 0 (=0, ....5—1),

1l®
et interverlissons ensuite les opérations f .. dg et Uy; il vient
—100
ainsi

s
-1 2 Cy ov

iw
(S 3-30) B =2U-Aset __I__ sl(t) I
A=0

¢

ani)_,,

< | 1@, z1ry ey By ¥ +8) 1, dg,
[# s

“v

1

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 150,



98 F. POLLACZEK.

de sorte que nous avons obtenu pour B une expression de la
forme (S3.5).
En portant les expressions (S3.5) et (53.30) dans (53.4) et

revenant aux notations ¢,_j 1,y et &0, [équ. (S3.2) et (53.3)],
nous obtenons ainsi la formule

s—1

) T —— °
o 2ty
(83.31) J,,,,+1=}_‘U),se 1 v,+1,x<z1r, ceey z,_r;Zz\,),

A=0 1

ou, en vertu de (1.54), nous avons posé

i1, 0 (31 oo ey 205 Y)

i A —1
— N “ I u(—1 N
_s,(-—y)v,,‘(zi, -..,ZA,y)+m[lw—T—<y—;zv—t>
) .
($3.32) = [<J’ —-2%) e (—2) 00418, 315 ey B3 Y)
1 .
A \ Iy
—e2 —sz—:) 0/ A1 (C, 31y oy B3 sz+’;>]d§
.1 1

\ (=0, ..., s—157=0,1, ...).

Les deux derniéres formules, auxquelles il faut ajouter (1.27),
constituent la transformation cherchée de la formule (1.39).

S 4. PROPRIETES ANALYTIQUES DES FONCTIONS ©,3 SUIVANT (1.27), (1.28) e (1.41).

En vue d’établir les propriétés des fonctions vj, admises lors de la
démonstration de la formule (S3.31), démontrons que ces fonctions
peuvent étre représentées sous forme d'intégrales (A + 1)-uples de

Stieltjes, multipliées par le facteur 7 Z—y' De maniére plus précise,

les v, admettent dans le domaine (1.25) la représentation

A
— o ——E by3v

Sit1e ' dMLF ) (fy by ey B)

(S4.1) {ep(s, ...,z;;_y):qiy
(A=0,...,857=0,1, ...),
ou S; désjgne une intégrglion (A + 1)-uple étendue au domaine

(S4.2) 0Lt<w, oLy <o, ceny 0L <™,
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F.(to, -.., &) est une fonction (complexe) a variation bornée dans ce
domaine et &+ F=d\7t . Fp(to, ..., 1), sa différentielle totale.

On voit d’abord que les valeurs initiales o) [ équ. (1.28)] peuvent
étre représentées sous la forme (S 4. 1), cn posant

Foo(20) =S (%), Fou=...=Fy =0,

Fo(fo, ..., t,) =—-H'§(tv),

V=90

(S 4.3)

ot la fonction §(z) est définie comme suit :
S(0) =0, 3F(x)=1 (z>0);

-en effet, les Fo, sont & variation bornée dans le domaine (S 4.2).

Dans I’hypothese ot (S 4. 1) est valable pour un certain j > o (et
pour A=o, ..., s) nous allons démontrer mainienant que cette
formule subsiste encore pour j +1; comme notre hypothese est
vérifiée pour j=o0, nous aurons ainsi démontré (S4.1) pour
tout j > o.

Désignons par ¢j,4,) le deuxiéme terme du deuxiéme membre de
(53.32) et substituons-y 'expression (S 4.1) de ¢,,4,) ainsi que les
intégrales (1.35). Au moyen de la notation

A
(54.%) a;\=22v
v=1
il vient alors
(8 4.5) Orh= e (=) (51, -y 225 ¥) + €ty

1w
“© eul g I
=1 [ a5 4y (0)
—l® 0

® Y= oty & v+to;m+t>]
Xfo dfg(v)s”’[q+ye R A

(S4.6) ¢

A
—U :—E lyts 3y
X e 1 dr}‘+2F/',)\+1(tu, ey t)\.;.i)

! [R(y —@)>0; A =0, ...,5—1].

Selon que les coefficients u —¢; et w— ¢ — to— ¢4, qui figurent
dans e*~%% et el*——6—% sont < o ou X o, la partie correspondante

too
de ;:-:—l ... d¢ se réduit & des résidus respectivementen{=y—a,
—lm

1.
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et aux points { = o0 et { ==— ¢ — o), landis que le terme (—1) qui
figure dans (e®*—1), ne contribue pas a cj.,5. On obtient ainsi
aprés quelques simplifications, en utilisant (S 4.4),

A
q g —1lyy —Z Uy g2y
(84.7) crrip= _7l e2(—2)Sr21—filts)] e ! A2 F ) 1(to, oy Drta)
A
—{(V-ly+ l—u) _z(u—ffi—ly +1)3v
0
]

Uty -ty
" df2()S e f dfi(u)e n dH1F, 5,

2
—lu—v—to—t)g— Y Yttt o a) 2w

— [ ap©Se [T dfwe : DA
v-lo+Uy
Les trois termes qui figurent entre accolades, peuvent étre écrits

sous forme d’intégrales (A +r1)-uples de Stieltjes, multipliées par 7 —?—y )

a savoir
A
q 3 —an—ElVZV
(S 4.8) €1, 0= mzs)‘q.i e 1 d)‘+1 Gi(to, ooy t)\),

ol nous avons posé
) »
Gulto, -y 1) = [ () 1= i8]
0 )
x dl; F}',)-+i(t0_t'0, t’U tyy oeey tl)a

G (2, .. “A)'—"'—“/';_0‘[;*0‘”1(“4'f1)d1,fu+[.dfz(v)

(S 4.9) XFiam(to+u—v, t), ts—u, ..., H—u),

Galto, - -, t;)=—'§(eo)jt:0£;fu:“df,(u+z;)

u—t}
><f e~ W= G=0)1 dfy (0) Ay F aos (B 1y s tly ooy By — )
’ =0

[m=min(t, ..., H)]

En vertu de (1.35) et de notre hypothése (S 4.1) sur la fonction
v, le terme g30), pent lui ussi étre représenté sous la forme (S 4.1);
il en est donc de méme, en raison de (S4.5) et (S4.8), pour ¢4,
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dont la fonction de répartition F;4 3 est ainsi donnée par la formule

o
(S 4.10) Fjpan(to, ...,q):f Afe(0) Fiu(to— 0, tay .., B)
A :

3
+2Gi(to, cen8) (=0, ..., s—1)
, =1
Ensuite il résulte de (1.27) que, de méme, la fonction ¢j.,,, peut
étre représentée sous la forme (S 4.1) au moyen de la f. r.

—1 s s
(S441)  Fion,(to, ...,t,)=—2 D Fralto, try oy ) ]]g(tv,),

A=0 17, LA =1 v=A+41
de sorte que nous avons démontré (S4.1) pour j -+ 1 et, par consé-
quent, pour tout j > o.
Evaluons maintenant la variation totale de F i+1,). Des formules
(S4.7) et (S4.8), ot R(g) > o, nous tirons 'inégalité
3

(S4.12) ES‘AH | +1Gy | £ Sypo[1— f1(81)] | @+2F josa (Lo, + oy Orrr) |

=1

+f dfg(()) S‘,‘+of df,(u) ld)""z F],).+i I = 2S)‘+g'¢{)""2 F/,)\+1I
0 A

et au moyen de (S 4. 10) nous obtenons ainsi

3
(S4.13)  Syps | d*+1F sy | £ Saat| dHF +Z Syt | dV1Gy
=1
< Sywt | dHFp| + 28y 40| +2F 3| (A=0, ..., s—1);

en outre, nous tirons de (S 4.11) I'inégalité .

s—1
(S 4.16) Sst | A F s | £ 3, ChSacra | HF .

A=0

En raison de (1.28) nous pouvons maintenant .admetire que
jusqu’a un certain j > o, les inégalités
(S4.15) Sar|dM1F | Leie]  (A=o0;...,8)
sont vérifiées avec des constantes appropriées ¢; << et ¢ca<Co. On
en tire, en vertu de (S4.13) et (S4.14),
S| HF 3| <L 3esef (A=0, ..., 8s—1),
S,H_g d’f+l F/"“‘: ¢ (2’— ]) 3010{,

(S 4.16) {
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de sorte qu’avec ca> 3(2°—1), les inégalités (S 4.15) sont valables
pour toul j > o.

Puisque les variations totales des F, sont finies, les intégrales qui
figurent dans (S4.1), donc les fonctions ¢,3, sont continues dans le
domaine (1.25) et holomorphes dans le domaine (1.24).

De (S4.1) et (S4.15) on conclut que dans le domaine (1.25)
I'inégalité

]
(S4.17) |opm(a, ..oy s )| £ | 1%

-——q—_'_—yl (A=0,...,8;j=0,1,...)

est vérifiée, de sorte que les séries szzl sop[équ. (1.43)]
]=0

convergent pour |z|<<c;'. De (1.43) et (S4.1) résultent enfin les

représentations suivantes des V,, valables pour |z| <c;' dans le

domaine (1.25),

A
—l) =N tvay
S}:+i e : d‘""‘j F)\(to, ey t)\)

V‘),(Zi, RS Z),.}/) =
(S 4.18) 1+y

I:F)‘=ZZIF/)‘(t°’ ey t‘,\); )\ =0, ..., 8],

0

la variation totale des fonctions F dans le domaine (S4.2)

étant = —1
I—cCs |2

moyen d’une constante appropriée c;,

- Pour | z | assez petit, il vient par conséqu'ent, au

C3

(S4.19) lV)\(Zu-~-az‘A;}”)l<W

(A=o0, ...,5),

uniformément par rapport au domaine (1.25) des variables z, et y.

S 8. PropriEres pEs Foncrions oy, Vi, of3) VI¥, Erc.

Ces fonctions qui figurent dans nos formules a partir de (1.53),
peuvent elles aussi étre représentées d’une maniere analogue a (S 4.1)
et elles ont les mémes propriétés de continuité et d’analyticité que
les ¢ etles V. Montrons cela d’abord pour les fonctions ¢{3’ définies
par (1.53), (1.54) et (1.27). En introduisant 'expression (S 4.18)
de V dans (1.53) et utilisant (1.54) ainsi que la notation (S 4.4),
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nous obtenons

A
~60 +q)— N tvzy

Vgi)=f+gl+ g [y T e vodmh
55.1 L]
( ) ’ _}/+9+q q S)\+1e_1°o';-;lvzvd}‘+1 F)\]
Ty a—o 7+
| [Fa=Fu(to, ..o, 4157, ¢'); k=0, ..., s—1].
En décomposant comme suit :
y—o _,___ 9
y+q—o y+gq—a

y+9+9 _q¢ _ q A
y+q—on g +o, y+qg—oa g —+o,

il vient
5
’ —ly— ly oy
(S 5.2) V‘gi) = FZ—+—q' [ S‘,\.H_ e 1 e~ g+t F)\
A
—N o+ 1)z,
q’—-?——d'—)\ S)\.H e 1 di+1 F)‘

A
e—h0\ — e— () +q) _E'Vz"
P PR bl A s W Fx],
Y +q—o0o,
Introduisant ici les expressions

A
——-lzzv
1

1 L]
N
q +gy 0
A

e~ — e—hi) +9) b —H—l—0 2
f e 1 e—iqdt,
. Y + q — % 0

e—17' dt,
(85.3)

on reconnait que les trois termes du deuxiéme membre de (S35.2)
peuvent étre représentés au moyen d’intégrales de Stieltjes de la
forme (S4.1), de variations totales inférieures ou égales respecti-
vement &

Sit1 e~ORIOD | AT, |,

g1 [Tl desi diF | = 2 sy @,

IqIS)\“‘fole—‘qldtIJ“+‘Fxl<L’I Siea| VIR |,
0 R(g)

(58.4)
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donc finies. Ainsi o), ..., o0, et, de méme, o) [voir équ. (1.27)]
et (S4.11)] peuvent étre mises sous la forme

v (B1y ey 203 Y5 55 4, )

A
S8.5 ’ —loV—E{vzv
( ) = quTq—’ Syt € : d\+1 F(‘)i)(t% o)

(S)\+,Id')\+1F‘(,§\)l<co; A=o, ..., s).

Nous en concluons, en raisonnant comme pour les ¢, que toutes
les ¢!} peuvent étre représentées de la méme fagon au moyen de
fonctlons Fi}’ dont les variations totales vérifient des inégalités
de la forme (S4.15). Par conséquent, les ¢/}’ vérifient dans le
domaine (1.25) une inégalité

0(12) c(zzll

S5.6 (2) —
8.6 A< g

(A=0, ..., 8;7=0,1, ...),

de sorte que les séries (1.57), qui définissent les fonctions V¥, eon-
vergent pour |z | assez pelit et, tout comme les ¢{3’, les V{*) peuvent
étre représentées sous la forme (S5.5) au moyen de fonctions

a variation bornée Fy'(¢o, ..., &3 2, 5/, q, ¢').
En continuant ainsi, on conclut de proche en proche a 'existence
des fonctions V§?, V§V, ... qui, toutes, peuvent éitre représentées

par des formules analogues a (S 4.18); il en résulte que pour | y|—>co,
ces fonctions sont O( |y |-!) [ uniformément par rapport au domaine

(1.25)]

S 6. LE PASSAGE DE L’EQUATION (2.40) A (2.42).

Dans I'hypothese ot la f. r. f2(y)[équ. (1.4)] est continue, nous
allons démontrer maintenant que le procédé utilisé pour calculer
I'e. m. (1.14) s’applique encore, avec la définition (2.33) des opé-
rateurs C,, dans le cas de l'e. m. (2.40). Toutes les fonctions
S(z1, ..., 2; y) considérées dans cette section et surtout, comme
nous verrons, les vy du chapitre II, possédent, au lieu de (S4.1),
une représentation sous forme d’une intégrale de Stielijes, a savoir

(86.1) f(&'eer, B3 y)=Srtre  * At o F(tey ooy )
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en outre, la fonction F est de variation bornée dans le domaine (S 4.2),
donc

(S6.2) Syrt | dHLF (2o, ooy 82) | <00

En admettant que pour un certain j> o, les ¢, peuvent étre
mises sous la forme (S6.1) [ce qui, en vertu de (2.39), est vrai
pour j=o], justifions d’abord le passage de la formule (1.32)
de J,; [od nous introduirons & nouveau lexpression (1.34)]
2 (1.36). J,; [voir équ. (1.23)] est une somme d’intégrales mul-
tiples de la forme

1 iIN;+0
Ay(n)= lim —————f .o

Ny N> (27”:))‘ INy 40

2 2
) A
(56 3) ¢Ny—+0 2‘6 5v'—"lz‘v dzy...ds,
< et Lol B e Z)\;Ezv -
o - ) By By

(A=o, ..., ),

ol nous avons posé pour le moment y,—j1=mn et désigné par
£y, ..., &, les nombres &, A Cn_j_1; tnj1,3y «-es Enjt,s} la fonc-

)
tion vJ~A<zi, ey B2 sz> qui figure ici peut étre représentée, en
" ,
conséquence de notre hypothése sur ¢,3(21, ..., 21; ¥), sous forme

d’une intégrale A-uple de Stieltjes.
Que opération

-

jow--'dﬁ(yn—f—i)afn”-~-dfz(n)

peut &tre permutée avec les signes d’intégration de (56.3), se voit
aisément dans le cas ou la f. r. f; est continue, mais nous le démon-
trerons sans utiliser cette hypothése; il suffira d’ailleurs d’admettre
que A=1, le cas A>>1 se traitant de la méme facon. Soit donc

I iN+0 dz @
(56.4) Ay(m) = lim — etsnigp(— )22, ou v(z)=f ¢% dF (6);
N> z o

© 2T J_iNto
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nous devons démontrer que

tN+0

i = lim o e ) o(—2) %2
(56.5) f M@ =tim o [ e [ e dfi(m 9T
tN+o0
= lim — ez ey (— 2) v(—z)ﬂl—z-
N>w 27 N4 2

Posons F(0) = o pour 0 <Co; en outre, la fonction & variation bornée
F(6) peut étre supposée normée, c’est-a-dire telle qu’en ses points
de discontinuité

(S6.6) F(0)=%[F(0+o)+F(0—o)].

En vertu du théoréme déja mentionné de M. P. Lévy ([1], p. 93),
il vient alors A,(n) = F(¢—n), de sorte que le premier membre
de (56.5) est le produit de composition des fonctions f> et F.
Mais d’aprés le méme théoréme, le dernier membre de (S6.5)
est égal a la fonction a variation bornée (et normée) dont la t. L. est
€2(2) ¢(z), donc égal au produit de composition normé de f, et F.
Pour démontrer (S6.5), nous devons par conséquent montrer que

le premier membre, doncf df:(n)F(t—mn), est normé ; mais
0

c’est évident puisque l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes
JTRIF(E =0+ 8) + F(e—n—8)—2F(¢ — )] dfs(n),
0

ol il est permis de passer a la limite d = o sous le signe d’intégra-
tion (voir, par exemple, [1], p. 66), tend, en vertu de (S6.6), vers
zéro avec 0.

Apres le passage de (1.32) a (1.36), justifions celui de cette der-
niere formule & (1.39). Décomposons (1.36) & nouveau suivant
(1.37) et écrivons 7 au lieu de £,_;_,; la partie de (1.36) qui dépend
de 7, est dans le cas présent de la forme

iN
I dz
B = lim —. <t (e3T — —3)— = ki
() le p me (e 1) ¢(—23) 2 Nm;gn(':)

[v(z) =fo°° eezdF(e)]

(S6.7)
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et nous devons démontrer que lintégrale de Lebesgue-Stieltjes

f B(7)dfi(7) peut étre calculée en permutant les opérations
0

£ . dfi(z) et llm f

Or la fonction

(56.8) gn(v)=— ez'(ezr—-x)f f'dF(e)‘%

Zﬂl
=f aF (0) ;1 f et =9 (et 1)
0 N Y

_f dF (01 f [:1n3(t——-0+‘:)—smy(t—-0)]

est bornée pour tout N et, quel que soit 7, cette fonction tend pour
N — o vers une limite [qui, dans 'hypothese (S6.6), est égale a
F(t+7)—TF(¢)]; il vient par conséquent

(56.9) [ Bmdfi()= [ dfi(x) lim gy()=lim [ gn(Vdfi(x.
[) 0 N>w N>y

Ecrivons gy(7) pour le moment sous la forme

iN

()= [ 1(z7)ds;

on a alors, en vertu de (S6.8) I'inégalité |y(z, 7)|<<c'r, de sorte
qu’en admettant & nouveau 'hypothase (1.38), on trouve la relation

© iN ©
S6.10 ©)dfi(t) = daz (3, ©) dfi (%)
s610) [Tenmdfin=[ ds [Catm0ds
= lNe“[e (5) —1]o(— 5) .
T oni)_ ! 3
Donc, les opérations en question peuvent étre permutées et en
définissant 'opérateur Ci, au lieu de (S 3.8), par
N dzl

I
(S6.11) (,.,::Nh;li-z—;:—l m...Z,
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nous tirons de (S6.9) et (S$6.10) la formule
86.) [ TB@ A =T enila@m) —1] v(~ ),

qui démontre (1.39) dans I'hypothése présente sur les ¢j.

Passons maintenant aux formules de S2 et S3 qui doivent étre
démontrées pour des fonctions f(z4, ..., #.; ) suivant ($3.3). Par
suite de I’hypothése admise pour les vy, ces fonctions remplissent
elles aussi les conditions (S6.1) et (S6.2). En désignant respec-
tivement par F et F), les fonctions figurant dans les représenta-
tions (56.1) de f et de v, on tire de (1.35) et (53.3) d’'une

maniére bien connue la relation

&
(S6.13)  F(to, ..o, tn) = [ duFp( s, ..., 0) falto— ).

0

En raison de la continuité de f3(¢), F (¢, ..., ) est, par conséquent,
continue en ¢o, uniformément par rapport a ¢y, ..., &.

La démonstration de l'identité (S2.1) était précédemment basée
sur la formule (52.6); cette formule qui, comme nous avons vu
[apres (S2.9)], restait valable pour 1'=1, doit étre redémontrée dans

s
!
les conditions présentes. Au moyen de (S6.1) et en écrivant Z au

1
§

lieu de ¥ (52.6) prend la forme

VAW

s r
—t Nav— Y bvzw

Cp.ci ec.s‘—f-c},zl*s)\_‘_l e * . v=t di+1 F(téa ey t)‘)

:l, 1
"’02 3v—-2lv8w

=Cye1% 8y e s = d1F (b, ..., &)
(MEL Y, o NiaZLey).
En vue de démontrer cette relatiom, notons qu’en‘vertu de (S6.2)

C, et Gy peuvent étre permutés avec Sy et que Cy err=s(a)
[6qu. (2.28) et (2.33)]; ainsi, (S6.14) se transforme en

(86.14)

Wy L ~
—{ 2 Zv—'z vy

S)\+1€ 1 vzt S(Ci—to) S(CP‘—- lo)d)"HF.

., A
——I.Z ZV—E by Syt

=’S)\+1 e 2 v=1 S(Ci—to)d)ﬂ'iF.
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Or puisque ¢, > ¢4, il vient
s(e1— &) s(ep— ) =s(c1— &) (sauf pour ¢; = ¢cp=&);
dans le cas exclu, les deux membres de cette formule sont respecti-
vement égaux a % et a % Mais comme F(¢,, ..., &) est continue

en o, ainsi que de variation totale bornée, la contribution de la
partie £, = ¢; du domaine (S4.2) aux deux dernitres intégrales de
Lebesgue-Stieltjes est nulle, ce qui démontre (S6.14) et, par
conséquent, la formule (S2.6); cette formule se démontre de
manidre tout analogue dans le cas ol un des indices primés, 1/,
coincide avec 1.

Les raisonnements subséquents de S 3, jusqu’a 'équation (S 3.19)
incluse, s’appliquent sans changement sauf qu’a partir de (S3.10)
il faudra écrire l%im o dt¢ au lieu de f“ ... d¢ partout ou la

> J_N
variable z, de l'opérateur G, sera remplacée par ¢. Ensuite, nous
devons démontrer la formule modifiée (S3.20) qui, au moyen de

(i‘.35), (2.33) et (S6.1), prend la forme

T Se+ 22 c
[ dfi(z) llm ;:_zf (e-—l)e

A
(S 6. 15) . iN;+0 —l,({+zzy> 2 v Byt d21

% lim — €5 Sy e =t dHF =0
Ny>o 270

—i

—IN;+0

(1 ooy MED),

F=F(t, ..., &) ayant les propriétés mentionnées plus haut.
Pour le premier membre nous obtenons, en procédant comme lors
de la transformation de (S 6.14), 'expression

LAY
. S O P
(S6.16) f dfl(T) SA+ie 2 v=1
[}
x [s(t 4+ cr—to) —s(c+—to)] s(c — to) d\+F,
Mais comme le produit

[s(t+ct—t) —s(ct—t)]s(c—ta)

s'annule, sauf pour
ty=ct=c>o0, v>'o,
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la derniere intégrale est nulle en raison de la continuité de F (¢, ..., 8)
en tant que fonction de 2o, de sorte que nous avons démontré (56.15),
donc (S 3.20), dans I'hypothese présente.

Nous devons ensuite réexaminer la formule (53.25) qui, tout
comme dans S 3, se ramane au moyen de (S2.1) a l'identité (modi-

fice) (S3.28). Mais la démonstration de cetie identité reste inchan-
IN-+0

. d . .
gée pourvu quer};m f ) 0e“g(z) ; existe, ce qui est le cas dans
® —IN+

les hypothéses (S6.1) et (S6.2) sur les fonctions f et F'; par consé-
quent, (S3.25) reste valable. Comme les raisonnements ultérieurs
de S3 restent inchangés, nous aboutissons donc 4 nouveau aux for-
mules (S3.31) et (S3.32) (modifige).

Pour démontrer enfin que, tout comme les ¢j, ¢,.1,0 peut étre
représenté suivant (S6.1) et (S6.2), portons I'expression
(86.17) ¢p+1(8, 31y ooy 203 )

A

—lo) —11:—'21\'+1ﬁv
= S)\+" e v=t -+ F/7)\+1 (t07 ey t‘k—H)

dans ($3.32). En procédant comme lors de la transformation de
(S4.6) et (S4.7) et observant que la f. r. f3 est continue, nous
obtenons la formule

(86.18) 9,12 (81,..y B0 ) =22(— 1)) v}‘,\(z,,..., zA;y)+f dfe (v)Syas
[]
2

A
— (Vo) y— Y s B Selytty — (Wl 0]y — (U=l )8
< [1 —filte S f dfi(u)e E= ]
4

x JA+2 Fj,7\+1'

Il en résulte que la fonction ¢j,4,, posséde elle aussi une représen-
tation de la forme (S6.17) et telle que

(S 6. 19) S)\+1 I di+1 F1+1’)‘ | = S,‘_;_l I di+t FI)\ | -+ 2S)‘+=) l di+2 F/:)‘"‘i l < .

Donc tous les v (j=o0, 1, ...) possédent la représentation en
question, puisque les vg)[équ. (2.39)] peuvent étre exprimés ainsi
avec

(56.20)  Fa(to, ..., &) = [(2 —1)r— 83,251 % (o) ... F(B1)-

Ainsi le passage de I'équation (2.40) & (2.42) se trouve justifié.
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De (S6.19) résultent, comme dans S 4, les inégalités (S4.14) &
(S4.16) qui entrainent l'existence, dans le cas présent, des fonc-
tions Vo (21, ..., &5 y) [ équ. (1.43)].

S 7. DEMONSTRATION DE L’IDENTITE

Ezvmax(av.ao) b
(87.1) Uyse? Vi O U 25\'

1

iavz; s
=(K0——Co) U)\se“ f By ey Z)\';sz

0

pour des fonctions f(zi, ..., z3; ¥) qui sont holomorphes dans le
domaine (1.24) et y vérifient l'inégalité (S2.2); les opérateurs G,
figurant ci-dessus dans les Ups="Us[1, ..., s] sont définis
par (1.29).

Nous pouvons admettre que

ML a L. .. L a

et supposerons d’abord qu’il existe un indice m tel que
(S7.2) am <L Ay < Ain+r (1£LmLs; Ggpg=).

En vue de transformer le deuxiéme membre de (S7.1), considé-
rons pour 1 v m, donc a, < a,, I'expression

(87.3) (Ko— Co) Cy ezt f( 2y, ...; Zo+ Byt .n)
= Cye®% f( By, -+-33v+ +o1)

ds
_(E?lt_')—’f@fe"”""'“"z”f(zw---330+zv+-~-)—“0’
C C

. 3y 29

od les variables d’intégration différentes de zo et z, sont indiquées

par des points. Substituant, dans f ...dz¢, Zo— %y 4 3o et inter-
C

verlissant ensuite I'ordre des intégrations, nous obtenons, en vertu
des inégalités ap—ay>o0 et R(z,—2v) >0,

I I fd f az—(a:-a)z
[ = —— ——— Zo e %o —(@g—av) 3v
(2uz)2‘fc‘£ (2m2)* Jg c

dzy
2y (Bo— 3v)
=—Coe®% f(Zg; ++} Zot--+ )

X f(Byeeey Bot-.t)
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de sorte que

(87.4) (Ko— Co)Cy e®so+avay f( 3, ...; Zo+ Zy+...)=0 (ay £ ay);
de la méme fagon nous obtenons la relation

(817.5) (‘K..——Co) Cyehzatas f(..5 Zgt By-+...) =0  (ay< a).

Or dans le deuxime membre de (S7.1) dont opérateur [voir
équ. (1.31)] est égal a

(Ko-—Co)< E Cy...C)‘rIImK\,—C,...C, i >,
1,. 1 =1

.,7&': 1. ,7\'_

tous les termes ou figure un C, d’indice 1 £Zv<m, peuvent, c¢n
vertu des deux dernidres formules, étre supprimés; le deuxiéme
membre de (S7.1) se réduit ainsi a

A
s

A
aoz.-q-zawzw
(S7.6) (Ky— Cy) Z Cy...Cpe =t f<z,,,...,zw;zo+25v.>.
v=1

1,00 M=m~+1

Dans I'hypotheése (S7.2), le premier membre de (S 7. 1) prend au
moyen de (S2.1) la forme

m s
a,sz+2mz, s
Use 1 mrs By, o, B E 3y

1

S 17.7)

A3+ 2 '-‘y: Zyr

=(K1—Cy) 2’ Cv...Cpe v=t f(&;m,h"h'*‘zzv)

1, ,h=2

(a2—-'-“am'—a07 am+1—am+l, ey

qui, pour m =1, se confond avec 'expression précédente du deuxidme
membre. Dans le cas ou m > 1, les expressions

(Ki—Cy) Gy etnst s f( 2y, .5 314 Zy+...) (2Lv£Lm)

s’'annulent en vertu de (S7.4). de sorte que peuvent étre supprimés
tous les termes de 'opérateur du deuxiéme membre de (S7.7) o
figure au moins un C, d'indice 2 £ v < m. Le deuxi¢me membre de
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(87.7) [cest-a-dire, le premier membre de (S 7. 1)] se réduit ainsi
a expression

1V N=m+1 v=1

s
s g3+ Ea,l By A
(S17.8) (K,— Cy) Z Cyr.Chre = f<z1v, ey By} By +Zz,,.>.

identique & (S7.6), ce qui démontre I'identité (S7.1) dans le cas
ol a,> ay.

1l nous reste & démontrer cette identité dans le cas oi

(S7.9) QLo La L. .. Zag.

Alors, il vient max(ay, a)) = a, (v =1, ..., ), de sorte que (S7.1)
se réduit a la relation

CoUypse Sl 3, .., 30 Zz\, =o0

L]

qui, en utilisant (S2.1), prend la forme

A
ay o+a 23+ 2 avt Zur

(S7.10)  (K;—C;)Co Z Cy...Cpe =

§

1, .., NM=2
2
.
X S 51y oy BN Bo +z.+2‘zv:) =o.
v=1
Or, en vertu de (S7.5), il vient
(Ki—Cy) Gy etzotais f(, .5 59+ Fy+...)=0 (pour ag £ ay),

de sorte que tous les termes du premier membre de (S 7.10) sont,
nuls. Cela démontre, dans I’hypothése présente (S7.9), la relation
(87.10) et, par conséquent, I'identité (S7.1).
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