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INTRODUCTION

Tous les anneaux considérés dans cette étude seront commutatifs et
munis d’un élément unité.

Etant donné un anneau A, nous nous proposons d’étudier la dimension
dim A®™ de ’anneau A®™ des polynomes & n variables sur A. Rappelons
bri¢vement les résultats suivants (dus pour la plus grande part & Krull):

Quel que soit I’anneau A on a, pour tout entier », les inégalités :

¢)) dim A+ 1< dim AW< 2dim A+1

Seidenberg a montré d’autre part I’existence d’un anneau A de dimen-
sion donnée & 1’avance et tel que dim A® ait n’importe quelle valeur
également donnée a ’avance comprise entre dim A + 1 et 2dim A+ 1.
On ne peut donc améliorer dans le cas général les inégalités (1). Par
récurrence sur n les inégalités (1) permettent d’écrire :

2 . n+dim A < dim A® < 2*(dim A+ 1) — 1

En fait les inégalités (2) peuvent étre améliorées et on a pour tout
anneau A et tout entier n :

?3) n+ dim A < dim A® < (1+ dim A)n+ dim A

Ceci posé, Krull a montré que dans le cas ol A est un anneau noethérien
on a I’égalité :

@) dim A® = n+ dim A

Seidenberg a montré que 1’égalité (4) était encore valable dans le cas
(trés différent) out A est un anneau de Priifer.

Les anneaux de Priifer ont des propriétés particuliérement simples
du point de vue des valuations ou, ce qui revient au méme, du point
de vue des spécialisations. Cette remarque nous a conduit a étudier
systématiquement la structure des chaines d’idéaux premiers de I’anneau
A™ 3 partir des spécialisations des corps de fractions des anneaux
Afp (p parcourant U’ensemble des idéaux premiers de A). C’est cette
étude que nous exposons ici. Elle nous permet de retrouver trés faci-
lement, et de plusieurs fagons différentes, le résultat de Seidenberg sur
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les anneaux de Priifer. Elle nous permet également, mais plus diffici-
lement (et sur ce point des problémes importants restent encore 2
résoudre) de retrouver le résultat de Krull sur les anneaux noethériens.

D’une maniére générale nous montrons qu’a tout anneau A on peut
associer deux entiers 7 et 3 tels que :

O<snm<sd et n<dimA
et tels que pour tout entier » suffisamment grand on ait Fégalité :
5) dim A® = (1+ w)n+3

Nous montrons également que si on se donne A ’avance deux entiers
n et 3 tels que 0 < 7 < 3, il existe un anneau A tel que pour tout entier
n suffisamment grand on ait I’égalité (5).

A tout anneau A nous associons un entier (fini ou non) dim» A" que
nous appelons la dimension valuative de A et qui vérifie les propriétés
suivantes :

dim A < dimy A
dimy, A® = n+ dims’A

On peut montrer alors que pour que U'entier = défini par I’égalité (5)
soit égal a 0 il faut et il suffit que la dimension valuative de A soit finie. .
En ce cas 8 = dims, A et I’égalité (5) est valable dés que n > dimo A.

Les anneaux vérifiant 1’égalité (4) pour tout n sont ceux qui vérifient
I’égalité dimo, A = dim A (c'est la démonstration la plus simple du
théoréme de Seidenberg sur les anneaux de Priifer). Nous montrons.
encore qu’étant donriés deux entiers (finis ou non) d et d’ tels que
1< d< &, il existe un anneau A tel que dim A = d et dimy A =d".
A partir de cette étude et d’un résultat de Seidenberg (tout anneau A
intdgre, intégralement clos, tel que dim.A =1 et dim AWM =2 est un
anneau de Priifer) on retrouve immédiatement que tout anneau inté-
gralement clos de nombres ‘algébriques ou de fonctions algébriques a
une variable sur un corps est un anneau de Priifer.

Pour rendre ce mémoire plus facile  lire nous redémontrons certains
théorémes qui ne figurent pas dans les ouvrages d’algebre.

Nous tenons A remercier Monsieur Henri Villat, qui a accueilli ce
mémoire ‘dans la belle collection qu’il dirige. '



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

1 — Spécialisations et valuations

Nous rassemblons dans ¢e numéro quelques résultats sur les valua-
tions et les spécialisations dont nous aurons besoin par la suite,

Rappelons que tous les anneaux et les corps que nous considérerons
seront commutatifs et munis d’un élément unité qui sera toujours noté 1.
Si K est un surcorps d’un corps k nous désignerons par d.t [K:k] le
degré de transcendance de K sur k (c’est un entier naturel ou le sym-
bole c0). Plus généralement si A est un sous-anneau de I’anneau d’in-
tégrité B, nous noterons d.z[B:A] le degré de transcendance du corps
des fractions de B sur le corps des fractions de A.

Soient v une valuation de Krull (1) d’un corps K et I' le groupe de
valeurs correspondant noté additivement. L’ensemble I+ des éléments
positifs ou nuls de I' est partagé en classes d’équivalence dites étages
de T de la maniére suivante : ' )

Deux éléments o et B appartiennent & un méme étage si et seulement
si il existe deux entiers m et n tels que B < ma et a < nB. On appelle
rang du groupe totalement ordonné I' le nombre (fini ou non) des étages
de I' différents de 1’étage constitué par 1’élément neutre 0 du groupe.
En particulier les groupes de rang un ou.groupes archimédiens sont
caractérisés comme étant les groupes ordonnés isomorphes aux
sous-groupes de R (groupe ordonng additif des nombres réels).

Les étages de T' sont en-correspondance biunivoque avec les idéaux
premiers non nuls de I’anneau de la valuation v : & I’étage’ & est associé
’idéal premier p des éléments x de A tels que v(x)€&. Cette corres-
poridance permet de donner une interprétation du rang de la valuation
v (qui est, par définition, égal au rang de son groupe des valeurs) au
moyen des spécialisations :

Les valuations d’un corps K sont en correspondance biunivoque

(M) Cf. KruLL[*] ou ScHILLING[1].
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(4 des isomorphismes prés du corps résiduel et du groupe des valeurs)
avec les spécialisations de K, c’est-a-dire des applications de K dans
" dans les ensembles du type ko = (k U o0) olt k est un corps (ka
est dit corps projectif). Une telle application ¢ doit avoir les propriétés
suivantes :

p(a+b) = o(a) + ¢(d)
p(ab) = ¢(a) ¢(b)
(1) =1

avec 1/00 =0, 1/0 = 00,a 4 00 =00 sia # 0 et a0 = 0 si a # 0.
Les symboles suivants ne sont pas définis : 00 4 00, 000, 00/ 0 et 0/0.
La spécialisation ¢ sera dite triviale si ¢ est ’application identique de
K sur lui-méme (c’est le cas de la valuation triviale correspondant a
I' = (0)).

Si ¢(K)=k. ou k, nous dirons par abus de language que ¢ spécialise
K sur k (quoique I’on puisse avoir co€¢(K)), et on écrira ¢:K—~k

ouk i On notera méme ¢ (K) au lieu de k sans qu’aucune confusion
puisse en résulter. ,

On définit sans peine une spécialisation produit de plusieurs spécia-
lisations. Une spécialisation ¢ sera dite de rang s (fini ou non) si elle
est le produit de s spécialisations non triviales et n’est pas le produit
de s+ 1 spécialisations non triviales.

11 est alors facile de voir que le rang de la spécialisation ¢ est égal
au rang (fini ou non) de la valuation correspondante.

Soit une spécialisation ¢ produit de deux spécialisations @1 et s :

0: KB ¥k

@ et @1 définissent deux valuations v et vi de K. De méme @z définit
une valuation vz de k1. On dit que v est une valuation composée de va
et de v1. La valuation v est plus fine que v1, c’est-a-dire que 1’anneau
de la valuation v contient I’anneau de la valuation v. On écrira alors
V1< v, et v1 < v si v est strictement plus fine que v1, c’est-a-dire si on
n’a pas v< vi. Réciproquement, si v et w sont deux valuations de K
telles que v soit plus fine que w, la valuation v est la composée d’une
valuation w’ du corps résiduel de la valuation w et de la valuation w.
Si v est une valuation de rang s du corps K, il existe seulement s valua-
tions de K strictement moins fines que v (la valuation triviale identique-
ment nulle étant comprise). _

Etant donné un -anneau d’intégrité A et son corps des fractions K,
nous dirons qu’une valuation de K est compatible avec A si v(A) = 0.
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Ceci revient a dire que la spécialisation de K qu’elle définit reste finie

sur A. Par abréviation nous appelerons par la suite valuation de A

toute valuation de K compatible avec A. Si v est une valuation de A,

on appelle centre de v sur A 1'idéal premier de A formé par tous les

éléments x de A tels que v(x) > 0. On remarquera que seule la valuation

triviale a (0) pour centre sur A : Soit ¢ la spécialisation de K corres- ,
pondant A une valuation v de centre (0) sur A. La spécialisation ¢

induit sur A un isomorphisme, donc est elle-méme un isomorphisme

du corps des fractions K.

Ceci posé, on a le :

Théoréme 1 (Théoréme du prolongement des spécialisations) — K étant
un surcorps d’un anneau d’intégrité A, tout homomorphisme de A sur
un anpeau d’intégrité B peut se prolonger en une spécialisation de K
sur une extension algébrique du corps des fractions de B (%).

On en déduit immédiatemeént les trois corollaires suivants :

Corollaire 1 — K étant un surcorps d’un corps k, toute spécialisation
d’un corps k dans un corps (projectif) L peut se prolonger en une spécia-
lisation de K dans un surcorps (projectif) algébrique sur L.

Corollaire 2 — p étant un idéal premier d’un anneau d’intégrité A,
il existe une valuation de A ayant p comme centre sur A.

11 suffit de prolonger ’homomorphisme A — A/p.

Corollaire 3 — Soit v une vahiation de I’anneau d’intégrité A ayant
q pour centre sur A. Si p est un idéal premier de A contenant q, il existe
une valuation w de A plus fine que v et ayant p pour centre sur A.

K étant le corps des fractions de A et ¢ la spécialisation de K définie
par v, on considére une spécialisation ¢ de ¢(K) prolongeant 1’homo-
morphisme A/q— A/p. La spécialisation {p de K définit alors une
valuation répondant & la question.

- \
Proposition 1 — Soient K’ une extension d’un corps K, v1 et vz deux
valuations de K telles que vi < va et va une valuation de K’ prolongeant va.

1l existe alors une valuation v de K’ prolongeant v: et telle que v/ <,

Soient T', le groupe de valeurs de la valuation v et I'; celui dela
’ .
valuation va. On a I's C T's. La valuation v étant moins fine que vz

(M) Cf. par exemple LAnG['], Ch. |, th. 1.
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correspond 2 un étage & de I'a qui est intersection avec I's d’un étage
&’ de T;. L’étage &' de T'] permet de définir la valuation v’ cherchée.

Soient A[X] un anneau de polynomes 4 un nombre quelcanue de
‘variables (formant I’ensemble X) sur un anneau d’intégrité A, k et K
les corps de fractions de A et de A[X], et soit v une valuatlon de I’an-
neau A. Désignons par V et par q I’anneau et I’idéal premier de la va-
luation v. On vérifie sans peine que le sous-anneau V' = (V[X]qx,
de K est un anneau de valuation définissant une valuation v’ de K
ayant les propriétés suivantes :

v’ est une valuation de A[X] qui prolonge v et v’ a pour centre
pA[X] sur A[X] si p désigne le centre de v sur A. La valuation v’ peut
étre ainsi définie :

Si P est un élément quelconque de k[X], P peut se mettre d’une
maniére et d’une seule sous la forme d’une somme de monomes dont
les degrés généralisés sont distincts. Si ai, ..., a» sont les coefficients de
ces monomes on aura :

v'(P) = inf(v(ar), ..., v(an))

Si P/Q est un élément quelconque de K (P, Q€k [XD), on aura évidem-
ment v'(P/Q) = v'(P) —v'(Q).

On en déduit que les valuations v et v/ ont méme groupe de valeurs
et par suite méme rang.

v’ sera dit le prolongement canonique @ A[X] de la valuation v.

Théoréme 2 — Soient une valuation v de rang n d’un corps K et une
extension K’ de K dont le degré de transcendance sur K est égal a d :
Le rang n’ d’une valuation quelconque v’ de K’ prolongeant v est tél que;

€)) nsn<ntd

Réciproquement si n’ est un entier (fini ou non) satisfaisant aux inéga-
lités (1), il existe une valuation v’ de K’ prolongeant v et ayant pour
rang n’.

Soit v’ une valuation de rang n’ prolongeant la valuation v.

Le groupe de valeurs I' de v est un sous-groupe (ordonné) du groupe
de valeurs I'” de v'. Si y.> 0 est un élément de T, il définit un étage
&(Y) (resp. &°(y)) dans T''(resp. dans I') tel que £(y)=&€"(y) N r.
Par suite n'< n'.

Si d est infini on a évidemment n’ < n+ d. Supposons donc d fint
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et montrons que n’ < n+ d. Tout rewient 3 montrer que le groupe [/
ne peut avoir plus de d étages dont I’intersection avec I' soit vide.
Soient xi, ..., xm des éléments de K’ tels que v'(xy), ..., v(xm) défi-
nissent des étages de I'’, tous différents, et ayant une intersection vide
avec I'. Supposons d’autre part le numérotage des x; fait de telle ma-
nitre que :
Vi) < vilxe) < ...... < v(xm).

Tout revient & montrer que m < d. Montrons pour cela que les x; sont
algébriquement indépendants sur K. Supposons qu’il existe une relation
algébrique entre les x; 4 coefficients dans K :

Z Uy poengy XereenXm™= 0 (@y,0rrq,, EK)

les m-uples (ou, ...., am) étant tous distincts.
On en déduit une égalité de la forme :

avec (a1, ...... s oem) 7= (B, --nen , Bm)

"Ceci entraine :
V(@ eeap) — V(g ep,) T+ (1 —B) V' (x1) + .. + (2 —Bm) V' (xm) = 0.

Soit p le plus grand des nombres i tel que a; — B: # 0. On peut toujours
supposer ap > Bp.

Alors (ou — B1) v/(x1) + ...... ~+ (tm — PBum) ¥ (xm) est un élément > 0
dont ’étage est celui de v’(xp), donc vl(aB;"'Bm)_vl(a“f"“m) est un
élément > 0 de I' dont I’étage dans T est celui de v'(xp), d’olt une
contradiction qui entraine I'inégalité (1).

Réciproquement montrons que si n’ satisfait dux inégalités (1), il
existe une valuation v’ de K’ prolongeant v et de 1ang n’.

- Soit (x,),; un ensemble d’éléments de K’ algébriquement indépendants
sur K et tel que K’ soit algébrique sur K" = K(x)e '

L'ensemble I ayant d éléments, on peut trouver un sous-ensemble J
de I ayant n’ — n éléments. A tout élément ¢ de J associons un groupe
totalement ordonné Z, isomorphe au groupe additif des entiers ordinaires
ordonné de la maniére habituelle. Ordonnons totalement I’ensemble 1 et

considérons. la somme .directe I'” = ( > Z) + I' ordonnée lexico-
€7 - .
graphiquement (la derniére composante déterminant ’ordre étant celle

relative au groupe I'). Le groupe I'” a pour rang n+(n’—n) = n’.
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L’anneau A = K[x]¢; est anneau de polynomes par rapport aux
variables x, (\€J) a coefficients dans K. Soit M un monome de A que
I’on peut écrire sous la forme :

M=ax}....xt
avec a€K, wi€Jetni= 0 (1 s)
Désignons par g(M) I'élément de > Z, ainsi défini :
LE€I

La composante d’mdice « de g(M) est n, siv=o et Osit €{as,..., %}
Ceci posé, tout polynome P non nul de A peut se mettre d’une maniére
et d’une seule sous la forme P = M: + ... + M,, les M; étant des
monomes non nuls tels que i 7% j— g(M;) #= gMy) (I1<i, j<i).
Les g(M;) étant des éléments distincts du groupe totalement ordonné
(lexicographiquement) Z Z., soit io I’entier compris entre 1 et ¢ tel que:
€l

g(Mfo) = sup (g(Ml)’ seey g(Mt))
On peut écrire :

M, =ax;!....x: (a€K)
‘ Désignons par v{(P) I’élément de I'" ainsi défini :

Sa composante dans Z Z, est —g(M; ) et sa composante dans r
|.€l

est v(a). On vérifie sans peine que si P et Q sont deux éléments non
nuls de A,on a:

Vi(PQ) = v{(P) + v{(Q)
etsiP+Q#0:
vi(P+ Q) = inf (vi(P), v/(Q))

On en déduit que si K = K(x)g est le corps des fractions de A,
on peut encore définir une valuation (encore notée vl) de K en posant I

Vi(P/Q) = v{(P) — v{(Q) (P, Q€A)
v; ayant pour groupe de valeurs I'” est une valuation de rang n de K/
_qui prolonge v.

L’anneau B = K[x ], est anneau des-polynomes par rapport aux
variables x, (€, 1¢J) 4 coefficients dans I’anneau A. Désignons par v*
le prolongement canonique 4 B de la valuation.. v1 de A. Le rang de v"
est encore n’.

Soit alors v' un prolongement de v" au corps K’. Comme K’ est
algébrique sur le corps des fractions de B, la premiére partie de la



PRELIMINAIRES 13

démonstration montre que le rang de v’ est égal au rang de V", c’est-a-
dire 4 n’. D’ou le théoréme 2.

Corollaire 1 — K’ étant une extension d’un corps K dont le degré de
transcendance sur K est égal @ d, toute valuation de K’ triviale sur K
a un rang inférieur ou égal a d.

En particulier :

Corollaire 2 — Si K’ est une extension algébrique du corps K, toute
valuation de K’ triviale sur K est triviale sur K’.

Plus généralement :

Corollaire 3 — Si K’ est une extension algébrique du corps K, toute
valuation v’ de K’ induit sur K une valuation v de méme rang.

Corollaire 4 — Soient A’ un anneau entier sur un anneau A et deux
idéaux premiers p’ et q’ de A’ tels que p'0\ A = q’N A. L’inclusion
q’Cp’ entraine alors q’ = p’.

En passant au quotient par q’, on peut supposer q’ = {0}. Soit alors
v’ une valuation de A’ ayant pour centre p’ sur A’ (corollaire 2 du
théoréme 1). v’ induit la valuation triviale sur A ce qui entraine (corol-
laire 2) que v’ est aussi triviale, donc que p’ = (0).

Corollaire 5 — Soient A’ un anneau d’intégrité entier sur un anneau A
et deux valuations vl' et v; de A’ ayant des centres distincts sur A’ et
telles que vll < v;. Les valuations vl' et v; induisent des valuations v1 et va
ayant des centres distincts sur A.

Soient p1 et p2 les centres de v1 et vg sur A’ p1 et pa les centres de
v1 et vz sur A, le corollaire 4 montre p1 # pa entraine p1 # pa.

Corollaire 6 — Soit ¢ une spécialisation de rang n’ d’un corps K’
induisant une spécialisation de rang n sur un sous-corps K de K’. On a :

V3] n'+ d.t. [¢(K):e(K)] < n+ d.t. [K:K]

Soit v’ la valuation de K’ définie par ¢. D’aprés le théoréme 2 on peut
trouver une valuation w’ de ¢(K’) de rang d.¢. [¢(K"):9(K)] et triviale
sur ¢ (K). Soit vl' 1a valuation de K’ composée des valuations v’ et w’.
Elle a un rang au moins égal 3 n’'+ d.t. [p(K"):9(K)] et elle induit
sur K une valuation de rang n. Le théoréme 2 permet donc d’écrire
P’inégalité (2).
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Corollaire 7 — ¢ étant une spécialisation d’un surcorps K’ de K, on a
- Pinégalité -
d.t. [p(K):9e(K)] < d.t. [K":K]

C’est une conséquence immédiate du corollaire 6 si on remarque que
I’on a toujours n< n’.

Corollaire 8 — ¢ étani une spécialisation d’un corps K’ algébrique
sur un corps K, le corps ¢(K') est algébrique sur ¢ (K).

C’est ’application du corollaire 7 au cas d.r. [K":K] = 0.

Corollaire 9 — K’ étant une extension algébrique du corps K, si les
’ ’
deux valuations vy et vy de K’ induisent la méme valuation v sur K, on
ne peut avoir v; < v,.

Supposons que 1’on ait vll < v;. Les valuations v1' et v, définissent
alors des spécialisations @1 et @z de K’ telles que g2 = {1, ¢ désignant
une spécialisation non triviale de 9i1(K’). Le corollaire 8 montre que
e1(K’) est algébrique sur @i1(K) et le corollaire 2 que ¢ n’est pas triviale
sur ¢1(K). Ceci entraine la contradiction vi < va qui démontre le corol-
laire.

Si on reprend les notations du théoréme 2 et de sa démonstration,
on voit que, ¢ étant la spécialisation de K’ définie par la valuation v’,
o(K") s’identifie & ¢(K) et que d.t.[p(K):o(K")] =d.t.[K":K"} :
En effet on vérifie sans peine que les éléments ¢(x)ecy sont algébri-
quement indépendants sur @(K) et que ¢(K’) est algébrique sur
P(K)(o(x))ecy- On en déduit le :

Corollaire 10 — Soit K’ un surcorps de K tel que d.t.[K':K]=d,
et soit ¢ une spécialisation de K. A tout entier m< d on peut associer
une spécialisation ¢’ de K’ qui prolonge ¢ et telle que

d.t. [¢'(K):e(K)] =m

2 — Généralités sur la dimension des anneaux de polynomes

A étant un anneau (commutatif avec élément unité), on appelle chaine
d’idéaux premiers de A (ou, par abbréviation, chaine de A) toute suite
finie ¥ = {pi}oign d’idéaux premiers de A telle que :

POCPLC +-vvee C Pn
les p¢ étant distincts ou non.
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po sera dit le premier élément et pa le dernier élément de la chaine %.
Les- chaines p. C pi+1 telles que ps # pia (0< i< n— 1) seront dites
les maillons de la chaine €. '

A la chaine ¥ est associée une chaine €’ (dite sans répétitions)

Qo CqL.enne. Cqm

I’ensemble {po, ...... , pn} étant identique a I’ensemble {qo, ...... , Gm}
et I'inégalité i # j entrainant q: # q, (1 < i, j< m). Le nombre m est
appelé la longueur de la chaine €. C’est encore le nombre de maillons
distincts de la chaine ¥. Tout maillon a pour longueur 1.

Rappelons que A tout entier n’est jamais considéré comme un idéal
‘premier, mais que (0) ’est si A est intégre.

" p étant un idéal premier de A, on appelle hauteur de p et on notera
ht(p) la borne supérieure (finie ou non) des longueurs des chaines dont
p est le dernier élément. On appelle profondeur de p et notera pf(p)
la borne supérieure (finie ou non) des longueurs des chaines dont p
est le premier élément. Enfin on appelle dimension de I’anmeau A et on
désignera par dim A la borne supérieure (finie ou non) des longueurs
des chaines de A.

Un anneau A sera dit équidimensionnel si toute chaine de A peut
étre plongée dans une chaine de longueur dim A. Si p est un idéal
premier quelconque de I’anneau équidimentionnel A on a 1’égalité :

ht(p) + pf(p) = dim A
Ceci posé, oh ala :
Propasition 2 — Si 'anneau A’ est entier sur I’anneau A, on a I’égalité .
dim A’ = dim A
Montrons-le d’abord dans le cas out A’ est intégre. Posons d” = dim A’

et d = dim A. Soit une chaine sans répétition de longueur finie x’ < d’
dans A’ :

(0)=H,CPI'C ...... cw,

Posons pi=p’'N A (0<j< »’). Le corollaire 4 du théoréme 2
montre que : '

© =pocpiC---.. + C Pgr

est une chaine sans répétitions de A.
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Comme ceci est vrai pour tout x’ fini< d’, on a d’< d.

Soient maintenant une chaine sans répétition de longueur finie x < d
dans A :

©O)=qocqic--.... CAqz

et une suite de valuations w; de A telle que :

chaque w; ayant q; pour centre sur A (1 < i< x). (L’existence d’une
telle chaine est assurée par les corollaires 2 et 3 du théoréme 1.)

Le corollaire 1 du théoréme 1 permet de prolonger w- en une valua-
tion w, du corps des fractions K’ de A’ et I’application répétée de
la proposition 1 permet de prolonger chaque w: en une valuation w;
de K’ telle que :

Comme A’ est entier sur A, chaque w; est une valuation de A’.

Soit q; le centre de w; sur A’ (0< i< x). Les égalités q; N A = q:
(0< i< x) et les inégalités qi 5 q; si i 7 j montrent que i # j entraine
q, # qj'(Os i, j < x).

A’ a donc une chaine de longueur x. Comme ceci est vrai pour tout x
fini < d, on en conclut d < d'. Par suite d = d’ ce qui achéve de montrer
la proposition lorsque A’ est intégre.

Ne supposons plus maintenant que A’ soit nécessairement intégre.
Soient .# 1’ensemble des idéaux premiers de A et 4 I’ensemble des
idéaux premiers de A’. On a les égalités :

dim A = Sup (dim (A/p)) et dim A’ = Sup (dim (A’/p"))
pEA pEMA’

Si p’€EA4’, p=p’N A est un idéal premier de A tel que A’/p’ soit
entier sur A/p. Comme A‘/p’ est intégre on a dim A’fp’ = dim Afp
et comme dim A/p < dim A la relation dim A’/p’< dim A(yp'€A")
entraine d’ < d. '

- Soit maintenant pEA et S le complémentaire de p dans A. Comme
' 'idéal (0) de A’ a une intersection vide avec S, il existe un idéal premier
q’ de A’ tel que q'N S = @. Soit q=q’ N A. L’inclusion q¢ p entraine
dim A/p <dim A/q. Comme A’/q’ est un anneau intégre entier sur A/q,
on a dim A’/q’ = dim A/q> dim A/p. Or dim A’/q’< dim A’, donc
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dim A/p< dim A’ (VpEA). On en conclut d < d’. Par suite d =d et'la
proposition 2 est complétement démontrée.

A étant un anneau quelconque (commutatif avec élément unité), nous
désignerons par A(® ’anneau des polynomes & n variables sur A (et par
A® Panneau A lui-méme). Nous nous proposons dans ce mémoire
d’étudier le comportement de dim A lorsque n varie, et en particulier
de I’étudier pour de grandes valeurs de n.

Dans le cas ou I’anneau A est un corps K, on peut énoncer le :

Théoréme 3 () — Si K est un corps, I'anneau K des polynomes a
n variables sur K est un anneau équidimensionnel de dimension n. Si P est
un idéal premier de K™, on a I’égalité : '

3) ht(P) = n — d.t. [K®|P:K]

Soient maintenant A un apneau quelconque et p un idéal premier
de A. Un idéal premier & de A® sera dit reposer sur p si Z N A =p.
Parmis les idéaux premiers de A™ qui reposent sur p, il en est un con-
tenu dans tous les autres, c’est I’idéal pA®),

Corollaire 1 — Si tous les idéaux d’une chaine de A®™ reposent sur
un méme idéal de A, la longueur de cette chaine est inférieure ou égale
a n.

Soit

une telle chaine que ’on peut supposer sans répétition et soit p=Z; N A
(1 < i< s)y On peut passer au quotient par %o et supposer o= (0)
et p = (0). A est alors intégre et a un corps des fractions K. Soit A*"
P’ensemble des éléments non nuls de A. Il y a une correspondance
biunivoque conseérvant linclusion entre les idéaux premiers de A
qui reposent sur (0) et les idéaux premiers de ’anneau de fractions
(A®),*. Comme ce dernier peut étre identifié & 1’anneau K®, le théo-
réme 3 montre le corollaire.

Corollaire 2 — Quel que soit 'entier n= 0 et quel que soit I’anneau A
on a les inégalités.

@ n+ dim A < dim A® < n(1 4 dim A)+ dim A

. (M Cf. KruLL [3], n® 19 et [5], Th. 14. On pourra également cons
WAERDEN [1] et [2] §94, et E. NOETHER [1].
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Soit po un idéal premier de A. Le théoréme 1 et la correspondance biuni-
voque (indiquée dans la démonstration du corollaire 1) entre idéaux
premiers de A®™ reposant sur po et idéaux premiers de K§») (si Ko est
le corps des fractions de A/po) montrent que :

n+ dim A < dim A®
D’autre part toute chaine sans répétition € de A™ est de la forme :
B ZoocPorc...C20a® cPr0C .. CP10C ... C Piagy)
CZi41,0C -.. C Pragr
avec
6) Piyn A= P’y N A siet seulement si i =i’
En posant #;,; N A = p; on a dans A la chaine sans répétition :
PoCPLC -+ C Pk
Par suite k < dim A.

Le corollaire 1 montre d’autre part que a(i)) < n (0< i< k).
La chaine % ayant pour longueur :

s = a(0) + (L + &) +en+ (1 + a®))
(en tenant compte des maillons Py C Pi+1,0)
ona: ss<sn+k(m+1)<n+@+1)dim A
D’ot le corollaire.

A étant un sous-anneau de 1’anneau B et & étant un idéal premier
de B tel que # N A = p, nous appellerons hauteur relative de & rela-
tivement & 1’anneau A et nous désignerons par ht4(%’) la borne supé-
rieure des longueurs des chaines de 1’anneau B dont tous les éléments
reposent sur p (c’est-a-dire ont p pour intersection avec A) et dont
le dernier élément est &. Ceci posé, on a :

“Corollaire 3 — Si P est un idéal premier de A®™ tel que P N A = p
on a I'égalité :

0) hry(P) =n—d.t.[A®[P:Alp]

Montrons d’abord le :

Lemme 1 — Soient q un idéal premier d’un anneau B et S un sous-
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ensemble multiplicativement clos de B ne contenant pas de diviseur de 0
et tel que q.N S = @. Si § désigne I’ensemble image de S dans I’anneau
B/q, on peut identifier canoniquement les anneaux Bg/qs et (B/q)s.

Les relations B ¢ Bg et g3 N B = q montrent que B/q peut s’iden-
tifier canoniquement a un sous-anneau de Bg/qs. Désignons par Q
le corps des fractions de Bg/qs. Si x est un élément de Bg, nous dési-
gnerons par % saclasse dans Bs/qs (Si x €B, X est donc sa classe dans
B/q.) L’anneau (B/q)3 est un sous-anneau de Q. Montrons qu’il s’iden-
tifie & Bg/qs : Tout élément de Bg/qs est de la forme X avec x = a/s
(a€B; s€S). L égalité x = /5 montre que X€(B/q);. Donc Bs/qs ¢ (B/q)s.
Tout élément de (B/q)5 est de la forme b/ (bEB; t€S), donc s’identifie
A I’éément 7 de Bg/qg tel que y = b/f. D’ot le lemme.

On en déduit immédiatement le :

Lemme 2 — Soient q un idéal premier d’un anneau B et S un sous-
ensemble multiplicativement clos de B ne contenant pas de diviseur de 0 et tel
que SN q=@. Le corps des fractions de I’anneau Bs/qs s’identifie
canoniquement au corps des fractions de B/q.

Reprenons maintenant la démonstration du corollaire. Désignons par
k le corps des fractions de A/p et par K le corps des fractions de A/ 2.
On peut, en passant au quotient par pA®, supposer p = 0. Comme
Z N A est alors égal 3 (0), le raisonnement employé dans la démonstra-
tion du corollaire 1 montre que ’ensemble II des idéaux premiers de
A® contenus dans £ correspond biunivoquement (avec conservation
de I’inclusion) A I’ensemble I1’ des idéaux premiers de k(® contenus
dans &' = Pk (A®™ est un sous-anneau de k®). Cette longueur
maximale est donc égale (d’aprés le théoréme 3) a n—d.¢. [L:k]siL
désigne le corps des fractions de ’anneau k) P,

Or, k(™ étant I’anneau des fractions de A™® relativement i ’ensemble
multiplicativement clos A* = A — {0} et & étant I'idéal premier
correspondant & £, le corps L s’identifie au corps des fractions de
A /P (lemme 2), c’est-a-dire 3 K. D’oul le corollaire.

L’anneau A(m™ pouvant étre considéré comme un sous-anneau de
A(m+n) on peut énoncer le :

Corollaire 4 — Si P est un idéal premier de A(mim), on a Iégalité :

® HA(P) = (P O A) + hryo)(P),
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Soient Z'=P N A et p=P N A (=P N A). Le corollaire 3
permet d’écrire les égalités :

hra(P) =m+n—d.t. [A+m) P Alp]

hra(P O A) = m — d.t. [A]P": Alp]

hra@ (P) = n — d.t. [Alm+n) [P A(m) | P7),

Comme on a d’autre part :
d.t.[Atm)|P:Alpl=d.t. [Alm+n) [P Alm) | P<]+d.¢. [A('”)/.@':A/p]
on en déduit immédiatement 1’égalité (7).



CHAPITRE II

LE SYMBOLE 8(q,p)

1. — Définition et interprétation du symbole 3(q,p)

Soient q et p deux idéaux premiers d’un anneau A tels que.q Cp.
‘Nous désignerons par 3(q, py la borne supérieure des nombres d tels
gue I’homomorphisme Alq— Alp puisse se prolonger en une spéciali-
sation du corps des fractions de A|q sur une extension de degré de trans-
cendance d du corps des fractions de Alp.

C’est un entier > 0 qui peut -étre infini. Le symbole 3(q, p) sera
appelé le poids de la chaine q C p.

- Ici se pose un probléme qui reste ouvert : Dans le cas ou (g, p) =
existe-t-il pécessairement une spécialisation du corps des fractions de
A/q sur une extension de degré de transcendance infiai du corps des
fractions de A/p prolongeant I’homomorphisme A/q— A/p ?

L’égalité q = p entraine évidemment 3(q, p) = 0.

L’anneau A sera dit sans poids si on a 3(qs p) = 0 quelle que soit
la chaine q cp de A; il sera dit /éger si on a 8(g, p) = O toutes les
fois que p est un suridéal premier immédiat de qg.

Si a est un idéal de A, contenu dans q et si p/a et g/a desxgnent s
‘images de p et q dans ’homomorphisme A — A/a on a visiblement
8(9/0’ /ﬂ) = 3(q, p)-

Lorsque A est mtégre nous pouvons donner une interprétation de
3(g, p) au moyen des chaines de valuations de A :

Proposition 1 — p étant un idéal premier de I’anneau d’intégrité A,
- 3((0), p) est la borne siipérieure des longueurs des chaines :

de valuations de A ayant toutes p comme centre sur A.

Ce réspltat est trivial si p = (0). Supposons donc p +# (0). Soient k °
le corps des fractions de A/p, K le corps des fractions de A'et
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vo<n<..... < v» une chaine de valuations de A ayant toutes p
comme centre sur A. On en déduit une suite de n + 1 spécialisations
(non triviales puisque p # (0)):

K2 Ko P Ky > K

(la valuation v; correspondant i la spécialisation @; @¢-1... @o de K).
vo ayant pour centre p sur A, @o induit sur A I’homomorphisme
A — A/p et par suite Ko peut étre considéré comme un surcorps de k.
Chacune des valuations v; ayant pour centre p sur A, l’anneau A/p
(et par suite le corps k), reste invanant dans la spécialisation
P=@Pn...... @1 de Ko. Comme celle-ci a un rang au moins égal a n,
le corollaire 1 du théoréme 2 (Ch. I) montre que n< d.t. [Ko:k]. Par
suite n < 3((0), p).

Réciproquement soit # un entier fini inférieur ou égal a 3((0), p).
Il existe une spécialisation @o de K prolongeant 1I’homomorphisme
A — A/p telle que d.1. [po(K):k] > n. Le théoréme 1 du Ch. I montre
alors qu’il existe une spécialisation ¢ du corps @o(K) et de rang n qui
est triviale sur k. La spécialisation ¢ peut s’écrire comme produit de
n spécialisations non triviales : ¢ = ¢@n...... @1. Soit v1 la valuation
de K correspondant a la spécialisation ¢:...... o1 9o (0 < i< n). Toutes
ces valuations ont pour centre p sur A et on a :

11 existe donc une chaine de longueur n formée par » valuations de A
ayant p pour centre sur A. D’ou la proposition 1.

Rappelons que ’anneau intégre A est dit anneau de Priifer si ’en-
semble de ses idéaux fractionnaires finis forme un groupe multiplicatif
ou encore si, quel que soit 1’idéal premier p de A, ’anneau de fractions
Ap est in anneau de valuation (*). Ceci posé, on a le :

Corollaire — Tout anneau de Priifer est sans poids.

Soit p un idéal premier ‘d’un anneau de Priifer A. Comme Ay est
un anneau de valuation, il n’y a qu’une seule valuation de A dont le
centre sur A est I'idéal p. La proposition 1 montre donc que dans A
on a toujours 3(0, p) = 0. Soient maintenant' q et p deux idéaux pre-
miers de A tels que gcp. On a 3(g, p) = 8((0), p/q) si p/q désigne
I'idéal image de p dans I’homomorphisme canonique A — A/q. Mais

() Cf. KruLL[4] ou Jarrarp[3] (De tels anneaux sont appelés par Krull Multipli-
katio nsringe).



LE SYMBOLE (g, p) 23

A/q est aussi un anneau de Priifer (%), donc 3((0), p/q) = 0 d’aprés
ce qu’on vient de voir, ce qui entraine le corollaire.

La proposition 1 permet de déterminer 3(q, p) & partir de la consi-
dération des chaines de valuations de centre p/q de I’anneau A/q.
Toutefois si A est intégre et si 3((0), q) < co, on peut déterminer
3(q, p) directement a partir des chaines de valuations de A :

Proposition 2 — Soient q et p deux idéaux premiers d’un anneau d’inté-
grité A tels que q cp et tels que 3((0), q) = s soit fini. Alors 3(q, p)
est la borne supérieure des nombres n tels qu’il existe une chaine de
valuations de A de la forme :

remplissant les conditions suivantes :
1) Chaque w: a pour centre q sur A (0 < i< )
2) Chaque v; a pour centre p sur A (0 < j< n).
<

Désignons par K, L et k les corps des fractions respectifs des anneaux
A, A/g et A/p. Puisque 3((0), q) = s, il existe une spécialisation ¢o
de K sur un surcorps £ de L prolongeant 1’homomorphisme
A—> A/q et telle que d.t.[#:L] =s. Le théoréme 2 du chapitre I
montre qu’il existe une spécialisation ¢ dé £ de rang s triviale sur L. Le
corollaire 6 du théoréme 2 (Ch. I) montre que &’'=¢(Z) est algébrique
sur L. On peut écrire ¢ = @sPs-1...... @1, chaque ¢; étant une spécia-
lisation non triviale du corps @i-1...... 91(Z). Désignons par wi la
valuation de K définie par la spécialisation ¢:...... po(0<i<s).Ona:

chacune de ces valuations ayant pour centre q sur A.

o o z
K— % > A1 —> A"
N/ I l
L Yo X
N /
k
I
A > Alq > Alp

(% Cf. par exemple JAFFaARD[3] (Ch. IV, § D).
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Soit # un entier fini tel que n< 3(q, p). Il existe une spécialisation ¢
de L sur un surcorps %~ de k qui prolonge ’homomorphisme A/q—>A/p
et telle que d.z. [#":k] > n. Le théoréme 2 du Chapitre I montre qu’il
existe une spécialisation de rang n, soit y, de#" sur un surcorps. ¢’
de k qui est triviale sur k.

La spécialisation ¢ de L surf” peut se prolonger en une spéciali-
sation Yo de £ sur un surcorps #'1 de ¥ et la spécialisation y de ¥
sur " peut-se prolonger en une spécialisation y’ de 1 sur J¢'{. Comme -
& est algébrique sur L, le corollaire 8 du théoréme 2 (Ch. I) entraine
dt. [H1:H =0 et d.t.[A]: A ']=0. Par suite y’ est d¢ rang »
et on peut écrire’ y’ = Yn Yn-1 ...... 1, les ¢; étant des spécialisations
non triviales.

Soit v: 1a valuation de K définie par la spécialisation s ..... Y140 @o.
(0<i<n). Elle a p pour centre sur A et on a :

wo<mwi<..... s < vo<n<..... Ve

Réciproquement donnons-nous une chaine :

wo<wi<...... <Ws< Vo< V1<..evnn <Van

de valuations de A remplissant les conditions de la proposition. 2.

La spécialisation ws définit une spécialisation ® de K sur un surcorps
& de L. On a surement d.t. [#’:L] = 0, sans cela il existerait, d’aprés
le théoréme 2 du Chapitre I, une spécialisation non triviale de £’ qui
serait triviale sur L et on en déduirait une valuation ws+1 de A dont le
centre sur A serait q et telle que ws < ws+1 : Ceci contredirait 1a propo-
sition 1 puisque 3((0), q) = s.

La relation ws < vo montre que la spécialisation de K définie par vo
peut s’écrire $o®@, ol o est une spécialisation de £’ qui induit une
spécialisation ¢ de L sur un surcorps ¢~ de k. Comme d.t. [#’:L]=0,
on a encore d.t.[X1: A ]=0 (Ch. I : corollaire 7 du théoréme 2).
Les relations vo < m1 < ...... < v» montrent que la spécialisation de
K définie par vn peut s’écrire x’ $o'®, ol y’ est une spécialisation de
rang n de X1 triviale sur k. Le corollaire 1 du théoréme 2 du Ch. I
montre que d.t.[#1:k]> n. Comme d.t.[#1: 4] =0, on a encore
d.t.[:k] = n et Dexistence de la spécialisation ¢ montre que
3(a, p) = n. D’ol la proposition.

Corollaire 1 — Pour que I’anneau d’intégrité A soit sans poids, il faut
et il suffit qu’il remplisse la condition suivante :
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Si v et w sont deux valuations de A telles que v << w, elles ne peuvent
avoir méme centre sur A.

Nécessité — Si A est sans poids et si v << w, les valuations v et w ne
peuvent avoir méme centre p sur A car la proposition 1 entrainerait.
alors la contradiction 8((0), p) > 0.

Suffisance — Si A satisfait a la condition ainsi définie et si g, p sont
deux idéaux premiers de A tels que q cp, la proposition 1 montre
d’abord que 3((0), q) = 0. On ‘peut alors appliquer la proposition 2
qui montre que 3(q, p) = 0. L’anneau A est bien sans poids.

Corollaire 2 — Tout anneau de Priifer est sans poids.

C’est une conséquence immédiate du corollaire 1 et du fait que toute
valuation d’un anneau de Priifer est complétement déterminée par son
centre sur cet anneau.

‘On remarquera que cette nouvelle démonstration du corollaire 1 de
la proposition 1 fait intervenir la proposition 2, mais n’utilise pas le
fait que le quotient d’un anneau de Priifer par un idéal premier est
encore un anneau de Priifer.

2 — Propriétés élémentaires du symbole 3(q,p)

Proposition 3 — St P1, P2 et ps sont trois idéaux premiers d’un anneau
A tels que p1 C Pz C Ps, on a linégalité .

) 3(p1, p2)+ 3(p2, ps) < 3(py, ps)

Désignons par K¢ le corps des fractions de ’anneau A/p: (i=1, 2, 3).
Soient m et ns deux entiers finis tels que nmi< 3(p1, p2) et na< 3(pa, ps).
Pour’i = 1 ou 2 il existe une spécialisation ¢; de K sur un surcorps L:
de Ki:+1 prolongeant I’homomorphisme A/p:i— Afpis1 et tel que
d.t.[Li:Kin]= mi. Soit ¢ une spécialisation de Li sur un corps M
prolongeant o2 et telle que d.t. [M:Lz2] = m1 (Ch. I, Corollaire 10 du
Th. 2). La considération de la spécialisation ¢ de K1 montre que
n1 + na2< 3(p1, ps), d’ou la proposition.
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K1 i >L1 ¥ >M

Ks—P 1,

Ks

: |
Alpr———> Afpa ——— A/ps

Dans les anneaux de Priifer ’inégalité (1) se transforme en égalité.
On verra plus loin (n® 4 du Ch. III) des cas ou 1’inégalité (1) est une
inégalité stricte.

Corollaire 1 — Si p1, pe et pa sont trois idéaux premiers d’un anneau
A tels que p1 Cp2 Cps, on a les inégalités :

3(p1, p)< 8(p1, ps) et 3(pz, P3)< 3(p1, ps)
C’est une conséquence immédiate de ta proposition 3. ‘

Corollaire 2 — Pour que I’anneau d’intégrité A soit sans poids, il faut
et il suffit que I’on ait 3((0), m) = 0 quel que soit I’idéal maximal m de A.

La nécessité est évidente. Montrons la suffisance :

Soient q et p deux idéaux premiers de A tels que qCp et soit m

un idéal maximal de A contenant p. Le corollaire 1 montre que ’on a
successivement :

S(q, P)< 8(q’ m)< 30, m) =0
donc 3(q, p) = 0, ce qui entraine le corollaire 2.

Proposition 4 — Soient p et q deux idéaux premiers d’un anneau A
tels que qcp et S un sous-ensemble multiplicativement clos de A ne
contenant pas de diviseurs de O et tel que S N p = @&. On a Iégalité :

@ 3(as, ps) = 8(q, p)

Désignons par S I'image de S dans I’anneau A/q et par K le corps des
fractions de A/q. D’aprés le lemme 1 du Chapitre I ’anneau As/qs
s’identifie canoniquement au sous-anneau (A/q); de K. En remarquant
que pour qu’une spécialisation ¢ de K induise sur A/q ’homomor-
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phisme A/q — A/p, il faut et il suffit qu’elle induise sur (A/q); ’homo-
morphisme As/qs—> As/ps, on voit que la proposition 4 est consé-
quence directe de la proposition 1.

Proposition 5 — Soient A’ un anneau entier sur un anneau A, q et p
deux idéaux premiers de A tels que q c p. Si q’ et p’ sont deux idéaux
premiers de A’ tels que q’ cp’ et tels que ' N A=gq, p N A=p,
on a:

3(q’, p) < 8(g, p)

De plus, si 3(q, p) est fini et si q’ est un idéal premier de A’ tel que
q’ N A = q, il existe un idéal premier pi de A’ tel que I’on ait en méme
temps :

9g'cp, prNA=p et 3, pl) =3, p)
Comme A’/q’ est un anneau entier sur A/q on peut, en passant au
quotient par q’, supposer que A’ est un anneau intégre et que q’ = (0).
Soient d’ = 3((0), p’) et d = 3((0), p).
Si n est un entier fini < d’, il existe d’aprés la proposition 1 une suite :
v(;<v;< ...... <v’

de n+ 1 valuations de A’ ayant toutes p’ comme centre sur A’. Ces
valuations induisent sur A une suite de valuations de centre p (sur A):

VoS Vi<...... < Vn
Le corollaire 9 du théoréme 2 (Ch. I) montre que I’on a :
vo<n<...... <Vn

et la proposition 1 montre que n< d. On en déduit d’ < d, ce qui
démontre la premiére partie de la proposition.

Supposons maintenant 3((0) ,p) = d<<co. Il existe d’aprés la pro-
position 1 une suite :

de d-+ 1 valuations de A ayant toutes p comme centre sur A.

Soit w; une valuation du corps des fractions de A’ prolongeant wa.
Comme A’ est entier sur A, wg est une valuation de A’. L’application
répétée de la proposition 1 du Chapitre I montre que 1’on peut prolonger
chaque w;: ep une valuation wy de A’ (0<i<d—1) de fagon que :

’ ’ ’ ’
WLW < e <w,_ <w
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Le corollaire 5 du théoréme 2 (Ch. I) montre que les valuations w; ont
méme centre pi sur A’. La proposition 1 montre que d< 3((0), p1).
Comme pi N A=p’ on a 3((0), pi) = 5((0), p) = d, ce qui achéve
de montrer la proposition 5.

Corollaire — Soit A’ un anneau entier sur un anneau A. Pour que A
soit sans poids, il faut et il suffit que A’ soit sans poids.
C’est une conséquence immédiate de la proposition. 5.

Proposition 6 — Soient p et q deux idéaux premiers de I’anneau A
tels que q C p. Pour tout entier fini n > 0, on a I’égalité :

3) 3(qgA™, pA®) = 3(q, p)

Par récurrence sur n on voit qu’il suffit de montrer 1’égalité (3) pour
n = 1. En passant au quotient par qA(), on peut supposer A intégre
et q = (0). Soit alors m un entier fini < §((0), p). D’aprés la proi)o-
sition 1 on peut trouver une suite de valuations v; de centres p sur A
telle que : .

rn<n<...... <Vm

Désignons par v; le prolongement canonique de v 3 A1), Les valuations
v; ont pour centre pA® sur A® et on a :

ce qui montre que m < §((0),pA®) et entraine 3((0),p)< 3((0),pAM).
Soit maintenant p un entier fini < 3((0), pA®). Désignons par K et k
les corps des fractions de A et de A/p. Posons A = A[x]. Il existe
une spécialisation ¢ du ¢torps K (x) sur un corps L qui prolonge 1’homo-
morphisme A [x]—A/p[x] et telle que d.¢. [L:k(x)] = p. Désignons par
M le corps ¢(K). Le corollaire 7 du théoréme 2 (Ch. I) entraine
d.t.[L:M]<d.t. [K(x):K]=1. Les égalités :

d.t.[L:k]=d.t.[L:M]+d.t. [M:k]=d.t. [L:k(x)] +d.t. [k(x):k]
entrainent alors
d.t.[M:klzd.t. [L:k(0)]=p

(puisque x = ¢@(x) est transcendant sur k).
Par suite 3((0), p) = p et 3((0), p) = 3((0), pA() ce qui entraine la
proposition 6.
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3 — Une égalité fondamentale

Pour étudier’ la dimension de ’anneau de polynomes A, om est
amené A étudier la longueur maximale des chaines d’idéaux premiers
ayant pour extrémités qA(¥ et pA(M, g et p désignant deux idéaux
premiers de A tels que q cp et q #p.

Nous ne nous préoccuperons que des chaines de la forme :

@ PoCcPiC.iiCPs
telles que :
PiNnA=q Q<iss—1) et Ps=pAMN),

Nous noterons A(gA™), pAMN) la borne supérieure des longueurs de
ces chaines particulieres. Notons que, quoique tous les idéaux inter-
venant dans ces chaines reposent sur g, sauf le dernier qui repose sur p,
I'idéal p n’est pas nécessairement un suridéal premier immédiat de q.

Théoréme 1 — On a Iégalité .
® A(QAM), pAN) = 1 + inf (N, 3(q, p))

Remarquons d’abord que 1’on peut passer au quotient (dans A(®)
par gA®™) (dans A par q) et par suite, pour simplifier 1’écriture, on
peut supposer A intégre et q = (0). Tous les idéaux de la chaine (4)
reposant, sauf le dernier, sur (0), le corollaire 1 du théoréme 3 (Ch. I)
montre que :

A0, PAMY< 1 + N

Montrons maintenant que :
A(©0), pPAMN) < 1+ 3((0), p)

Soit s = A((0), pAMN), Par définition il existe une chaine sans répétition
d’idéaux premiers de A(™ :

telle que Z:' N A = (0) (0<i<s—1) et Ps = pAMN),
Considérons la surte des homomorphismes canoniques :

(6) AW 5> ANP — ... — AN/P;_; > AN P,

Les s — 1 premiers homomorphismes laissent invariants les éléments
de A et le demnier induit sur A 'homomorphisme A — A/p. Désignons-
par Q; la fermeture algébrique du corps des fractions de AM™/Z;, En
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appliquant plusieurs fois le théoréme 1 du chapitre I, on voit que la
suite (6) peut se prolonge: en une suite de spécialisations :

©6) Qo= —...... —-Q,

En effet AN/P,_; - AN)/P, peut se prolonger en ;-1 —> Qs et
AN/P; 3 > ANP, ; qui s’écrit AN/P, g3 Q,-1 peut se pro-
longer en Q;-a— 2,1, et ainsi de suite...
Si L est le corps des fractions de A™), on en déduit une suite de
spécialisations :
L=Lio—>Li—...... > Ls-1—> L,

(L; étant un sous-corps de Q).

Désignons par K le corps des fractions de A. La spécialisation
L: — L¢+1 induit la spécialisation triviale A — A si i <s—1, donc elle
induit encore sur K la spécialisation triviale K—K. Enfin Ls—1 — Ls
spécialise K sur un surcorps K’ du corps des fractions k de A/p.

Qo > Q1 > veeeens Qs 1 > Q,
l | | I
L > La > eessen > Ls-1 > Ls
AN AN , AN / AN
AN — - AWMP, 5 | > AN Py | > AN P,
I / /
K > K > eeereens —3 K K’
\
k
\
A > A > eranes > A > Alp.

Désigaons par :

n’ le rang de la spécialisation L — Ls—1

m’ le rang de la spécialisation induite K -+ K (m’ = 0)
n” le rang de la spécialisation Ls—1 — Ls

m” le rang de la spécialisation induite K — K".

Le corollaire 6 du théoréme 2 (Ch. I) permet d’écrire :
d.t.[Ls-1:K]<d.t. [L:K]—(n"—m")

Mais d.z. [L:K] = N (d’aprés la définition de AN), n’> s — 1 (puis-
qu’aucune des spécialisations Li—> Li+1 n’est triviale en vertu des
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inégalités P; # Pi) et m’ = 0. Par suite on a :
O} d.t.[Ls-1:K]< N—s+1
Le\corollaire 6 du théoréme 2 (Ch. I) permei d’écrire également :
d.t.[Ls:K'1< d.t. [Ls-1:K]—(n"—m")
Mais on peut é&crire :
d.t.[Ls:K'] =d.t. [Le:k] — d.2. [K":k]
d’olr
d.t.[Ls:k]—d.t. [K':k]l<d.t. [Ls -1:K]—(n"—m")
C’est-a-dire :
®) d.t.[K’:k]=d.t. [La:k]—d.t.'[L,_l:K]+(n”—-m")

Mais Ls contient ’anneau AMN/ZP, = AMN/pA(M) qui est isomorphe
a I’anneau de polynomes (A/p)(¥). Par suite d.¢. [Ls:k]> N. En remar-
quant également que n” — m" > 0 et en tenant compte de I’inégalité (7),
on voit que (8) entraine :

) d.t. [K:k]Jz2N—N+s—1=s5—1
donc s<1+4d.t. [K’:k]
Mais, par définition
d.t.[K’:k]1< 8((0), p)
d’out I’inégalité :
A((0), pPAM)< 14 3((0), p).

Nous avons donc démountré 1’inégalité :

A((0), pPAMN)< 14-inf(N, 3((0), p))

Soit maintenant :

Désignons encore par K le corps des fractions de A et par k celui de A/p.
Puisque M < 3((0), p) on peut trouver une spécialisation ¢: K—K’
de K sur un surcorps K’ de k tel que d.z. [K’:k]=M prolongeant
I’homomorphisme canonique A —A/p.

Soient xl' s eeeees , Xy des éléments de K’ algébriquement indépendants
sur k et soient xi,...... , %y des éléments de K tels que ¢(xi) = X}
(I<i<sM).
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Aucun de ces homomorphismes n’est trivial, cai si on désigne par As
le sous-anneau de K engendré par A et xi,..... ., xi (Ao = A), on voit
que le /m¢ homomorphisme spécialise A¢-1[Xj,...... Xum] sur
AcfXin,. ... , Xu] et si xi= ai/bs (ai, bi€EA), 1’élément non nul
BiXs—ai de A [Xi...... , Xy a pour image 0 dans cet homomot-
phisme. Enfin ¢ induit sut A[xi,...... , Xy] ’homomorphisme : |

(Il n’est pas trivial car p # 0))....
Soit la suite des homomorphismes :
Ay Xt A (51, Xty or Xt A [51, s X2} >A/pTX1 oy Xot]
Dans ’anneau AM) on considére la suite d’idéaux premiers :
20=0)c2:ic22C-.....-. C 2ucZ2mn = pAM

od 2, est le noyau de A[Xy,..., Xarl—>A X1, %6, Xes1,.eo, X
Ona2inA=0)siis M.

Comme M < N, on a dans I'anneau A® = (AM)(N-M) Ja suite
d’idéaux :

Po=0cP cPC...CPuCcPun =pA®
définie par £, = Z;:AW),
Comme 2 N A = (0) (0< i< N) on en déduit I'inégalité :
M+ 1< A(0), pA®™)
Le théoréme 1 est donc complétement démontré.

Du théoréme 1 on déduit immédiatement le :

Corollaire — Pour que I’anneau A soit sans poids :

Il faut que quel que soit le couple d’idéaux premiers 2 ¢ # de. A¥)
Pinégalité hra(2) > 0 entraine hr (%) > 0.

1l suffit que ceci soit vrai pour N = 1.
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.4 — Les chaines spéciales

Dans ’anneau de polynomes A(™ appelons chaine spéciale toute
chaine d’idéaux premiers (sans répétition) de la forme :

(10) g’ocglc....cgn

remplissant les conditions suivantes :

Si p=2:iN A, il existe un entie1 j< i tel que &5 =pAM. Le
théoréme 1 permet d’évaluer 3 partir de A la longueur maximale des
chaines spéciales de A, 11 permettra donc d’évaluer la dimension de
A si nous sommes certains de D’existence d’une chaine spéciale de
A de longueur dim A(M. C’est cette existence que nous nous propo-
sons de montrer dans ce numéro.

Montrons d’abord le :

Théoréme 2'— Soit dans AX} une chaine de la forme :

telle que
PiNnA=q si0<iss—1
?;ﬁA=P

il existe dans A une chaine de longueur supérieure ou égale 4 s, com-
mengant @ qAW), finissant & Ps, dont tous les termes reposent sur q
ou p et passant par l'idéal p AY).

Remarquons d’abord que, les idéaux Z,,...... , Ps-1 reposant sur q,
le corollaire 1 du théoréme 3 (Ch. I) entraine :
11 s< N+ 1

Enfin on peut toujours supposer, en ajoutant s’il le faut, le terme qA(¥)
au début de Poc?1C.....- c P, que Po = qAW®, Considérons la
suite des homomorphismes :

AN Pos AN Py .. . AN [Py 1A Ps
Elle peut se prolonger en une suite de spécialisations :
Hos>H1—>...>H s 1—>H s

ou X'« est un corps extension algébrique du corps des fractions de
AN/ P, (procédé utilisé dans la démonstration du théoréme 1). Ces
spécialisations induisent sur A/q la suite de spécialisations :

Alg—>Aflg— ..... - Alq—Alp
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Désignons par ko le corps des fractions de A/q, par ks le corps des
fractions de A/p et par k; le corps image de ko dans la spécialisation

X‘s—l—hy.a

ou, ce qui revient au méme, ¥ o — A,

Ho—>H s > s
N/ |

ke —— >k,

ks

I

Alg ———— Afp

D’autre part, désignons par :

n’ le rang de la spécialisation "o — s 1

n" le rang de la spécialisation s -1 — ",

m’ le rang de la spécialisation induite sur ko par o o— s -1 (m’ = 0)
m" le rang de la spécialisation induite sur ko par H 51— F's.

Le corollaire 6 du théoréme 2 (Ch. I) permet d’écrire les deux inéga-
lités :

12) d.t.[Hs-1:kol< d.t. [ o:ko]—(n'—m’)
(13) d.t. [ s:ks]<d.t. [ s1:ko]—(n"—m")

Comme Zo = qA™, 'annean A(M/P, est isomorphe 2 (Alq)™ et
par suite d.z.[X o:ko]=N. D’autre part aucune des spécialisations
H'¢-1 — A "¢ m’étant triviale, on a n’ > s — 1. Comme m’ = 0, I'inéga-
lité (12) permet d’écrire : ’

©dt. [Hs1:ko]l< N—s+1
D’ou, en reportant dans I’inégalité (13) :
d.t. [ sk <N—s+1—@n"—m")
ce qui s’écrit encore :
d.t. [ s:ks]—d.t. [ke:ks]< N—s+ 1—(n"—m")
et, en tenant compte de ’inégalité 0 < n" — m”
(14) s<l4d.t. [ks:ks]+(N—d.t. [ s:k)).
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D’aprés le théoréme 1, il existe une chaine ¥ commencant 3 2o, finis-
sant & pA®), dont tous les termes sauf le dernier reposent sur q, et
de longueur 1 + inf (N, 3(q, p)). Si N< 3(q, p), la chaine obtenue en
ajoutant &, 4 la fin de ¥ répond a la question en raison de I'inégalité(11).

Supposons maintenant 3(q, p) << N. La chaine ¥ a une longueur
1+ 8(a, p), et, par définition, 3(q, p) étant supérieur ou égal a
d.t.[ks:ks], la chaine ¥ a une longueur supéricure ou égale 2
1+d.t.[ks:ks].

D’autre part le corollaire 3 du théoréme 3 (Ch. I) appliqué a I’anneau
A et 3 I'idéal &; montre qu’il existe une chaine ¥’ commengant a
pA®M, se terminant & &, et de longueur N —d.z. [£ s:k:].

L’inégalité (14) montre alors que la chaine formée en joignant les
chaines € et €’ répond a la question. D’ou le théoréme.

Montrons maintenant le :

Théoréme 3 — 1l existe dans I’anneau AY) une chaine spéciale dont
la longueur est égale a la dimension de A™™),

11 suffit de montrer que si on se donne une chaine sans répétitions
d’idéaux premiers de A(M) :

(15) .@ocglc ....c.@s

telle que Zo = (%o N A) AW, il existe une chaine spéciale de longueur
au moins égale 4 s commengant 3 £, et finissant 3 ;.

Soit :

(16) qoCqC-..-.- Cqt

la chaine sans répétition des idéaux premiers de A définie par la chaine
(15).
Montrons le théoréme par récurrence sur #.

Si t = 0 la chaine (15) est une chaine spéciale et le théoréme est dans
ce cas trivialement vrai. Supposons le théoréme démontré pour tout
t < netsupposons ¢ = n. Soit a le plus petit indice-x tel que Pz N A # qo.
Considérons la chaine :

D’aprés le théoréme 2, il existe une chaine de longueur a’> a :
Po=PoCPLC ceerne- CPy =Ps

telle que q1A™ soit un des idéaux de la chaine, &, par exemple. La
chaine :

€ :Poc PoraCennee CPu=PaCPatiC.eren- CcPs
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définit sur A la chaine sans répétition

QLC O2C ceenrnenn Cq:

qui est de longueur t— 1 =n— 1. D’aprés les hypothéses de récur-
rence, il existe une chaine spéciale ¥” de longueur supérieure ou égale
i celle de ¥, commengant 4 2, et finissant 3 2, soit :

?”:?{,:?'{c‘ ........ cP =P
On voit alors que la chaine spéciale :
Po=PicPiC-.--.. CPs=qAM =P} ... cP =P

est de longueur supérieure ou égale a s, ce qui démontre le théoréme
par réeurrence.

S — Propriétés du symbole 3(q, p) dans les anneaux de polynomes

Les théorémes 1 et 2 permettent de donner quelques indications sur
la valeur de 3(2, &) lorsque 2 ¢ Z est une chaine de 1’anneau de
polynomes AV,

Lemme 1 — Si 2 et P sont deux idéaux premiers de A(l*f) tels que
2 c Z on a linégalité :

an hra(D) — hry(P)< 32 N [A; 2 0 A)

Le lemme étant trivial si & = 2, nous supposerons & # 2.
Soient p=2LNA, q=2 N A, p=hry(P) et q = hry(2).

Si #=pAM), le lemme 1 est une conséquence immédiate du théoréme 1.
Nous supposerons dohc & # pA(M, D’aprés la définition de hra(2),
on peut trouver une chaine sans répétitions d’idéaux premiers de A
de la forme :

QAN ¢ 2, ¢ ...... C2=32c P

Le théoréme 2 montie alors que 1’on peut trouver dans A(™ une chaine
sans répétitions d’idéaux premiers de la forme :

qAM B D....... Con=2

avec :
Ti = pA®

(i étant un certain entier compris entre 1 et g + 1)
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et telle que :

5N A=q si j<i
Le théoréme 1 permet donc d’écrire :
(18) i<d(q,p)+1

La correspondance (conservant l’inclusion) entre idéaux premiers de
A®) reposant sur p et idéaux premiers de k@) (k étant le corps des
fractions de A/p) et.le théoréme 3 du chapitre I montrent que, puisque

hra(2) =p, il existe une chaine sans répétitions d’idéaux premiers de AN
de 1a forme :

P=PpCPps1C.eve... Cc Py

avec 5N A=p(p<j< N).
L’existence de la chaine sans répétitions :

G =pAN cGiuc..... Con=P =PpCPp1C.r.. CPn-
et le corollaire 1 du théoréme 3 (Ch. I) entrainent I’inégalité :

g+ 1—i4+n—p<n
ou encore :

gq—p+1<i
En comparant 4 1’inégalité (18) on obtient :
q—p< g, p)
qui est f’inégaﬁté (17) que I’on se proposait de démontrer.
Le lemme 1 se généralise de la fagon suivante :

TIiéore‘me‘4 — Si 2 et P sont deux idéaux premiers de AN tels que
2 c P, on a linégalité :
19) - 32, P <320 A PN A)— (hra2) — hra(P))

Soit ¢ un entier fini inférieur & 8(2, 2). D’aprés le théoréme 1 on peut
trouver dans ’anneau (AM)® = A(N+) une chaine sans répétitions
d’idéaux premiers de la forme :

ZAN 9 c...... C2icPANH avec 2in AN=2 (I<i<p

Le corollaire 4 du théoréme 3 (Ch. I) permet d’écrire les égalités :
hra(2s) = hra(2) + hra®™ (2)) = q + ¢

hrA(PAND) = hry(P) + hry 0 PAN+) =p 4 0 =p
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Le lemme 1 perméttant d’écrire :

hra(2e) — hrs(PAN+0) < 3(q, p)
et par suite :

q+t—p<3(qp) ou t<3@g,p—(g—p)
on en déduit I’inégalité (19) qu’il fallait démontrer.

Le théoréme 1 permet de donner une autre démonstration de la
proposition 6 :

Corollaire 1 — Si q C p est une chaine d’idéaux premiers de I’anneau A,
on a I’égalité .
S(CIA(”), PA(")) = 8(q’ p)

Le théoréme 4 montre que 3(qA®, pA®) < (g, p).

Montrons que cette inégalité est en fait une égalité. Soit s un entier
fini < 3(q, p). Considérons I’anneau A(+) que nous écrirons
Alx,..... s Xny V1o, > Ys], les x¢ et y; étant des variables indépendantes
sur A. Identifions A® A I’anneau Al[xi,...., xs] = B et posons
C = Alys...., ys]. Le théoréme 1 montre que I’on peut trouver dans
C une chaine sans répétition d’idéaux premiers

9CcZc......... CZ2:cpC telle que &N A=q (I1<is<ys)
On a dans A(+) = C(®) la chaine sans répétitions :
qA®+) e QI Aw) C 2:A(n+9) c p Aln+s)

et comme 2:A®+) N B =qB, le théoréme 1 montre que
3(qA®, pA) > 5. Dot le corollaire.

Corollaire 2 — A étant un anneau sans poids, si 2 et P sont deux
idéaux premiers de AN, la relation 2 c P entraine hra(2) < hr,(2P).

C’est une conséquence immédiate du lemme 1, puisque, par définition
des anneaux sans poids, on a 3(2 N A, Z N A)=0.

Corollaire 3 — Si A est un anneau sans poids, on a pour tout entier n
Pégalité :
dim A® =5 + dim A

Reprenons les notations de I’énoncé et.de la démonstration du corol-
laire 2 du théoréme 3 (Ch. I) et considérons la chaine sans répétitions
¢ définie par la formule (5) et vérifiant les conditions (6) (Ch. I). On a
évidemment hry(Ps,;+1) = 1+ hra(Pi.) (V i, 7). Le corollaire 2 montre
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d’autre part que, A étant supposé sans poids, hr,(Pi+1,0) > hra(Pi.aqy)
(vi). Il en résulte les inégalités

hry(Pi+1,0) = (i) + hry(Pi,0)

donc :

hrpy(Pn,0) > 20+ a()+....... +atk—1)

)

et:
hry(Prag) = a(0)+ a(D)+..... + a(k—1)+ (k)

Comme on a Ara(Pr,.u) < n (Ch. I, corollaire 1 du théoréme 3), on
en déduit «(0)+....... +a(k)<n et par suite la chaine € a une lon-
gueur s<n-+k. Comme k<dim A, on a ssn+dim A, ce qui montre
le corollaire, compte tenu de I’inégalité dim A®™>n+dim A (Ch. I,
corollaire 2 du théoréme 3).

Corollaire 4 (Théoréme de Seidenberg) — Si A est un anneau de
Priifer on a pour tout entier n I’égalité :

dim A® = n 4 dim A

C’est une conséquence immédiate du corollaire 3 et du corollaire 2
de la proposition 2.

Le théoréme 4 montre que dans le cas o0 2N A=ZNA,on a
Pinégalité 3(2, P)< hry(P)—hry(2). En fait on a dans ce cas un
résultat un peu plus fort :

Proposition 7 — Si 2 et P sont deux idéaux premiers distincts dans
AW tels que Pon ait 2cP et 2N A =P N A, on a linégalité :
(20) 3(2, P)< hrp\(P)—hrpy(2)—1

Soient p = hry(P), g = hra(2) et t un entier fini < 3(2, &). Les
considérations du Ch: I, n® 2 montrent qu’il existe dans A une chaine
sans répétition d’idéaux premiers :

PCPiCeennnnn. CPnyp avec PnpN A=P N A=p

D’autre part, la définition de hrs2 montre qu’il existe dans A®™ une
chaine sans répétition d’idéaux premiers de la forme :

Le théoréme 1 montre alors que dans ’anneau (A®)® = A(+) j]
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existe une chaine sans répétition d’idéaux premiers de la forme :
pA®+) = D A+) C2¢1A+) c QA 9] ...

DL CPAM cPIAGH) € .. CPrpA) c R ... C
avec Z:N AW = P, _,,

Comme tous ces idéaux premiers reposent sur 1’idéal p, le corollaire 1
du théoréme 3 (Ch. I) montre que la longueur de cette chaine est infé-
rieure ou égale 4 n 4 ¢. On a donc :

gtt+1+n—p+tit<n+t
ou t< p—q—1. ce qui démontre la proposition.

Corollaire 1 — Si P est un suridéal premier immédiat de 2 dans A™
etsi2NA=2Pn A, ona légalité (2, P) = 0.

Le théoréme 3 du Chapitre I et la correspondance’ canonique entre
idéaux premiers de A® reposant sur 2N A = p et idéaux premiers
de k™ si k est le corps des fractions de 1’anneau A/p montrent que si
Z est un suridéal premier immédiat de 2, on a hru(%) = hra(2)+1.
Le corollaire est alors une conséquence immédiate de la proposition 7.

Corollaire 2 — Si A est un anneau sans poids, AW est un anneau léger.

Soit £ un suridéal premier immédiat de 1’idéal premier 2 dans AW,
Il faut montrer que 3(2, #) = 0. Posons 2N A=qet N A= p.
Si q = p, le corollaire 1 montre que 3(2, &) = 0. Supposons q #p.
Deux cas sont alors a considérer :

1¢7 Cas. 2 = qA®. On a nécessairement 2 = pA® et le théoréme 4
montre alors que 3(2, #) = 0.

2me Cas. 2 # qAW, L’égalité (g, p) = O et le théoréme 1 montrent
que dans ce cas & # pA®. Donc hra(2) = hra(#) = 1. Le théoréme 4
montre encore que 3(2, #) = 0.

I1 serait intéressant de savoir si, A étant un anneau sans poids, I’an-
neau A™ est léger quel que soit n. Si cela était vrai, le théoréme de
Seidenberg (Corollaire 4 du théoréme 4) serait, comme le théoréme
de Krull (corollaire 4 du Théoréme 6, Ch. III) un cas particulier du
corollaire 3 du théoréme 6 (Ch. III).

Il semble possible que 1’on. puisse, dans I’énoncé de la proposition 7,
remplacer 1’inégalité (20) par 1’égalité correspondante. C’est évidem-
ment le cas si n = 1.



CHAPITRE 1I¥

LA FONCFION f(n) = dim A®.

1 — Comportement asymptotique de la fonction f(n) — dim A®™.

Les théorémes 1 et 3 du Chapitre II permettent d’exprimer la
dimension de A®) 2 partir de caractéres intrinséques de 1’anneau A.
Tous les résultats que nous énoncerons étant triviaux lorsque
dim A = o0, nous supposerons désormais dim A < co.

Toute chaine de A™) définit une chaine (sans répétition) de A sur
laquelle elle sera dite reposer. Nous désignerons par I' I’ensemble des
chaines de I’anneau A. Si € € I est une chaine de A et si 7 est un entier > 0
quelconque, nous désignerons par @.(%) le nombre de maillons
de Ia chaine € dont le poids est supérieur ou égal a n. Enfin nous
désignerons par A(%,n) la longueur maximale des chaines spéciales
de A™ reposant sur la chaine € de A. Le théoréme 3 du Chapitre II
permet d’écrire :

. dim A™ = Sup A(%,n)
Gel
D’autre part :

Théoréme 1 — On a Dégalité :

@ A1) = 9o®) + 91E) + ... + 9a(®) + 1

Désignons par (%) le nombre de maillons de la.chaine % dont le poids
estégal a n.Ona:

Un(®) = on(®) — @u+1(¥) si n <
Y (%) = lim @a(¥) (limite atteinte pour un nombre fini).

n—ow

On voit immédiatement & partir du théoréme 1 du Chapitre II et des
considérations du n® 2 du Chapitre I que 1’on a ’égalité :

AGN=4o®) + 201(B) +... 4+ M 1@ + (r + 1) > W@ +n

nE i< w



42 THEORIE DE LA DIMENSION DANS LES ANNEAUX DE POLYNOMES

On a donc :

A1) = 9o(®) — 91(F) +291(F) — 204(F) + ... +npn_1(€) — neu(¥)
+@+1) D () — (@) + lim 9u(®) +n

m<Ki<o n-— o

= 9o(?) + ¢1(€) + ... + ¢r_1(¥) + Pa(¥) + n.

D’ou I’égalité (2) et le théoréme.
Les égalités (1) et (2) donnent une expression de la dimension de I’anneau

de polynomes A(™ en fonction de nombres définis intrinséquement a partir
de Panneau A.

Théoréme 2 — Si A est un anneau de dimension finie, il existe un
nombre N tel que pour tout n > N on ait I’égalité :

dim A® = (1 + mn + 8

T et 3 étant des constantes telles que 0 < = < § et © < dim A.
Posons

Px(A) = sup (pa(¥))
el

Cest un nombre fini inférieur ou égal a4 dim A. L’inégalité

¢n(%) = @n+1(%) entraine sup (a(%)) > sup (pn+1(¥)) et par suite :
eI’ AN

P(A) > eni1(A)  (Vn)

Donc 94(A) tend vers une limite 7 inférieure ou égale a dim A lorsque
n augmente indéfiniment. Cette limite est atteinte pour n = v.

Donc si n > v, toute chaine € de A n’a pas plus de = maillons de
poids > n et il y a au moins une chaine ayant exactement © maillons
dont le poids est = n (1).

n étant un entier > v, notons I'» ’ensemble des chaines de A ayant
exactement w maillons de poids > n. On a alors :

I'n #2 I's OTan n=v)

(M) = n’est pas nécessairement égal 3 (;up (im @n (%)) : il est possible a priori que,
e B—>®
quelle que soit la chaine %, chacun de ses maillons ait un poids fini, mais qu'il existe
des chaines ayant des maillons de poids aussi grand qu’on le veut.
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Posons :
d=sup [A&,n+1)—A%, n)]
@el’
L’inégalité :
A€, n+ 1)< A(€,n+d
entraine :
sup A(,n+1)<supA(€,n) +d
€el’ AN
L’égalité (1) permet d’écrire :

(3) dim A®+D) — dim A® < sup[A(€,n+ 1) — A(%, n)] (Vn=0)
el

Or ’égalité (2) entraine :
A@,n+ 1)— A@®,n =1+ pun(®)
Comme n > v entraine 94(%)< =, on en déduit :
@ dim A@+) —dim AW <1 +=x (v < n).

Pour tout n = v, posons :

p(m) = sup (A(%,v))
€el'y

p(n) est un entier nférieur ou égal & dim A®. L’inclus.on I'na ¢ I'a
entraine p(n+ 1)< p(n). Comme p ne peut prendre que des valeurs
entiéres positives ou nulles, on en déduit 1’existence d’une limite :

p =lim p(n)

n—>w

Cette limite est atteinte pour un certain noinbre w(w = v). On notera
I';, le sous-ensemble de I'» défini par la condition :

ET, 7 {¥Elw et A(%,v)=¢}
Onal;,#@ et I'sOlan.
Soient n>v et €€l Ona:

(@) = 9 &) ==
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Donc, par applications répétées de¢ P’égalité (2) :
A€, n)—AE,v)=@m—v)(1 +r)
et comme F€I';, entraine A(%, v) = p on a I’égalité :
5) A@G.m=>04+m)(@m—v) +e (n=v; €ETL)
Posons :
A =010+ m@m—v)+p
L’égalité (5) montre que :
0< A(m) < dim A® (n=v)
L’inégalité (4) permet alois d’écrire :
0< dim A®+D) — A(n + 1) < dim A® — A(n) (v<n)

Par suite dim A® — A(n) tend vers une limite g >0 lorsque n— o0,
cette limite étant atteinte pour un certain nombre N.

On-a donc pour tout n> N : dim A® = A(n) + a
ou: :

6) dim A® = (1+ mn + 8 (n= N)
en désignaat pa1 d la constante p + a — (1 + w)v.

Il nous reste 3 montrer que w< 3.
On a p=rclw)=sup (A%, V)
€el',
Mais €€F, % a exactement = maillons de poids > .

Le théoiéme 1 du Chapitre II montre alors immédiatement qix’i'l‘
existe une chaine spéciale de A® reposant sur € et de longueur
= 7n(v+ 1)+ v. Donc

sup (A(%,v)) = (m+ Dv+ ,
€el',,

c’est-a-dire p = (1 + w)v+ 7 Comme 0< a, il en 18sulte bien
==

Nous verrons plus loin (n° 4 du Chapitre IV) que = et 3 peuvent
preadre des valeurs finies arbitraires assujetties & la seule condition
m< 3.
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2 — Cas des anneaux de dimension 1

Le comportement de la fonction f(n) = dim A® est particuliérement
simple dans le cas o A est un anneau de dimension 1. Reprenons les
notations du n° 1.

Toutes les chaines de A ayant pour longueur 0 ou 1, si € est une
chiaine de A on a ¢4(%) =0 ou 1. Pour que ¢u(%) =1 il faut et il
suffit que % s’identifie & un maillon q ¢ p tel que 3(qg, p) = n. Si € est
une chaine de longueur 1 de la forme q ¢ p, on posera 3(¥)=3(qg, p).

% étant une chaine quelconque de A, on a donc :

Si € est de longueur O :
A@,n)=n
et si € est de longueur 1 :
_[2n+1 si n< 3(%)
A, ) = { 5®)+n+1si n> 3%

Posons A = Sup 3(%). On a donc :
@el
2n+1 sinz A

i (") == = -
dim A %‘élf\A((g’n) A+n+l sinz A

On peut donc énoncer le :

Théoréme 3 — A tout anneau A de dimension 1 on peut associer un
entier A > 0 qui peut Etre infini et tel que :

2n+1 sin< A

i (")=
dim A {A+n+lsin>A

On donnera au chapitre IV une interprétation importante de A (ce sera
la dimension valuative de A).

Corollaire — Si A est un anneau de dimension 1 tel que dim A®™<2n+-1
on a pour tout entier p > 0:

dim A®+?) = dim A™ + p

Dans le cas ou n = 1, on retrouve un résultat de Seidenberg ([2], Théo-
réme 5).
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3 — Cas des anneaux Noethériens

Notre but dans ce numéro est de redémontrer le théoréme de Krull.
(Si A est un anneau noethérien, dim A® = » 4 dim A pour tout en-
tier n), par des moyens trés différents de ceux employés par Krull.
Montrons d’abord par une méthode due a4 Chevalley le résultat suivant
d’Akizuki.

Proposition 1 — A étant un anneau d’intégrité noethérien local de
dimension 1, tout anneau B entier sur A et contenu dans le corps des
fractions de A est noethérien.

Si M est un B-module, nous désignerons par Lgz(M) sa longueur
(c’est-a-dire la longueur maximale de ses chaines de sous-modules).

Soit x un élément de B distinct de 0. Si n est un entier > 0, I’appli-
cation qui 2 tout y de B fait correspondre 1’élément yx* est un isomor-
phisme du B-module B sur le B-module Bx* qui applique le sous-module
Bx de B sur le sous-module Bx*+1 de Bx®. On a donc :

Ls(Bx#/Bxn+1) = Ly(B/Bx)

On en déduit immédiatement (4 partir du théoréme de Jordan-Holder)
que :

)] Lp(Bx®/Bx»+m) = mLy(B/Bx)
Ceci posé, considérons un anneau B’ contenu dans B et fini sur A,
c’est-a-dire de la forme B’ = A[xy,..... , Xp]. Chaque x: étant entier

sur A et contenu dans le corps des fractions de A, il existe un élément
non nul d; de A tel que dixi€A pour tout entier s > 0. On voit donc que
sid=d...... dp onads#0etdB CA.

Désignons par p I’idéal maximal de A. Comme p est le seul idéal
premier non nul de ’anneau noethérien A il existe un entier r > 0
tel que pr c Ad (d # O entraine en effet Ad = A ou dA p — primaire).

Soit x un élément non nul de p. La relation x"€Ad entraine B’x" Cc A.

Tout idéal de B’ contenu dans B’xr est donc idéal de A et s’il con-
tient B’x7+% il contient Axr+», Par suite :
® Lp'(B'x7/B’x7+") < Ly(A/Ax+")

La formule (7) entraine :

Ly'(B’x"/B’x"+") = n Ly" (B’/B’x)
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et

La(A/Axrm) = (r + n) L, (A/AX)
La formule (8) permet donc d’écrire :

nLy’(B’/B’x) < (r + n) L,(A/Ax)
Comme ceci est vrai pour tout n=> 0 on a donc :
® Ly’ (B'/B'x) < L, (A/Ax)

Ceci posé, raisonnons par 1’absurde et supposons que B ne soit pas
noethérien. On peut trouver une suite infinie d’idéaux a: de B, soit :

AOCALC venrennnns CanC.venens

telle que an+1 5% an pour tout n.

Choisissons x # 0 dans ai (a1 # ao entraine a1 # (0)) et posons
La(A/Ax) = h. Pour tout n choisissons y»€an+ tel que yn¢an et posons
B’ = Aly,..... » yn]. Les idéaux a; N B’ (1<i<h+1) de B’ sont tous
distincts et distincts de B’. Comme il contiennent tous B’x on en con-
clut que :

Ls/(B’/B’x) = h 4+ 1 > L4(A/Ax) contrairement 2 1’inégalité (9). Par
suite B est bien noethérien, ce qui montre la proposition.

Théoréme 4 (Krull) — La fermeture intégrale d’un anneau d’intégrité
noethérien local A de dimension 1 est un anneau de Dedekind (%).

B désignant cette fermeture intégrale, la proposition 1 montre que
B est noethérien. D’autre part B est intégralement clos par hypothése,
et de dimension 1 (Proposition 2 du Chapitre I). Le théoréme classique
d’E. Noether (%) montre alors que B est un anneau de Dedekind, d’ou
le théoréme.

Ceci posé, montrons le :

Théoréme 5 — Tout anneau noethérien est léger.

Soient A un anneau noethérien et deux idéaux premiers q et p de A
tels que p soit un suridéal premier immédiat de q. Il faut montrer que
3(g, p) = 0. En passant au quotient par q on peut supposer que A
est intégre et que q = (0).

La proposition 4 du Chapitre II montre que I’on peut supposer, en
remplagant au besoin A par Ap, que A est local d’idéal maximal p.

() En fait B est un anneau principal n’ayant qu’un nombre fini d’idéaux premiers
(Cf. KruLL[Y] et Northcott[*]).
(*) Cf. E. NoETHER[?] ou VAN DER WAERDEN[?] § 102.
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Le théoréme 4 montre alors que la fermeture intégrale A’ de A est un
anneau de Dedekind, donc de Priifer. D’aprés la proposition 5 du
Chapitre II il existe un idéal premier p’ de A’ tel que p’ N A = p et,
tel que 3((0), p) = 8((0), p). Comme A’ est sans poids, on a
3((0), p’) = (0) et par suite 3((0), p) = (0). D’ou le théoréme.

Le théoréme 1 du Chapitre II montre que le théordme 5 est équiva-
lent au :

Corollaire — Si p est un suridéal premier immédiat de I’idéal premier
q dans I’anneau noethérien A, I’idéal premier p AW est suridéal premier
immédiat de q AW dans AW,

Ce corollaire est démontré par Krull ([6]) & partir du théoréme de
I’idéal principal. (Dans un anneau noétherien tout suridéal premier
minimal d’un idéal principal a pour hauteur 0 ou 1), dont nous n’avons
pas eu i nous servir. Par contre Krull ne se sert pas du théoréme 4.

q et p étant deux idéaux premiers d’un anneau A tels que q ¢ p, dési- |
gnons par d(q, p) la borne supérieure des longueurs des chaines d’idéaux
premiers de A dont le premier terme est q et le dernier p. (C’est encore
la dimension de I’anneau (A/q)p/q). C’est un entier positif ou nul, fini
ou non.

Ceci posé, on peut énoncer le :

Théoréme 6 — Soit A un anneau tel que I’anneau A™ soit léger quel
que soit Pentier n positif ou nul. Siyp et q sont deux idéaux premiers de A
distincts et tels que q Cp, on a la relation :

L’inégalité & démontrer étant triviale si d(q, p) = o0, il suffit de la
démontrer pour d(q, p) fini, ce que nous allons faire en raisonant par
récurrence sur d(q, p). Puisque A est léger, Iinégalité (10) est vraie par,
définition si d(q, p) = 1. Supposons la vraje toutes les fois que d(q, p)<n'
et supposons d(q, p) = n (r=> 2). Raisonnons par 1’absurde et suppo-
- sons que ’on ait 3(q, p) = n. Nous considérerons ici A®® comme anneau
de polynomes a une variable sur A(*~-1). On aura donc A cA*-) c A™.

Le théoréme 1 du chapitre II montre ’existence d’un idéal premier
24 de A™ tel que 2. N A = q, hry(2n) =n et 2o c pA®. Posons
2'=2, N Alr-D),

Le corollaire 4 du théoréme III (Ch. I).permet d’écrire :

Bra(24) = Bra(27) + hra @D (2,)
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Les relations hra(2’) < n—1 et hr,"-D (2,) = 0 ou 1 (corollaire 1
du théoréme 3, Ch. I) montrent alors que :

hray(2)=n—1 et  hr,™V(2,) = 1.
¥
Soit 2,1 = 2'A™ . On a:
hrA(.@,. —l) = hrA(”"].) (-Qn —1) + hrA(-@') =n-—1.

Donc 2n est un suridéal premier immédiat de 2y -1.

Montrons que pA®-1 est un suridéal premier immédiat de 2.
Raisonnons par 1’absurde et supposons que I’on ait dans A(»-V une
chaine sans répétitions de la forme :

2’ cZ cpArD
Comme hra(2)=n—1 on a ZNA=r+q,p (Corollaire 1 du
théoréme 3, Ch. I).

D’aprés le théoréme 2 du Chapitre II, il existe dans A~ une chaine
sans répétition de la forme :

(en tenant compte de hr,(2) =n—1)
dont tous les éléments reposent sur q ou sur t et telle que rA®-1) soit de
la forme @..

On en déduit alors 8(qg, ©) = i — 1 et n— i < hr,(#) = 5. Ces inéga-
lités entrainent 8(q, r) = 7 —s— 1. L’inclusion # ¢ pA®-1 entraine
3(r, p) = 5. Par suite :

(11) 8(% t) + 8(1'9 P)> n—1.

Mais les hypothéses de récurrence et les inégalités :
d(q, 1)+ d(r, p)<d(q, p) =n
entrainent :
S(q, l‘)+ 8(]?, P)<n'—1
ce qui contredit I’inégalité (11).
Il en résulte que pA®-1) est un suridéal premier immédiat de 2.
Comme, par hypothése, A(»-1 est un anneau léger, on a donc :

3(2', pAtn-1) =0, ce qui contredit D’existence de la chaine sans
répétition :

2°AM 9, cpA®
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Cette contradiction montre que 3(q, p) < n et achéve de montrer le
théoréme 6.

Corollaire 1 — Si p et q sont deux idéaux premiers d’un anneau
noethérien, tels que q C p, on a la relation :

3, P)sd(@p)—1 M

- Geci résulte immédiatement des théorémes 5 et 6 et du fait que tout
anneau de polynomes & un nombre fini de variables sur un annean
noethérien est aussi noethérien.

Corollaire 2 — Soit A un anneau tel que I’anneau A™ soit léger quel
que soit Pentier n positif ou nul. Si P et 2 sont deux idéaux premiers
de A™ tels que 2cP et P N A # 2 N A, on a la relation :

hra(2) —hra(P)< d(2 A A, P A A)—1

C’est une conséquence immédiate du théoréme 4 du chapitre H et
du théoréme 6.

Corollgire 3 — Soit A un anneau tel que A™ soit léger quel que soit
Uentier n positif ou nul. On a pour toute valeur de n :
dim A® = »n 4 dim A
Reprenons les notations du corollaire 2 du théoréme 3 (Ch. I) gt-

soit une chaine sans répétition € de A de la forme (Ch. I, (5)), les
conditions (Ch. I, (6)) étant vérifiées. Le corollaire 2 permet d’écrire :

hr s (Pi.a@y) — hra(Ps +1.o)'~<~ d(ps, piv) —1 (O<i<k—1)

Les relations évidentes :
(i) < hra(Pi.o)) — hra(Pi,0)

entrainent alors :

(i) < hrp(Pi+1,0) — hra(Pi,0) + d(pe, piv1) — 1 O<i<k—1)

En additionnant membres & membres ces k inégalités.on trouve -,

a(0)+...... + a(e—1)< hrp(Pi,0)—hra(Po,0) + d(pt, pin)—Ek;
o<i<k—1

On en déduit que la longueur s de la chaine % vérifie I'inégalité
(12) s<k+atk)+hry(Pr.0)—hra(Po,0) + > d(pi, pir)—k

o<i<k—1

(1) (Note rajoutée pendant la correction des épreuves). On peut en fait gontrer
gue l'on a une égalité (P. Jaffard [4].
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Mais en remarquant que :

z d(ps, pi+1) < dim.A

o<i<k—1
et que o
hry(Pr,0) + k)< n

l’i_négalité (12) permet d’écrire :
s< n‘—i— dim A.

On a donc dim A® < n + dim A. D’ou le corollaire (en tenant compte
du corollaire 2 du théoréme 3, Ch. I).

Corollaire 4 (Théoréme de Krull) — Si A est un anneau noethérien»
on a pour tout entiern= 0 :

dim A® = »n 4+ dim A

C’est une conséquence immédiate du corollaire 3 et du.théoréme 5.

4 — Le lemme de Seidenberg et ses conséquences

Montrons le résultat suivant :

Proposition 2 (Lemme de Seidenberg) — Soient A un anneau. d’inté-
grité mtegralement clos n’ayant qu’un seul idéal maximal p et K Je corps
des fractions de A. Si « est un élément de K tel que o¢A, 1/a¢A, I'anneau
Alxl/pAlx] est canoniquement isomorphe & (A/p)®.

(o, p) étant ’idéal de A[x] engendré par « et p, on a :

13) (a, p) # Alal]

En effet, si I'inégalité (13) n’était pas réalisée, on aurait une égalité de-
la forme :

l=at+ama+....... + ana® (ac€p, ai€A; 1< i<n)

L’inctusion ao€p entrainerait 1 — ao¢p et par suite 1 — ao serait inver-
sible dans A, d’ol :

(1foy" +

! R S +

"Mais alors 1]/ serait entier sur A et on aurait la contradiction 1/«€A.
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Soit maintenant A = A[x] et g(x) un élément unitaire de AW,
Montrons la relation :

(14) _2@¢pALY]

Sig€A, onag = 1 et (14) est une conséquence de (13). Supposons donc
g¢A.
Comme « n’est pas entier sur A, g(a)¢A. On ne peut avoir non
plus 1/g(x)€EA car on aurait alors 1/g(«)Ep et 1€pA[a] contrairement
a I’inégalité (13). On peut donc appliquer (13) a g(«) et on a dans 1’an-
neau Afg(x)] :
15) (8(), p) # Alg(w)]

L’égalité (15) montre qu’il existe un idéal premier m de A[g(x)] qui
contient g(«) et p.

Comme « est racine de g(x) — g() = 0, on voit que A[a] est entier
sur A[g(«)] et par suite () il existe un idéal premier m’ de A[«] tel que
m’ N Afg()] = m.

On a donc dans Afo] :

(16) (g(), p) # Ale]
De la méme maniére, en considérant 1 4 g au lieu de g :
an (1 + £(a), p) # Ala] ‘

Si on avait Iinclusion g(«)EpAla], on aurait 1 = 14 g(x)—g(e)
€(1+g(x), pAlal) ce qui contredirait 1’inégalité (17). On a donc bien
1a relation (14).

Ceci, posé, considérons I’homomorphisme canonique f de A [x]=A®
sur Afa] qui laisse invariants les éléments de A et tel que f(x) = «.
On a évidemment pA[x] c/f1(pAla]).

Soit gEA [x] tel que g¢p A [x]. On peut écrire g = g1+ ga avec ga€pA [x]
‘et aucun coefficient de g1 n’appartenant A p. Soit ¢ le coefficient du
terme de plus haut degré de g1. Comme c¢p, c est inversible et gi/c est
unitaire. La relation (14) entraine alors :

gu()/c¢pAla]
Comme c est unitaire, on a donc gi(«)¢pA[a] et comme ga(x)EpA [o]
on a g(e)¢pAlfa]. Par suite :
pA[x] =fpAlxD.

(M) Une valuation de Afg(a)] ayant pour centre m sur Afg(o)] est une valuation
de A[a] dont le centre 11" sur Afa] répond 2 la question.
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D’ou I’homomorphisme canonique :

Alal/pAla] = Alx)/pAlx] = (A/p)®
qu’il fallait démontrer.

On en déduit le :

Corollaire 1 — Soit p un idéal premier d’un anneau d’intégrité intégra-
lement clos A. Pour que I’anneau AP soit de valuation, il faut et il suffit
que I’on ait I’égalité 3((0), p) =

La proposition du 4Chap1tre I montre que I’on peut toujours supposer
A = Ap.

Si A est un anneau de valuation, il n’y a qu’une seule valuation de A

ayant p pour centre sur A. La proposition 1 du Chapitre II montre
alors que 3((0), p) =

Si A n’est pas un anneau de valuation, il existe un élément & du corps
des fractions K de A tel que a¢A et 1/a¢A. Le lemme de Seidenberg
montre alors que 1’homomorphisme A — A/p peut se prolonger en un
homomorphisme de A[x] sur (A/p)¥). Cet homomorphisme peut a son
tour se prolonger en une spécialisation ¢ du corps des fractions K de A.
Comme ¢(K)2J (A/p)), on voit que d.z. [p(K): A/p] = 1, ce qui entraine
3((0), p) = 1, d’ot le corollaire.

Corollaire 2 — Soit p un idéal premier d’un anneau d’intégrité inté-
gralement clos A. Si I’anneau Ap n’est pas de valuation, il existe un
couple de valuations vi et v2 de A ayant chacune p pour centre sur A
et telles que vi < va.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 1 du Chapitre 1I
et du coroulaire 1.

Corollaire 3 — Pour que la fermeture intégrale A’ d’un anneau d’in-
tégrité A soit un anneau de Priifer, il faut et il suffit que A soit un anneau
sans poids.

Comme A et A’ sont sans poids en méme temps (Ch. II, corollaire
de la proposition 5) on peut supposer A intégralement.clos, c’est-a-dire
A=A

Si A est de Priifer, nous avons vu qu’il est sans poids (Ch. II, corol-
laire 2 de la proposition 2).

Si A est sans poids, le corollaire 1 montre que Ap est de valuation,

quel que soit 1’idéal premier p de A. L’anneau A est donc de Priifer
d’ot le corollaire.
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Corollaire 4- (Seidenberg) — Soit A un anneau d’intégrité de dirften-
sion 1. Pour que I’'anneau A soit de dimension 2, il faut et il suffit que
la fermeture intégrale de A soit un anneau de Priifer.

Reprenons les notations du théoréme 1 et 'de sa démonstration. La
formule :

dim A® = Sup A(%, 1)
Cer

montre en effet que si dim A = 1, vine condition nécessaire et suffisante
pour que dim A® =2 est que A soit sans poids. Le corollaire 4 est
alors une conséquence du corollaire 3.

Les corollaires qui précédent montrent accessoirement que dans
I’énoncé de la proposition 3 du Chapitre II on ne peut remplacer 1'iné-
galité (1) par I’égalité correspondante. Si on pouvait.le faire on en
concluerait sans peine que tout anneau léger de dimension fimie serait
sans poids, donc en particulier (corollaire 3) que tout anneau noethérien
intégralement clos de dimension finie serait de Priifer (et donc de-
Dedekind, puisque noethérien), ce qui est manifestement inexact comme
le montre 'exemple d’un anneau de polynomes 3 deux variables sur
un corps.



CHAPITRE 1V

LA NotioN DE_DIMENSION VALUATIVE

1 — Dimension valuative d’un anneau

Si on_en excepte la proposition 3 et les corollaires 3, 4 et 5 du
théoréme 2, le début de ce chapitre (jusqu’au théoréme 4) est indépen-
dant des notions et des résultats exposés dans les chapitres II et III:

Etant donné un anneau d’intégrité A, nous appelerons dimension
valuative de A et nous désignerons par dims» A la borns supérieure (finie
ou non) des longueurs des chaines sans répétitions de valuations de A :

Vo < V1< tevnvenenns < Vs

(chaque y; est une valuation de A strictement plus fine que la valuation
vi-1 (1< i< 5)). Clest aussi la borne supérieure des rangs des valuations,
de A, c’est-a-dire encore la borne supérieure des rangs des spécialisa-
tions ¢ du corps des fractions de A qui restent finjes sur A (c’est-a-dire
telles que co¢p(A)).

Lemme 1 — Si p est un idéal premier de I’qnneau intégre A, on a :

dim, A/P < dimy A

Soit s un entier fini < dimy, A/p. Désignons par K le corps des frac-
tions de A et par k le corps des fractions de A/p. Par définition il existe
une spécialisation ¢ de k de rang s finie sur A/p. L’homomorphisme
canonique A — A/p peut se prolonger en une spécialisation ¢ de K
sur un surcoips L de k et la spécialisation ¢ peut se prolonger en une
spécialisation ¢’ de L sur un surcorps de @(k). On voit alors que ¢’
est une spécialisation de K restant finie sur A et dont le rang est supérieur
ou égal 3 5. On en déduit donc le lemme.

Remarque — Si p # (0), dimy A/p < dimo A + 1.
En ‘effet dans ce cas ¢ n’est pas triviale et ¢’y a un rang > s + 1.
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Soient A un anneau quelconque (commutatif avec élément unité) et P
I’ensemble des idéaux premiers de A. On considére le nombre s (fini
ou non) défini par :
s = Sup (dim, A/p)
peP

D’aprés le lemme, si A est intégre on a s = dimy A. Que A soit intégre
ou non, nous dirons que s est la dimension valuative de I’anneau A et
nous écrirons :

s = dimy A.

Théoréme 1 — La dimension d’un anneau est toujours inférieure ou
égale a sa dimension valuative.

Soit A un anneau d’intégrité. Si n est un nombre fini < dim A on
peut trouver une chaine sans répétitions de longueur n d’idéaux premiers
de A, soit :

POCPLCevrenens C Pn

D’aprés le corollaire 2 du théoréme 1 (Ch. I), il existe une valuation
vo de A de centre po sur A. Le corollaire 3 du théoréme I (Ch. I) montre
I’existence d’une valuation vi de A ayant pour centre p1 sur A et telle
que vo < v1. La répétition de ce procédé montre I’existence d’une chaine
(sans répétitions) de valuations de A :

Par suite dim A < dim, A, ce qui montre le théoréme 1 dans le cas des
anneaux d’intégrité.

Soient maintenant A un anneau que nous ne supposerons plus intégre
et P ’ensemble des idéaux premiers de A. On a, d’aprés ce qui précéde :
dim A = Sup (dim A/p) < Sup (dims A/p) = dimy A

peP peP

ce qui achéve demontrer le théoréme 1.

On peut avoir dans certains cas 1’égalité dim A = dimy A comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 1 — La dimension d’un anneau de Priifer est égale a sa
dimension valuative.

Soit A un anneau de Priifer. La correspondance qui a tout idéal
premier p de A fait correspondre la valuation vp de A définie par I’an-
neau de valuation Ap est une application biunivoque de ’ensemble
des idéaux premiers de A sur ’ensemble des valuations de A telle que :

aCcpPp=vgs<p
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On en déduit qu’a toute chaine (sans répétitions) d’idéaux premiers
de A correspond une chaine (sans répétitions) de valuations de A et

réciproquement, ce qui entraine immédiatement la validité de la pro-
position 1.

Proposition 2 — Si p est un idéal premier de I'anneau intégre A, on a
Pinégalité :
dimv Ap -+ dimv A/P < d.imu A

Soient s et ¢ deux entiers finis tels que s< dimy Ap et £ < dimo A/p.
Désignons par K et k les corps des fractions respectlfs de A et de A/p.
L’inégalité ¢ < dim» A/p montre qu’il existe une spécialisation ¢ de k
restant finie sur A/p et de rang au moins égal a 1..

L’inégalité s < dim, Ay, montre qu’il existe une spécialisation ¢ de K
restant finie sur Ap et de rang au moins égal & s. Comme o reste finie
sur Ap, on en déduit qu’elle reste finie sur A et que son centre q sur A
est contenu dans p. L’homomorphisme A/q— A/p peut s’étendre en
une spécialisation y de @(K) sur un surcorps de k. La spécialisation ¢
peut s’étendre en une spécialisation ¢’ de x(¢(K)), On voit que ¢’'ye
est une spécialisation de K restant finie sur A et de rang au moins égal
a 54 t< dimy A, ce qui entraine la proposition 2.

Proposition 3 — Pour que I’anneau A ait une dimension valuative finie
il faut et il suffit que la dimension de A soit finie et que I’ensemble des
nombres 8(q, p) ot (q, p) parcourt Iensemble des couples d’idéaux pre-
miers de A tels que q C p soit borné par un nombre fini.

Supposons dimy A < 00. Le théoréme 1 montre que la dimension de
A est finie. Si q c p est une chaine d’idéaux premiers de A, Ia proposition 1
du Chapitre II montre que 3(g, p) < dims A/gq. Ceci entraine
3(q, p) < dimy A/q < dimy A et la condition énoncée dans la propo-
sitiom 3 est bien nécessaire. -

Montrons qu’elle est suffisante et supposons pour cela dim A < co0
et les 3(q, p) bornés par entier fini M.

b étant un idéal premier de A, soit :

une chaine sans répétitions de valuations de A/p.' Cette chaine peut
s’écrire sous la forme :

V0,0 < V0,1 < et < Vo,a(0) < V1,0 <iovo e VRO eoee <VEa(h) < Vid1,0 <o
oo < Via(k)
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le centre de v:,; sur Afp coincidant avec celui de vi’,; si et seulement
sif==1".

On a évidemment k£ < dim A/p < dim A,

D’autre part si pi/p est le centre de vi,o sur Afp (p: étant un idéal
premier de A), la proposition 1 du chapitre I montre que

a(@) < 3((0), pi/p) = 8(p, pi)< M.

En remarquant que si vo,o0 est la valuation triviale de A/p, on a «(0)=0,
on voit que la longueur 7 de la chaine considérée est inférieure ou égale
a(M + 1) dim A et dim. A < (M + 1) dim A, ce qui achéve de montrer
la proposition 3.

Cette démonstration montre que 1’on peut énoncer le : ‘

Corollaire 1 — A étant un anneau quelconque, on a Pinégalité :

dimy A < (1 4 Sup 3(q, p)) dim A
acp

Corollaire 2 — La dimension d*un anneau sans poids est égal d sa
dimension valuative,
Si A est sans poids; on a Sup 8(q, p) = 0. Le corollaire 1 enitaine
ace
alors dimy» A < dim A et le corollaire 2 est une conséquence du théo-
réme 1. )
Le corollaire 2 contient comme cas particulier la proposition 1.

Proposition 4 — Si A’ est un anneau entier sur un anneau. A, la dimen-
Sion valuative de A’ est égale a celle de A.

Supposons d’abord intégre I’'anneau A’ dont nous désignerons par K”
le corps des fractions et soit » un entier fini < dimy A. Il existe une
chaine sans répétitions de valuations de A ayant pour longueur 7, soit :

La valuation v. peut se prolonger en tne valuation v» de K. La pro-
position 1 du Chapitre I montre qué va-1 peut se prolonger en une
valuation v, -1 de K’ telle que v, -1<<vs. En répétant le procédé on obtien
une chaine de valuations :

de K, chaque v; prolongeant v;. Comme A’ est entier sur A, v; est une
valuation de A’ (0<i<n). Donc n< dim, A’..
On en déduit dim», A < dimy A",
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Soit maintenant m un entier fini < dimy, A’. Il existe une chaine
sans répétitions de valuations A’ ayant pour longueur m :

Le corollaire 9 du théoréme 2 (Ch. I) montre que I’on a les inégalités
strictes :

wo<mwmi<........ <Wm
ce qui entraine m < dimy, A et par suite dimy A’ < dim» A. La propo-
sition 4 est done vraie si A est intégre.

Soit maintenant A’ quelconque. Désignons par P 1’ensemble de
.idéaux premiers de A et par P’ I’ensemble des idéaux premiers de A'.
Si p’€P’, on a p” N AEP. Réciproquement si pEP, il existe un p’EP’
tel que p’ N A = p(1). L’anneau d’intégrité A’/p’ étant entier sur
I’anneau A/p’ N A, la validité de la proposition 4 pour les anneaux
intégres entraine la suite d’égalités :

dim, A’= Sup (dim» A’/p’)= Sup (dim, A/p’ N A)= Sup (dim, A/p)='
pEp’ 'pep’ pepP

= dim, A.
Ce qui achéve de montrer la proposition 4.
Proposition 5 — Soit A un anneau d’intégrit¢ contenant un corps k
-et soit K le corps des fractions de A. On a I'inégalité :
dimy A < d.t. [K:k]

dim, A est la borne supérieure des rangs des spécialisations de K qui
restent finies sur A. Or toute spécialisation de K restant finie sur A
est triviale sur k. La proposition 5 est donc une conséquence immédiate
du ¢orollaire 1 du théoréme 2 (Ch. I).

Proposition 6 — Soit A un anneau d’intégrité dont le corps des frac-
tions Ksa un degré de transcendance noté d.t.(K).

Si* K a une caractéristique non nulle, on a linégalité :

dim, A < d.t.(K)

(1) Cf. CoHEN et SEIDENBERG['].
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et si K a une caractéristique nulle :
dimy A< 1+ d.t. (K)

Si K a une caractéristique non nulle, I’anneau A contient le sous-
corps premier P de K. La proposition 5 permet donc d’écrire :

dim, A < d.t. [K:P].
Mais d.t.(K) = d.t. [K:P] + d.1.(P) = d.¢t. [K:P], d’ou I'inégalité :
dim, A < d.¢.(K)

Lorsque K a une caractéristique nulle son sous-corps premier peut
s’identifier au corps Q des nombees rationnels. Si ¢ est une spéciali-
sation de rang n’ de K, elle induit sur Q une spécialisation de rang »
telle. que n’ < n + d.t. [K:Q] (théoréme 2 du Chapitre I). Or il est
classique que n = 0 ou 1 (Krull [2]), donc n' < 1 + d.¢. [K:Q] ce qui
entraine

dimo A< 1 +d.t.[K:Q] =1 + d.t.(K)

et qui achéve de montrer la proposition 6.

2 — Etude de la fonction f(n) = dim A dans le cas ot A‘est un
anneau de dimension valuative finie

Montrons d’abord le :

Théoréme 2 — A étant un anneau quelconque et n un entier fini, on a
légalité :
dimv A = n + dimv A

Supposons d’abord A intégre.

Soit d un entier fini < dim, A. Il existe une valuation de A de rang
m = d. On a vu (Ch. I, démonstration du théoréme 2) que cette valuation
pouvait se prolonger en une valuation de rang n 4+ m de ’anneau A®,
On a donc dimy A™ > n + m ce qui entraine dimy A™ > n + dim, A.
Soit maintenant d’ un entier fini < dim» A®. Il existe une valyation v’
derang m’ > d’ de A™ qui induit sur A une valuation de rang m. Le théo-
réme 2 du Chapitre I montre que m’'<sm-+d.t.[A®:A]l=m+n.
L’inégalit¢ m> m’—n entraine dime A>m’— n et par suite
dim, A > dim, A® — pn, d’oll le théoréme lorsque A est intégre.

Supposons maintenant A quelconque.
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Si p est un idéal premier de A, on a 1’égalité :
dim,(A/p)® = n + dims (A/p)
Mais P’anneau (A/p)(") étant isomorphe & A®/pA®, on en déduit :
) dimy A®/p A = p + dim.(A]p)
ce qui entraine immédiatement :
dimy, A® > n 4 dimy A

Soit maintenant un entier fini s < dim, A®. Il existe un idéal premier
P de AM tel que dimy AW /P> 5. Soit p= P N A,
L’inclusion pA®™ ¢ £ et le lemme 1 entrainent :

dim, A(”)/PA(") = dimy A(")/g
L’égalité (1) entraine alors :

dimy, Afp> s—n
On en déduit :
dimy A= s—n
et par suite :
n -+ dimy A > dim A®

ce qui achéve de montrer le théoréme 2.

Corollaire 1 — Si A est un anneau dont la dimension est égale a la
dimension valuative, quel que soit I’entier n on a I'égalité :

dim A® = pn 4+ dim A.

(C’est une conséquence immédiate des théoréme 1 et 2 (compte tenu
du corollaire 2 du théoréme 3 (Ch. I).)

Corollaire 2 (Théoréme de Seidenberg) = Si A est un anneau d’inté-
grité dont la fermeture intégrale B est un anneau de Prifer, on a pour
tout entier n I’égalité : :

dim A® = n 4 dim A

On a en effet dim B = dim» B (proposition 1). Or dim A = dim B
(proposition 2 du Chapitre I) et dim, A = dim, B (proposition 4).
L’égalité dim A = dim, A et le corollaire 1 entrainent alors le corol-
laire 2.

Corollaire 3 — Tout anneau d’intégrité dont la dimension valuative esg 1
a pour fermeture intégrale un anneau de Priifer.
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Soit A un anneau d’intégrité dont la dimension valuative est 1. On a
dim A = 0 ou 1 (théoréme 1). On ne peut avoir dim A = 0, car alors
A serait un corps ef on aurait dim», A = Q. Donc dimy, A = dim A = [.
On a par suite dim A® = n 4 1 quel que soit n (corollaire 1).

Le corollaire 3 est alors une conséquence du corollaire. 4 de la pro-
position 2 du Chapitre III.

Appelons agnneau de nombreés algébriques tout anneau d’intégrité A
dont le corps des fractions est une extension algébrique du corps des

_nombres rationnels. La proposition 6 montre que ’on a-dimy A< 1.
Si dimy, A = 0, A est un corps. Si dimy A =-1 on peut appliquer le
corollaire 3 du théoréme 2 et énoncer dans tous les cas :

Corollaire 4 — Taut anneau intégralement clos de nombres algébrigues
est un anneau de Priifer.

A étant un anneau d’intégrité contenant un corps k, nous dirons que
A est un anneau de fonctions algébriques & une variable sur le corps k
si le corps des fractions de A est'une extension de degré transcendance 1
de k. La proposition 5 montre que I’on a dans ce cas dimo A< 1.
On peut donc énonger le :

Corollaire 5 — Tout anneau intégralement clos de fonctions algébrigues
@ une variable sur un corps k est un' anneau de Priifer.

Théoréme 3 — Si A est un anneau de dimension valuative finie, il existe
un entier fini N et un entier 8 inférieur ou égal @ dimy A tel que pour
tout n= N on ait Pégalité :

() dim A®™ =n + 3
Considérons la_ fonction g(n) = dimy A™ — dim A®.
g(n+ 1)—g) = (dimo A+ —dim, A®)—(dim A+ —dim A®).
Le théoréme 2 entraine :
g+ 1)—g(n)=1—(dim At+)—dim A®)

et le corollaire 2 du théoréme 3 (Ch. I) entraine g(n+ 1)—g(n)<0.
g(n) est donc une fonction décroissante bornée inféricuremerit par: 0
(théoréme 1). Elle admet donc une borne inférieure o qu’elle atteint
pour n=N. Par suite 7> N entraine g(n) =« ou dimA® = dim, A — ¢«
et d’aprés le théoréme 2, n> N entraine donc :

dim A® =n 4 dimy A —a
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On veit de plus que 8 = dimy A — « < dimo A, ce qui achéve de démon-
ter le théoréme.

Cette démonstration ne fait pas intervenir les considérations des
chapitres II et IIL. Il est toutefois possible d’en donner une démons-
tration partielle qui s’y rattache directement’:

Reprenons les nofations employées dans la démonstration du théo-
réme 2 du Chapitre III. dim, A étant finie, on en déduit I’existence d’un
nombre fini M tel que (g, py < M quelle que soit la chaihe q cp de A
(proposition’ 3). % ‘étant une chaine de A, on a donc > ¢u(%).= 0'si
n > M. Le théoréme 1 du Chapitre IIT montre donc que n > M entraine:”

et par suitte dmA®W<n+ M+ DdimA (@= M).

Le’%_[}éoréme 2 du Chapitre III montre alors que pour » suffisamment
grand on\a :

dim A® =n + 8 - avec < (M + 1)dim.A

Dans cette deuxiéme démonstration le théoréme 3 a été déduit de
la proposition 3. Nous laissons au lecteur le soin de voir que récipro-
quement le théoréme 3 et le théoréme 1 (Ch. III) auraient permis de
démontrer & nouveau la proposition 3.

- Théoréme 4 — Soit un anneau A de dimension ﬁni’e quelconque et sgient
7t et 8 les enfiers tels que pour toute valeur suffisamment grande de n
on ait Iégalité :

dim A® = (1 4+ ®)n+ 3

Une condition nécessaire et suffisante pour que 7 = O est que la dimension
valuative de A soit finie.

Le théoréme 3 montre la suffisance.

Supposons maintenant © = 0 et reprenons la démonstration et les’
notations du théoréme 2 du Chapitre III. Il existe' un entier v tel que
pour n> v on ait ’égalité @a(A) = 0. Ceci montre que si qCPp est.
une- chaine de A, on a toujours 3(a, p)<v. La proposition 3 entraine
alors dim, A<co. D’oll le théoréme.

Si on reprend le cas d’un anneau A de dimension 1 étudié au n° 2
" du Chapitre III et si on garde les notations qui avaient été définies
alors, la proposition 1 du Chapitre II montre immédiatement que
A = dim, A. Par suite si A est un anneau de dimension 1 et de dimen-
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sion valuative finie, le nombre & tel que ’on ait pour n assez grand
P’égalité :
A3) dim A" =n 4+ 3
est 8 = dims A.

En outre 1’égalité (2) (ou (3)) est vérifiée dés que n> dim» A. Le
théoréme suivant va généraliser ces résultats :

Théoréme 5 — Soit A un anneau dont la dimension valuative est finie.
Pour tout entier n supérieur ou égal & dimy, A, on a I’égalité :

dim A® = pn + dimy, A

Soit A un anneau intégre de dimension valuative finie égale a s et soit
une chaine de valuations de A ayant pour longueur s :

(4) vo<n<....... <Vs ¢

Si on désigne par q: le centre de v; sur A, on a les inclusions :

) qGoCqiC..---- CGs

Dans la chaine (4) ne gardons que les valuations v telles que gi-1 # q;.
On en déduit une nouvelle chaine :

CY) WoWI< euen.. <Wm

dont les centres forment maintenant une chaine sans répétitions :

&Y POCPLC cevves Cpm

La valuation w; définit une spécialisation s du corps des fractions K
de A sur un corps Ki (J¢ induit sur A I’homomorphisme A — A/p).
Comme w; est plus fine que w1, on voit que s est le produit de i1
par une spécialisation ¢¢ : Ki-1 — Ku.

Comme la chaine (4) est maximale, vo = wo est la valuation ‘nulle,
donc po=(0) et @o est I’application identique de K sur lui-méme
(K = Ko). Désignons par r; le rang de la spécialisation ¢: (c’est la
différence : rang de w; moins rang de wi-1).

Désignons par ks le corps des fractions de A/p; et par ki le corps
image de k¢-1 par la spécialisation @i. (On a A/p:i cki cki cKi). On
notera di le degré de transcendance d.t. [ki:k:] et on posera :

La spécialisation ¢::Ki-1 —K; est le produit d’une certaine spéciali-
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sation de rang 1 (d’un corps Ki -1) par une spécialisation de rang ri—1
de K -1 sur K¢ —1 (d’une maniére plus précise, si wi = Va,, K¢ -1 est ’'image
de K par la spécialisation définie par va, -1). La spécialisation K 4K
laisse invariant le sous-anneau A/pi-1 de K:-1, donc également son
corps de fractions k¢ -1

Kisi —> Kia —s Ky

I | I

kin —> kia —— ki

s

Alpia4 —> A/pi-1 —— Alp:

La spécialisation Ki-1 — K{-1 étant de rang r;—1, le corollaire 6 du
théoréme 2 (Ch. II) montre que :

rni—1-+4+d.t. [K:—1:k¢-1]< d.t.[Kia:ki-]

Le corollaire 7 du théoréme 2 (Ch. I), appliqué a K71 — Ki, montre
que

d.t.[Kiki]l< d.t. [Ki-1:ke-]
D’ol, en tenant compte de ces deux inégalités :
re—1+ d.t. [Ke:ki] < d.t. [Ki-a:kioa]
Soit, en tenant compte de :

d.t.[Ki:ki]l=d.t. [Ke:ki]—d.t. [ki:ki]
ri—1<d.t. [Ki-i:ki]+ d.t. [ki:ki—d.t. [Kizki]

ou
(6) ri—1<d.t. [Kiaki1]l —d.t. [Kiki] + de

Les- inégalités (6) sont valables pour 1< i< m.
Si nous les additionnons, ceci donne :
@) > rn—ms< d.t.[Ko:ko] —d.t.[Km:km] + d
I<ism

Comme po = (0), ona A/po = Aetko = Ko = K. Doncd.?. [Ko:ko]=0.
Posons r’ = d.t. [Km:km] et supposons wm =Vs-n. La valuation vs
est la composée de la valuation wm et d’une valuation de rang h. Par
suite elle définit une spécialisation produit de Y m par une spécialisation
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¢’ de rang h. Cette dernitre laisse kr invariant (puisque vs et vs-» ont
méme centre pm sur A). On a donc (Ch. I : Corollaire 1 du théoréme 2) :
h<d.t.[Kn:kn]
et 'inégalité (7) permet d’écrire :
Z ri—ms<d—h

I<ism
1l résulte immédiatement des définitions que s= > K+ h..
I<ism
On en conclut donc :
™) s=dimyA<d+m
Mais les définitions de ds et de 3(pi-1, p:) montrent que :
di < 3(ps-1, Pe)
et par suite :

® dimeA< > (1 + 3(pi-s, P9)).
i<

1<ism

Soit un entier N = dimy A. La proposition 1 du Chapitre II et le lemme 1
montrent que :

N = 8(pi-1, p1) (I<ism)
Le théoréme 1 du Chapitre II montre alors que :
APi-1 AN, pr AM) = 1 + 3(pi-1, p1)

11 existe donc une chaine d’idéaux premiers de A(M), soit :

©0©=ZvcPiC-...... CPs’ = pm AW
de longueur s" = 3 (1 + 3(pi-1, po)).
1im
Si AM = A[Xy,...... , Xy] on peut considérer la chaine d’idéaux

premiers de longueur N :

P AN c(pnAM™, Xi) c(pmA®, X1, Xa) C ... c(pmAM, Xy,..., XN

On en déduit donc ’existence dans A™ d’une chaine de lohgueur
s+ Nz2s+ N=N + dim, A
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Les théorémes 1 et 2 montrant que dim A®™ < N + dimy A, on a donc:
dim A®™ = dim, A™ = N + dim, A

ceci implique en outre s = s/, ¢’est-a-dire que 1’inégalité (8) est en fait
une égalité.

Le théoréme 5 est donc démontré dans le cas ol A est intégre.

Ne supposons plus A intégre. La condition dim, A<co entraine
Pexistence d’un idéal premier p de A tel que dim, A = dim, A/p.
D’aprés ce qu’on vient de voir, pour tout entier N tel que N> dimy A,
oha:

dim (A/p)™ = N + dimy A
et comme :
dim (A/p)™ = dim A/p A™ < dim AM™
on a I’égalité :
dim A®™ = N + dimy, A
compte tenu du corollaire 2 du théoréme 3 (Ch. I).
Le théoréme 5 est completement démontré.

Corollaire I — Pour que I’anneau A soit tel que, quel gue soit I'entier
n = 0 on ait I’égalité :

dim A® = pn 4+ dim A

il faut et il suffit que I’on ait I’égalité dim, A = dim A.

Le corollaire 1 du théoréme 2 montre que I’égalité dim A = dim, A
entraine dim A® = n + dim A pour tout n.

Soit maintenant un anneau A tel que dim A® = n + dim A pour
tout n. Si dim A = 0o, on a aussi dimys A = 0. Si dim A<o0, le théo-
réme 4 montre que dim, A < o0 et le théoréme 5 montre que
dim A = dim, A. D’ou le corollaire.

Corollaire 2 — La dimension d’un anneau noethérien est égal a sa
dimengsion valuative.

C’est une conséquence du corollaire 4 du théoréme 6 (Ch. III) et du
corollaire 1 du théoréme 5. (1)

(1) (Note rajoutée pendant la correction des épreuves). Le corollaire 2 peut se
démontrer directement a partir d’un théoréme du a Abbyankar et Zariski, ce qui
permet alors de considérer le théoréme de Krull comme une conséquence du
corollaire 1 du théoréme 2 (Cf. P. Jaffard [4].
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3 — Sur les anneaux A tels que dimy A = dim A

Le corollaire 1 du théoréme 5 montre une propriété trés remarquable
qui caractérise les anneaux dont la dimension est égale & la dimension
valuative. Appelons P cette derniére propriété. Nous avons vu des
exemples trés divers d’anneaux ayant cette propriété. Citons :

Les anneaux de Priifer et, plus généralement, les anneaux d’intégrité
dont la fermeture intégrale est un anneau sans poids (corollaire 2 de la
proposition 3).

Les anneaux noethériens.

Les anneaux de la forme A(™) dans lequel A est un anneau d’intégrité
dont on note K le corps des fractions et m un entier supérieur ou égal
a d.t. (K) si K a une caractéristique non nulle, et supérieur ou égal a
1 + d.z. (K)si K a pour caractéristique 0 (proposition 6 et théoréme 5).

Plus généralement, les anneaux de polynomes i un nombre suffi-
samment grand de variables sur un anneau dont la dimension valuative
est finie.

On peut conjecturer que les anneaux totalement clos (total ganz
abgeschlossen) ont également la propriété P.

Indiquons maintenant quelques théorémes de permanence de la
propriété P d’un caractére assez élémentaire :

Proposition 7 — Si anneau A a la propriété P, il en est de méme de
Panneau de polynomes A®, quel que soit I'entier n.
C’est une conséquence immédiate du corollaire 1 du théoréme 3.

Proposition 8 — Si A’ est un anneau entier sur I’anneau A, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que A’ ait la propriété P est que A ait
cette propriété.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 2 du Chapitre I
et de la proposition 4.

Il semble possible que, méme dans le cas d’un anneau A de dimension
finie, la propriété P ne se transmette pas de A & un anneau quotient
A/a. Toutefois :

Proposition 9 — Soient A un anneau d’intégrité de dimension finie
ayant la propriété P et p un idéal premier de A tel que :

® ht(p) + pf(p) = dim A
Les anneaux Alp et Ap ont alors la propriété P.
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L’égalité (9) peut encore s’écrire :
dim Ap + dim A/p = dim A
Si on avait dim, Ap > dim A ou dim, A/p > dim A/p on aurait donc:
dimy A + dimy, A/p > dim A
et par suite (proposition 2) :
dim, A > dim A

ce qui contredit I’hypothése faite sur I’anneau A.

Corollaire — Soient A un anneau d’intégrité équidimensionnel de dimen-
sion finie ayant la propriété P et a un idéal quelconque de A. L’anneau
A/a a encore la propriété P.

Comme A a une dimension valuative finie, il en est de méme de A/a
et il existe un suridéal premier p de a tel que dim, A/a=dm, A/p.
Le lemme 1 montre que p est un suridéal premier immédiat de a et,
I’anneau A étant équidimensionnel, on voit facilement que dim A/a =
dim A/p. 11 suffit donc de montrer le corollaire dans le cas ol a est un
idéal premier p, ce qui est alors une conséquence immédiate de la
proposition 9.

Dans le corollaire précédent on peut laisser tomber ’hypothése que
A est intégre :

Proposition 10 — Soient A un anneau e'qziidimen.'vionnel de dimension
finie ayant la propriété P et a un idéal quelconque de A. L’anneau Ala
a encore la propriété P,

Montrons-le d’abord dans le cas ol a est un idéal premier p de A.
Soient dim A = d, ht(p) = t et pf(p) = p. Comme A est équidimension-
nel on a I’égalité ¢ + p = d. Soit enfin » un entier positif quelconque.
I1 nous faut montrer 1’égalité dim (A/p)” = n + dim A/p. Raisonnons
par l’absurde et supposons que I’on ait :

dim (A/p)™ =s>n+dimAfp=n+p

L’anneau (A/p)™ s’identifiant canoniquement a4 A®/pA®), il existe
dans A une chaine sans répétition d’idéaux premiers de la forme :

PAM cP1C.unnn. c?s
Comme ht(p) = ¢, il existe dans A une chaine sans répétition d’idéaux
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premiers de la forme :
QOCGLC eeenee Cac=p
on en déduit dans A® la chaine sans répétition :
qeA®™ cquA® ¢ ....... Cq:A™ = PAM cPic...cPs
Elle a pour longueur ¢+ s> t+ p+ n=n-+ dim A.
L’inégalité dim A® > n+ dim A contredit I’hypothése suivant la-

quelle A a la propriété P. Donc dim (A/p)™ = n+ p pour tout n et
A/p a encore la propriété P.

Supposons maintenant que a soit un idéal quelconque de A, et soit
un entier, positif quelconque. L’anneau (A/a)(") s’identifiant canoni-
quement & A®/a A®), on a :

(10) dim (A/a)(”) = Sup(dim A®/P)
Pen

I1 désignant ’ensemble des suridéaux premiers de a A dans A®,
Pétant uh é¥ment de II, posons Z N A=p. On a :

dim A®W]P< dim A®/p A® = dim (A/p)™

Or, comme p est un idéal premier de I’anneau équidimensionnel A,
on a, d’aprés ce qu’on vient de voir :

dim (A/p)(“) =n+ dim A/p <’n+ dim A/a

L’égalité (10) entrame donc ¢

dim (A/a)™ < n+ dim A/a

et par suite : ’
dim (A/a)® = n + dim A/a

ce qui montre bien que A/a a la propriété P.

On peut se demander si un anneau léger a la propriété P.

Ce probléme est 1i€ de prés au probléme sujvant qui nous.semble de
premiére importance parmi ceux qui restent a élucider dans ce domaine :

Etant donnée une chaine p1 C p2 C ps d’idéaux premiers d’un anneau A,
donner une majoration de 3 (p1, ps) qui soit fonction des nombres 3(ps, p2)
et 3(p2, ps).

Une telle recherche peut s’enivisager soit directement en considérant
intrinséquement 1’anneau A, soit indirectement en considérant les
anneaux A et en utilisant de fagon systématique les théorémes 1
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et 2 du Chapitre II. Il va sans dire que des résultats obtenus par une
étude directe seraient plus satisfaisants pour 1’esprit.

4. — Saur les nombres w et 3

Nous nous proposons dans ce numéro de montrer que les nombres 8
et 7t définis dans I’énoncé du théoréme 2 du Chapitre III peuvent prendre
des valeurs finies (arbitraires) telles que © < 3. ‘

Nous allons d’abord décrire un procédé (mspxré d’un contre-exemple
construit par Krull et Seidenberg) permettant de construire un anneau
A* 3 partir d’un anneau d’intégrité A.

Soient A un anneau intégre, k son corps des fractions, K une extension
de k et Z une extension transcendante simple de K. On peut trouver
Sans difficulté une valuation v de > ayant pour groupe de valeurs le
groupe ordonné additif Z des entiers, ordinaires (valuation discréte de
rang 1) qui définit une spécialisation ¢ de > sur K laissant invariants
l.es éléments de K. ‘

Désignons par V ’anneau de la valuation v et par P I'idéal premier
de la valuation (c’est-a-dire le centre de v sur A). Considérons d’autre

part les sous-anneaux A* et A de > définis par les relations :
x€EA* = 9(x)€A
€A = gk
On a les inclusions évidentes :
PcA*c A éV

-Comme tout élémeat de’ Z peut se mettre sous la forme d’un quotient

de deux éléments de P, on voit que les anneaux gl’iﬂtéglité A¥* et K
ont_> pour corps des fractions (ce sont des ordres de, >). De plus :

an A*P=A

et P est un idéal premier de A et de A* tel que :

1l . P B *
12) A=AP\
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Lemme 2 — Tout idéal premier non nul de A* contient P.

Soit P’ un idéal premier non nul de A* et p’ un élément non nul de P’
Soit p un élément non nul quelconque de P. L’inégalité v(p)>0 et ’hypo-
thése faite sur v entrainent lexistence d’un entier n>0 tel que
nv(p)>v(p’). 11 en résulte une égalité de la forme p» = p’p1 avec
pi€EP. Donc p"€EP’ et, comme P’ est premier, pEP’. Par suite P c P’ ce
qui montre le lemme 1.

Lemme 3 — P est le seul idéal premier non nul de A.
C’est une conséquence immédiate du lemme 2 et de I'égalité (12),

De I’égalité (11) et du lemme 2 résulte I’égalité :
13) dim A¥* =1+ dim A

Calculons maintenant 3(0, P) dans I’anncau A¥*. La*proposition 4
du Chapitre II montre que ce nombre est égal 4 3(0, PAp), c’est-a-dire
a 8((0), P) dans A. La proposition 1 du Chapitre II et le lemme 3 mon-
trent que ce dernier nombre est égal i la dimension valuative de A.

Le théoréme 2 du Chapitre I montre qu’il existe une spécialisation
¢ de K ayant pour rang d.¢. [K:k] et laissant k invariant. La spéciali-

sation Jo de Z a alors pour rang 1+ d.z. [K:k] et elle est finie sur A.
On a donc ’inégalité :

dimyA> 1 + d.1.[K:k]

Mais, A contenant le corps k, la proposition 5 montre que ’on a I’iné-
galité :

dimy A < d.t. [ 3:k] = 1+ d.t. [K:K]

On a doac dim, A= 14 d.t.[K:k] et on peut écrire les égalités :
(14) 3((0), P) dans A* = dims A = 14 d.¢. [K:k]

Comme K est une extension arbitraire de k, on voit donc qu’a partir
de A on peut construire un anneau d’intégrité A* ayant un idéal pre-
mie1 P tel que tout idéal premier non nul de A* contienne P, tel que
A*/P = A et tel que 3((0), P) ait n’importe quelle valeur donnée a
I’avance finie ou non, supérieure ou égale a 1.

Donnons-nous maintenant deux entiers finis = et § tels que I'on ait
les inégalités 0 < = < § et montrons qu’il existe un anneau A tel que
dim A® = (1 + n)n+ § pour n suffisamment grand. Envisageons
séparément deux cas :
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IrCas. 3 ==

Construisons un anneau d’intégrité A de dimension d = m ayant
exactement d idéaux premiers distincts différents de (0), soient
P1,...., pa tels que I’on ait :

(15) p=0)cpicpeC....... CPa
et
(16) 3(pi, piv1) = 0 O<i<d—1)

On opére ainsi : On part de 1’anneau A¢(A =A/ps) pour lequel on
prend n’importe quel corps, puis, par récurrence sur i, en supposant
construit anneau A; (= A/pa-1), on construit Ai+1 = A{ muni d’un
idéal premier P:+1 contenu dans tous les autres, tel que A¢+1/Pis1 = A
et tel que 3((0), Pi+1) = 00. L’anneau A, sera I’anneau A cherché.
Ceci posé, désignons par € la chaine définie par (15). En employant
les notations employées dans les démonstrations des théorémes 1 et 2
du Chapitre III, on voit que :

pa(®) =d pour tout entier 7.
Par suite :
A@,n)=n+Dd+n=(_0+d)n+d

La structure de I’anneau A montre que toute autre chaine € (sans
répétitions) d’idéaux premiers de A est obtenue en retanchant certains
éléments 2 la chaine %. On en déduit immédiatement que I’on a tou-
jours :

A®,n< A%, n)
L’égalité (1) du Chapitre III montre alors que :
dim A® = A&, n=(1+ d)n+ d=(1+ m)n+ 3.

2me Cgs. 3>
Posons f = 8—=r—1(= 0).

Par un procédé analoéue 3 celui décrit dans le premier cas on peut
construire un anneau d’intégrité A de dimension d = w4+ 1 ayant
exactement d idéaux distinets de (0), soient pa,..... , pa tels que ’on ait:

an  po=(0)CPIC.eeneen CPa
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et

(18) 5‘(% Pm)*{ oo siO<isd—2

f osii=d—1

En conservant les hotations du cas 1, si f = 0, on prendra pour anneau
Ai(=A/pa-1) un anneau de valuation de dimension 1. Si />0 le
procédé décrit plus haut s’applique sans difficulté.

Si on désigne par € la chaine définie par (17) et si on reprend les
notations employées dans les démonstrations des théorémes 1 et 2 du
Chapitre III, on voit que :

on(@)=dsin<f
(@) =d—1sin>f
On en déduit que pour n > f,on a :
A&, n) =+ Dd+@—f)@d—D+n=dn+d+f

On verrait encore que pour tout autre chaine %* d’ldeaux premiers
de A, on a A(¥¢’, n) < A(%, n). Par suite :

dim A®W =A@, n=dn+d+f=(N+mn+38 sinxf
Onh peut donc énoncer le :

Théoréme 6 = Etant donnée deux entiers finis = et 8 tels que 0< m<'S
il existe un anneau A tel que pour n suffisamment grand on ait I’égalité :

dim A®W = (1 + ©)n+ 3

Nos connaissances insuffisantes sur les relations qui lient S(pi, ps) &
3(p1, pe) et 3(pe, ps) dans le cas oll p1 C pa C ps est une chaine d’idéaux -
premiers d’un anneau A ne nous permettent pas de renforcer 1’énoncé
du théoréme 18 en imposant 3 la dimension d de I’anneau A d’avoir
une valeur donnée a4 I’avance compatible avec ’énoncé du théoréme 2
du chapitre III et celui du théoréme 5 (c’est-a-dire = < d dans le cas:
général et d< d dams le cas particulier = = 0). Toutefois on peut le*
- faire dans le cas olt © = 0 comme le montre le :

Théoréme 7 — Etant donnés deux entiers d et § tels que 1<d<d<©
il existe un anneau dont la dimension est egale a d et la dimension valua-
tive est égale @ 8.
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Le théoréme est trivial si d = oo : il suffit de prendre dans ce cas pour

anneau A un anneau de dimension infinie. Nous pouvons donc supposer
d < 0.

L’exemple de 1’anneau A montre le résultat cherché lorsqu’on a
d =1 (voir le lemme 3 et I’égalité (14)). Nous pouvons donc supposer
d > 2. Reprenons la construction développée au début de ce numéro.

Supposons le corps k de caractéristique 0. La proposition 6 montre
‘que, > étant le corps des fractions de A*, on a ’inégalité :

(19) diva*s1+d.t.(Z)=2+d.t.(K)=2+d.t.[K:k]+d.t.(k)

Si dim A =d’, le lemme 2 et 1’égalité (11) montre qu’il existe une
chaine sans répétitions d’idéaux premiers de A* de la forme :

Soit w une valuation non triviale de rang r de A. Le lemme 3 montre

que w a pour centre P sur X, donc aussi P pour centre sur A*. En appli-
quant plusieurs fois le corollaire 3 du théoréme 1 (Ch. I), on voit qu’il
existe une chaine de valuations de A* de la forme :

ol w; a P; pour centre-sur A¥.(I<i<d’).
Par suite : rang de wa” > d’ 4 rang de w. D’oui ’on déduit :
dim, A* > dim, A + dim A
Ou, en tenant compte de (14) :
14 d.t.[K:k] + dim A'< dim, A*

La comparaison de cette inégalité avec ’inégalité (19) montre que :
dim A = 1 4+ d.t. (k) entrainerait dimy A* = 2+4d.¢. [K:k]+d.t. (k).
Mais si A est de la forme Z(m), c’est-a-dire est anneau de polynomes
A m variables 3 coefficients dans 1’anneau des entiers ordinaires, on
aura bien dim A = (m+1)=1+4d.t. (k). On posera donc A =Z@-2)
(ce qui a un sens puisqu’on a supposé d> 2) et on choisira K de telle
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sorte que d.t. [K:k]=8—d (ce qui est possible puisque par hypothése
d< 8). On aura alors dim Aa =1+ dim A =d (égalité (13)) et
dimy, A* = 2+ d.t. [K:k]+ d.t. (k)

=248 —d+d—2=23
Ce qui achéve de démontrer le théoréme 7.
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