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SUR LES FONCTIONS MEROMORPHES
ET LES FONCTIONS ALGEBROIDES

EXTENSIONS
D’UN THEOREME DE M. R. NEVANLINNA

Par M. King-Lai HIONG,

Docteur és Sciences Mathématiques,
Ancien professeur a 'Université Nationale Tsing Hua, a Pékin
et & 'Université Nationale du Yunnan & Kunming.
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INTRODUCTION.

On sait combien est important le réle que joue la méthode
logarithmique due & M. R. Nevanlinna, dans la théorie moderne des
fonctions méromorphes. Le second théordme fondamental, qui
constitue un instrument puissant, a donné lieu a des extensions
nombreuses suivies d’applications diverses. Dans le présent fascicule,
nous ne nous occupons pas du résultat de M. T. Shimuzu, ni de la
théorie de M. L. Ahlfors qui ont pour base des considérations
géométriques (). Nous nous bornons aux extensions plus directes et
seulement pour les fonctions méromorphes dans tout le plan ouvert
ou dans un cercle (?); mais nous réservons une place importante a ce

(*) On en trouve un exposé dans ’Ouvrage de M. R. Nevanlinna [18, e|. On peut
signaler ici la Thése de M. J. Dufresnoy [9, d] et un travail de M. M. Tsuji [25, a].

(?) Il existe aussi une extension, faite par M. R. Nevanlinna lui méme, aux fonc-
tions méromorphes dans un angle [18, &]. Et concernant les fonctions définies dans
un domaine arbitraire, M. K. Kunugui a fait une généralisation des théorémes de
M. R. Nevanlinna en utilisant la notion des ensembles de valeurs d’agglomération
introduite par M. W. Gross [13, a].
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2 K. L. HIONG.

qui concerne la théorie des fonctions algébroides et celle des systemes
de fonctions.

Nous commengons par exposer des extensions obtenues en faisant
intervenir des dérivées. Une idée féconde de M. P. Montel se trouve
a Porigine de ce genre de recherches. Ce fut sur sa suggestion que
M. C. Miranda est arrivé, aprés des résultats partiels trouvés par
M. F. Bureau, a établir le théoréme connu sous son nom; et dans le
méme ordre d’idées, M. H. Milloux, en cherchant une base pour la
théorie des fonctions méromorphes en rapport avec leurs dérivées, a
obtenu différentes inégalités fondamentales. Mais il convient de
mentionner un résultat a part de M. E. Ullrich dans lequel est inter-
venue également la dérivée de la fonction considérée. Les premiers
résultats de M. Milloux se trouvent déja dans un exposé fait par
lui-méme; nous ne donnons ici que ceux qu'il a obtenus ultérieure-
ment ainsi que des résultats dus a d’autres auteurs.

Par I'introduction d’une primitive supposée méromorphe, nous
avons pu établir une inégalité simple qui étend aussi la seconde
inégalité fondamentale et qui est susceptible d’applications. Nous
pensons qu'il n’est pas inutile de donner également ce résultat ici.

Ensuite, nous abordons I’extension de la méthode logarithmique
aux fonctions algébroides. Quoique les premiers résultats aient été
obtenus par M. H. L. Selberg et par G. Valiron il y a plus de 20 ans,
il n’existe encore, 4 notre connaissance, aucun recueil contenant
cette théorie déja bien développée. Nous exposons particulidrement
la méthode de Valiron; pour compléter ce qui concerne son second
théoréme fondamental, nous effectuons la démonstration, pour
laquelle il a indiqué seulement 'identité qui peut étre utilisée comme
point de départ. Nous y ajoutons, en outre, une nouvelle extension.

En ce qui concerne la théorie des syst¢émes de fonctions, une
extension du second théoréme fondamental a été donnée en premier
lieu par M. R. Nevanlinna lui-méme avec des conséquences inté-
ressantes, et par la méme méthode, M. H. Cartan en a fait une autre
suivie d’applications du point de vue finitiste. Puis, au moyen d’une
autre méthode due a M. L. Ahlfors, MM. H. et J. Weyl ont développé
une théorie de courbes méromorphes et, conservant la dénomination
de ces deux auteurs, mais employant une méthode différente,
M. Ahlfors est arrivé a constituer, pour les systémes de fonctions,
une théorie plus compléte, qui toutefois n'a pas recu d’applications.
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Nous n’exposons pas ces deux derniéres théories et nous donnons
brievement les principaux résultats fournis par la méthode de
M. R. Nevanlinna. Nous consacrons la derniére partie de notre exposé
surtout A une autre théorie, celle de M. H. Cartan sur les combinai-
sons linéaires de p fonctions holomorphes. On y trouvera plusieurs
applications; notamment, pour une classe importante d’algébroides,
on déduit de cette théorie une inégalité fondamentale plus précise
que celle qui a été précédemment établie.

Pour les principaux théorémes contenus dans le présent exposé,
nous nous effor¢cons de donner les indications suffisantes pour que le
lecteur puisse reconstituer sans grandes difficultés les démonstrations
completes.

En terminant, je tiens a exprimer ma vive gratitude a
M. Henri Villat qui a bien voulu me proposer de rédiger ce fascicule
pour sa belle collection le Mémorial des Sciences Mathématiques.

CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES. EXTENSIONS PAR INTERVENTION DES DERIVEES;
CAS DE TROIS INDICES DE DENSITE.

I. — Préliminaires.

I. Considérations géométriques. — Nous utiliserons la sphere de
Riemann S tangente au plan complexe en O et de rayon ; Désignons

par N son péle nord et soit 2 un nombre complexe. m étant le point
d’affixe z, le point M de S, situé sur la droite Nm est I'image sphérique
de z. On appelle distance sphérique de deux nombres complexes z
et ' d’images sphériques M et M’ le plus petit arc de grand cercle
de S, joignant M et M’ et on la désigne par |[M, M'| ou |z, #'|. On
voit de suite que Om = cotg u en posant u = |N, M|.

Soit ¢ une constante comprise entre o et g; désignons par (C)le

cercle lieu des points P sur S tels que | M, P| = v et par (¢) son cercle
homologue dans le plan des z; il est facile de montrer [14, d] que :
1° dans le cas ot ¢ < u, pour un point quelconque ¢ intérieur a (¢)
et pour un point quelconque e extérieur & (¢), on a

1+ Om? 1+ Om?
———r——— et em> ————
cotgy — Om cotgv + Om

m <



4 K. L. HIONG.
2° dans le cas ol ¢ > u, on a, pour tout point / intérieur & (¢),

1+0m . 1+ Om?
—_— -
cotgy +~Om <im < cotgy —Om

Comme dans le premier cas l’extérieur de (c) dans le plan complexe
correspond & 'extérieur de (C) sur S et que c’est le contraire qui a
lieu dans le second cas, il résulte de ce qui précéde que si P est un

point de S tel que | P, M|év<o<v<§), ona

1+ Om?

”m>x> ———————
P =cotge+0m’

p étant le point homologue de P dans le plan complexe.

2. Lemme de M. R. Nevanlinna et sa généralisation. — Avec une
inégalité un peu améliorée par Valiron et M. Milloux, cet important
lemme s’énonce comme suit : soit f(x) une fonction méro-
morphe pour |z|<<R < w0, en supposant que f(0)%£o0, ©, ona
pourr<<p<<R,

(1) m(r Ji’)<16+413°l$ L _,_1'0"(,1_,‘_210‘,_9_
’f i} g/(o) DP Er
+3]0gpir+4l:r)gT(p,f).

Dans les mémes conditions, on peut établir 'inégalité générale

(4)
(2) m (r,‘-/‘—'f—> < a;+ aj lgglgg

2+ b l0gt + b log?
Floy| o408 T Ok 08

P
p—r

.
+ b} log +crlog T (p, f),

a, @y, ... etc, élant des constantes numériques qui ne dépendent
que de A [12, d ]

Dans le cas ot f(0) = co=0 ou =, I'inégalité (1) reste valable, si
on la modifie légérement en introduisant a la place de ¢, le premier
coefficient non nul C(f) du développement en série de Laurent de f
autour de O[18, d]; il en est de méme de (2).

3. Une forme précise de la seconde inégalité fondamentale. —
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J étant défini comme au n° 2, écrivons avec M. R. Nevanlinna

1SS
Vi S0

en supposant f(o)% 0, 1, o et f/(0) 72 0, on en déduit
(3) m (r', }) < m<r,§) -+ m<r,f'—_f_'—l>
[ ) 3 ()

D’aprés une propriété connue de Pexpression

flo)—1
Sf'(o)

|+log2.

@) o H=N(n H=N(r, ) [18,d]

le crochet peut se mettre sous la forme

N(r,f)+N<r,fl )——-Nl(r),

1

ou I'on désigne par Ny (r) I'indice des points multiples de f.

A Taide de la formule de Jensen et du lemme du n° 2, on arrive a
ce résultat précis [12, f] : En supposant f(0) £ 0, o et f'(0)# o,
on a, pour r <p <R,

() T()<N(r, f)+N (r, }) +N (r,#) — Nu(r)+ S(r, f).

avec,

(6) S(r, f) = 2 -+ 21og | f(0) | + log

1
ol

+ I e P +
+2log; + 4]0g;+6]ogp_r + 8log T(p, f),

Si f(0)=o0 ou w, I'inégalité (5) est encore valable pourvu que
I'on introduise C (f) défini au n°® 2; et si f'(0) = o, on procede de la
méme fagon en introduisant G (f").

4. Relation entre T(r) et N(r, @) de M. H. Cartan. — Soit f()
une fonction méromorphe pour | 2| <<R; en supposant la valeur f(o)
finie, la formule de Jensen appliquée a f(z) — e'® donne ’égalité

L)

) —IfRloglf(re"?)—eleld?-l—N(":°°)=N(":eie)‘*‘loglf(o)—eiol-

27w
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Apres I'avoir multipliée par 2—1-7—: d9 et intégrée de o & a7, interver-

tissons l'ordre des intégrations du premier terme. En vertu de la”
+ . .

formule de Jensen, on trouve log | f(rei?) | pour la seconde intégrale

+ .
du premier membre et log|f(o)| pour le dernier terme. Donc on a
la relation suivante due 2 M. H. Cartan [6, b] :

27 +
(8) Tr) = Lf N(r, e db) +log | f(0)|.
27T o

Pour f(0) =0, ceci est encore valable & condition de remplacer f(o)
par ().

N(r, a) ¢tant une fonction croissante, convexe en log r, la rela-
tion (8) montre que T (r) jouit de ces mémes propriétés.

5. Un théoréme de M. P. Montel sur les fonctions sous-harmo-
niques. — Soit u une fonction sous-harmonique de deux variables;
st elle est fonction de la fonction harmonique U, c’est une fonction
convexe de U.

Pour la démonstration, voir le Mémoire de M. P. Montel [16, 5].
En ce qui concerne la sous-harmonicité, rappelons en particulier
que : a. la fonction égale en chaque pointa la plus grande des valeurs,
en ce point, d’'un nombre fini de fonctions sous-harmoniques est sous-
harmonique; 4. si une suite infinie de fonctions sous-harmoniques u,
converge uniformément vers une fonction u dans le domaine consi-
déré, cette fonction est sous-harmonique.

II. — Inégalités fondamentales avec un-indice de densité relatif a une dérivée
ou 2 une forme linéaire des dérivées.

6. D’abord M. H. Milloux a fait du second théoréme fondamental
deux extensions intéressantes qu’il a exposées dans un fascicule des
Actualités Scientifiques et Industrielles [14, a]. Plus tard, cet
auteur a obtenu un résultat de méme genre dans un cas plus général
et a amélioré en particulier sa premiére extension en réduisant a 1 le
coefficient de I'indice N(r, f) de I'inégalité qui s’y rattache. Récem-
ment de nouveaux résultats ont été obtenus. En particulier la seconde
extension de M. Milloux se trouve démontrée par différentes méthodes
et dans des conditions élargies; de plus, une amélioration souhaitable
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est apportée A son inégalité fondamentale [12, ¢, f]. Nous allons
exposer quelques-uns de ces résultats.

7. Soit f () une fonction méromorphe pour [z| <<R Zow;aet b
étant deux nombres finis (&£ o) écrivons

1 ﬂ") ﬂk)_ b f(.{+1) .
(9) _/—a_b(f—a 1) f——a)

De cette identité qui généralise celle de M. Bureau, on déduit

e A W )
+m r'ﬂH” + log| X | + log 2.
(’f~—a> 5|5 + loe

Mais en appliquant la formule de Jensen, on a
fH—b\ fikn
(e ) = m (=)
A+1) A—p
=[N (=) = (T ) e
et le crochet développé comme au n°® 3 peut s’écrire

N(r,f(“)+N(", 77/0—1:—_6) — Ny(r, fil)—N (”/T/é?l))’

si 'on pose

f\“(o)—b
Fx(0)

Ni(7r, f)=2N(r, f)—N(r, f")

qui désigne l'indice des poles multiples de f. L'inégalité (10) peut
donc se mettre sous la forme

(11) m(r,f%l)<N("7ﬂ“)+N(r’7‘(l.)[—_[}>
- [N,(r, SRy + N (r, J,ﬁ,)J + Qu(r),

Qu(r) est une expression qui entrera dans le terme complémentaire.
Comme nous avons prouvé [ 12, e] que

(12) N(r, Sy = N(r, f)+kN(I‘, I Ni(r, fiR)) = No(r, )+ kN(r7f7)v
la différence N(r, f14)) — N, (r, f¥) peut s’écrire N(r, f)— Ny (r, f).
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D’autre part, en écrivant f = (f— a) + a, on trouve

1 1
(13) m(r,f__a> >T(r, f)—N (r’f—a>
—log]f(o)——a[—Igglal—logz.

De (11) et (13) résulte l'inégaliteé

(14) T(r,f)<N(r,f)+N<r,fla>+N(r,j-m‘_—b)
— [Nl(r, f)+N (”j_v?'ﬁﬂ +Q(r),
avec
= o ) () o 25
+log| f(0)| —al+ log f}:;—(_z))(-_o—)b‘+1;g|a|+lgg ;’l+2log2.

Enfin, aprés avoir majoré Q(r) au moyen de (1) et de (2), on fait

des simplifications en observant que A lgg U<U-+2i(loga—1)
(U étant une quantité positive et A un nombre > ¢) et en introdui-
sant des distances sphériques. On arrive alors au théoréme [12, e] :

I. Soit f(z) une fonction méromorphe pour |z|<<R <Zw, et
sotent a et b deux nombres finis (b£0) tels que les distances
sphériques |, a|, |, b| et |o, b| solent au moins égales & une
quantité positive d. En supposant que f(o)#Za, w; f*)(0)5£b
et fi+1) (o) £ 0, on a pour o <r <<p << R linégalité

(16)  T(r, ) <N(r, /)+N (r, fl a) +N (r, Jﬁ)
_ [Ni(r, f+N (r, ﬁ)] + Se(ry s
ou Ny(r, f) désigne Uindice des poles multiples de f et

(17) Sk(r, f)=6log 2+ 1og| f(0)| + Iog| ) (0)| -+ log +Re(r, /)

1
TE (o)
avec

(18) Re(r,f) = Ax+ By Jog - + Bilog + Bilog —*— 4+ G I5gT (e, /) (1.

p—r

(1) Nous avons légérement amélioré le résultat antérieur [12, e] en ce qui concerne
les conditions initiales et Pexpression de Si(r, f).
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Ay, By, ..., Gy étant des constantes numériques qui ne dépendent
que de k.

Dans le cas ot k = 1, on trouve que A; =462, By= 10, B| = 22,
B} =21 et G;= 28.

Se(r, f), terme complémentaire ou reste, jouit des propriétés
énoncées par M. R. Nevanlinna dans son second théoréme fonda-
mental (1). Supposons, par exemple, R =0 ; on peut montrer que
pour une fonction d’ordre fini S, (r, f) = O(logr) et dans le cas de
Uordre infini

Si(r, f) <O [log (r T(r, /)]

Ordinairement ces limitations suffisent pour P'application de I'inéga-
lit¢ (16), mais quelquefois, on a besoin de connaitre I'expression
explicite (17), surtout sa partie dépendant des valeurs initiales de f
et de ses dérivées.

Remarque. — Les restrictions relatives a l'origine ont été faites
pour simplifier; on peut les lever au besoin, en procédant comme
aux n°* 2 et 3 (?).

8. f étant définie comme précédemment, soient o, ({ =o, 1, ...,1) !
fonctions holomorphes pour |2 | << R et 'on pose

fl=°‘0f+ axf’+...+ alflll.

En procédant de la méme fagon que pour le théoréme I, on peut
encore trouver une inégalité de la forme [12, ¢],

— I

—Nl(raf)+M(r7P)+sl(r’f)7

(19) T(r,f><N(r,f>+N(’7})+N(”f‘)

ou M(r, p) désigne une certaine expression ne dépendant que des
modules maxima des a; sur les circonférences [z|=r et |z | =p.
Et dans le cas odt @p= o0, la méme méthode permet d’obtenir I'iné-

(*) Tout ce qui est dit ici sera valable pour le reste de toute inégalité fondamen-
tale qui se trouvera dans la suite.

(2) Pour chaque inégalité fondamentale que ’on obtiendra, il y aura lieu de faire
cette remarque et nous ne la répéterons pas.
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galité de la forme plus générale [12, e]

(20) T(r,f)<N(r,f)+N(r,f_’a)+N(r,ﬁ—_‘_b>
—Ni(r, f)+M(r, g)+ Su(r, f).

Mais utilisant une autre méthode, nous sommes parvenus a établir
une inégalité de la méme forme tout en conservant le terme a, () f(z)
dans f;[12, f]. C’est ce que nous exposerons succinctement dans ce
qui suit.

Par application de l'inégalité (5), on démontre d’abord, en

G .. e e
prenant f= v’ la proposition préliminaire :

A. Soient G(z) une fonction méromorphe pour |x| <R <Lw
et W (x) une fonction holomorphe pour|z| <R, qui nes'annule pas
identiquement. En supposant que y(o0)#o; G(o)# o0, », ¥(0);
et D(0) 3£ o avec

D(x) =W¥(z)G' (z) — V' (z)G(zx),
on a pour r <p <R Uinégalité

(21) T(r, G)<N(r, G)~+N (r, é) +N (r, (Tf‘u‘r> —Nu(r, §)

+3m(r, )+ 8log m(p, ¥)+ S (r, G, ),
avec
(22)  S(r, G, ¥)=3log | s

¥(o)

l+21$g|G(o)|+1og

1
ﬁ(CT)l -+ R1(I‘, G).

Les coefficients de différents termes de R, (r, G) sont des nombres
et se calculent facilement.

Considérons ensuite une fonction g(x) méromorphe pour
Jo| <R Zw et posons

l
gl:zalg(”’ avec g(o’: 8-
=0

En prenant g; pour G, l'application du théoréme précédent permet
de démontrer le suivant qui nous sert de base pour établir le théoréme
en vue et d’autres plus généraux.

B. Les fonctions g et g étant définies comme dans ce qui
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précéde, soit W(z) une fonction holomorphe pour |z | <R, qui ne
s'annule pas identiquement. En supposant que

W(o)#0; g(o)#o,0;  gi(0)#o, ¥(o)
et
Dy(0) # o, avec D\ (z)=Wg, — Vg,

on a pour r < p <R Uinégalité

(23) T(r, &)< N(r,g)+N(r, é)-&-N(r, glﬁ)

—Nu(r, &)+ m(r, p. W)+ Si(r, &, ¥),
ou
l ]
+ +
(24) m(r,p, ¥) =Zm(r, a)+3m(r,¥)+ SZlog m(p, ;) + 8logm (p, ¥),

=0 =0

+
(25) Sl(r7 1) 115‘)=310g

1 + +
Wl-‘-logl g(0)| + log| £:(0)|

-
+ log

+log|lrzos + Ry(ry f).

1
g:(0)

Reprenons maintenant la fonction f et appliquons a elle le
théoréme B en posant g = f— a, par suite gi= fi— aa,.

Choisissons la fonction ¥ telle que W (z)=0b—aa,(x), ce qui
est toujours possible si b3£o0. Alors, on est conduit aussitét au

théoréme suivant [12, g] qui généralise et précise celui indiqué par
M. Milloux [14, a].

II. Soient f et f; des fonctions définies comme au n® 8; soient
ensuite deux nombres finis.a et b(b £ o) telles que les distances
sphériques |a, o | et |b, | soient au moins égales a un
nrombre d > o. Alors, en supposant que

f(0)Zo0, a »;  fi(0)# axg(0), b; b—aa(0)#Zo
et A(o) # o, avec
A(z) = (b—aw)(f] — ady) + ady (fi— ax),

on a pour r <<p <R linégalité

(26) T, NN N+ N (r 2 )+ N (72

a

— Nu(ry, )+ M(r, p)+ S(r, f; &, b),
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ot Ny est Uindice des poles multiples de f et

!
(27) M(r, p) = 4og M(7, ao)+ Dylog M(7, &)

i=1

!
-+ lﬁlgg lgg M(p, @) + SZISgl;g M(p, ),
i=1

(28) Su(r, f; a, b)=12log 7 +log | a0(0) | + 3 log

1
b —aag(o0)

+ -+ +
+ log | f(o)| +log| fi(o)| + log

I
Ji(0) — aas(0)

-+ log

ATI"O)!'*RI('“,f) ")

IIl. — Limitation de T (r, f) sans intervention des pdles.

9. Dans chacune des inégalités fondamentales précédentes figure
I'indice des poles; au moyen des fonctions auxiliaires particuliéres,
M. Milloux est parvenu & obtenir des inégalités fondamentales dans
lesquelles cet indice ne figure pas [14, e].

1—f
72

On associe a f la fonction ¢ =

et 'on cherche a appliquer
a ¢ la seconde inégalité fondamentale. Observons d’abord que,
N, (r, f) ayant la signification indiquée plus haut, on a

1

(29) N(r‘,é—)éN(r,f_,;_I\).,_Nl(r,f);

en majorant N, (7, f) au moyen de N('r,~}> et de N(r, ———f_‘_l)’ on

1 . .
irouve pour N(r, ;) une expression ne contenant que des quantités
qui nous intéressent.

Ensuite, on compare les zéros de o — 1 & ceux de la fonction
- A
b=(¢—1) f—_‘_'; y

il vient
(30) N(r,?I_I>éN(r,ql;>+N.,<T(r,:;‘I-)+No,

(1) Nous désignons souvent par une lettre affectée d’un indice telle que A; une
constante qui dépend de /, mais qui n’est pas nécessairement partout la méme.
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N, désignant P'indice de densité affecté aux zéros communs & ¢ —1

et & f—1; de plus, on trouve facilement une inégalité qui
limite m (r, ¢) et I'inégalité

€0 Ny D 2N(n L) N (r ) =N,
ce qui donne avec (30) une limitation pour N(,.’ - I_ 1 > .

Enfin, il est aisé d’obtenir une majorante pour T(r, ¢) et une
minorante pour m(r, ¢).

Alors I'application du second théoréme fondamental a ¢ est immé-
diate et I'on a le résultat :

1. Soit f(x) une fonction méromorphe pour |z| <R <L w. En
posant ¢ = ]72"” et en supposant que f(o)#o, 1, ©o; f'(0)5£0;

9(o)£o0,1 et 9'(0) £ 0, on a pour r < p << R lUinégalité

(32) T(r,f)<3N<r, —}) +2N(r, f_—l—l-> -+ N(r, 77—1;—i> -+ S(r),

avec

(33) S(r) = 3log| f(0) | + log JTI(a;l+2l$glcp(o)l
I
o e —Teoy | T
10. En associant ensuite a f; la fonction ¢ = (1—/1)

(1 —ag) f1+1)? on
démontre par le méme procédé le théoréme plus général :

IV. On définit f, a, et ficomme aun®8 et 'on suppose que ap—1
et a; ne s'annulent jamais. Alors en supposant que f(0)7#o0, 1, @;

S'(0)F£ o, fi(0)£1; Y(0) 1 et Y (0) 70, on a, pour r <p<R,

Uinégalité

B4) T(r,f)<(2l+ 1)N<r, ‘—;) +(I+ 1)N<r, f_l_l>+N(r, 7;—1_—1)+S(r),_

S(r) étant une expression analogue & (33).

Remarque. — La condition a3 1 est essentielle comme M. Milloux
'a montré sur un exemple.
Dans certaines conditions on peut ramener au cas précédent le cas
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plus général ou les indices de densité en jeu sont relatifs aux zéros
de f—a, f—bet fi—ec.

11. Si nous remplacons un second indice de densité relatif a f par
celui concernant la dérivée considérée, nous pouvons trouver une
inégalité fondamentale dont les coefficients des indices de densité se
réduisent tous a l'unité.

a étant un nombre fini, écrivons
f—a=pu izt
d’ou, en supposant f(0) £ a, « et f1)(0) £ o,
m(r, f—a)< m(r, f(u)-o-m( ff( )a)
+ [N(r, j/—'f’a) — N(r, ff—(;”a\)] + log
et I'on trouve

) T =@ <Tin fe) =N (r ) =N (r 77)
Sf® Jf(o)—a
i =) oe | ey |

Puis, en prenant deux nombres b et ¢ distincts entre eux et diffé-
rents de zéro, et en supposant a part f(4) (0)£0 encore fi+1)(0) %o,
le second théoréme fondamental donne

flo)—a
IO

N

(36) T(r.f(/-")<N<r,7:T)> ( ﬂ“ )—i—N(r,fml_c)
—N( f(k+1))+s(r SH).

De (35) et (36) résulte une inégalité de la forme

T(r, f—a)< N(r. Ti—(z) . N<,7 FATI:‘b) N (r. 7*7L—_c>
—N( _/(/\-H)) + Q(r),

ce qui conduira au théoréme :

V. f(z) étant défini comme dans ce qui précéde, soient a un
nombre fini et b, ¢ deux nombres non nuls distincts entre euz; on
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suppose que les distances sphériques | ©,al, [0, b|, |0, c|et|b, c|
sont toutes au moins égales & une quantité positive d. Alors

si f(o)# a, w; fh(0)Z 0 et fil+)(0) £ 0, on a 'inégalité
(5 T ) <N (n 725 ) N (n 7 ) + N (n =)

_ [N,(r, fI+N (7', j(k'—T“) ] + Sx(r, /),
avec

1

+ e +
Si(r,f) =30 Iog;ll +10g] f(o) | +210g| f (0| + log | Frores

+ Ri(r, f).

Ce théoréme peut aussi s’étendre au cas oit I'on’ considére f; au

lieu de f14).
IV. — Généralisations.

12. Pour le théoréme de Picard et son théoréme, Borel a eu I'idée
de les généraliser en substituant dans I'équation f(z) —a=o ala
constante @ une fonction ¢(z) d’ordre inférieur a celui de f(x).
Suivant cette idée, M. R. Nevanlinna a donné a son inégalité fonda-
mentale pour ¢ = 3 une forme plus générale qui est

H
(38) (I—s)T(r,f)<ZN<r,flm)—S(_r) (i=1,2,3),

9; étant trois fonctions distinctes telles que
T(r. 9)=<(rT(r, f).

On trouve une démonstration succincte dans son livre de la collec-
tion Borel [18, d].

Dans le cas ou interviennent des dérivées, nous avons d’abord
oblenu une inégalité de la forme

N I 1
[1—o(n)]Tir, f)< N(r,f)+N(l‘, f_q‘,) +N(r’m> +S(r, f),
¢ ety étant des fonctions entieres d’ordre inférieur a celui de fT12, c];
nous I'avons ensuite étendue au cas ot ¢ et ¢ sont méromorphes,
puis, au cas ou f; entre en jeu [12, e, f].
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13. Soient f(x), ¢(x) et Y(x) trois fonctions méromorphes dans
tout le plan ouvert (*); supposons

T(r, @) =o[T(r, fWN] et T(r, §)=o[T(r, f’)].

Posons F(z) = f(x) — ¢ (z); on trouve, d'une part,

(39) m(r, Fy>m(r, f)—m(r, o) —log2
et, d’autre part,
\ . 1 1
(6)  mlr, ) 2TCr, F) N (r, ) N(r, )
‘ Fk F(o)
—N(T‘, F)+m(1, T) +log m .

De ces deux inégalités, on déduit la suivante :

) = o@IT(r ) < T /) + N (1 722 ) =N (o )

q;l/l)
SR = _J(0)—g(0)
+m<r’ J—9 >+l° S® (0) —9tti(0)

Ensuite, en généralisant un peu le théoreme A du n°8 et en I'appli-
quant aux fonctions G = fh)— o) gt ¥ = — ¢4, il vient

2 1 A I
) 1(r, fw0y <NGry 708, i ) + N(r, f———m_d!)
+2T (7, 30) —Ny(r, G) + Q.(r),
Qi (r) étant une expression qui entrera dans le terme complé-
mentaire.

Alors, & partir de (41) et (42), on trouvera facilement 'inégalité
en vue.

‘VI. Etant donnée une fonction f(x) méromorphe, soient o(z) et
U(x) deux autres fonctions méromorphes dont ¢z£ w et Y5£0, 0,94,
telles que

T(r, @) =o[T(r, f¥0)],  T(r, $)=0o[T(r, fIW)].
En posant
F(z)=f(z)—¢(x) et  W(z)={¢(z)—ol(z),

(1) Dans la suite, pour une fonction méromorphe 4 distance finie ou dans tout le
plan ouvert, nous dirons simplement fonction méromorphe.
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on suppose que F(0) £ 0, o ; Flti(0) £ 0, W(0); et
A(o) =T (0)Flh+11(0) — U (0) Flh1(0) £ 0.

Dans ces conditions, en excluant éventuellement, dans le cas ou ¢

est d’ordre infini, une suite d’intervalles dont la longueur totale
est finie, on a

@) Lot Te, f)<NG )+ N (1, 7)

1 .
+N(",f7r:,—1,) = Sc(r, fe e ¥)

dont
(44)  Si=1log| F(0)|+ log| F&)(0)]

+ + 0
-+ log ~+ log + log + Ri(r, /).

I I 1
Tl (o) ¥(o) A(0)
RY(r, f) est une expression obtenue de (18) en remplacant le

dernier coefficient par Cy+ o (1).

14. Au lieu de f1"), prenons la forme linéaire f; du n° 8, mais
nous supposons ici que les «, sont des fonctions méromorphes telles
que T(r, 2,) =o[T(r, f)]- Soient ensuite ¢(x) et $(x) deux fonc-
tions définies comme dans le théoréme précédent. En utilisant la
méthode par laquelle on a démontré le théoréme VI, nous obtenons
le suivant [12, f] (1):

VIL. Soient f(z) et a(i=o, 1, ..., ) des fonctions méro-
morphes telles que pour r —

(45) T(r,u)=0[T(r, f)] (i=o0,1,...,10);

solent ensuite ¢(x) et Y(x) deux fonctions méromorphes dont ¢ =~
et Y=o, o, ¢ telles que

(46)  T(r,¢)=0o[T(r, f¥)] et T(r,9)=0[T(r, fi1)]
pour r — « et l'on pose

! l
fz=2a‘f”’ et w=2«:v“‘-
=0

=0

(*) On peut aussi conserver 'hypothése du n° 8 sur les «,; voir Hiong 12, f]
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Alors si 9(0) # o ; §(0) 5 ®, :(0); f(0) # ¢(0), =7 fi(0) # (o),
Y(0) et A*(0) # o, avec

A (2)=(Y—2) (Sl —30)— (¥ —20) (fi— 21}
Uinégalité

(DIT(r, £) <Niry ) N'-—'—)+V<r——'-—)
(67) 1= o] T(r /) <N, N+ N(r, = ) +N(r, 57—

—Nl(ra.f)+sl(.r7f; % $)

est vérifiée pour r < p, sauf peut-étre dans le cas oit ¢ est d’ordre
infini, pour une suite d'intervalles de r dont la longueur totale
est finie. Le reste a pour expression

+ + +
(48) S;=1og|9(0)| +10g|9:(0)| + log] f10) | -+ log| f1i0)| + log

Yio)—g0)
+log | -+ log —I—|+R"(r S
®| fi(o) —9:i(0) A%(0) B
V. — Conséquences des extensions précédentes.
15. Valeurs exceptionnelles. — D’abord concernant les valeurs

lacunaires, on a la proposition simple :

VIIL. 8¢ f(x) est une fonction entiére ne se réduisant pas a une
constante, il n’existe pas a la fois deux valeurs finies « et b(bs£0)
qui ne sont pas prises respectivement par f et f\\).

En effet, si le contraire avait lieu, 'application du théoreme (I)
nous conduirait & Pinégalité
. T(r, /)
(49) Jim —2 < o0,
> logr
On en conclut que f devrait étre un polynome ainsi que f*), ce qui
est impossible d’aprés ’hypothese.

Ensuite pour les valeurs exceptionnelles au sens de Borel, on peut
démontrer le théoréme :

IX. Soit f(x) une fonction méromorphe d’ordre fini A qui ne se
réduit pas & une constante; si elle admet Uinfini comme valeur
exceptionnelle au sens de Borel, il n’existe pas en méme temps
deux nombres finis a et b(b#£ o) qui sont des valeurs exception-
nelles au sens de Borel pour f et f\*) respectivement.
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Admettons que le contraire a lieu et appliquons le théoréme I.
D’aprés un résultat de Valiron [27, 5], la dérivée f' est de méme
ordre que f; il en est donc de méme de f(*). En vertu de la définition
de la valeur exceptionnelle au sens de Borel et, d’aprés un résultat
de M. R. Nevanlinna, on peut alors avoir un nombre positif g << 2
tel que les trois intégrales

I
% . had xN(r, k )
| Ner e f N(roa) o o f N SR=b]

P! ri+1 ri+1
convergent en méme temps. Par conséquent,

N(r,ﬁ)

. . N(r, a .
lim 0. lim —-g—’—) = et lim —— 2 —o,
7> re 1>« rg ryew re

N(r, ©)

En remarquant que T(r, f) > rt pour une infinité de valeurs r, on
déduit de I'inégalité (16) I'inégalité (49) et 'on arrive a une contra-
diction.

Puis on a le théoréme suivant sur les valeurs exceptionnelles an
sens de M. R. Nevanlinna :

\. Soit f(x) une fonction méromorphe non constante qui admet
Uinfini comme valeur déficiente de défaut 1; il n’existe pas a la
Jois pour f une valeur déficiente finie a de défaut d(a) et
pour f1") ure valeur déficiente finie et non nulle b de défaut 6*)(b)
telles que la somme 8(a) + 3\ (b) dépasse un nombre I > 1.

Admettons que le contraire a lieu; d’aprés la définition du défaut
et 'hypothese, on a N(r, f)=o[T(r, f)] et

N(r ) <l—d@ o TG, 1),

(50)
V(1 ) == 30(8) + oI T(r, /1)

Et, en tenant compte de I'hypothése,
By T(r, fAy < T(r, f)+kN(r, f)+m (": L}ﬂ) <[t+o(M]T(r, f),

sauf peut-étre pour une suite d’intervalles de longueur totale finie.
L’application du théor2me I nous conduira alors a I'inégalité (49).
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Le théoréme I permet de démontrer encore le suivant qui est plus
général :

XI. Soit f(x) une fonction méromorphe ne se réduisant pas a
une constante; si f admet l'infini et un autre nombre a comme
valeurs exceptionnelles dont on désigne les défauts par 3(w)
et 3(a), respectivement, et s f\") admet un nombre fini non nul
comme valeur exceptionnelle dont le défaut est 6\")(b), alors on a

" (52) 3(%0) 4+ 8(a) + (k+1)3l(b) < k + 2.

Ce résultat est plus précis que celui donné par M. Milloux [14, «].

En s’appuyant sur le théoréme VI, on peut démontrer des propo-
sitions plus générales; et en appliquant ITI ou V, on obtiendra des
résultats analogues sans intervention des poles.

I1 est facile d’obtenir enfin, pour les indices N(r, a), des propo-
sitions concernant leur type au sens de Pringsheim et leur classe au
sens de Valiron.

Tous ces résultats s’étendent aux fonctions méromorphes pour | z|<< 1

dans le cas ou le rapport T (r, f) : log — — ne soit pas fini pour r— 1.

16. Défaut relatif d’une valeur « pour ). — Il y a intérét de
comparer la croissance de N <r, —f(k%&) non seulement a T (r, f'»),

mais encore 4 T (7, f). Pour /', M. Milloux a introduit la notion du
défaut relatif et en méme temps celle du défaut absolu [14, d].

Appelons d’une fagon plus générale défaut relatif d’une valeur «
pour f*) 'expression

' [
N (l’, m)
T(r, f)
Par comparaison, on appelle défaut absolu de o pour fi4), le défaut
ordinaire de « pour f11); et on le désigne par 6/ («, f) ou par 6(a, fI4).
Il résulte de la définition que 8" (a, f) < 1. Pour la classe impor-

tante des fonctions dont T(r) est dépourvu d’intervalles extraordi-
naires, au moyen de I'inégalité

(54) T‘(I',f(“)<(li+l)T(l‘,f)+m(7‘, %)7

(83) 8#(a, f)=1—Tim

on prouve que
(55) 39 (a, f)x—k + (k+1)3F (e, f).
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Donc, dans ce cas, tout défaut relatif pour f(# est supérieur ou égal
a — k. M. Milloux a montré sur un exemple pour k=1 que cette
limite inférieure peut étre effectivement atteinte.

Supposons que R= o et que f ne se réduise pas 4 une conslante,
le théoréme I montre de suite qu’on a

(56) 3( o0, f)+3(a, f)+dK(b, f)<Lo2.

1

Dans le cas ou R =1, si le rapport T(r, f) : log croit indéfi-

1—7r

niment, linégalité (56) est encore valable. Considérons le cas
contraire et prenons k& = 1 pour avoir un résultat explicite. Supposons
que la somme des d(x, f), d(o, f) et 4,(1, f) dépassc un
nombre p > 2. En appliquant le théoréme I, on trouve une inégalité
de la forme

(p—2)T(r, f)<C+21log +281(:3T(P:f)

-
el un procédé de M. R. Nevanlinna conduit au résultat :
XII. Si f(x) est une fonction méromorphe dans le cercle unité

telle que la somme des défauts 6(, f), d(o, f)et de ¢,.(1, f)
dépasse p > 2, on a l'inégalité

(57) l—lm T(I', f‘) = 21
7 >1 log 1 p—2
S 1 —r
17. Extension du théoréme de Landau. — Comme applications

des théoremes fondamentaux établis précédemment, on peut encore
étendre le théoréme bien connu de Landau. Un résultat se trouve
déja dans I'exposé de M. Milloux [14, «].

CHAPITRE 1L

EXTENSIONS PAR INTERVENTION DES DERIVEES. CAS GENERAL.

I. — Inégalités fondamentales.

18. Nous commengons par exposer un résultat de M. Ullrich.
C’est une double inégalité limitant T(r, f') supérieurement et infé-
rieurement.
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En écrivant f'= ff—);.a on obtient immédiatement une limitation
supérieure ’

’

(58) wa%sMnﬁ+ﬁmfwwwuﬂ+m(n§)

Pour limiter T (r, f') inférieurement, on a, d’aprés le premier
théoreme fondamental,

T(r )= N(", fL) + m_(l'. jl) + h(r);

il suffit de limiter inférieurement m(r, —J%> .

Soient a,({=1, ..., p) p nombres complexes finis distincts et
considérons

F(r)=(f—a)(f—a2)...(f—ap).
On a

ou n(ng) = (e d) ()

> N(r, F)——N(r, ;,) -+ m(r. F)—m(r, IF_:) +log[——-—~

.

il s’agit donc de minorer m(r, F) et majorer m (r, JFL) Pour avoir

une minorante de m(r, F), prenons un nombre positif a tel
que | a,| < a; en écrivant

(60) ﬂtiQ_§)En

il vient, pour les valeurs de z telles que | f(z) | > 2a,

(61) [f(z)|r <2r|F[;
I'égalité

2T
i)—f lo, 13 L g P >
g|f(rew)|do = lo dp +~ =~ lo dg,
oz ), S 27\ 2va glS] 2% 15 na glflde

donne
(62) pm(r, f)<pl;gza + plog2 + m(r, F).

Maintenant si 'on décompose %, en fractions partielles, on a

p 4
(63) f-ﬁstA,f_f_a-, avee A= [ U=ty i1, i1y
1

[ a—aq
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en appliquant linégalit¢ (1), on trouvera une limitation
pour m (r, F) .

On obtient finalement le théoréme de M. Ullrich [26, a] :

[. Soit f(x) une fonction méromorphe et soient a;(i =1. ...,p)
p(>1) nombres complexes finis distincts; pour la fonction carac-
teristique T (r, f1), les inégalités

»

(64) N(r, ‘71') +2m(r, a;))— OflogrT (r, HN]1<T(r, )
=t
ZN(r, fY+m(r, o)+ O[logrT(r, f)]

sont vérifiées, sauf peut-étre pour une suite d’intervalles dont la
longueur totale est finie.

19. Dans le théoréme précédent, c’est T (r. f') que I'on limite et
parmi les indices de densité relatifs a f' il n'y a que N(r,f’)

etN{r, 1} qui interviennent. Aprés les résultats exposés dans son
7)4 P p

recueil des Actualités, M. Milloux établit encore, dans le méme ordre
d’idées, un théoréme général [14, d] qui étend le théoréme fonda-
mental de MM. R. Nevanlinna-Littlewood-Cowllingwood [18, , d; T].

Soient f(x) une fonction méromorphe pour |z| <R <=,
eta;({=1, ..., p), pnombres complexes distincts et finis. On les
représente sur la sphere de Riemann; d étant une quantité telle
que d < |, a;| etd < |ax, ar| (h# k), on pose

»
Flo) = [ /o) —al

et 'on cherche pour m(r, F)(|z|=r <R) une minorante et une
majorante.

Une telle minorante peut s’obtenir déja de (62), mais nous allons
encore indiquer le procédé de M. Milloux, qui fournit un résultat
précisé par des considérations géométriques. On désigne par (y;) les

arcs de la circonférence (C,) | | = r, sur lesquels on a | f(z), a;| < ;—l

Par suite de la définition de d, ces arcs (vi)({=1, ..., p) ne
chevauchent pas les uns sur les autres. On désigne par (') I’ensemble
des arcs (y;) et par (I') 'ensemble complémentaire de (I') sur (G,).
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. d ..
Lorsque z est sur (I'); on a | f(2), @ > 5 quel que soit Z, et
d’aprés les propriétés du n° 1,

If(-l‘)—a,[>;+__'_-’:(_‘?_2ﬁ_

d7
| ()] +cotg S

en posant | f(z)|= cotg u (o <u<< Z) s on trouve

d
|f(x)—“zl> 2 s — >‘_1
|/(2)] 1+smil 2
2
et, d’apres ce résultat, on obtient I'inégalité
- ‘ - 2
(65) log |[F(x)|>plog|f(z)|—plog 5

En désignant par 2 war la mesure de (T'), on en déduit alors
1 S N p + 3 %
66) -~ [ log|F(red)y|db —fla ®) | db — (1 —a)plog 2~
(66) ?ﬂj(mogl (re®| v > [ 10glfir ) dd—(1 =) plog

Maintenant si z est sur un arc (y,), on a | ©, @,|>d, tandis
d . .
que | f(z), a;| < = On peut appliquer les résultats du premier cas

. . d
dun’1;en prenantrespectivement a,, une quantité > d et—pourm, &
ety, etPona

@) —a | <—Llal
cotg~ — | a |
par suite
d
1+ | a,]cotgé—
If(2)] <
cotg - — | @]

Le second membre de la derniére inégalité est une fonction crois—
sante de | a, |, lorsque | @, | croit de o jusqu'a cotgd; on en déduit

d 2
/(@) | <eotg- <=

Lf 1og | f(r e) [ db < o log 2
2% Jp, <@g
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Il en résulte donc
1 : - tl P "o 0 _ 2
(67) zxﬂ‘)log|F(l e )|d9>2x9/([‘)]og|f(re )| db—palog?
En ajoutant (66) et (67), on obtient I'inégalité
(68) In(l F)>p1n(] f)_P]O d

Pour majorer m (r, F), on déerit F_ s en supposant que
j 7/ PP q

f(o)#Z ai, ©; et f'(0)7%0, on en déduit, a I'aide de la formule de
Jensen, l’1né°‘ahté

(69) m(r, F)<T(r, f)+ [N (;«;"FV)_N(,, ;_‘:>_N(,,f:)]

en ()=

et Pon trouve sans difficulté la suivante :

(70) m(r, F)=T(r, f)+2N (r, al)

F(o)],
S(0)

La comparaison de (68) et (70) fournit alors I'inégalité prélimi-
naire

—pN(r,/)—N (r,.7,> “+ m <r, g) + log

(1) pT(r, f)<T(r,f)+2N (r, ai)—N @ l,)

Vi
+m (r,JI—:>+log fEO; +plogd

‘Soient maintenant ¢ (> 1) nombres complexes b;(j =1, ..., q)
finis et différents de zéro et distincts entre eux. Appliquons la seconde
inégalit¢ fondamentale a /' pour les ¢ + 2 valeurs b, ..., by, 0 et c;
il vient, en désignant par S(r, f) son reste,

(72) gT(r, f)<N(r, f)+N(” >+2N(

=3

—N(r,fl,)+5(r,f).
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A partir de (71) et (72), on arrive &

q

(73) pgT(r. f)<N(s, f>+(12N( )+2"‘("~;_b,)
=1
o) () e
On remarque que |A,| < T et l'on utilise pour S (r, f) 'expres-

sion précisée par M. Milloux [ 14, d]. Aprés la majoration de Q (7),
on obtient le théoreme da a cet auteur.

I. Soit f(x) une fonction méromorphe pour |z|<<R <o et
soient p nombres complexes a, distincts et finis et ¢ nombres
complezes b, distincts, finis et différents de zéro. On désigne par d
un nombre positif quelconque inférieur ou égal a la plus petite des
distances sphériques de ay, ..., a, pris deuzx a deux et par d' un
nombre positif inférieur ou égal a la plus petite des distances
de by, ..., by, 0, o pris deux a deur. Alors en supposant
que f(0)Z o, <,a,; f'(0)Zo0,b, et f'0)Zo0,onapourr<r<R
Uinégalité

r J
(74) quu’.f><W<’7f’+92N("’/—m>+2N< )
=1

J=1
a3 () ()] s

(78) Si(r, fr=14pglog +9(q+9)logd,+pqlov|f(o)|+810glog|/(o)!

avec

=+ 2 log| f'(0)] +9‘08l f’(o)l + lﬂgl /w(o)l -+ Ru(r, £ P, 9);

Ri(7, f; p, q) étant une expression de forme (18) avec des coeffi-
clents numériques ne dépendant que de p et de q.

20. 11 est facile d’eliminer lindice N(r, f) de (74) a l'aide de
I'inégalité fondamentale de M. Nevanlinna avec ¢ =3 ou de I'inéga-
lité du théoreme I appliquée a f'.

21. Dans l'inégalité (74) les indices de densité relatifs aux zéros
de f—a, sont tous affectés du coefficient g, ce qui présente un
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inconvénient pour certaines applications. Nous pouvons donner une
autre inégalité ol un seul indice de densité a un coefficient supé-
rieur a 1.

Soit f(x) une fonction définie comme précédemment et considé-
rons d’une facon plus générale f1*) au lieu de f'. En procédant
comme au n° 11, on trouve l'inégalité
(76) T(r, f)< T(r, fW)+N< }/)—N(l‘,jTl‘))

_fo)
f(/ (o)

Appliquons le second théoréme fondamental a la fonction f1*)

pour 0, 0 et les ¢ (> 1) nombres b,(j=1, ..., ¢) supposés finis
distincts et différents de zéro; de I'inégalité ainsi obtenue et de (-6)
résulte la suivante :

) TN <aN(n L) =N e +Z“ (m 7=

_ [N,(,-, SR+ N ( f(ﬁ*,,)] + Qu(r),

Q. (r) étant une expression qui entrera dans le terme complémen-
taire. Gréce aux relations (11), cette inégalité peut se simplifier et
étre mise sous la forme

. q
(-8) qT(r,f)<N(r,f)+qN(;',})—FIZ:lN(r,FZ-J—l—_—b;)
—N <I/T:+—U> + Q,(r).

Ensuite appliquons le second théoréme fondamental a f pour
les p+2(p>1) nombres o, © et a, (=1, ..., p), supposés
distincts finis et différents de zéro; il vient

+m( '}“)+l

p
79) pPT(r. /)< N(",/')+N("a}> +ZN (r’f-i a,)
=1

— [N,(r,f)q—N <r,%)] +8(r, f)

ou

(80)pT(r,f)<N(r,f)+N(r, )-.-ZN(,, —a,) N(r,f‘,>+s(,-,f).
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A partir de (78) et de (80), on arrivera facilement & ce résultat.

III. Etant donnée une fonction méromorphe pour || <R Zw,.
solent a;(i=1, ..., p)etb,(j=1, ..., q) des nombres finis et
différents de zéro, les p premiers distincts entre eux ainsi que les q
derniers, on désigne par d une quantité inférieure ou égale a la
plus petite des distances sphériques des points o, et des a, pris
deux & deux et par d' une quantité analogue relative auxn
points o, © et b;. En supposant que f(o)=o0, 0, a;; f'(0)7#o;
S (o)£ o0, b, et f**+1)(0)5£ 0, on a pour r<p<<R linégalité

1) P+ TN <R, N)+(g+1N(r3)

4

Z (r’t m)*zN(”ﬂ“— )

[( 7)== (r fmﬂ.)]*—sm,f),

(82) Si(r, /)=9(p+2)log ¥ +9(g +2)log &

avec

-+-(p+q+f>)lou|j(o)[+lo

F o) (07

+ 2log | f141(0)| + 2log |+ R (7, f),

I
SAlo)
les coefficients de U'expression R, ne dépendent que de q & part k.

Remarque. — Le premier terme du second membre de (81) peut
étre remplacé par une des quantités N (7, ') ou N(r, f1)) qui lui est
supérieure. On voit donc'que dans cette inégalité, parmi les indices
de densité, il n’y a que N(r, }\) qui est affecté d'un coefficient plus
grand que 1.

On désigne par b,y linfini ou un nombre fini différent de
b,(i=1, ..., q); enobservant que N, (r, "\ > N, (r, f') > N(r, f),

on peut remplacer a fortior: I'inégalité (81) par la suivante :

(81y <p+q>'r(r,f><<q+:>N(r,})
+2N< >+ZN<"f(’“ 2 )

_[N,(r)+N( fM+l,>]+sA(, ).
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22. Supposons que f admet o comme valeur exceptionnelle de

défaut 1; alors en tenant compte de ce que N (r, },) est I'indice des
zéros multiples de f—c et N <r, m‘::’), celuide f1))—¢, ¢ étant une
constante arbitraire, I'inégalité (81) prend une forme remarquable et
I'on obtient le corollaire :

III'. Dans les conditions du théoréme précédent, si 'on suppose
de plus que la fonction f admet o et © comme valeurs exception-
nelles de défaut 1, on a pour r <p <R

P q

(83) [p+q—o()IT(rnAI<IN(r, ——)+¥N(r, oot
— ( f—«n) Z‘ ( f‘“—b,)
+S/-(”7f)a

Su(r, f) est Uexpression (82).

II. — Généralisations.

23. L'inégalité (38) qui généralise la seconde inégalit¢ fonda-
mentale pour ¢ =3 ne s’étend pas facilement au cas ou ¢ est
quelconque. Dans le cas ot les o, (¢ =1, ..., ¢) sont des polynomes,
M. R. Nevanlinna a fait observer que la généralisation peut se faire
en procédant comme dans la démonstration du théoréme habituel.
Si 'on essaie la méme méthode pour le cas général, on voit qu'il est
encore facile de trouver une minorante pour m (r, F) de la fonction
auxiliaire F =2 (f— ¢,)~!. Mais la difficulté réside dans l'obtention
d’une majorante de m (r, F).

Dans une note aux Comptes rendus de U'Académie des
Scierces [9a], M. Dufresnoy a donné un résultal qui précise
ce qu'a signalé M. R. Nevanlinna, et en a fait une application
intéressante. On peut énoncer son résultat comme suit :

IV. Soient f(x) une fonction méromorphe non rationnelle
et P (z) (i=1, ..., p), p polynomes de degré d; on a l'inégalité

p
(84) ('[)—d——z)T(r,f)<ZN<l',f_i P,)+s(r)’
=1

S(r) étant le reste.
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D’aprés I'auteur la démonstration, analogue a celle du second
théoreme fondamental habituel, se déduit de 'identité

r
N +1) (2° fld+1
@) e —rian=— f(dfd)(t(}) l/:z(f()) ;
i=1 (d+11) X +1 x
[-[[f(-”)—Pt(-t‘)] 2 e =P (2)]
on obtient

(86) S(r)_plog[z(d+1)Azd]+lop c
+22"l[ P —P ]+I)l [r, f(d+”]+2"l [r,f‘d*—;)l]

A étant la borne supérieure des coefficients des polynomes et G
dépendant du comportement a I'origine de f et des P;. Les limitations

de m [r, f(?l ] etde m [r, ’{ff;; ] se déduisent de I'inégalité (1) (1).

24. Sans avoir eu connaissance du résultat de M. Dufresnoy, nous
avons aussi trouvé une inégalité pour le méme cas et en avons fait
une extension; ces résultats ont été énoncés dans une Note aux
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences. Nous pouvons donner
ici dans un cas plus général un résultat plus simple que voici :

Soit f(x) une fonction méromorphe et o;(:=1. ..., p) p fonc-
tions également méromorphes et distinctes entre elles, telles
que T(r,9)=0]|T(r,f)]; supposons qu'il existe une fonection
méromorphe ®(x) telle que, & étant un certain entier,

(a) T(r, ®) <o[T(r, f)] et m (r, ——u——;) =o[T(ry f)];

j‘/‘_' '— ?tk—

pour la derniére relation, on peut exclure de 'axe des r une suite
d’intervalles de longueur finie.
8

Pour donner un exemple de ce cas, prenons pour f une fonction
telle que T (7, f) > O (r) et 9;(x) =sinx + a;x + b,, a; et b; étant
des conslantes qui dépendent de ¢{. On voit de suite qu'en choi-

(1) L’emploi de Pinégalité (2) pourra donner un résultat d’une facon plus simple.
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sissant ® = —sin z,

S+ sinx

m (r. ;;:—:) =m (r,j—.,-_—_m> =O0[log T(M)],

et les conditions (a) sont bien vérifiées.
Pour avoir une majorante de m(r, F) ou F=MI(f—q;)*,-il
suffit d’écrire

/l
1 f(,(-—n___ q?vlln—l) f(/ll__ [0
F =
h— P Z
.f’ -

S—u SR —gh

s ieye .. : S — ?(l/\—ﬁ

et d'utiliser (2) pour limiter m (r, "F‘T) .

On obtient ainsi le théoréme :

Y. Sodent f(x) une fonction méromorphe et ¢i(x) ({=1,...,p)p
autres fonctions méromorphes distinctes et ne sé réduisant pas a

"la constante infinie, telles que T (r, 9;)=o|T(r, f)]. On suppose

que | 9n, @1 |22 0(r) (k£ k), 4(r) étant une fonction positive telle
que o(r)y~t = o[T(r, f)]; on suppose ensuite qu’il existe une fonc-
tion méromorphe ®(x) telles que les conditions (a) soient vérifices
en excluant au besoin, pour la seconde condition une suite d'inter-
valles J de longueur totale finie. Alors si

J©) z0, %0, 500)({=1, ... p); 9 (0)Zxo; et [flhi(o)— D)o, x,

on a, en excluant éventuellement J, U'inégalité

»
#7)  [p—1—o()]T(rf) < KN (r, )+ PN (r,f_‘ w> + S0,

S(r) jouissant des propriétés essentielles du reste habituel.

En particulier, pour le cas ou les ¢;(2), sont des polynomes P;(z),
il suffit de prendre pour @ un polynome P(z) avec des coefficients
indépendants de i pour ayoir immédiatement une inégalité fondamen-
tale.

En s’appuyant sur le théoréme précédent, on peut obtenir une

extension analogue & II ou a ITI. On a en particulier le théor¢me
suivant :

VL. Etantdonnée une fonction méromorphe transcendante f(z),
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soient P (x)(i=1, ..., p) p polynomes distincts entre eux
etQ,(z)(j=1, ..., q) g polynomes non identiquement nuls distincts
entre eux. On désigne par m le plus grand des degrés des P, et
par n celui des degrés des Q,; et U'on suppose que | Py, Py| > d(r)
et | Qu, Qul=d(r), d(r) et di(r) étant deux fonctions positives
telles que d(r)=' et d,(r)=! soient Zo[T(r, f)]. Alors, en pre-
nant un polynome auzxiiaire Q(z) et en supposant que

J(0)# 0, o, Pi(0);  f(0) # 0, Q,0);  fim+il(0) £ 0;  fin'(0) 5 QF'~1(0)
et flur2) (o) £ (j (0), on a l'inégalité

P
88) [pg—o(W]T(, /)< (m+1)N(r, /) +[g—o(1)] IN <".~ leﬁ>

q
/ 1 . 1 R
+ZN (;,m)_[q_l_omm <z,f)+sm,
S(r) jouissant.des propriétés du reste habituel.

III. — Propositions sur les valeurs exceptionnelles.
ftude des défants absolus et des défauts relatifs.

25. En uulisant ses inégalités et les deux théorémes fondamentaux,
M. Ullrich a démontré, parmi d’autres, les propositions suivantes :

VII. 8¢ une fonction méromorphe admet un ensemnble de valeurs
finies exceptionnelles au sens de M. R. Nevanlinna a,, alors sa
dérivée a zéro comme valeur exceptionnelle avec un défaut

(89) 5(0)> y—gray 3@

o l'on pose

]-— N(”f)__

m =
I:wT(”f)

1—68(o).

De (64), on déduit

P

Zm(r, a,)— O[logrT(r, fll<m (r, ;-,)

=1
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et l'on a, d’autre part,

T(r, /) +N(r, f)+ O [logrT(r, N]xT(r, f).

Ces deux inégalités donnent tout de suite (89).

VIIL. Si¢ une fonction méromorphe d’ordre fini.admet deux
valeurs exceptionnelles au sens de Borel a, et a,, alors sa dérivée
a zéro comme valeur exceptionnelle au sens de Borel. Dans le cas
o l'une des deux valeurs exceptionnelles de la fonction est U'infin,
alors sa dérivée a aussi deux valeurs exceptionnelles au sens de
Borel, savoir zéro et U'infini.

Du second théoréme fondamental et de

1
N (r,f,) =Ny (r)—Ny(r, f)
on déduit

(90) N(r,}.,)<N(r, @)+ N(r, as) + O [logr T (r, f)].

Cette inégalité a laquelle on joint N(r, f') <2N(r, f) permet de
démontrer la proposition, si I'on tient compte de ce que fet f’ sont
du méme ordre d’apres le résultat de Valiron déja cité [27, b].

. Dans le cas de l'ordre infini, M. Ullrich a indiqué aussi un
résultat; on peut le préciser en utilisant la notion d’ordre que nous
avons introduite [12, «].

Nous appelons ordre d’une fonction f d’ordre infini ou ordre
de T(r, f) toute fonction positive non décroissante p(r) telle que, en
posant U(r)=r¢"), U(r) vérifie la condition de la croissance
normale

. logU(r , 1
(&) ,l;nl %U_((r—))- =1, avec ' =r+ W
et l'on ait
w— log T(r, f)
(o) S e(mTogr -

Les ordres de N(r, a) se définissent comme ceux de T(r, f). On
démontre que p(r) étant un ordre de f, c’est-a-dire de T'(r, f), N(r, a)
a aussi p(r) pour ordre sauf au plus pour deux valeurs de a. Si a, est
une telle valeur, on a

— log N(7», a,)
S e Tog T

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 139. 3

< I.
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Nous dirons que a; est une valeur exceptionnelle au sens de
Borel.

IX. Etant donnée une fonction méromorphe f(x) d'ordre infini et
dépourvue d’intervalles extraordinaires, soit p(r) un de ses ordres.
Si elle admet par rapport & cet ordre, deux valeurs exceptionnelles
au sens de Borel a, et as, alors sa dérivée a zéro comme valeur
ezceptionnelle au sens de Borel par rapport a o(r). Si ay=o,
alors f' a aussi © comme valeur exceptionnelle de Borel.

D’aprés ce que nous avons déja établi [12, 8], f”a aussip(r) comme
ordre et la démonstration se fait de la meéme fagon que pour le
théoréme précédent en observant que 'ordre du dernier terme de (go)
est inférieur a celui de T (7, f).

26. Valiron a démontré [27, b; 18, d] que pour une fonction
méromorphe f, on a, en excluant éventuellement dans le cas de 'ordre
infini une suite d’intervalles de longueur totale finie,

. N(r,a)
(92) rl;";w =1,
sauf pour un ensemble V de valeurs exceptionnelles @ dont la mesure
linéaire est nulle. Il a, d’autre part, construit des exemples ou
Iensemble V a la puissance du continu, ce qui prouve que V est
plus large que 'ensemble des valeurs déficientes [27, a ].

Au moyen de l'inégalité (84), M. Dufresnoy est arrivé & montrer
que Pensemble V est presque toujours vide [9, a]. On considére
toutes les fonctions F(z)+ asz?+...+ a;z, ou F(z) est une
fonction méromorphe non rationnelle et o d est un entier fixe. En
s'inspirant de la démonstration du théoréme de Valiron, on prouve
que l'on a, en désignant par P un polynome de degré d et en excluant
éventuellement une suite d’intervalles de longueur totale finie,

. N(r,F—P—
(93) tm M PR

sauf pour les fonctions F— P ayant un coefficient a4 appartenant a
un ensemble dont la mesure de dimension ¢ est nulle.

() On suppose comme il est loisible de le faire, que l'infini n’est pas une valeur
exceptionnelle pour F.



FONCTIONS MEROMORPHES ET FONCTIONS ALGEBROIDES. 35

Placons-nous dans le cas de l'ordre fini et définissons la suite
des r, satisfaisant a T (r,) =v. A chaque valeur de v, on fait corres-
pondre un champ de polynomes P de degré d défini par :

1° Modules des coefficients des polynomes P inférieurs a logr,;

2 G(FH—P") <logry pouri=o, 1, ..., d; C(9) dépendant
du comportement a 'origine de o.

Les fonctions P de ce champ satisfont a

N(ry, F—P)X T(ry, F)(1—¢),

1. .
¢y tendant vers zéro avec -, si 'on excepte celles appartenant a p,
sous-domaines définis par

) 1 T(ry, F)
m('“’ P—Pz> T

On en déduit que

(94) lim

N(r, F—P)
1> T(F,F)

=1,

sauf pour les polynomes P appartenant a une infinité de ces sous-
domaines. En choisissant pour p, une fonction de T(r,) qui croit
assez lentement, on pourra démontrer que (94) est vérifié pour les P
dont le premier coefficient n’appartient pas & un ensemble excep-
tionnel dont la mesure de dimension ¢ est nulle. Il en est de méme
de (93) dans les mémes conditions ().

Dans le cas de 'ordre infini, on applique le lemme de Borel sur les
fonctions croissantes et 'on trouve encore (93) a condition d’exclure
de I'axe des r les intervalles extraordinaires.

27. Comme consequence du théoréme II du n° 19, M. Milloux a
développé une théorie des défauts absolus et des défauts relatifs[14, d].
D’abord en appliquant V'inégalité (71) il prouve cette proposition
simple :

X. Soit f(x) une fonction méromorphe dépourvue d’intervalles
extraordinaires; si l'infini a pour défaut 1 et s'il existe une suite

(') On trouve plus d’indications dans la Note de M. Dufresnoy.
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de valeurs finies & somme de défauts égale a 1, alors le défaut
absolu et le défaut relatif de f' sont identiques.

Puis il fait deux applications spéciales :

28. Etude des défauts absolus. — Soient b,(j =1, ..., ¢) g cons-
tantes, finies et différentes de zéro; désignons par 4, la somme de
leurs défauts absolus pour f'. De la définition, il résulte

q9
T ’ ’ ’ : ’ —_
§N<” 7?1,‘/)<[9—8a+e(r)]T(r,f), fim ¢ (ry=o.

Portons cette borne dans I'inégalité (72) dont on majore S(r, f') par
une certaine expression S'(r, f). On obtient a fortiori

(98) [ ¢ (T /=N (1, ) <N 1)+ S, )

En désignant par 4, (o) le défaut absolu de o pour /', on a
(96) N(’", 7I—> <[r—=8a(0)+eo(r]T(r f1),  Imeo(r)=o.

On introduit un parametre A tel que o <<A<1. Dans (95) on
sépare N (r, —JI,-;) en AN (r, ~}> + (1—A)N (r, l—) et 'on applique a

fl
la derniére partie de cette somme l'inégalité (g6). Il vient

(97) [8;—(1—k)(1—821(0))—e’(r)—(l—R)Eo(r)lT(r,f')-—lN(r,7%)

<N(r, f)+S'(r, )
Si
(98) SaL1 et ¥+ 8,(0)>1,
on prend
_ 8g+3,(0)—1
(99) A=

et I'inégalité (97) s’écrit
I ’ N ’
A [T(r, H=x(n 7)]< [€(7) +(1— X) eo(M] T(r, 1) + N (7, )+ S'(r, £).

En minorant le crochet au moyen de (71) et en introduisant le
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défaut 8( ) et le défaut total ¢’ des a, pour f, on trouve

[284+8(0)—1]T(r, f)<S'(r, )+ [N+ @—=1) ()] T(r, f)
+[Xe(r)+e(r)]T(r, f)
' F(o 2
-+ )\[m (r, —'{-j,—) ~+ log f’((o)) } +p log:z,-] .
Divisons les deux nombres par T(r, f) et faisons tendre r vers
Vinfini par des valeurs en dehors des intervalles extraordinaires, si
ceux-ci existent. On obtient ainsi une inégalité qui donne lieu 2
P’énoncé :

XI. Soit f(x)une fonction méromorphe et possédant desvaleurs
finies déficientes dont on désigne par o la somme de leurs défauts
et par () le défaut (éventuel) de Uinfini. On suppose que la
dérivée f'(x) admet zéro et d’autres valeurs finies comme valeurs
déficientes, on désigne par d,(o) le défaut absolu de zéro et par d,
la somme de ceux des autres valeurs finies. Alors si 4, <1 et
sid,+0,(0) >1, on a l'inégalité

(100) 3[8,+84(0)—1] L[1—38(®=)]8,(0).

Dans le cas particulier o d(w) =1, de ce qui précéde résulte la
proposition :

XII. Soit f(z) une fonction méromorphe telle que é(x)=1,
l'une au moins des circonstances suivantes se présente : ou bien la
Sonction f n’a aucune valeur déficiente finie; ou bien f' n’admet
pas o comme valeur déficiente absolue; enfin ou bien le défaut
total absolu des valeurs déficientes finies de f' ne surpasse
pas 1. '

29. Considérons maintenant le cas ou ¢, > 1. En remplacant dans

(95)N (r, —}) par 6;N<r, -%) etN(r, f) par [1— 8 (o) +(r)] T (r, f),
il vient

a;,['r(r,f)—N<r,7)]—[I—S(w)]T(r,f)

1

<) T(r, f)+E(r)T(r, f)+5'(r, f);

el en procédant ensuite comme dans le cas précédent, on trouve le
résultat :

XII. Soit f(z) une fonction méromorphe telle qu’il existe des
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valeurs déficientes finies avec 8 comme somme de leurs défauts.
On suppose en outre que la dérivée f' posséde des valeurs défi-
cientes absolues finies et différentes de zéro dont la somme de
leurs défauts absolus 3, 1. Alors on a

(101) 38, +8(w)LI.
En particulier :

XIV. Soit f(x) une fonction méromorphe telle que 3(w)=1;
Uune au moins des circonstances suivantes se présente : ou bien f
r’a pas de valeur déficiente finie; ou bien en considérant les
valeurs déficientes pour f' qui sont finies et différentes de zéro, la
somme de leurs défauts absolus 3, est inférieure @ 1.

30. Etude des défauts relatifs. — Conservons les notations précé-
dentes et désignons par 4, la somme des défauts relatifs des valeurs &;
(supposées finies et différentes de zéro) pour f'.

L’inégalité (74) dont on néglige le crochet donne
(102)  [3(@)—1+98—g+8]T(r, f)<e(r)T(r, f)+Si(r, )
oit lime(r) = o. En faisant tendre r vers l'infini en dehors des inter-
valles extraordinaires, on obtient une inégalité qui permet d’énoncer
le théoréme :

XV. Soit f(x) une fonction méromorphe et possédant des
valeurs déficientes finies; on désigne par 8 la somme de leurs
défauts, par () le défaut (qui peut étre nul) de Uinfini. Si l'on
considére q quantités finies et différentes de zéro, la somme &, de
leurs défauts relatifs pour f' satisfait & Uinégalité

(103) 3, L q(1—3)+1—3(o).
En particulier, tout défaut relatif pour f' est majoré par 2—3(w).

Cas particulier. — Supposons que d(o) =1 et 3 = 1. Alors tout
défaut relatif pour /7 est négatif ou nul. En vertu de IX, on a donc
P'énoncé :

XVI. Soit f(x) une fonction méromorphe et dépourvue d’in-
tervalles extraordinaires. On suppose que d(w)=1 et qu'elle
admet un ensemble de valeurs déficientes finies dont la somme des
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défauts est égale & 1. Dans ces conditions, la dérivée [' ne peut
avoir de valeur finie que zéro comme valeur déficiente (absolue
ou relative).

C’est, par exemple, le cas de la fonction exponentielle.

Remarque. — Dans l'application de I'inégalité (74) on peut aussi
conserver le crochet, lorsque ¢ surpasse 1. Il est également possible
d’obtenir d’autres propriétés en utilisant directement (71) et (72).
On peut encore appliquer 'inégalité obtenue de (72) par I'élimina-

tion de N(r, f) et arriver a un résultat sans introduire ().

IV, — Détermination des fonctions méromorphes
par des ensembles de points E(a,) et E®)(5)).

31. Désignons par E(c¢) 'ensemble des points en lesquels f prend
la valeur ¢, chacun des points étant compté autant de fois qu’il y a
d’anités dans son ordre de multiplicité. Si chaque point n’est compté
qu’une seule fois, I'’ensemble correspondant sera désigné par E(c).
Pour f14), on désignera les ensembles analogues par El*1(c) et E%(c).

Des problémes d’unicité ont été étudiés par MM. G. Poélya,
R. Nevanlinna et H. Cartan, au moyen des ensembles E(¢) ou E(¢)
[20, a; 18, ¢, d; 6, a]. M. W. Gontcharoff a obtenu un nouveau
résultat par considération des ensembles E' (o) et E"(0) a part E(o)
et E(«0) [10, a, b]. En appliquant le théoréme III et I'inégalité (78)
et en nous inspirant d’une méthode de M. R. Nevanlinna, nous
sommes parvenu A des théorémes d’unicité dans lesquels sont entrés
en jeu des ensembles E(%) (¢) (1).

Désignons par 7o (r, a) le nombre des racines communes des deux
équations

(104) filzg)=a, fu(lz)=a

comprises dans le cercle |z| <1, chaque racine étant comptée une

(1) Nous exposons ici avec une rectification les résultats annoncés dans une Note
aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 241, 1955.
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seule fois (il s’agit des pdles, si @ = w); et posons ensuite

(105) No(r, @) =f o a)-;—?io(o, %) dt + 7o (0, @) logr,
0

(106) Nio(r, a) = N(r, ﬁ) + ITI(r, fz-l— a) —aNo(r, a).
Désignons de plus par z{(r, b), N&(r, &), N®(r, b) les quantités
analogues pour " et .

Si chaque racine est comptée autant de fois qu'il y a d’unités dans
son ordre de multiplicité, on supprime dans ces notations la barre
qui est sur n ou N.

En s’appuyant sur le théoré¢me IIl', on démontre d’abord le suivant :

XVII. Soient fi(z) et fa(x) deux fonctions méromorphes admet-
tant o et o comme valeurs déficientes de défaut 1; soient
ensuite a; et bj des nombres définis comme dans le théoréme III.
S¢ f1 et fi ne sont pas identiques, on a l'inégalité

(r07) [p+g—4—oM][T(r, fr)+T(r, f)]

14 q
< Y Nia(r, ap)+ D RE(r, by) + O[log(r T(r, f1) T(r, f2))]

i=1 j=1

en excluant éventuellement, dans le cas ot une des fonctions est
d’ordre infini, une suite d’intervalles dont la longueur totale est

Jinie.

32. Considérons maintenant deux fonctions non constantes f; ()
et fa(x) qui admettent o et oo comme valeurs déficientes a défaut 1.
Supposons que pour p 4+ g=7>5 valeurs les équations f;(z)=a;
et fa(x) = a; sont vérifiées aux mémes points ainsi que les équa-
tions f‘{"(x) :bj etf‘z"’(:c) = bj,

Appliquons le théoréme précédent pour ces valeurs; il vient

(108) [1—o()][T(r, f1)+T(r, f2)] <O[log(r T(r, f1) T(r, fo))l,

inégalité qui est valable pour toute valeur 7 en dehors des intervalles
extraordinaire éventuels.
On en déduit

lim T(r, f1) <, lim T(r, f2)

r>e lOgr 1> logr <=
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et l'on conclut que f; et f; devraient étre des fonctions rationnelles.
Mais ceci est en contradiction avec ’hypothése, car une telle fonction
n’admet au plus qu'une valeur ayant un défaut égal a 1 & moins
qu’'elle ne se réduise & une constante.

Donc, si p > 1, fi et f; sont identiques.

XVIIL. Soit f(x) une fonction méromorphe non constante
admettant o et o comme wvaleurs déficientes de defaut 1.
Siai(i=1, ..., 4) sont quatre valeurs finies différentes de zéro
et distinctes entre elles; et bj(j =1, 2, ..., §) quatre valeurs de
méme nature distinctes entre elles, alors la fonction f est univoque-
ment déterminée par cing ensembles quelconques pris parmi les

ensembles E(a;) (i=1, ..., 4) et EM(bj)j=1, ..., 4).

33. Au lieu d’utiliser III', on peut partir de l'inégalité (78). En
supposant que zéro et I'infini aient chacun un défaut 1, elle prend la
forme

b
(109) 7= oMIT(r )< XN (1 ) + Sl )
j=1

dont Si(r, f) est analogue a Si(r, f).
A partir de cette inégalité, on arrive a démontrer I'inégalité

(110) [g—o(M][T(r, f1)+T(r, f2)]

q9
<DINR(r, 8)+ 2N@ (7, 8)] + OLfog(r T(r, f) T(r, f2)]
j=1 .

qui nous permet d’obtenir par le méme procédé, le résultat

XIX. f(z) est définie comme dans le théoréme précédent;
bj(j=1, 2, 3) étant trois nombres quelconques mais finis
différents de zéros et distincts entre euz, la fonction f est déter-
minée, ¢ un polynome de degré k—1 prés, par les trois ensembles
points des EW (b;) (f =1, 2, 3).

34. On peut obtenir un résultat sans rien supposer sur N(r,f);
mais le nombre des ensembles utilisés pour la détermination de f
sera plus grand que dans ce qui précede.
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CHAPITRE IIL

INTRODUCTION DES FONCTIONS PRIMITIVES.

I. — Inégalité fondamentale dans le cas général.

35. Pour établir, par intervention d’une primitive de la fonction
donnée, une inégalité qui étend la seconde inégalité fondamentale,
on peut évidemment procéder comme dans le cas ou intervient une
dérivée. Mais dans le cas général il est moins facile ici d’obtenir
comme reste une quantité exprimée en fonction de la fonction donnée
(non en fonction de la primitive considérée), tout en conservant
pour la partie principale de I'inégalité une forme simple. En recou-
rant 2 un théoréme de E. Borel, nous sommes parvenu & un résultat
satisfaisant [12, 2].

36. Soit f(z) une fonction méromorphe dans tout le plan (1) telle
que les primitives d’ordre k soient aussi méromorphes et désignons
par /=% une de ces fonctions primitives. Si a;({=1, ..., p) sont
p nombres finis non nuls et distincts entre eux, nous trouvons

@) pT(r /)<N( f)+ hp ﬁ(r,f)-a-pN(r, f(;_m)

+PZN(\;«, f—;a:) — [Ni(r,f)+ N(r, .—;7)] -+ Qu(r),

avec

VimalO1

Ql(")=s(":f)p+21"’n<"’ f’_f_'k_)> +plog 7o)

S(r, f)p désignant le terme complémentaire de la seconde inégalité
fondamentale de M. R. Nevanlinna appliquée & fpour les valeurs o, oo,

etai(i=1, ..., p).

(1) Le cas des fonctions méromorphes dans le cercle-unité peut se traiter de la
méme fagon. |



FONCTIONS MEROMORPHES ET FONCTIONS ALGEBROIDES. 43

Cette inégalité s’écrit encore

@y P N<Up+0 R )+ pN(n )
+23N<r, 7.—:——;;) —N(r, %) + Qqu(r)

et dans le cas ot les primitives d’ordre & = kp sont méromorphes,
comme

Ny(r, f)=Ny(r, f(_h))""‘hﬁ(r: I

on peut la mettre encore sous la forme

et <pN(n ﬂ_m>+ZN(r’ =)
=N (s 77) +

ou @p. 4 désigne l'infini ou un nombre fini différent de a,(i=1, ..., p).

Soient ensuite b,(j =1, ..., g) des nombres finis non nuls et
distincts entre eux; appliquons la seconde inégalité fondamentale a
la fonction f1—*) pour les valeurs o, « et b,. En combinant le résultat
obtenu avec I'inégalité (111)' et en tenant compte des propriétés des
indices de densité, on obtient

(1) (p+9) T, N <[k(p+0)+ 2180, £)+(p+N(r 775 )

*éN(” =) 2 (r7m=5;)

— [N(r, 7) -+ N(r, 77"7“)] +Q(r),

<

avec

@) Q=p+a+omn(n L)

FR00)|
7o)

=+ S(r, f)p+ S(r, fi=H))y+ plog

Si, en posant h=k(p+g)+1, la primitive fi=%) est méro-
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morphe, on a I'inégalité de forme plus simple

(@Y P+ T H<(p+0N(n 75)

+§N (r’ = =) +$N(” le‘:z;)
=[%(+ 7)+5( 7em) | e

ol a@p.1 a la signification précédente.

37. Dansle cas général, la quantité Q(r) ne peut étre limitée par
une expression en fonction de f jouissant des propriétés énoncées
par M. R. Nevanlinna pour le reste habituel. Pour obtenir une inéga-
lité fondamentale de forme simple avec un reste jouissant des pro-
priétés désirées, nous procédons comme suit : Aprés avoir appliqué
I'inégalité (3) au premier terme de l'expression de Q(r), nous

majorons lggT_(p, SR par

+ + 1 + o+ 1 + + o+ + I
logT(p, f)+ logN (p,Fi) + log log s -+ log logp + log log log TG
% los | £4(0)
~+ loglog | - +O0(1
glog| 5y (1)

et nous éliminons p en recourant au lemme bien connu de Borel sur
les fonctions croissantes. Soit K une constante positive; d’aprés ce

lemme, T(r, f=0) 4K, T(r, f) et N<r, - ) étant des fonctions

F=H
croissantes, on a, en désignant par o un nombre >1,
TR f—A)+ K <[T(r, fi=4) + K]}, avec R =r+ 1

log[T(r, /%) +K]’

T f)<T(r, )% r=r+ —IogTzr,f)’

et
N(R 1 I a , 1
1 f(__k, <N r, f(_k)) b R1 =r- ——-—————-—‘ [
logN(r, 7‘——“‘)
sauf peut-dtre, dans le cas o0 f—*! est d’ordre infini, pour chaque

inégalité une suite d’intervalles extraordinaires dont la longueur
totale est finie.
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D’aprés le premier théoréme fondamental, nous pouvons choisir K
ik . . R I

et ro de fagon que T(r, f—#) + K soit supérieur & N(r, F—_—,ﬂ), par

suite que R, soit supérieur 4 R' pour r > ry. Pour chaque valeur r>r,
nous choisissons p égal a la plus petite des valeurs R’ et /. On a
alors, en prenant o = 2,

et en méme temps
(115) T (e, f(—kj) + K< [T(r, fi=4) + K7, T (e, f) < T(r, )2

Nous distinguons deux cas suivant que R'<r' ou R’>>r'. Dans le
premier cas un calcul simple donne

+ + + 1 + 1
(116) AplogT(p, fi—A) <2XlogT(r, f)+ 22Xk logN(r, 7(:,3) +log;

+ +
~+ logr + log log

I
TG
—k
———f‘f(f,()” +0();

+ o+
+ A loglog

on trouve, de plus,

e
p—r

(117)  log <log2r+lgg lggT(r, f(—’\‘))+lgg logK + log3.

On est alors conduit a limiter une quantité de la forme
+ -+
Lx loglog T (r, fi—H)),

A} étant un nombre qui ne dépend que de k. Or, une telle quantité

+
est majorée par logT (r, f—4)) -+ X}, A} étant un nombre comme 2}.
Donc pour Q(r), on a 2 majorer

1
(2M+1)logN<r, W)

. 1 T T
et 'on trouve comme majorante N(r, —) -+ Ay, M et Ay étant de

f(-—L)

méme nature que A;. On arrive finalement & I'inégalité

(118) Q(r)<N<r, 7—(‘_—,ﬂ)+5-x(r,f),

S_ix(r, f) étant une expression qui jouit des propriétés du reste
habituel.
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Pour le cas ot R'>> 7', on obtient un ré¢sultat pareil. Ce qui établit
le théoréme général :

I. Soit f(x) une fonction méromorphe telle que ses primitives
d’ordre k, soient aussi méromorphes, et U'on désigne par f—" une
des primitives. Solent ensuite a, (i =1, ..., p)etb,(j=1,...,q)
deux groupes de nombres finis non nuls et distincts entre eux
dans chaque groupe. En supposant que f(o)3£ o0, a,; f'(0)7#o;
S (o)#£o0, o, b,; et fi=+1)(0) £ 0 et en prenant une valeur ro
suffisamment grande, on a pour r > ro l'inégalité

119 (p+ )T ) <[k(p+9)+2ING, )+ (p+2)N(r 7
» T
S T

_[N(\r7%>+N(r,j(_—lk_'_l—))]-l-sk(":f)a

sauf peut-étre, dans le cas ou f=4) est d’ordre infini, pour une
suite d’intervalles de longueur totale finie. Le reste a pour
expression

(120)  S_i(r,f)=logK+9(p—+ 2)|og§ -+ 9(q+2)log§;

7|+ o8| 7t

+(p + g+ 3)log| f=k1(0) | + log

+ +
+ 2log| f(o) |+ (p +1)log

1
+ + I “+
+ B_;logr+ B, log; + C_;logT(r, f)+ O(1),

\
ot en posant ay=0 et ap.1= 0, d est une quantité positive telle
que |ay, a,|>d(p#v et p, v=o0, 1, ..., p+1) et d' est une
quantité analogue par rapport aux b,; K est un nombre fizxe
asséz grand; et B_y, ..., G, sont des constantes numériques ne
dépendant que de p et de q a part k.

38. Dans chacun des trois cas suivants, Q(r) peut étre majoré par
une expression jouissant des propriétés du reste et 'on a un résultat
plus simple.
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° Cas ou f est d’ordre fini. — En prenant p = 2r, on trouve ce
résultat :

I,. Etant donnée une Sonction f comme dans I, on conserve les
significations des a,, b, et les hypothéses sur les valeurs initiales.
Alors st f est d’ordre fini <X, et si l'on choisit une valeur r,
suffisamment grande, on a pour r > rq l'inégalité

(r21) (P+Q)T(,-,f)<[k(P+q)+2]N(r,f)+(P+I)N<,.,f(_‘_k_))
+2N<r, ) 2 ( ‘—“—b,)
_[N(r’_}”’)*'N(’"’m)]-‘-s—x(r,f),

(122) S_k(r, /) = Ax+9(p +2)log 5 + 9(g +2log) &,

avec

+ +
+ 2log| f(o)| + plog

_r_|+10 o
OINRNAO)

+ (p+ ¢ +2) log| fK)(0) | + log

1
m + C—¢ logr,

A_; et C_; dépendant seulement de p, q et } a part k.

2° Cas ou zéro a pour f\=% un défaut 8~ (0) > 0. On a

N(r, 7 ) <1 3-8(0) + o] T(r, fi-b)
Et 'on trouve
(1= 0 T(e, /=) < T(o, )+ N( o, 77 ) =+ bu 108

I SR (o)
—_—— log | ———<
Ol R VO]
inégalité qui est valable en excluant éventuellement une suite d’inter-
valles de longueur totale finie.

Au moyen de ces deux inégalités, on peut majorer Q(r) d’une
facon simple et I'on obtient le théordme :

+
+ b logp + aj log log

)

Is. On conserve les hypothéses du théorémel; si fi=1) admet zéro
comme valeur exceptionnelle de défaut o'=")(0) > o, on a pour
r<<p,l’inégalité (121), sauf peut-étre pour une suite d’intervalles
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de longueur totale finie. Le terme complémentaire a pour expres-
sion

, I
(123) S—k(f,f):A_klogm +Qo+logp+R_k(r,f),
avec

4 + 7t
Q= 9(p+2)10g;'l +9(qg + 2)]0g% +2log | f(o) |+ (p+1)log

L
S(o)

~+ log

72—;)‘+ (p -+ g+ 3)log| f=8(0) | + log

)

I

A’ et les coefficients des termes de U'expression B_, dépendant
seulement de p et q a part k.

3° Cas o m(r, f=)Z[t+o(1)]T(r, f=h), © étant un
nombre positif inférieur ¢ 1. — La majoration de Q(r) se fait
facilement en remarquant que N(r, f(=4)) =< N(r, f).

I.. On conserve les hypotheses de 1; si
m(r, fi=0) <[z +o()]T(r, /=0 (0 <t <),

on a pour r < p U'inégalité (121), avec

(124) S, f) = ALi(p, @) log ——

Fp— + Qo+ R_i(r, 1),

A'_, Q et R_; ont les mémes significations que précédemment.

39. Remarque. — Dans les théorémes précédents, si, en posant
h=k(p-+q) -1, la fonction f-* est méromorphe, alors on peut
remplacer l'inégalité (121) par linégalité (112) dans laquelle on
majore Q(r) par S_i(r, f) ou par une expression analogue, et au

lieu de (119) on peut prendre l'inégalité

(125) (p+q)T(",f)<(P+2)N<”7(1—F)>
p+1 q9
+§N<r’j_—la,> +21‘N<r, f““(_/.)l___ bi)

— [N(r, -}—,) -+ N(r, 7{:1,&—:1-))] + S_x(r, f)-

ol agy a la méme signification que dans U'inégalité (111)".
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I1. — Cas ol on limite l'indice T (r, /) non affecté d'un coefficient.

40. Dans le cas simple et important ou il s’agit de limiter T (r, f),
on peut obtenir une inégalité de forme plus favorable que celle
déduite de (119) ou de (121).

Soit ¢ un nombre fini pouvant étre nul; au lieu de considérer f(—)
comme au n° 36, nous prenons f(—4)— ¢ et nous trouvons

(126) T(r, fl-k—e) < T(r, f)+ N('Bfr—%_—c)
fl=k(0) — ¢

=N (r7) m(rpti=s) + s |7y

Soient ensuite @, b deux nombres finis ou non, mais distincts enlre
eux et différents de zéro; 'application de la seconde inégalité fonda-
mentale & f pour les trois valeurs a, b et o donne

T(r, f) < N(r,f—i-;) +N(r,F17> +N(r, }) — Ni(r) + S(r),
avec

,
S(r)=27 log%l -+ 3log| f(0)| + log

7“(10—)‘ +Ra(r, f).

En portant cette borne de T(r, f) dans (126), il vient une inéga-
lité de la forme

(126 T(,.,f(—k)_c)<N<r,f_I a) +N(r,f+b>

+N ("’F—'AI)TE) —Ni(r)+ Qi (7).
D’autre part, de l'identité f= (fi=%—c¢) F{);_-:—c, on déduit

(127) T(r;f(—“—c)>T(";f)—kN_(":f)"‘m("’f(——k{Tc)'

Si I'on observe que Ny(r, f) > kN(r, f), alors a partir des inéga-
lités (126) et (127), on arrive facilement a ce résultat :

IL. fet fi=h étant définies comme dans le théoréme 1, soient a,
b deux nombres distincts non nuls (dont 'un peut étre infini et ¢
un nombre fini (pouvant étre zéro). On suppose que les distances
sphériques des trois nombres a, b, o pris deux & deux et celle de ¢

MEMORIAL DES SC. MATH. =~ N 139, 4
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a Uinfini soient toutes au moins égales & une quantité positive d
et U'on désigne par K un nombre positif assez grand. Alors, si
f(o)7# 0, a,b; f'(0) £ 0; fi7h(0) # ¢, o et fi7++1)(0) 3£ 0, on a,

pour r>ro, Uinégalité

(128) T(r, f)<N(r,7_I_—a-> +N(r,7_‘—b) +2N(r, 7‘—_7:—_——6>

—N(r,%) +S_i(r, ) ()

en excluant éventuellement une suite d’intervalles de longueur
totale finie. Le terme complémentaire a pour expression

"
(129) Si(r, f)=A_x+27 log—al—l “+2 log?;—, + 2log| f(0)]

+
~+ 2 log

/—.(1—0-)‘ ~+ log FE‘GI +2lgg|f(—“(o)|

+ +
+ B_i(logr + K) + B_; |og; + C¢log T(r, f) -+ o(1),

Ay, ..., C_, étant des constantes numériques qui ne dépendent

que de k.

41. Dans les cas particuliers considérés au n° 37, on trouve les
théorémes suivants :

Il.. On conserve les hypothéses de 11, et U'on suppose que
soit d’ordre fini <); alors on a pour r > r, l'inégalité

(130) T(r, f)<N (r, f—l a) + N<r, f—i—b> +N (r,/—’r—kli_._c>
—N(r, },) + S« (r, f),

avec
(131) S_i(r, Y=A_,(})+27 logé “+2 log-‘% +2 lt;-g | f(o)]

+
-+ log

~+ log

7 7—(—‘0)| +10g | fR)(0) |

+ B_g lé'g; + C_ (%) logr.

(1) Cette 1mégahité est de forme plus generale que celle antérieurement donnée

[12, g] dont I'indice N(r, ) doit &tre affecte d’un coefficient 2.

I
F=%
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Il,. On conserve les hypothéses de I1; et U’on suppose que f=*)
admette un nombre fini ¢ comme valeur exceptionnelle de défaut
6t=#(¢) > o; alors en excluant éventuellement une suite d’inter-
valles de longueur totale finie, on a pour r <<p l'inégalité (130).
Le reste a pour expression

, 1
(132)  S_x(r, f/)=AL; logm+wo+logp+ R_i(r, f),
avec

I 1 —+ +
0o = 27loga+2log7 +2log| f(o)| + 2log

LN
S(0)
1

J'(0)

Il.. On conserve toujours les hypotheses de 11; et l'on suppose
que

+log + 21og | f=H(0) .

m(r, f=8) Z[v+ o] T(r, f4) (0 <3 <1);

alors on a pour r < p Uinégalité (130), avec

(133)  Sa(r, )= Ailog —

—*—;:—6(1—)- -+ Wy R—k(r, f),

wo étant l'expression qu'on a vue dans II,,.

III. — Propositions sur les valeurs exceptionnelles.

42. Comme conséquence immédiate on peut d’abord établir le
théoréme suivant :

1. Etant donnée une fonction méromorphe f(x) qui ne se
réduit pas a séro, s¢ =1, une de ses primitives d’ordre k suppo-
sées méromorphes, admet un nombre fini ¢ (pouvant étre nul)
comme valeur déficiente de défaut 1, alors la fonction fn’admet
pas deux nombres non nuls distincts a et b ( finis ou non) comme
valeurs déficientes telles que la somme de leurs défauts dépasse
un nombre l >1.

Appliquons le théoréme Il du n° 40. Admettons que d(a) +3d(d)x1;
on a ‘

(36)  N(nz22) #N(nyg) <= 1-otITC, D,

(35 N(rgmreg ) <D= 30() + oI T, S0
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Puis, en tenant compte de ’hypothese, on trouve
T(r, foA) <[t+o(D] T(r, /)
et 'inégalité’(135) s’écrit

135y N(r e = e T S
Portons les bornes (134) et (135)' dans (130), il vient
(136) [l —1— o] T(r, f) <S—a(r, f)

et il en résulte une inégalité de la forme (49). Ce qui donne une
contradiction avec I'hypothese.
En particulier, on a la proposition :

HI'. Etant donnée une fonction méromorphe f(z) si une de ses
primitives supposées non constantes et méromorphes admet un
nombre fini comme valeur déficiente de défaut 1 et si la fonction
S admet Uinfini comme valeur déficiente de défaut 1, alors f
r'admet aucune valeur déficiente finie différente de zéro.

On peut ensuite démontrer le théoréme :

IV. Soit f(x) une fonction méromorphe non constante, telle
que ses primitives d'ordre h = kp soient aussi méromorphes. St
une primitive =" admet une valeur déficiente finie b de défaut
1, la fonction f n’'admet pas un ensemble de valeurs déficientes
infinies ou finies distinctes entre elles et différentes de zéro, telles
que la somme de leurs défauts dépasse un nombre 1 > 1.

Appliquons le théoréme I, avec un peu de modification. Au lieu de
S silon prend f(—*)— b, on trouve par le méme procédé I'inéga-
lité de forme un peu plus générale

(137) P, <N( )+ kp N, )+ pN(r, 7mg—)

_,_ﬁw(r, f—[ m) — [Nl(r, )+ N(r,},)] -+ S_a(r, f)

Si fM, avec h=kp est méromorphe, l'inégalité (137) s’écrit
encore

a3 p T NN +pN (1 Fmr—)

.._PZN(,-, o m) — [N.(r, )+ N(r, fi>] + S_a(r, /)
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Maintenant supposons que & est pour f'—% une valeur déficiente
de défaut 1 et admettons qu'il existe p 4+ 1 nombres distincts o et .
a@(i=1,...,p) qui sont des valeurs déficientes pour f avec o
comme somme de leurs défauts. On a

BN (r 725 ) <L +1=3+0WIT(r ) (@pri=r)
et 'on trouve, comme pour le théoréme précédent,
N(r g ) <o T(r, 1),

Au moyen de (137") on trouvera alors une inégalité de forme (49).

Dans le cas ol f admet une infinité de valeurs déficientes a;, il
suffit de prendre un nombre /' compris entre 1 et I et un nombre
p suffisamment grand de fagon que la somme &' des défauts des p—+1
valeurs « et ay, ..., ap soit > I’

Plus généralement, on démontre le théoréme :

V. Soit f(x) une fonction méromorphe transcendante telle que
ses primitives d’ordre k(p 4 q) +1 soient aussi méromorphes; si
une de ses primitives =" admet comme valeurs déficientes zéro
et un ensemble (E,) de nombres finis non nuls b;(j =1, ...) tels
que le défaut de zéro soit 1 et la somme des défauts de l'ensemble
=k dépasse un nombre l;>o, alors la fonction f ne peut pas
admettre un ensemble de valeurs déficientes infinies ou finies,
différentes de zéro et distinctes entre elles telles que la somme de
leurs défauts & dépasse un nombre l >1—1,.

On applique le théoréme I, et 'on raisonne comme pour les deux

théorémes précédents.

43. On peut étudier aussi le cas des fonctions méromorphes dans
le cercle-unité. En particulier, il sera intéressant de faire une exten-
sion du théoréme de Schottky en éliminant la valeur initiale de la
primitive que 'on considéra.

1V. — Problémes d’unicité.

44. On peut se poser des problémes d’unicité comme dans le cas
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des dérivées (!). En partant de (119), on démontre un théoréme
analogue & XVII du n° 31 et au moyen de ce théoréme on arrive au
résultat suivant :

VI. Soit f(x) une fonction méromorphe qui ne se réduit pas ¢
séro et dont la primitive f\=*) est méromorphe; on suppose qu’elle
admet o et o comme valeurs déficientes de défaut 1. Soient
ai(i=1, ..., 4) quatre valeurs finies non nulles et distinctes
entre elles et bj(j =1, 2, ..., 4) quatre valeurs finies non nulles
et distinctes entre elles; alors en désignant par E—4) (b) l’ensemble
des points analogue a celui désigné par E%)(b) dans le cas des
dérivées, la fonction f est univoquement déterminée par cing en-
sembles pris d’une facon quelcongque parmiles E(a;) (i =1, ..., §)
et les E-h (b)) (j=1, ..., 4).

Au lieu de partir de (119) si I'on utilise I'inégalité (111)' avec une
légere modification on trouve le résultat suivant :

VII. Soit f(x) une fonction méromorphe non constante dont la
primitive f\=h) est méromorphe, on suppose que Uinfini et un
nombre fini b nul ou non soient respectivement pour f et pour f(=%
des valeurs déficientes de défaut 1. Alors ai(i =1, 2, 3) étant
trois nombres différents de zéro et distincts entre euz, la
Sfonction est univoquement déterminée par les trois ensembles

E(a,-) (i=1, 2, 3).

45. Dans le cas ou 'inégalité (112)' est valable on peut obtenir un
résultat sans rien supposer sur la valeur o de f. Soient f, et f, deux
fonctions dont les primitives d’ordre 2 = k(p + ¢) +1 sont méro-
morphes; soient ensuite @;({=1,..., p+1)p -+ 1 nombres finis
non nuls distincts entre eux et b;(j=1,..., ¢) ¢ nombres finis
distincts norn nuls entre eux. Supposons que f; et fy ne soient
pas identiques; on peut démontrer qu’en excluant éventuellement

(1) Les résultats que nous donnons ici seront développés dans un Mémoire &
paraitre prochainement.
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une suite d’intervalles de longueur totale finie, 'inégalité

(138) [p+g—4+oM][T(r, f1)+T(r, f2)]

p+1

=1

, q
< Naa(r, @)+ I NGE(r, b)) + O[log(r T(r, f) Tur, £)]
j=1

est vérifide.
Au moyen de cette inégalité, on trouve le résultat :

VIII. Soit f(x) une fonction méromorphe qui ne se réduit pas
a une fraction rationnelle et dont les primitives d'ordre k(p—+q)-+1
sont aussi méromorphes; si f\=") admet zéro comme valeur défi-
cient de défaut 1, alors en désignant par a;(i=1, ..., §)
quatre valeurs finies non nulles et distinctes entre elles et par
b,(j=r1, ..., 4) quatre valeurs finies non nulles distinctes entre
elles, la fonction est univoquement déterminée par six ensembles
prés parmi E(a,) et E-h(b,).

De méme si les primitives d’ordre kp de f sont méromorphes on

trouve, au moyen de (111)" avec une légére modification, le résultat
suivant :

IX. La fonction f étant définie comme précédemment, on
suppose que ses primitives d’ordre kp soient méromorphes et que
S5 admette un nombre fini b comme valeur exceptionnelle de
défaut 1. Alors si a,(i=1, ..., 4) sont quatre valeurs finies diffé-
rentes de zéro et distinctes entre elles, la fonction est univoquement

déterminée par les ensembles, E(a,), (i=1, ..., §4).

CHAPITRE IV.

EXTENSIONS AUX FONCTIONS ALGEBROIDES.

I. — Généralités. Premier théordme fondamental.

46. Les fonctions algébroides ont été d’abord étudiées par
Rémoundos [22, a]. MM. Selberg et Valiron ont ensuite étendu &
ces fonctions les théorémes fondamentaux de M, R. Nevanlinna par
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des méthodes différentes [23, a; 27, ¢, f] et, d’aprés ce que
M. Selberg a indiqué, M. F. Nevanlinna a également obtenu une
telle extension par sa méthode basée sur I'emploi de certaines solu-~
tions de 'équation de Poincaré-Picard Au=-e'“. Dans un travail plus
récent, M. Ullrich, en introduisant un indice relatifa la ramification,
’a obtenu des résultats qui précisent certains résultats antérieurs et,
en ce qui concerne la dérivée, a établi une double inégalité analogue
a (64)[26, b].

Par 'emploi d’une méthode due a M. H. Cartan, Valiron a trouvé
d’une fagon simple, entre la croissance d’une algébroide et celle des
coefficients de I’équation qui la définit une relation jouant un role
capital; et aprés avoir établi ses théorémes fondamentaux, il en a
fait des applications trés étendues. Nous allons exposer la théorie
de cet auteur en renvoyant, pour les résultats de MM. Selberg et
Ullrich, & leurs Mémoires.

47. Fonction caractéristique d’une algébroide. — On appelle fonc-
tion algébroide méromorphe pour |z|<<R <, la fonction u(z)
définie par une équation algébrique

(139) Y(x, u)=Y(u)=Ay(2)w+ Ay () 1+... Ao(z) =0

dont les coefficients Aj;(z) sont des fonctions données de z holo-
morphes pour |z|<<R. On suppose essentiellement que les A; ne
s’annulent pas simultanément pour une méme valeur de z; u(x) est
généralement une fonction multiforme a v branches u, (z) (k=1,...,v).
Observons tout de suite que u'(z) est aussi une fonction algébroide
a v branches et que I’équation qui la définit s’obtient en éliminant
u entre (139) et

On pose
. e Vo
m(r, u)= E_Ef 210g| ur(rew)|de
0

et n(r, g) désignant le nombre de péles de g(z) dans le cercle
| z| < r comptés avec leurs ordres de multiplicité, on a

N(r, L) =" ’ ¢, - n(o, -1 dt+noi)lor
(’Tv)“iff[”(’fv)— (’A»)T 'K,/ 8T
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Convenons de poser N(r, u)= %N(r,i) et pour une valeur
v

finie a
N(r,u_‘_a> = %N(r,q‘—(l-;;‘)»

alors la fonction caractéristique est définie par

(140) T(r)=T(r, u)=m(r,uw) + %N (r, i—) = m(r, u) + N(r, u).

Pour v =1, on retombe sur la fonction définie par M. R. Nevan-
linna.

48. Propriétés fondamentales de T(r, u). — z ‘étant considéré
comme une constante, on a identiquement

Y(z, u)=Ay(z)[u—ui(2)]Ju — us(2)]...[u — uy(2)]

Posons = r e'?, u = e et considérons 'intégrale double
I 27 1 T
= — — ] .
I 211./‘; dq)zn[ log | 4(retw, e)|db
D’apres la formule de Jansen, on trouve

(141) V(x)=2Lnf' log | §(z, e19)| b = log | Ay (2)| + ¥, log | u(2)|
0 4

et en désignant par Cy le premier coefficient non nul du dévelop-
pement de Laurant de A, (z) autour de I'origine, on a

T
(142) ;—ﬁf loglA\.(rgwp)|dcp=]og|c”_,_N<,.,ALV>_
0

Il vient donc
(143) I1=log|Cy|+ v T(r,u)

Maintenant intervertissons 'ordre des intégrations de I, et appli-
quons la formule de Jensen a I'intégrale intérieure, il vient

1 o I < +
(144) 1= an N(r,m) db +Zlog|uk(o)].
La comparaison de (143) et de (144) donne

(145) vT(r,u):J_fo N(r,qT(:-—le——Qd0+21;g|ul(o)[—log|C)\|,

27
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relation qui est analogue a (8) et qui permet de prouver que T(r, u)
est une fonction croissante, conveze en logr.

49. Fonction (7, A) et premier théoréme fondamental. — Dési-
gnons par A(z) le plus grand des nombres |A;(z)|(j=1,...,)
pour chaque valeur de z; Valiron a introduit la fonction

aq
1
= — i
(146) w(r, A)= 27:v£ log A (7 €i%) do.

C’est une fonction conveze en logr. En effet, les log|Aj(z) étant
harmoniques (par suite sous-harmoniques), la proposition @ du n° 5
prouve que log A (z) est sous-harmonique et la proposition & permet
ensuite de démontrer qu'il en est de méme de I'intégrale de (146).
Or p(r, A) est une fonction ne dépendant que de la seule variable r,
donc elle est convexe en logr d’aprés le théoreme de M. P. Montel
rappelé a ce numéro.

On peut établir une relation simple entre T(r, u) et u.(r,.A). On a

(147) V(z)<Llog

2A,-(x) l < log A(x) + log(v -+ 1).

Comme de la définition de V() et de (143), on déduit

I I am N
(148) T(r, u)+ Slog | Cy| = m[ V(rei®)ds,
on trouve immédiatement
(149) T(r)+ Slog| Ca| < u(r, A)+ = log(v +1).

Pour avoir une inégalité de sens contraire, on peut partir de

:igj;‘éz'ul(-z')..'uv—-/(x)l (j=01 I,---,V—-I)’

la sommation étant étendue aux CJ/ combinaisons des racines de
v—j av—j. On en déduit pour tous les j, méme pour j=v,
I'inégalité

v
; +
log| Aj(2) | < log | Au(2)| +logCJ + ¥ log | ui(2) ,
1
a fortiori

v
log A(z) < log| Ay(z)] +213g | ui () |+ vioga,

1
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et en tenant compte de (142) on trouve
(150) w(r, AYZT(r, u)+—slog|C~,\|+log2.

Les inégalités (14y) et (150) donnent ’énoncé suivant que l'on
peut considérer comme premier théoréme fondamental :

I. L'expression

T(r, w)+ 2log| Ca| —u(r, A)
est en module inférieure & loga.

50. u(x) étant la fonction algébroide définie par (13g), sa trans-

formée homographique ;I;: 2, ad — By =1 est aussi fonction algé-

broide 4 v branches qui vérifie une équation de la forme (139) dont
les coefficients B;(2) sont des fonctions linéaires des A (z) et inver-
sement, si A est le plus grand des nombres «, 3, v et d, on a,
B(z) étant le plus grand des nombres Bj(z)(j=o,1,..., v) pour
chaque valeur de z,

B(z)<<(v+1)(2A)Y A(2)
et inversement; donc

[u(r, By—p(r, A)| <log2eA.
B, (z) peut se mettre sous la forme y” ¢ (%), en désignant par G
le premier coefficient non nul de son développement autour de
I'origine, on a d’apres le théoréme I,

(151) [T(r au+B) —T(r, u)+ %log

"Yu-+3

Ci
G!]<K+logz\,

K étant une constante absolue.
En se rapportant a l'expression de T(r, u), on obtient le corol-
laire

I'. Soit a un nombre donné; on a
(152) N(r,;—i—;) <T(7‘, u)+h(a, V)’

k(a,v) ne dépendant que de a et de v et du comportement a Uori-
ginede A, et Y(a).
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31. Ordre d’une algébroide. — L’ordre d'une algébroide de u se
définit au moyen de sa fonction caractéristique comme pour une
fonction méromorphe; dans le cas ou le domaine de méromorphie
est tout le plan ouvert; il est égal &

I >w logr
L’ordre peut étre zéro, fini et positif ou infini. En vertu du théoréme I,
pour que u soit d’ordre fini p, il faut et il suffit que les A, soient
tous d’ordre p au plus, 'un au moins étant d’ordre p ().

Dans le cas de l'ordre infini, la définition des ordres que nous
avons introduite pour unec fonction méromorphe [12, a et n° 25]
s'étend immédiatement ici.

Cette définition permet d’avoir dans des applications le degré de
précision que comportent les résultats donnés par Borel pour les
fonctions méromorphes dans le cas de I'ordre fini (2).

II. — Extensions des théorémes se rattachant au théoréme

’

du module minimum de M. Hadamard. Limitation de m (r, %) .

52. Au théoréme bien connu de M. Hadamard sur le module
minimum d’une fonction entiere, se rattachent quelques théorémes
relatifs 4 une fonction méromorphe, obtenus par M. R. Nevanlinna
au moyen de la méthode logarithmique [18, d]. Dans le cas des
algébroides, une extension du théoréme de M. Hadamard a déja été
faite par Rémoundos [22, a]; on peut étendre aussi ceux de
M. R. Nevanlinna [27, g].

De Pégalité

up(z) =— A_va) [Av—i(@) + Apa( @) up ()t +. . .+ Ag(z) up (2)—+1],
on déduit, en conservant la signification de A (z) du n° 49,

A(z) ;
Av(x)!+ logv.

(153) log | ux(x)lélogll

(1) On suppose que A,(x) est un produit canonique.
(?) Comme application, on peut voir un résultat récent de M. Baganas [2, &].
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A (x),

Considérons la fonction J (@)= 3% Aoz

la formule de Poisson-

Jensen donne, pour |z|=r <¢,

m(t N+ E log [.x 7 —tal’

1 bu| <t

(154) loglf(x)lé

les b, étant les poles de f. En observant que pour r<<r < ¢, on a
t+= t—+r
t— t—r’

il vient

f 10gM(%, f) dr = Zrm(t, f)+ N, f“’g_pj]tbpnd‘

Pul <t ®
et Pon trouve, en désignant par k une valeur arbitraire >1 et en
posant ¢t = \/kr,
+ [ 198N, £y ds 2 C(R) T (hr, ),
0

C (k) étant une constante qui ne dépend de £.
Maintenant, soit A, le plus grand des deux nombres A,(z) et

A, (x) pour chaque valeur de z; en vertu d’un résultat de M. H. Cartan
[6,d] (*),ona

e
T(r,il)—o—loglC)\]: —If logA, (rew)de <vp(r, A)
Av 2% )
et, d’apreés (150), on trouve
(155) T(r, f) =T(r, %1) <vT(r, u)+ vloga.
v

En tenant compte de (153), on arrive aisément a la proposition
suivante qui généralise un théoréme de M. R. Nevanlinna.

II. Soit u(x) une fonction algébroide définie par (139) et méro-
morphe pour |z| <R L ; & un nombre donné quelconque k <1,
correspond un nombre C.(k), tel que Uon ait

(156) ;frlogM(z, w)dt < C(k)T(kr, u),

0

M(¢, u) désignant le module mazimum de u(z) pour |z|=t.

(1) Voir aussi le chapitre suivant.
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On voit de méme que la convergence de
(157) f T(¢, w)t—p—1dt  (p>o)
1
entraine celle de
(158) fwlogM(t, w)t——1 di
R

et aussi celle de

(159) [”N(t, ﬁ)z—p—s dt

pour tous les a. La convergence de (159) pour une valeur @ jointe a
la convergence de (158) entraine évidemment celle de (157), donc
celle de (139) pour tous les a.

’

53. Pour obtenir une limitation pour m(r, '—:;), on peut partir de

I'inégalité (154). Supposons |z —b,|> 2/ et prenons t =r + h;
chaque terme de la somme du second membre est < log;‘i etl'on a

1og| (@) < 2R T(r 4 by f) - n(r+ b, f)log T2

D’apres la définition et la convexité de I'indice N, on trouve

+ or+h r+h,  r+h
10517 | = [ 25528 4+ 2 Lt 1og T2 |

< [T(r+2h. )+ n(o, f) <l+l;g-:—_)]’

a fortiori on voit que si A, () ne s'annule pas dans la couronne (Cy)
oLl r—e2h<|z|<r—+2h,

on a, pour |z |=r,

(160) lgg |flz)| L1 (%)2 [T(r +2h, f)+ n(o, f) (1 + lgg;)]

et, en vertu de (155),

+

log %f%%‘ = nv(%)g[T(ra— 2h, u)+ K],

avec

3 + 1
vK =v2log2 + A<1+Iog;) .
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En portant cette borne dans (153) et en appliquant le résultat

1

obtenu aussi a la fonction lmll, on déduit des deux résultats

obtenus, pour toutes les branches de u (), I'inégalité

r\?2 + 1
(161) l log|u(z)]| | <11v (7&) [T(r+ 2h, u)+o+d log;] ’
ol r=|z|, o et ¢' ne dépendent que du comportement a l'origine
des deux fonctions A, (z) et Ag(z). Celte inégalité est valable pourvu

que ces deux fonctions ne s’annulent pas dans la couronne (r—24,
r—+2h).

84. Les branches u,(2) ne s’annulent pas et restent finies dans la
couronne dans laquelle (161) est vérifiée, mais elles peuvent admettre
des points de ramification. Les valeurs de z fournissant de tels points
sont les zéros de la fonction holomorphe formée par le discriminant
du polynome ¢ (u) (1); elle est de la forme

I(z) =ZBA§°A°{!. LAY

Ce polynome par rapport aux A étant de degré 2 (v—1). Ona donc,
d’apres I'égalité de Jensen et le théoréme I.

(162) N(r,%) <ov(v—1)T(r, u)+d,

¢’ ne dépendant que du comportement a l'origine des fonctions
Aj(z).

Plagons-nous dans une couronne o <<r-—2k <|t|<r+2h<R
ne contenant pas de zéro de Ao(t), A,(¢) et J(¢); les branches de
u(t) y sont partout régulieres, donc sont holomorphes dans tout
cercle tangent aux deux circonférences limitant la couronne. Soit
|t—ax|<<2h un tel cercle et appelons logu,(¢) la branche de
logu(t) qui prend au point z la valeur log|ui(z)|+ iw, avec
|o|Zn. Daprés le théoréme de Hadamard-Carathéodory sur la
partie réelle d’'une fonction holomorphe (2) et d’aprés (161), on a

(1) Voir par exemple, VALIRON, Equations fonctionnelles, 1945, p. 9.
(2) Voir VaLiron, Théorie des fonctions, 1948, p. 373.
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pour [t —z|<<h

(163)  |logua(x)| <4 533 (%)2 [T(r +2h, u)+o+5 lgg;i_] + 21:%

et, en appliquant le théoréme de Cauchy, il s’ensuit que, pour toutes
les branches,

u'(x 2y R P
(164) |%|<8443<%> z[T(»-mh, )+ g log-’—_]-

55. Pour les valeurs de r pour lesquelles (164) est vérifiée, on a

(165) m<r, %><1§g1‘(r+zh, u)+316g % +210g % + o,
¢” ne dépendant que de v et du comportement & l'origine de A,
et Ao.

Donnons-nous deux nombres r' et r’ tels que o <r'<<r"<<R et

posons ¢ =~ r

- D’apres l'inégalité (162), d’aprés les propriétés

de T(r, u) et d’apres la formule de Jensen, le nombre total des points
de module moindre que ¢ et qui sont zéros, poles ou points de rami-
fication de u () est au plus égal a

, . r
n= [HT(r”, )+ H’<1+logﬁ)] log P

H ne dépendant que de v et H' de v et du comportement de A, a 'ori-
gine. Dans l'intervalle
, , e
N vy
il existe au moins une valeur r pour laquelle (165) est vérifiée en
r—r

prenant - = AUETIn

Pour cet r, on aura

r
rr—r

u' + . + + , -~ I
m(r, ﬁ) <logT(r", u)—+3log + glogn +2log; + o

+ " r + 1
<10logT(#", u)+12logﬁ, +3log; + 6%,

o' ne dépendant toujours que de v et du comportement a l'origine.

Comme u; est une fonction algébroide a v branches, la fonction

u w” I u
T(r, ——> = m(r, —) -+ - N(r’, ——)
u u v u
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est croissante et 'on aura
u u’ I w ,u
m(r’, —> < m(r, —) -+ = [N(r, —) —N(r, —)].
u u v u u

r—r'<

Or

et les infinis 1;— ne proviennent que des zéros de Ao (.z), A, (z)et J(z),

leur nombre pour | z| < ¢ estau plus égal & 7/, on a donc

’ r 4 !

u u r r—r r—r
N{r,—)—N(r,—)<n'log— <n 1
i "u o < P (n +2) <h

pourvu que 7" — ' < r'. Par suite,

r
r—r

L + . - + 1 .
m<r, 7) <r1ologT (7", u)—+12log +3 log;, + o'1,

La restriction r"<C 27’ peut étre supprimée puisque T(r) croit et
que le second terme du second membre est borné pour "> 2r'. On

arrive ainsi au théoréme fondamental analogue au lemme de
M. R. Nevanlinna :

1. S u(x) est la fonction définie par (139), les A,(z) étant
holomorphes pour | x| <<R<Zw, on a

(166) m<r, %) <1010gT(t, ) -+12 log z'_t__, +3 lc"fg-; + 5

pourvu que o << r <<t <R, o ne dépendant que de v et du compor-
tement des Aj(x) a Uorigine.

Supposons R=10, on a pour le cas de I'ordre fini
m(r, %,) < O(logr)

et dans le cas de l'ordre infini, en appliquant le théoréme de Borel
sur les fonctions croissantes,

m (r, %) < O[logT(r, u)+logrj,

sauf peut-étre pour une suite d’intervalles de longueur totale finie.

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne 139, 5
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III. — Second théoréme fondamental.

56. Dans sa premiere Note [27, c¢]. Valiron a indiqué simplement
qu’en écrivant

(167) (U— ). (u—ap)= —— "L (1)

pour u = u,(z)(k=1, ..., v) et formant les fonctions symétriques
élémentaires, on arrive a I'inégalité

p
(168) v(p—2v)T(r')<ZN( >+S(r),

4’(“ )
et il n’a pas donné le calcul méme dans son Mémoire cité. Nous
avons complété la démonstration de cet important théoréme; voici
ses grandes lignes.

De I'identité (167), on peut déduire en posant z = r e\

e T r T
N ! LI
(169) (p——l);;u[ log| Ay | dy +2;,,,/ '°g‘¢(ah) ?
<Z /227—] ltA—al e
=1 A
+2 f + llx—a, d»

- G ke as,

A=1

ou F=(us—as)...(u,—ap) et o, ne dépend que de v, de p et des
B... D’aprés la formule de Jensen, on a pour le premier membre

/l
(p ——I)N<r, A%) ——EN <r, ql—(;h)) + o,
h=2

o, étant une constante qui ne dépend que du comportement a l'ori-
gine de Ay et des Y (ar).

(') On peut prendre aussi une 1dentité plus symétrique.
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Envisageons le second membre de (169). Supposons que I'équation
qui définit u’ est §y (u') =B, u""+...+By=o0,0na

T

v
1 T i —ay I By (ay)
— lo - ‘d = — log | XAV
Ezn_/o g u’, Ly o ° | Ayyy(o)
v 2T ’
. 1 + Uk
+Z 57:1; log uk_‘alid?.
A=1

Comme on sait que B,=A}J et comme on a vu que J est de degré

a(v—1) par rapport aux Ay, Ay, ..., A,, on trouve en vertu du
théoréme 1 que

2%
1
— log
27 J,

By d(ai)

X, 0 0) de <v(2v—1)T(r, u)

N ) N @)

Maintenant, en désignant par @ un nombre positif tel que

ax|ay| (h=2,...,p)
on trouve

27 2T
I + I +
2 OeIFde > -0 [0 gl e

+
—(p—1)log|la|—2(p —r1)loga.

Portons tous ces résultats dans (169) et appliquons I'inégalité (166);
on obtient une inégalité de la forme (168). Remarquons que a, peut
étre fini ou infini. Avec les notations que nous avons précisées au
n° 47, on a I'énoncé :

IV. Soit u(z) une fonction algébroide méromorphe pour
|z| <R Lo et définie par (139) et soient ar(h=1, ..., p)
p nombres distincts dont U'un peut étre infini; on a pour r<t<<R
linégalité

(170) (p—2v)T(s, u)<éN(r, u—l—a;.> —N(r, ui,) + S(r, u).

Le terme complémentaire est de la forme

(171) S(r, zt):c—i—algg;—l-ﬁlog +“{lggT(t, u),

t—r
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ot a, B, Y sont des nombres ne dépendant que de v et de p tandis
que a est une constante ne dépendant que des conditions & Uorigine
des A, et Y(an) a part v et p.

Supposons R =0 ; si « est d’ordre fini, on a S(r, u) << O(logr)
et dans le cas de I'ordre infini, on a

S(r, u)<<O[logT(r, u)+logr]

en excluant éventuellement une suite d’intervalles de longueur totale
finie.

IV. — Autres théorémes fondamentaux.

57. En faisant entrer en jeu des indices de densite relatifs a v/,
nous avons obtenu une inégalité qui étend (170) et qui est analogue

a cclle de M. Milloux du n° 19 pour une fonction méromorphe [12, £].
De I'identité

v P v P ,
I Uy I
Iz =11 22~ %
U,— ap Up—ap Ug
A=1 h=1 A=1 1

h=

nous déduisons, en posant z =re?® et & l'aide de la formule de
Jensen, une inégalité de la forme

P
1 1

e N( 1) = ZN ()

=1

AT v + Pﬂ ul
1° I
<2—n'/0‘ Zlog u—,k'dq>+v21‘m<r,—-—-—u_ah)
1

v on
_Elf l;g] (ur — ay)...(ug— ap) | dp + o,
2% J,
1

¢ ne dépendant que de v, p, By, et du comportement a I'origine des
fonctions A, et des ¢ (ax).
On peut écrire

By

$1(0)

dy +vm(r, uﬁ
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et, par suite, en vertu de la formule de Jensen,

1 ER - +

¢’ ne dépendant que du comportement a l'origine de B, et de ¢4 (o).
La démonstration se poursuit alors aisément et 'on obtient une
inégalité de la forme

I 1 r
g 2 =T ) =N ) o

P
. \ 1 1
a73) pT(r W) <T(r,u )+ZN(;~, m> — N(r, -u—> + Qu(r).
1
Soient ensuite b;({=1,...q) ¢ nombres finis non nuls et
distincls entre eux; en appliquant Pinégalité (170) & u' pour les
g + 1 valeurs zéro et les b;, on a

1

q
(178) . (g+1—29)T(r, u) <2N<r, L bl> + N(r, ui) +S(r, u).
1

De (173) et (174) résulte I'inégalité

p(g+1—2v)T(r, u)<(q_+1—2v)iN(r, ! )
1

u—ap

+éN<r, . b:) —(g —zv>N(r, —;—,) +Q(r),
1

Q(r) étant une expression qui entrera dans le reste et qu'on a a
majorer. En remarquant que S(r, u') peut se transformer en fonction
de u a P'aide de l'inégalité suivante due a Valiron

’

T(r, w') <2vT(r, u)+m<r, %) +o (1), "

cette majoration se fait sans difficulté.

V. Soit u(xz) une fonction algébroide méromorphe pour
|z| <R<Lw définie par (139); soient ensuite an(h=1, ..., p)
p nombres finis distincts et bi(i=1, ..., q) q nombres distincts

(') Valiron a obtenu aussi une inégalité de sens contraire dont la démonstration
exige des calculs assez longs. De ces deux inégalités, il résulte que u’' est de méme
ordre que u dans le cas de l'ordre fini [27, g].
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Jfinis ou non mais différents de zéro. En conservant les notations
du théoréme précédent, on a pour |z | <<t <<R linégalité

(175) p(g+1—29)T(r, u)

<(q+1—2v)2N<” - )*21“( =)

h=1 =1

_(q—zv)N(r, >+S("; u),

Si(r, u) étant une expression de la forme (171), seulement les
coefficients dépendent encore de q, de o et des conditions & l'ori-
gine de B, et de Y, (b;).

58. Dans ce qui précede, faisons varier ¢ de 1 4 ¢+ 1 et prenons
bgi1=0o. Comme on sait que B,, premier coefficient de ¢, (u'), est
égal au produit du discriminant J par A}, on a, en vertu du théo-
réme I,

(176) N(r, §1—> <2N(r, KI-) +2v(v—1)T(r, u) + oy,
v v

¢1 ne dépendant que de v et des conditions & l'origine. En tenant
compte de cette inégalité, on a le corollaire :

VI. u(z) étant défini comme précédemment, soient
ar(h=1, ..., p) et b(i=1,...,9q)

deux groupes de nombres finis et distincts entre eux dans chaque
groupe et U'on suppose que b, 7 o. On a pour r <R

(177) [pg—2(p+1)(v—1)]T(7, u) '

< 2N(r, u)+(q+2—-2v)iN<r, ! >

u— ap

q
+2N<r, u’-I—b,) —(g+1— 2v)N<r, i,) + Sq(r, u).
1 ¢

59. Dans sa Note citée [9, b], M. Dufresnoy a indiqué que le
résultat obtenu par lui pour les fonctions méromorphes s’étend
encore aux fonctions algébroides par une méthode trés voisine. Avec
une légere modification de notation, l'inégalité fondamentale qu’il a
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énoncée est de la forme

r
(178) [P = (=0 (2v =0 =11 T(r, ) < PN (1, =) + 807
1

ot les P, sont des polynomes de degré d.

V. — Applications.

60. En utilisant I'inégalité fondamentale (170), jointe a l'inéga-
lité (152), on trouve des résultats qui complétent ceux de Rémoundos

et qui généralisent ceux qui sont relatifs aux fonctions méromorphes.
Notamment le défaut

(179) 8(a)=:—m§.§r’_“ii)_,_m—,N(”4%a))

rme | T(F) vT(r)

appartient au segment o, 1; il est nul, sauf au plus pour un ensemble
dénombrable de valeurs «; la somme des défauts relatifs a ces
valeurs exceptionnelles a, valeurs exceptionnelles au sens de
Nevanlinna, est au plus égale a 2v (1). De plus, on a, en excluant
éventuellement, dans le cas de 'ordre infini, de I'axe des r une suite
d’intervalles dont la longueur totale est finie,

N<r, ! )
lim__u_
ry> T(")

=1,

sauf pour un ensemble de valeurs a de mesure linéaire nulle, valeurs
exceptionnelles au sens de Valiron.
Dans le cas de Pordre fini p, la convergence de lintégrale

« N{7, 1 »
f ————( “— a) dr entraine celle de f Md", sauf pour au plus

re+t re+t
2v + 1 valeurs de a, tandis que la convergence de la seconde inté-
grale entraine celle de la premiére quel que soit a. Ce qui conduit
pour p entier a conclure que le genre des fonctions entieres est le
méme, sauf pour 2v valeur de @ au plus. Tout ceci s’étend avec les
modifications et restrictions au cas ol les A sont seulement holo-
worphes dans un cercle de rayon fini [27, c].

(') En s'appuyant sur une inégalité qu’il a déduite de la théorie des fonctions
fuchsiennes, M. Ou Tchen-Yang a retrouvé ce résultat [19 a].
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Pour la question d’unicité, en procédant comme M. R. Nevanlinna
I'a fait dans le cas des fonctions méromorphes, on trouve ce résultat:

St u(z) et w(x) sont deux algébroides méromorphes & v et v
branchés respectivement, si v V' et si pour 4v + 1 valeurs distinctes
de a, les équations

u(z)=a, w(z)=a

sont vérifiées aux mémes points du plan simple avec le méme
degré total de multiplicité, w(x) est identique & u(x).

Il existe effectivement des fonctions distinctes a v branches prenant
les mémes 4v valeurs aux mémes points, mais ces fonctions sont trés
particulieres [27, e].

On trouve dans le Mémoire de M. Ullrich [26, 5] des théorémes
analogues a ceux du n° 25 et le résultat de M. Dufresnoy concernant
Iensemble des valeurs exceptionnelles au sens de Valiron pour une
fonction méromorphe s’étend a une algébroide. Enfin en appliquant
le théoréme V du n° B7, on obtient des résultats sur les défauts
absolus et les défauts relatifs pour la dérivée d'une algébroide,
résultats analogues a ceux du n°® 27-30 [12, /].

CHAPITRE V.

SYSTEMES DE FONCTIONS.

I. — Méthode de M. R. Nevanlinna. Inégalités fondamentales
et conséquences.

61. Du théoreéme de Picard, Emile Borel a donné, apres sa célebre
démonstration élémentaire, une généralisation qui est un théoréme
fondamental pour I'étude des systemes de fonctions.

Traduit en termes finis, il joue un role essentiel dans la théorie des
familles complexes normales créée par M. P. Montel ainsi que dans
I'étude des systemes de fonctions holomorphes a variétés lacunaires,
étude faite par A. Bloch pour la premiere fois et poursuivie par
M. H. Cartan [6, a] et plus récemment par M. Dufresnoy [9, d].

Et c’est aussi par le théoréme de Borel que M. R. Nevanlinna a été
amené a étendre, aux |sysiémes de fonctions, son second théoréme



FONCTIONS MEROMORPHES ET FONCTIONS ALGEBROIDES. 73

fondamental et que M. H. Cartan a été amené ensuite 4 en faire une
autre extension, en vue d’étendre le critere de M. Montel et les théo-
rémes de M. Schottky et de Landau.

Ala suite de ces travaux, M. H. Cartan, en définissant une nouvelle
fonction de croissance T(r) pour p fonctions holomorphes dans le
cercle |z | <R, est parvenu a donner une nouvelle méthode pour
I’étude des systémes de fonctions, tandis qu’une théorie des courbes
méromorphes a été développée par MM. H. et J. Weyl [28, a] (1),
puis par M. Ahlfors [1, ¢].

Nous nous bornons ici a exposer, comme nous I’avons annoncé, les
résultats fournis par la méthode de M. R. Nevanlinna et la théorie
constituée par M. H. Cartan.

62. Nous commencons par donner rapidement ce qui concerne la
méthode de M. R. Nevanlinna.

Soient ¢,(z)(i =1, ..., n) nfonctions méromorphes linéairement
distinctes vérifiant la relation identique

(180) P14+ Pat+... .+ Pp=1,
d’ou il suil en différenciant
(180)’ ¢ o+ o=0 (k=1,...,n—1)

Les fonctions ¢, étant linéairement distinctes, le wronskien

Q1 P2 see Yn
(18)  D=llos g2 .o wall=| T %
P el L. efp Y

ne s’annule pas identiquement.
En désignant par D, le mineur correspondant au *™° élément de
la premiére ligne du déterminant D et par A, le mineur analogue de

I 1 - 1
’

oo
A= P1 P2 ?.n ,
?’1”—” ?!Zn—i) q,(nn—l)
1 o On

(') M. Dufresnoy a montré [9, &] que la fonction de croissance définie par
MM. H. et J. Weyl nest pas essentiellement différente de celle donnée par
M. H. Cartan
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on trouve

(182) o= D, D

92.+:%n P19P2...Pn

= A; . A.
D’ou 'on déduit
m(r, 91) < [N(r, A)—N (r,

1

A>] “+m(r, )+ m(r, &) + O(1).

Comme A =D :[¢;...9n], le crochet s’écrit

ZN(r, %) —ZN(r, 9.)+ N(r, D)._N<,., fl)>

Pour limiter m(r, A) et m(r, A;), on utilise (1) ou plus simple-
ment (2). On arrive ainsi a ce théoréme de M. R. Nevanlinna :

I. Soient n fonctions méromorphes ¢i, ..., 9, linéairement
distinctes et vérifiant la relation (180); on- désigne par D le
wronskien (181) et par T(r) la plus grande des quantités T(r, ¢,)
(i =1, ...,n) pour chaque valeur de z. Alors on a, pourv=r,...,
n, l'inégalité

(183) T(r, ?v)<iN<"; )+ N, )+ NG, D)

_2N(r, o) — N(r, %) +S(r)

S(r)y< OflogT(r)+logr],

avec

sauf peut-étre, dans le cas d’ordre infini, dans certains segments
extraordinaires dont la longueur totale est finie.

Pour 7 = 2, on retombe sur le second théoréme fondamental habi-
tuel dans le cas de trois indices de densité.

63. Le théoréme précédent auquel M. R. Nevanlinna a été amené
par le théoréme de Borel permet de démontrer inversement ce
dernier théoréme qui peut se mettre sous la forme :

St les fonctions entiéres fi, ..., fo(p>1), supposées non nulles
en tout point fini du plan, satisfont & une relation linéaire & coef-
JSicients non nuls et constants

(184) C1f1+...+cpfp’=—:0,
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on peut affirmer que certaines d’entre elles, en nombre <p,
vérifient une relation de la méme forme.

En effet, si 'on n’avait aucune autre relation de la forme (184)
entre k < p des f;, les fonctions

(185) ?i=__c,_f, (i=2,...,p)

seraient linéairement distinctes et satisferaienta (180). En appliquant
le théoreéme I, on trouverait

. T(r)
(186) 1_.% Togr <O0(1),

>

ce qui permet de conclure que ’hypothése est impossible.
En raisonnant de la méme fagon, on peut démontrer un théoréme
plus général qui s’énonce comme suit :

1. Soient p fonctions méromorphes fi, ..., fpvérifiant une rela-
tion linéaire & coefficients constants
e fi+...+cpfp=o
et satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes : 1° Aucun des
rapports ;—Z(h # k) n’est constant; 2° Les zéros et les péles des
JSonctions sont suffisamment rares pour qu’on ait
I

N(r,ﬁ)=o[T(r)L N(r, £.) = o[T(r)],

T(r) étant le plus petit des nombres T(r, :%) (h# k). Dans ces

hypothéses, on a
Ci=...=Cp=0.

On peut metire le théoréme de Borel encore sous la forme sui-
vante :

Soient X;(z) (i =1, ..., p) p fonctions entiéres non nulles; s’il
existe une relation de la forme

(187) Xy (z) + Xo(2) +...+ Xp(z) =0,

ou bien les rapports mutuels de ces fonctions sont des constantes,
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ou bien les fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme
des fonctions d’un méme groupe est identiquement nulle et leurs
rapports mutuels sont des constantes.

Pour la démonstration, au lieu du raisonnement que 'on a fait
X
plus haut, on peut prouver que tous les m(r, ﬁ)(h, k=1,...,p)

sont bornés pour r —w |18, ¢]. Or pour que m(r, —)\1—",:) soit borné,

il suffit de supposer que les fonctions sont définies au voisinage du
point de l'infini et qu’clles n’ont ni zéros ni poles dans ce voisinage.
Cette remarque donne lieu a la généralisation suivante du théoréme
de Borel, qui est due a M. H. Cartan [16, a] :

III. 8¢ ’on a une identité de la forme (187) entre des fonctions
holomorphes privées de zéros au voisinage du point a Uinfini, ou
bien leurs rapports mutuels sont réguliers & U'infini, ou bien les
Sfonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme des fonc-
tions d’un méme groupe est identiquement nulle, et leurs rapports
mutuels sont réguliers & U'infini.

64. Au moyen du théoreme de Borel ou de III, MM. G. Pélya,
R. Nevanlinna et H. Cartan ont obtenu différents théorémes d’uni-
cité. Pour ces résultats, on consultera ces auteurs [ 20, ¢; 18, d; 6, a].
Nous nous bornons ici a indiquer deux théorémes de M. H. Cartan
qui s’obtiennent par application de III.

Considérons d’abord deux fonctions f(z) et g (x) méromorphes au
voisinage du point a l'infini, supposé singulier essentiel; désignons
par A ce voisinage, c’est-a-dire 'extérieur d’un cercle de centre O et
de rayon suffisamment grand et admettons qu’'elles prennent ensemble
dans le domaine A, quatre valeurs distinctes a, b, ¢, et d (*) que
nous pouvons supposer finies.

Désignons par (Ay, 22, A3, A,) le rapporl anharmonique de quatre
nombres Ay, Ao, A, et A,

M—hs la—y

de— 3 M—

(hy Asy 2y My) =

(1) On dit que f et g prennent ensemble a dans un domaine si les équations f = @
et £ = a y ont les mémes racines avec les mémes ordres de multiplicité.
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et posons
(f7 & a, b)= X,
(188) (f7 £, a, c)=Y7
(f: & a,d)=1.

X, Y, Z sont des fonctions holomorphes, sans zéro, dans A. En éli-

minant f et g entre les relations (188), il vient une identité de Borel
A six termes

(@a—b)e—d)(X+YZ)+(a—c)(d— b)Y +ZX)
+(a—d)(b—c)Z+XY)=o.

Remplacons X, Y, Z par leurs valeurs en fonction de f et g; on
obtient I'identité

(189) X! +X;+ X+ X3+ X+ X=o0

avec
Xi=(a—=b)c—d)f—a)f—b)g—c)g—d)
Xi=(a—b)(c—d)(g—a)g—b)(f—c)f—d),
Xi=(a—e)(d—b)(f—a)(f—c)g—b)g—qd),
Xi=(a—c)(d—0b)(g—a)g—c)(f—b)f—a)
Xi=(a— d)gb—c)(f— a)(f—d)g—b)g—c)
Xi=(a—d)(b—c)g—a)g—a)f—b)(f—c).

X}, ..., X sont des fonctions méromorphes dans A et leurs rapports
mutuels n’y possédent ni zéros ni péles. On peut donc appliquer IIT
a(189g).

On démontre d’abord que, u et ¢ désignant deux quelconques des
quatre nombres a, b, ¢, d(u £ ¢), si deux des six rapports anharmo-
niques (f, g, ¥, v) sont réguliers dans A, les fonctions f et g sont
identiques.

On décompose ensuite les termes de (189) en groupes. En exami-
nant tous les cas possibles, on arrive a ce résultat :

IV. a, b, ¢, d désignant quatre nombres complexes distincts, il
existe au plus une fonction, méromorphe au voisinage du point
singulier essentiel a l'infini, pour laquelle E(a), E(b), E(c), E(d)
coincident respectivement, au voisinage de Uinfini, avec quatre
ensembles donnés, A, B, C, D. Il y a exception si, A, B étant vides
au voisinage de Uinfini, on a

(a, byc,d)y=—1;
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dans ce cas, s'il existe une fonction répondant & la question, il en
existe deux, et deux seulement, fet g, et l'on a

f &6, d)y=—1.

De ce théoréme du a M. H. Cartan, on déduit immédiatement un
énoncé pour une fonction méromorphe dans tout le plan; on retrouve
en particulier un théoréme de M. G. Pélya et celui de M. R. Nevanlinna
qui généralise cc dernier.

En utilisant encore III et en considérant trois fonctions f(x),
&(z), h(x) méromorphes dans A, qui prennent ensemble trois
valeurs distinctes a, b, ¢, M. H. Cartan a démontré le théoréme :

V. Il existe au plus deux fonctions méromorphes au voisinage
du point singulier essentiel & U'infini, pour lesquelles E(a), E(b),
E(c¢) coincident respectivement, au voisinage de l'infini, avec trois
ensembles donnés A, B, C.

On a un énoncé analogue pour des fonctions méromorphes dans
tout le plan et I'on peut 'voir aussi un résultat de M. R. Nevanlinna.

On sait qu’on peut toujours construire une fonction méromorphe
dans tout le plan admettant deux ensembles donnés; mais étant
donné trois ensembles quelconques A, B, C, il n’existe pas, en
général, de fonction méromorphe dans tout le plan, pour laquelle
E(a), E(b), E(c) coincident respectivement avec A, B, G[6, «].

65. En procédant comme dans la démonstration du théoréme I,

M. H. Cartan a obtenu un résultat que I'on peut énoncer comme
suit [6, a].

VI. Etant donné un systéme de n fonctions ¢,(z)\{=1, ..., n)
holomorphes dans le cercle-unité, privées de zéro et vérifiant

(180) Qi+ Q.. =1,

on suppose qu’elles ne soient liées par aucune relation linéaire
homogéne a coefficients constants non tous nuls, et l'on désigne
par m(r) la plus grande des quantités m(r, 9,). St l'on pose

D(z)=l9192.-. 90|l et A(r)=

P1P2.++9n

et si a est un nombre positif fixe inférieur a |A(o)|et & chaque
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f9:i(0) |, on @, pour r <p <1,

1 +
(190) 1)1(1')_4_A+B]ogp_r + Clogm(p),

B et C ne dépendant que de n, et A de n et de a.

66. En ¢liminant la valeur arbitraire p, on obtient la proposition :

VII. Etant donné un systeme de n fonctions ¢; définies comme
dans VI, on a

(191) Tm 2y,

'*‘l I
0
gl—r

) étant une constante positive fixe qui ne dépend que de n.
Comme application, on déduit de V1 le critére suivant :

VIIL. Soit une famille de systémes de n fonctions ¢;(i=1,...,n)
définies comme dans ce qui précéde; si A(o) et les ¢;(0) sont en
module supérieurs a un nombre positif fixe a valable pour tous les

systemes de la famille, les o; forment une famille complexe nor-
male.

A part le théoreme VI, M. H. Cartan a établi dans le méme Mémoire
un lemme important et quelques autres théorémes. A I'aide de VI et
de ces résultats, il a étudié le probléme qui consiste & traduire en
termes finis le théoréme de Borel cité (pour n>>3), probléme que
A. Bloch avait déja traité pour le cas des systémes de n fonctions
prenant des valeurs données a Uorigine [3, b]. En s’affranchissant
de cette restriction. M. H. Cartan a obtenu une sorte de critere de
famille complexe normale et certaines extensions du théoréme de
M. Schottky et du théoréme de Landau. On consultera la these de
cet auteur pour ces résultats dont 'exposition nous entrainerait trop

loin (1).

(1) Plus récemment un important résultat a été obtenu par M. Dufresnoy sur les
familles complexes normales en introduisanl une modification a la définition que
leur a donnée M. P. Montel [9, d].
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II. — Méthode de M. H. Cartan. Fonction de croissance
et premiére inégalité fondamentale.

67. M. H. Cartan a défini une fonction de croissance T (r) pour
p fonctions holomorphes données g;(z)(j =1, ..., p) et au moyen
de g combinaisons linéaires F; des g, il a établi une inégalité fonda-
mentale qui étend cclle de M. R. Nevanlinna. Dans le cas p =2,
T (7) se confond avec la fonction caractéristique T(r, f) en posant

f= le et 'inégalité fondamentale de M. H. Cartan se réduit a celle
2

de M. R. Nevanlinna; pour p > 2, la premiére de ces deux inégalités
peut jouer le méme role dans la théorie des systémes de fonctions
que celui joué par la seconde dans la théorie des fonctions méro-
morphes. Mais méme dans le premier cas, a cause de la définition
simple de T (), I'emploi de la méthode de M. H. Cartan est souvent
plus commode.

68. Définition de la fonction de croissance. — Soient données
p fonctions g;(z) holomorphes pour |z | <<R. Supposons une fois
pour toutes qu'il n’existe aucune valeur de z annulant simultanément
toutes ces fonctions; supposons, en outre, dans le but de simplifier
les calculs qui suivront que g;(0)5£o0, (j=1,...,p) ('). Dési-
gnons par u(z) la fonction réelle qui, pour chaque valeur de z, est
égale a la plus grande des p quantités log| g;(z)|(j=1, 2, ..., p),
et posons, pour r << R,

(192) T(r)= ;_7: fmu(rele)dﬂ—u(o).
“o

T (7) ne change pas si 'on multiplie toutes les g;(z) par une méme
fonction holomorphe sans zéro w(z); en effet, u(x) se trouve rem-
placé par

u(xr)+log|w(x)l,

et T(r) se trouve augment¢ de

2T
L log| w(re®)|do—log|w(o)|=o.

9
27, o

(1) Cette hypothése n’a rien d’essentiel, on pourra au besoin s’en affranchir.
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-On peut dire que T(r) dépend seulement des quotients mutuels des
fonctions g;(z). T(r) sera dit fonction de croissance des fonctions
holomorphes g;(z)(j =1, ..., p).

Plus généralement, ¢tant donné p fonctions g;(z)(j =1, ...,p)
méromorphes pour | x| <<R, il est possible de trouver une fonc-
tion @(z), méromorphe pour | z| << R, de facon que les p fonctions

(193) Q(x)9,(r)=gj(x)

soient holomorphes pour |z | <R, et qu’il n’existe aucun zéro com-
mun A toules les g;(z). Comme fonction de croissance attachée a
I'ensemble des ¢;(z), on prendra la fonction T (r) définie plus haut
pour les g;(z); cette fonction est parfaitement détecrminée et dépend
seulement des quotients mutuels des ¢;(z).

69. Propriétés de T(r). — D’abord T(r) est une fonction
convexe de logr. On le démontre en appliquant le théoréme de
M. Montel comme pour la fonction p(r, A) du n° 49.

Ensuite, s¢ U'on effectue sur les g j une substitution linéaire homo-
&éne a coefficients constants, de déterminant non nul, la nouvelle
JSonction de croissance Ty (r), attachée au systéeme des p nouvelles
JSonctions Gj, ne différe de T(r) que par une quantité qui reste
inférieure a un nombre fixe M quel que soit r (M dépend seulement
des coefficients de la substitution envisagée).

En effet, soit

»
G (2) =X Al gu()

k=1

la substitution envisagée, et soit
P
&
gi(2)=Y,a} Gi(x)
k=1

la substitution inverse. Remarquons tout d’abord qu’il n’existe aucun
zéro commun 2 toutes les G,(z). Soit A une borne supérieure des
modules des a} et des A*. Si I'on désigne par U(z) la plus grande
des quantités log| G;(z)|, on a évidemment

U(z)<log(pA)+u(z) et u(x)<log(pA)+U(z),

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 139. 6
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d’oir I'on peut déduire
(194) | To(r) — T(r)| < 2log(pA),

ce qui suffit & établir la proposition annoncée.

70. Justificition du nom donné i T(r). — D’abord dans le cas
ol p=2, je dis que T(r) se confond avec la fonction caractéris-

tique T (7, f), en posant f(z) = %- En effet,

08|+ logf (o) |

+
u(z)=log

et, par suite,

(195) T()= 5= [ 1861/t et)|db—10g | f(0))]

2
+ 52 [ loglga(re®)|di—log|g3(0) .
0

0]

T
MM
= [ logla(rem)|db—log|ga(0)| = N(r, &) =N(r, /) (1),
0 &2

donc si I'on écrit, avec M. H. Cartan, pour fonction caractéristique de
M. R. Nevanlinna (?)
I m + -+
T(r, =55 [ 166170 e) | dg 1381 f(0) |+ N(r, /),

on a bien T (r) = T(r, f) en vertu de (195).
Montrons ensuite que l'on a, en général,

(196) T(r E) <T(r) + X,

K étant une constante qui dépend seulement des valeurs de g;(x)
pour z = o. En effet, on peut mettre gx(2) et gx(z) sous la forme
sgr(z)=Gu(z)om(z), gx(z)=Gu(z)wnr(2),

wx4 () élant holomorphe, G, et G, étant aussi holomorphes et n’ayant
aucun zéro commun. On a alors, en désignant par u,(z) la plus

(*) Nous conservons la notation habituelle de V'indice de densité.

(*) On ajoute le terme constant — lgg | f(o) ]
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grande des quantités log | gn(z) | et log| g4(z) |,

g Ga 1
T("; g_,4> =T<r, G—A> = 2—;“/0‘ [wi(re®)—log| wai(red)]] dd

, —u; (o) +log | war(0)]
et 'on trouve

&h 1
(197) T(r, E)éTm—N(r, m)w(o)—u:(o»

ce qui démontre la proposition annoncée.

Plus genéralement, soient Fy(z) et Fa(z) deux combinaisons
linéaires homogenes distinctes, a coefficients constants, des p fonc-
tions g,(x). On aura

(198) T(r,%><T(r)+K,
K étant indépendant de 7.

71. Premieére inégalite fondamentale. — L’inégalité (197) limite
la croissance des quotients mutuels des g, (z) a 'aide de T (7). On
peut également limiter la croissance de la suile des zéros de
chaque g,(r) et, plus généralement, la croissance de la suite des
zéros d’une combinaison linéaire quelconque a coefficients constants

F(x)sza,g,(x).
On a

2

2T
I 1
N(r, F>= 2_1“[ log | F(r e) | db — log | F(0) ;

N\
d’ailleurs
log | F(z)|.<u(x)+log(pA),
en designant par A une borne supérieure des quantités | a, |. D’od
1

(199)  N(1§) ZT()+ulo)—log| F(o)| +log(pA)

qui peut étre considérée comme premitre inégalité fondamentale et
Pon a le théoréme :

IX. Soient données p fonctions g.(x) (j =1, ..., p) holomorphes
pour |z | <R, et soit

14
F(2)=Y\ ()

]=1
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une combinaison quelconque de ces fonctions, les a; étant des
constantes. En supposant gj(o) %o, on a

(199) N () <TG+ 0.

Remarque. — Des inégalités (197) et (199), il résulte en parti-
culier que si les g, () sont entitres, et si T (r) est inférieur a4 un
nombre fixe pour 7 > , alors les quotients mutuels des gi(z) sont
des constantes et les g, () ne s’annulent pas.

ITI. — Seconde inégalité fondamentale de M. H. Cartan.

72. Considérons ¢ (> p) combinaisons

P
(200) Fi(x)=2a[gi(x) (i=1,....¢)

- 1=1
et rangeons-les dans un certain ordre F,, F,, ..., Faq. Si A désigne
P'un quelconque des ¢— p + 1 premiers nombres enticrs, on peut
exprimer les g,(z) linéairement a l'aide de Fy,, F, ., .... Fy a
condition que le déterminant d’ordre p du tableau des @/ soit différent
de zéro. De cette remarque on déduit immédiatement le

Lemme. — Soient q(> p) combinaisons de la forme (200) des
Sfonctions gj(x)(j=1, ..., p); on suppose que tous les détermi-
nants d’ordre p du tableau des coefficients a/ soient différents de
zéro. St, pour chaque valeur de xz, les fonctions F;(x) sont rangées
par ordre de module non croissants ¥, (z), Fo (z). ..., Faq(x),
on a alors, quel que soit j = p et quel que soit i Zq—p + 1,

| &,(2)| < K|Fa,(2)],

K étant une constante positive qui ne dépend que des a/.

Corortaire I. — Pour chaque valeur de =z, il y a au
moins g— p + 1 fonctions F; qui ne sont pas nulles.

Cororrarre II. — Soient B4, Bs, ..., Bg—p, g — p entiers distincts
pris d'une facon quelconque parmi les q premiers entiers; en
désignant par v(x) la plus grande de toutes les quantités

log | Fg,(z) Fp,(2)...Fg,_ ()],



FONCTIONS MEROMORPHES i:‘.T FONCTIONS ALGEBROIDES. 85

on a

(201) (q—p)T(r)<2fo.ﬂv(re19)d6+0(1).
0

En eflet, on a, d’aprés le lemme,
(g—p)log|g;(z)| <v(z)+ (g —p)logK,
et cela quel que soit j. D’odt

(g—plu(e)<ve(x)+(g—p)logK

et, en intégrant,

(20) (g=p)T( <L [ v(rewydd+(g—p)flogK — u(o)].
27y

73. On désignera par N, (r, %) I'indice de densité des zéros d’une

fonction holomorphe, chaque zéro étant compté autant de fois qu’il y
a d’unités dans son ordre de multiplicité, si celui-ci est inférieur a p
et p fois dans le cas contraire.

Partons de l'inégalité (201) et cherchons une borne supérieure de
I'intégrale qui figure au second membre. Soient a,, ..., @, p entiers
distincts quelconques pris parmi les g premiers entiers, et
soient By, ..., B4 les g—p entiers restants. Pour chaque z,
rangeons les F;(2) comme ce qui a été dit dans le lemme. Puisque
les F; sont des combinaisons linéaires homogenes distinctes p a p des
fonctions g;, on a

(203) I Fa,Fa,.. . Fo, | = groror—r7 i1 616285l
€ (o, aa, ..., a,) désignant une constante finie et non nullfz, qui
dépend seulement du groupe des entiers a4, ..., 2, pris parmi les ¢

premiers entiers. En vertu de 'hypothése, le second membre de (203)
n’est pas identiquement nul. On peut écrire

Fs, Fg, ... Fg_, F,F....F,
3 T = )
(204) 1 I I l8182---8pll
Fo, Fa, Fa,:
= F R
C(a|..-ap) Fa’ _.a,l . ..:l-,J
Fg— Fg" Fg "

Fa, Fga Fo
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On voit que le premier membre de (204) est une fonction qui ne
dépend pas du groupe a,, a,, ..., a,; désignons-le par H(z). Soit
alors, pour chaque valeur de z, w(z) le plus grand des log des
modules de tous les dénominateurs tels que celui du premier membre
de (204). On a évidemment

v(z)=log|H(z)|+ w(x).

On aura donc

N

2T T 27
L a(reze)dta:Lf log | H(re®)|db + if w(red)dd;
o 27 S 27 o

27

d’autre parl, en supposant H(0) £ 0, o (%),
2%'[: log | H(ret)|d8 < N <r, }‘11) + log|H(0)].

On est donc conduit & chercher une limitation de N(r, ﬁ) Or,

soit zo, un zéro de H(z); d’apres le corollaire I du lemme, il
existe au moins un groupe d’entiers 8, B2, ..., B4, tel que le
produit Fg Fg, ..., Fg __ ne soit pas nul pour x = z¢; I'ordre de
multiplicité de x,, considéré comme zéro de H(z) est donc égal a
Pordre de multiplicité de z, considéré comme péle du dénominateur
du premier membre de (204). On en déduit facilement

q
I 2: I
N(", E)é Np—l (}‘, F—l‘)-
=1

On montre ensuite que I'on a
I 27

(205) — w(red)dd < S(r)+ 0(1);
(1]

27

pour cela on remarque d’abord que w(x) est inférieur a la somme

+
des log des modules de tous les dénominateurs tels que ceux du
premier membre de (204). Comme ces dénominateurs ne changent
pas de valeur si I'on multiplie toutes les F,(z) par une méme fonc-

. 1
tion, g par exemple, chacun d’eux peut se mettre sous la forme

(') Ce qui ne restreint pas la généralité.
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d’un polynome entier par rapport aux quantités Ed;(loor F,(.z-)> et a
leurs p — 2 premidres dérivées. On a donc

q p—1
d* F(
w(z) <K+ KZ Zloglm (logﬁ) l,

1=2 h=1

K étant une certaine quantité indépendante de z. On aura par suite,

2T q p—1
I dh F,
(206) 2"-£ W(relb)d9<K+K2 ’Zm [r, d_.l‘/;(lob E)] .
1=2 h=1

Pour avoir une limitation du second membre, il suffit
d’appliquer (2) (%) et, en vertu des inégalités telles que (198), on
aura (205).

On arrive ainsi au théoréme de M. H. Cartan :

X. (TutortMe roxvAMENTAL). — KEtant données p fonctions

g/(2)(j=1, ..., p) holomorphes pour | z| <R, qui ne s annulent
pas simultanément pour aucune valeur de z, soient

/4
F(o)=a/g(®) (=1 ..19)

1=1

q(q > p) combinaisons linéaires homogénes a coefficients cons-
tants des g,(x). On suppose que tous les déterminants d’ordre p
du tableau des a,/ soient différents de zéro, et, en outre, qu'il
nlexiste aucune relation linéaire homogéne & coefficients constants

entre les g,(z). Si g,(0)#Zo(j=1, ..., p) (1), ona

I

g
(207) (g =P T <INt (1 ) + S

=1
ou S(r) jouit des mémes propriétés que le terme complémen-
taire S(r. f) de Uinégalité de M. R. Nevanlinna a condition de
remplacer T (r, f) par T(r).

(1) Dans le Mémore de M. H. Cartan, la Limitation s’obtient au moyen de (1), ce
qui exige une transformation préalable assez longue.
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IV. — Cas des fonctions entiéres. Zéros des fonctions entiéres
et défauts des combinaisons des fonctions.

74. Appliquons le théoréeme I au cas ou les p fonctions
gj(j=1, ..., p) sont entiéres. Les g combinaisons F;(i=1, ..., g)
sont alors aussi entieres. En excluant éventuellement de l'axe des r
une suite d’intervalles J dont la longueur totale est finie, on a

et de I'inégalité (207) il résulte

oo )]
i 1
o) 2 [ BGCEOR
D’autre part, de l'inégalité (199)’, on déduit
1
(209) im ﬂr,—ﬁ—) £1I.
i T(r) =

Comme conséquences de ces inégalités, M. H. Cartan a obtenu des
résultats intéressants sur les zéros des fonctions et le défaut des
combinaisons des fonctions.

75. Zéros des fonctions entiéres. — Supposons qu’a chaque F; (z)
soit attaché un entier m; tels que les zéros de F;(z) soient tous
d’ordre m; au moins. De I'inégalité évidente

1 p—1 1
Np—-] (r, E) é-——-—'ni N<I", F[>’

et de (208)', on déduit tout de suite en tenant compte de (209),
I'inégalité

(210) é-ni

qui généralise un résultat connu [ 18, d, p. 102].




FONCTIONS MEROMORPHES ET FONCTIONS ALGEBROIDES. 89

Appliquons I'inégalité (210) au cas particulier od g=p + 1, etod

my=nmy=...=mp=oc,

ce qui exprime que les fonctions F,(z), ..., F,(z) n'ont pas de
zéros ; il vient

(gu) My < p—1.

Remarquons que F,.,(z) se présente sous la forme d’une combi-
naison linéaire homogéne, a coefficients constants, de p fonctions
entitres Fy(z), ..., Fy(z) dépourvues de zéros. On a, en oulre,
supposé que ces p fonctions sont linéairement indépendantes, et que
la combinaison F,, les fait toutes intervenir effectivement. Or I'iné-
galité (210) exprime que F,,s(z) posséde au moins un zéro dont
I'ordre de multiplicité est au plus égal & p — 1; donc en particulier,
Fpia () ne saurait étre la puissance p'*™° d’une fonction entiére. D’on

XI. Une fonction entiére sans séros ne peut étre identique & la
somme de plusieurs fonctions entiéres, sans zéros, et linéairement
indépendantes (théoreme connu de Borel [4, a]).

XII. La puissance ki¢"c d’une fonction entiére qui a des zéros
ne peut étre la somme de moins de k + 1 fonctions entiéres sans
Z€ros.

Ce dernier résultat est intéressant, parce que la fonction (1 + e®)*
se présente effectivement sous la forme de la somme de k + 1 fonc-
tions enti¢res sans zéros.

76. Défaut des combinaisons des fonctions entiéres. — F(x)
désignant une combinaison linéaire homogene, a coefficients cons-
tants, des p fonctions entiéres g;(z), on appelle défaut de F (z) la

quantité
1
_ Np_1 (7‘, F)
3(F)=1— lim

e T(r)

r restant extérieur aux intervalles J.

3(F) est >0 et < 1; il est d’autant plus grand que les zéros
de F(z) sont moins nombreux ou d’ordres de multiplicité plus
élevés. Une combinaison de défaut positif sera dite exceptionnelle.
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On a le théoréme

XIII. Les fonctions enticres g,(x) étant données, on peut choisir
un nombre fini ou une infinité dénombrable de combinaisons
exceptionnelles ¥, (z) (i =1, 2, ...) linéairement distinctes p & p,
de facon que :

1° la série 23 (F,) soit convergente et de somme S < p;

2° toute combinaison exceptionnelle puisse s'exprimer par une

combinaison linéaire homogéne de moins de p parmi les combi-
naisons ¥, (x).

M. H. Cartan a indiqué qu'on peut démontrer ce théoréme en
s’appuyant sur la remarque suivante. Si grand que soit I'entier £, il
est impossible de trouver plus de k combinaisons linéaires, distinctes p

a p, et telles que le défaut de chacune d’elles soit plus grand quejl—z’
sinon l'inégalité¢ (208)' ne serait pas vérifiée.

Ce théoréme peut étre complété par la proposition suivante que
Pon démontre facilement :

Si la somme S de Uénoncé est égale a p, alors on a, pour toute
combinaison ¥ (x) qui n'est pas une combinaison de moins de p
JSonctions F,(z),

1
- Np—l (7‘, F)

1
e TR

r reste toujours extérieur aux intervalles J.

=1I,

V. — Application a des problémes d'unicité.

77. M. R. Nevanlinna a démontré qu'une fonction méro-
morphe non constante est déterminée par cinq ensembles de

points E (¢,) (¢=1, ..., 5), les ¢, étant des valeurs distinctes (*).
On peut énoncer son théoréme de la fagon suivante :

Etant donnés deux couples de deux fonctions entiéres

&gl (z), gl () (i=1, 2) telles que le quotient g—’; de deux fonctions

(1) Vour R. Nevanlinna [18, d]; on utilise 1c1 une notation du paragraphe IV du
chapitre II
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d’un méme couple ne soit pas constant, et telles, en outre, que le
déterminant formé avec ces quatre Sonctions ne soit pas identique-
ment nul, il est impossible de trouver cing systémes de deux
constantes a¥, a* (k=1, ..., 5), telles que tous les déterminants
d’ordre 2 du tableau des a} soient différents de zéro, et telle que,
pour chaque valeur de k, les deux fonctions a'g!—+ afg?
et at gt 1 ak g? aient les mémes zéros.

En mettant le théoréme de M. R. Nevanlinna sous cette forme,
M. H. Cartan I'a généralisé ainsi :

XIV. Soient p systémes de p fonctions entiéres
gi(x)(i=1,...,p;j=1, ..., p);

on suppose que, pour chaque valeur de i, les p fonctions
gl (j=1, ..., p) ne soient liées par aucune relation linéaire
homogéne a coefficients constants, et que le déterminant des g/ ne
soit pas identiquement nul. Alors il est impossible de trouver 2 p -1
systémes de p constantes o} (j =1, ..., p; k=1, ..., 2p+1)
telles que tous les déterminants d’ordre p du tableau des a’; soient

différents de séro, et telles que, pour chaque valeur de k, les p
»

combz’naisonsz algl(x)(i=1, ....p) aient toutes les mémes
j=1
zéros avec les mémes ordres de multiplicité.

¢

etil a donné un exemple de p systémes de p fonctions entiéres g/ (z)
satisfaisant aux conditions énumérées plus haut, et de 2p sys-
ttmes de p constantes af, telles que tous les déterminants
d’ordre p du tableau des a’/‘. soient différents de zéro, et telles
que pour chaque valeur de k(k=1,...,2p) les p combinai-

sons F{‘(x)zZa'}g{(x)(i: I, ..., p;J=1,...,p) aient les
i

mémes zéros avec les mémes ordres de multiplicité [6, 4].

Pour démontrer le théoréme on pose

14
F{‘(x)EZa’;g{(x) (k=1,2,...,2p+1)

j=1
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et Ion désigne par F4(z) une fonction entidre qui a pour zéro les
zéros communs a toutes les F*(z) (k fixe; /=1, ..., p), chaque
zéro de F*(z) ayant pour ordre de multiplicité le plus petit des
ordres de multiplicité qu’il posséde relativement aux F[(z). En
appliquant I'inégalité (207) pour chaque , on peut écrire

p+1

(21) <p+x>2mr><p 2 Nt (r g2)

=1
p

B & ()]

k= t

P
+2 S.(r).

=1

Considérons le déterminant

gl &l &t
e ?

A(‘Z‘)E g- gi g2 ,
&b & - g;

on constate que
2p+1

2 Np—t (r, %{>é N(r, %)
k=1

Soit u,(x) la plus grande des quantités log| g,(z)| (j =1, .-, p),

on a
P
log |A(z) | <log(p !)+Zu,(x)
=1

et I'application de la formule de Jensen a A(r e%) permet d’obtenir

N(r, %) <§T,(r)+ o).

En tenant compte de ceci, l'inégalité (212) donne la suivante :

°p+1

(213) ZT(p)<E 2[ P_i(r, Fk)_N,,_ ( Fk)]-*—S(r)

A=11=1
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Pour arriver a la conclusion du théoréme, il suffit de remarquer
que si P’on avait, quels que soient ¢ et k,

o 1 .
Np—i (":ﬁ)“Np-ﬂ (r,ﬁ)=0,

en vertu de (213), les fonctions T;(r) resteraient bornées quand r
augmente indéfiniment et, par suite, pour chaque ¢ les quotients
mutuels des g/(z) seraient des constantes; or on a supposé les g/(z)
linéairement indépendantes. Il y aurait donc une contradiction.

78. Une autre application intéressante du théoréme fondamental
de M. H. Cartan est la suivante : étant donné deux fonctions
entiéres f1(x) et f2(z), non constantes dépourvues de zéros; et telles
que f1(x) Z fa(x) et fi(z) fa(x) 21, MM. Pélya et R. Nevanlinna
ont démontré que I'ensemble des zéros de fi(z)—1 et celui des
zéros de fa(x)—1 ne peuvent pas se coincider méme si I'on fait
abstraction des ordres de multiplicité de ces zéros. Au moyen

de (207), M. H. Cartan est parvenu au résultat suivant qui est de
beaucoup plus précis :

XV. fi et fa étant définis comme dans ce qui précéde, on pose
+
N(r) =Zlog EnR
13

+ r * oor
(r)= I —_— N’ = log
N 2},‘°g1m|’ (=208 oy

o; désignant les zéros communs a fi(x)—1 et fo(x)—1, B; les
zéros de fi(z)—1 qui n’annulent pas fo(x)—1, et v les zéros
de f>(x)—1 qui n’annulent pas fi(x)—1; dans les sommes précé-
dentes, chaque zéro est compté une seule fois. Alors, on a l'iné-
galité
. N(r)
———t

(214) Jim T+ N =
a condition d’exclure éventuellement de U'aze des r une suite
d’intervalles dont la longueur totale est finie.

Pour le démontrer, on considére une fonction entiére ¢(z) ayant
pour zéros les zéros communs & fi(z)—1 et fa(z)—1, pris avec le
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plus petit des deux ordres de multiplicité correspondants, et I'on
écrit I'identité

St fimr  Sfimr fimt
(215) JSi ? —fa P + T T e
dont le premier membre est la somme de quatre fonctions n’ayant
aucun zéro commun enire elles. En s’appuyant sur le théoréme de
MM. Pélya et Nevanlinna, on démontre qu'il n’y a aucune relation
linéaire homogene a coefficients constants entre les trois premitres
de ces fonctions. Alors, d’une part, en appliquant I'inégalité (207) a

. . \ . . . Jo—1
ces trois fonctions et a leur somme qui est égale a L1 ona

(216) T(r)< 2N, (r, flil>+2N2(r, f211)+0[1o:gT(r)]+0(1ogr),

a condition que r reste extérieur a certains intervalles J'de longueur
totale finie.

Et, d’autre part, si 'on applique I'inégalité (197) en prenant
'fg —1 ft_; —1 f- —1

gh:fi—cp ’ gk=—? et w]u(:-_--——-—-'q> ;

on trouve une inégalité de sens contraire

(217) N<r, 7-1;’;—1> +N(r, %) +N<r. %) < T(r)+ 0O(1).

La comparaison de (216) et (217) donne

(218) N(r,‘—f%)a-N(r, f21‘>+N(r,%)
< 2N, <r, 71{?:—;)+2N2 (r, fz?_l>+O[logT(r)]+O(logr).

De cette inégalité résulte la suivante :
(219) N(r) < N(r)+ N'(ry+ O[logT(r)]+ O (logr).
Puis, en vertu de la définition de T (7'), on trouve
(220) T(r) < m(r, f1)+m(r,fg)—N(r, %>+0(1)
Z m(r, f1)+ m(r, fo)+ O(1).

Par application de la seconde inégalité fondamentale aux f,, on en
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déduit ensuite une inégalité qui permet avec (217) de prouver
que T(r) est de 'ordre de N(r) + N'(r)+ N”(r). Alors (219) peut
s’écrire

N(7) < N'(r)+ N"(r)+ O (log[N'(r) + N"(r)]) + O (logr);

ce qui entraine immédiatement (214).

Remarque. — En prenant fy (z) = e® et f2(z) = €22, il vient
N'(r)=N(r) et N'(r)=o;

par suite, on a exactement
N(r)

N+~ - Y

il est donc impossible d’améliorer la limite tournie par (314).

VI. — Application aux algébroides méromorphes.

79. Soit y(x) la fonction algébroide définie par une équa-
tion ¢(z, y)=o de la forme (139), ou u est remplacé par y; on
conserve I'hypothése sur les coefficients. On suppose de plus que
cette ¢quation ne se décompose pas en plusieurs équations de la
méme forme et de degré moindre.

Si les A; ne sont liés par aucune relation linéaire homogeéne a
coefficients constants, on dit que I'algébroide y est du type général.
Remarquons que si un ou plusieurs des coefficients A; est identi-
quement nul, 'algébroide y n’est pas du type général.

Désignons par Nv<r,'¥—(17)) la somme zl(é)rgL étendue aux

e
racines o; de y(z) = a, chaque racine étant compiée autant de fois
qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité A si A <v et v fois
si A v. Et convenons d’écrire

N(n 5 a>‘= o q»(fa))

No(r, y) = %Nv<r, —AI—V> = %Nv(r, @)

Le théoréme fondamental de M. H. Cartan permet de démontrer
le théoréme :

et
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XVI. Soity une algébroide du type général définie par 'équa-
tion Y(x,y)=o de la forme (139); ai(i=1, ..., q) étant q
nombres complezes distincts, on a U'inégalité

I
— a;

q .
(221) . (q—v—x)T(r,_y}<EN‘,(r, 7 )—0— S(r).

=1

En effet, les expressions ¢(z, ai), ..., ¢(z, a,) sont ¢ combi-
naisons linéaires homogeénes, distinctes v+1av—+1, des Aj, ot
les Aj(z) ne sont liés par aucune relation linéaire homogene a coef-
ficients constants, on peut donc leur appliquer l'inégalité fonda-
mentale (207); il vient

q
(222) (q—v—l)T(r)<2Nv(r, ! >+S(r).

=1

Par définition,

2T
T(r)=51;f u(re®)dd — u(o),
0

on montre immédiatement que
[vT(r,y)—T(r)|<O()

et 'inégalité (222) peut donc se mettre sous la forme (221) en modi-
fiant légérement S(r).

80. Pour v =1, on retrouve I'inégalité fondamentale de M. Nevan-
linna. Toutes les propriétés des fonctions méromorphes, que I’on peut
déduire de cette inégalité, s’étendent donc, avec les modifications
nécessaires, aux algébroides méromorphes d’ordre v du type général.
En particulier, une telle algébroide, si elle est méromorphe dans tout
le plan ne peut admettre plus de v -1 valeurs exceptionnelles au
sens de Picard. ‘

On peut appliquer l'inégalité (210) du n° 75 aux algébroides,
méromorphes dans tout le plan ouvert, a v branches et du type
général; il suffit pour cela d’y remplacer p parv +1.

Le théoréme XIV conduit immédiatement a un théoréme d’unicité
relatif aux algébroides du cas précédent et 'on obtient la propo-
sition suivante :
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XVII. Soient v 41 telles algébroides; si le déterminant des
coefficients des équations qui les définissent n'est pas identi-
quement nul, alors ces v 41 algébroides « prennent ensemble» (*)
au plus 2 (v + 1) valeurs distinctes.

81. Dans le cas ou il existe A relations entre les A;, on peut
espérer démontrer, d’aprés M. H. Cartan, I'inégalité

q
() (@—v—A=DT( <X N (r 55

=1

)+S(r);

(2}

elle est déja établie par cet auteur pour le cas ot A =v—1.

82. On peut obtenir ici un théoréme analogue a V du chapitre IV,
en utilisant (221) au lieu de (170) [12, &].

XVIIL. Soit y(z) une algébrowde du type général et sotent
ensuite a,(j=1, ..., p) p nombres complexes finis distincts

et b(i=1, ..., q) g nombres complexes distincts finis ou non,
mais différents de zéro. On a

(224) pg—W)T(r,$)<(g—Y) iN(r, =) +i“m(r, =5

—(g—v—1) Nv(r, %) -+8,(7).

Cette inégalité est plus précise que (175) dans le cas olt l'algé-
broide considérée est du type général.

(1) On a ici une définition analogue & celle donnée au n° 64.
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