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THEORIE GENERALE

DES
JEUX A n PERSONNES

Par Claude BERGE.

(Maitre de recherches au C N R.S)

INTRODUCTION.

Sil'on met a part les travaux précurseurs de Zermelo [45] et de
Borel [8], la théorie générale des jeux est de création assez récente;
la premiére étude systématique, due a J. von Neumann et
O. Morgenstern, remonte a 1944. Depuis la parution de cet Ouvrage
fondamental [27], les résultats ont été constamment améliorés et
généralisés.

Notre but est ici d’exposer certains développements théoriques
récents sous une forme trés générale. Les principales restrictions que

nous nous sommes efforcé de lever le plus souvent possible sont les
suivantes :

a. A tout moment de la partie, le joueur s¢ trouve devani un
nombre fini d’alternatives;

b. La durée de la partie est finie et bornée par un nombre fixé a
P'avance;;

¢. On ne peut aller d’une position de jeu a une autre que par un
chemin unique et bien défini.

J. Ville [ 42], le premier, a étudié des jeux ne vérifiant pas a, et
I'on a pu constater que la plupart des résultats sur les jeux « finis »
s'étendent sans peine par continuité aux jeux « infinis ». Signalons
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seulement que la plupart des théoriciens des jeux infinis supposent
que I'ensemble dans lequel le joueur fait son choix doit étre repéré
numériquement (hypothése d’énumérabilité); cette restriction, bien
entendu, est superflue avec la définivion ensembliste. On connait
d’ailleurs des jeux pour lesquels I'ensemble des alternatives a une
puissance supérieure a celle du centinu.

L’¢limination de 'hypothese b, tout d’abord, a laissé apparaitre des
phénomenes étranges; c’est ainsi, notamment, que Gale et Stewart [13]
trouvérent que le théoréme fondamental de Zermelo-von Neumann
pouvait étre mis en défaut. Comme il importe que de telles anomalies
soient évitées ici, nous définirons le but du joueur au moyen de rela-
tions de préférence sur toutes les positions rencontrées. Ceci nous
permettra, nolamment, d’obtenir des résultats analogues pour les
jeux de durée bornée et ceux de durée non bornée.

En écartant I'hypothese ¢, nous avons eu primitivement pour but
d’appliquer a la théoric des jeux certains résultats élégants de I'algebre
des applications multivoques [2]. La théorie classique, en ramenant
tout jeu a une forme ordonnée, est a ce point de vue moins souple, et,
dans le cas ou tous les antécédents d’une position n’interviennent pas
dans le paiement final, elle alourdit la donnée d’une « position »
d’¢léments étrangers au probléme. Enfin, un autre avantage de la
formulation non-ordonnée est qu’elle contient naturellement les
concepts de programmes dynamiques (1), de machines (2), de
missions (*) (en tant que jeux A une personne).

Un jeu sur un espace abstrait X étant considéré comme une
« structure », définie par un ensemble de regles et de préférences, il
sera naturel d’étudier, aux chapitres II et IV, le cas o X est un
espace topologique. La notion intuitive de « voisinage » d’une pousi-
tion apparait dans de nombreux jeux connus, comme par exemple les
jeux de poursuite; si. en outre, les régles ct les préférences somt
continues, on pourra parler de « jeu topologique », au méme titre,
par exemple, que de « groupes topologiques ». Les possibilités de
cette nouvelle incidence sont encore insuffisamment explorées.

Au chapitre V, nous analyserons la structure algébrique des coali-

(1) R. BELLMAN, Proc. Nat. Acad. Sc., t. 38, 1952, p. 716.
(?) J. Riguer, C. R. Acad. Sc., t. 242, 1956, p. 435.
(*) M. VeruuLsT, Naval Researck logistec quaterly, t. 3, 1956. p. §5.
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tions; 'économiste verra 1 non pas les problémes gui le préoccupent,
mais seulement certains outils généraux. En ce qui concerne les
méthodes particuliéres aux jeux a 3 personnes, par exemple, nous
lui conseillons de se référer a {27].

Nous avons pris soin de n’exiger du lecteur que les comnaissances
élémentaires d'algébre et de théorie des ensembles, quitte 3 faire
parfois de brefs rappels; aux chapitres Il etIV, on supposera connues
exceptionnellement des notions d’ailleurs irés simple de topologie
ensembliste. Chaque chapiire pourrait éire lu séparément.

CHAPITRE 1.

JEUX AVEC INFORMATION COMPLETE.

1. Rappels algébriques. — Soient X et Y deux ensembles; une
application multivoque (ou, plus simplement, application) de X
dansY est une loi T' qui fait correspondre 3 tout élément z de X un
sous-ensemble I'z de Y, bien déterminé, et ne dépendant que de z.
On dit que T est une application définie dans X si, quel que soit z
dans X, I'ensemble I'z comporte au moins un élément; autrement
dit, si V'on désigne par @ I'ensemble vide (qui ne comporte aucun
¢élément), on a

{z|Te=0}=4.

Si I'z comporte un et un seul élément (pour tout # dans X), on dit
que T est une application univoque. Si A est un sous-ensemble de X,
on appelle image de A I'ensemble

T'A = U Lzx.
TEA
SiI'X =Y, on dit que I est une application de X sur Y.

Si I'y et T; sont deux applications de X dans X, on désigne
par Ty uT,, Ty nT,, T,.Ts, I, O, les applications de X dans X définies
par les égalités suivantes :

(CyuTy)we=Txvulswr,
(Minly)z="znTx,
(T.Te)z=T(Tox),

1% =z,

Oz =0.
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SiT est une application de X dans X, le couple (X, T') constitue par
définition un graphe; un graphe se représente sur le papier par un
ensemble de points (que I'on suppose en correspondance biunivoque
avec X); en outre, si y €'z, on joindra le point z au point y par un
segmentorienté dexa y. Si y € 'z, on dit aussi que y est lié & z par
la relation binaire (T). (Pour I'étude directe des graphes, ¢f. [48]).

Un ensemble I, et une application qui fait corresp:)ndre a tout ¢
dans I un sous-ensemble A; de X, constituent par définition une
Jamille d’ensembles dans X cette famille se note A = (A;[ie€I), el
se désigne par une lettre ronde. I s’appelle 'ensemble des indices de
la famille &.

Une collection {A, B, G, ...} d’ensembles distincts peut toujours
étre considérée comme une famille d’ensembles : on prendra pour
indice 7 de I'ensemble A, I'ensemble A lui-méme. On dit que I'on a
alors une famille collective d’ensembles. Dans une famille collective,
tous les ensembles A; sont différents; au contraire, dans une
famille (A, [ {€I) quelconque, il peut se trouver deux ensembles A,
et A, égaux, avec £54 J.

Une famille d’ensembles X = (A;/7€l) est une partition d'un
ensemble X si :

1° A, cX, A2 (pour tout ¢);
2° {#j entraine A;nA;=0;

30 UA,-:X.

el

& est un treillis (par rapport aux opérations U ¢t N) si pour
tout ensemble Jc I, on a

1° UA,-ea;

€3 \
2° UA,-e@L.
1€

En particulier, la famille collective constituée par tous les sous-
ensembles de X est un treillis, que 'on désigne par £(X); on dit
aussi que c’est ensemble des parties de X.

Si I'on désigne par —A; le complémentaire de A,, on appelle
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complémentation de X la famille
—A=(—A;/iel).
Une famille & = (A; [ { €]) est dite complémentée si
Aed entraine — A;= A ;ed.

@ (X) est évidlemment une famille d’ensembles complémentée
dans X.

Considérons une famille finie @ = (A4, A, ..., A,); on ditaussi
que c’est un n-tuple d’ensembles. On appelle produit (topo-
logique) des A; lensemble des n-tuples a=(ai, a., ..., @),

n
avec a1 €Ay, a: €A,, ...; cet ensemble se désigne parl lA,-; la
i=1

n
projection sur Aj est une application univoque de I l A;dans A qui

i
fait correspondre & a = (a4, aa, ..., @,) I'élément
a;= projs, a.

On appelle somme topologique des A;l'ensemble constitué par les
couples de la forme (7, a;), avec a;€A;; cet ensemble se désigne

par ZA,-. On désignera cncore (abusivement) par A; I'ensemble
i=1

n
zlze Y Ay, z=(j,a;), ajeh;i
i=1
n

EA.- est ainsi un ensemble qui admet pour partition la
=1

famille A = (A4, Aa, ..., Ap).
Une relation binaire R, définie dans un espace X, est un quasi-
ordre si elle est :

1° réflexive : zR x;
2° transitive : zR y et y Rz entrainent xR z;
3° totale : si z, y €X, on a soit zRy, soit y Rz,

On désigne en général une telle relation par le signe >, et la rela-
lion symétrique par le signe <. On a donc par définition

z>y équivautd y Z=z.
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Siz> y, on dira que z est plus favorable que y; siona z>> y et
non z £ y, on dira que z est strictement plus favorable que y, et
Pon écrira z>y; si 'on a 2>y et z <y, on dira que x est
équivalent a y, et 'on écrira z =y.

On vérifie immédiatement que la relation = est une équivalence
algébrique, c’est-a-dire qu’elle est

1° réflexive : 2 =x;

2% symétrique : z =y enlraine y=z;

3° transilive : £ =y el ¥ =  entrainent z = z.

2. Définition générale d'un jeu avec information compléte. —

Considérons une partition (X;, Xs, ..., X,) d'un ensemble
abstrait X, et n personnages appelés joueurs que I'on désignera par
(1), (2), ..., (n); on poseraN={1, 2, ..., n}, et on distinguera

deux catégories de joueurs, ceux qui sont actifs dont l'ensemble
sera N+, ceux qui sont passifs dont I’ensemble sera N—.

Pour ces joueurs, on dit qu’on a un jeu sur la partition considérée
si l'on a

1° une application multivoque I' de X dans lui-méme, appelée
la regle du jeu;
2% n relations de quasi-ordre R, Ra, ..., R, sur X; la rela-

; !
tion R;, plus souvent désignée par >, est la relation de préférence
du joueur (7).

Les éléments de X sont appelés positions de jeu. Si une position z
appartient a X;, on dira que le trait (droit de jouer) appartient au
personnage (¢) dans la position z.

Une partie s’effectue, & partir d’une position initale z, de la
fagon suivante : si X, € z,, le joueur (1), qui a le trait, choisira une
position de jeu z, dans I'ensemble T'z,. Si X;>uz,, le joueur (7)
aura a son tour a choisir une position z, dans I'ensemble T'z,, et
ainsi de suite. Si un joueur choisit une position z telle que 'z = @,
la partie s’arréte.

On pose Xo={z[Fz=0}, et, quitte a modifier T, on
suppose I'X;nX; = @. .

Le plus souvent, la relation R; est définie a I'aide d’une fonction
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numérique bornée f,(z) de la fagon suivante :
xéy équivant &  fi(2)> fi(¥).

On dit alors que f, est une fonction de préférence pour (i); si
tout joueur admet une fonction de préférence, le jeu est par défi-
nition un jeu de paiement (*), et est désigné par (T, f),
ouv f=(f1, fay ---s fa). De méme, si chaque fonction f; est la
fonction caractéristique d’un ensemble K,, on dira que K; est un
ensemble de préférence pour (i), et I'on a par définition un _]eu de
mat (I', K), ou K=Ky Ks, ..., Kp).

Lorsque xé ¥> on dit que la position z est plus favorable i ()
que y; le but de (¢) est différent suivant que ieN" ou que ieN".

I. SiieN", le joueur (i) cherche & obtenir tét ou tard, au cours
de la partie, une position trés favorable au sens de la relation _é

Dans un jeu de paiement, on considére I'ensemble S des positions
rencontrées au cours de la partie, et I'on appelle gain de (i) le
nombre f; (S) = sup fi(#). Le but de (¢) est d’obtenir pour gain un

x€S

nombre aussi grand que possible. On peut ainsi assimiler le gain
de (Z) 4 une somme d’argent que recoit (¢) a I'issue de la partie;
si f; (S) est négatif, cela signifiera que (7) doit payer | £, (S)|.

(t) On peut facilement wvérifier gue tout jew ne peut pas se ramemer 4 mn
jew de paiement. Considérons pour X Pensemble des points (z, ) du plan, et
posons (z, y)>(x', y')six >z, ousiz =z', ¥y >)'; on a bien ainsi défini une
relalion de quasi-ordre, qui peut représenter la préférence dun joueur. Supposons
qu'il existe uwne fonction de préférence f(x, y) correspondante A cette relatiom >,
et considérons deux nombres y: et y,, avec ¥, < y,.

A tout nombre z, on peut faire correspondre un intervalle fermé véritable

= [flzy 7 ) S(2 ¥3)];
si x' est distinct de z, Yintervalle I, est disjoint de I;, car si # > z', par exemple,
on a
f(-W,y‘)>f(:c’,y,) (i=12;j=1,2)
La famille des I, est dénombrable, car on peut démombrer successivement les
intervalles contenant chaque nombre rationnel; il existe donc une correspondance

biunivoque entre les nombres z, qui ne sont pas dénombrables, et les intervalles de
la forme I,, qui sont dénombrables, d’oi la contradiction.



8 CLAUDE BERGE.
Il. S¢ ieN', le joueur (i) cherche & ne jamais obtenir posi-
14
:
tions de geu favorables au sens de la relation .

Dans un jeu de paiement, le gain de (i) sera alors défini par le
nombre f; (S) = inf fi(z); le but de (¢) est d’obtenir pour gain un
x €S

nombre aussi grand que possible.

Exemerr 1. — Jeu des échecs. — Considérons une partie d’échecs
ou le but exclusif de chaque joueur serait de donner le mat a son
adversaire. Soit m, la position sur I'échiquier M d’une pidce du
jeu (a); a tout diagramme (m, /), on associcra un entier ¢ de
I'ensemble N={1, 2|, et 'on prendra i =1 si c¢’est aux Blancs de
jouer, £ =2 si, au contraire, c’est aux Noirs. On pourra définir une
position du jeu par un ¢lémenl x=(m,[a)><{ de l'espace

produit | | M. < N.
o

On a ici un jeu de mat, oir les deux joueurs sont aclifs, et ou K,
et K, sont deux sous-ensembles bien définis de X, et de X, ; on a de
plus

K, UK, c Xy, K,nK,=@.

Exemere 2. — Jeu des poursuites. — Dans un espace métrique M
(« la mer »), deux points mobiles m, et m, (« bateaux poursuivants »)
essaient d’atteindre un point mobile m; (« bateau poursuivi » ). Cette
situation cst la limite d’'un jeu de paiement dans lequel trois
joueurs (1), (2), (3), dirigeant respectivement les bateaux m,, m,, m;,
joueraient a tour de role, toutes les secondes, par exemple. A tout
diagramme m,, mts, m,, on associera un entier de N={r1, 2, 3},
que Pon prendra égal a ¢ quand le trait appartiendra au
joueur (7). Une position du jeu pourra étre définic par un élé-
menl £ = (my, My, ng, i) de I'espace produit M < M < M < N.

La régle I' sera définie de la fagon suivante : Soit B, (m) la boule
de centre m, ct dont le rayon ¢; est la plus grande distance que (¢)
peut parcourir en une seconde; si m; £ m; et my3~ m,, on posera

T (my, mg, m3, 1) =B, (m;) X ma>x myx< 2,

I (my, ma, m3, 2) = m; < B,,(my) < m;x 3,

I (my, mqe, ms, 3) = m,; < myx By,(m3) < 1.
Si, au contraire, m;= m; ou my= ms, on posera

I'(my, mg, ms, i) =9G.
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Définissons maintenant les préférences des joueurs. Le but de (1)
¢étant la capture de (3), on posera, avec 1 € N,

Si(my, mg, mg, i) =0 si mg my, myFE my,
=1 si my=my ou mz= my.

Le seul but du fuyard étant de n’étre pas rattrapé, on posera,
avec 3eN,

Ss(my, my, mg, i)=0  si mz=m; ou mg=my,
=1 si my£m; el my# m.,.

Supposons enfin que (2), a défaut de pouvoir rattraper le fuyard.
cherche a s’approcher le plus possible du bateau (3). Si d(mq, m,)
est la distance de m, & m,, on posera, avec 2 € N,

So(my, my, my, 0) = — d(my, ms).

Remarquons que le jeu ainsi défini est tel que 3€N ', et qu'il ne
peut en étre autrement; on a un jeu de mat pour (1) et (3), et un
jeu de paiement pour (2). En outre, le jeu est alternatif, c’est-a-
dire que

I‘XQCX27 FXZCX-;, I‘XaCXl.

ExempLe 3. — Jeu ordonné a m mouvements. — On dit qu'un jeu
est ordonné si z2y entraine T2nTy=; si, en outre, sa
durée est limitée par un nombre m, ou peut représenter le

(m=3)

couple (X, I) par un arbre descendant, dont chaque branche
comporte au plus m sommets & partir du sommet supérieur z,;
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Pensemble 7Z des sommets terminaux est valué par des fonc-
tions 2,(z), A2(2), ..., An(3).
En partant de ,, le joneur (1) choisit un sommet 2, en descendant
une branche, puis le joueur (¢) désigné par z, choisit & son tour un
sommet z. de la méme fagon, etc.

En considérant chaque sommet z comme une position distincte, et
en posant a,:ﬁi:elgl,-(z). on a un jeu de paiement, avec

ieN"; filey=a, (&),
file)=2(x) (rel).

Remarquons que ce jeu, comme celui des échecs, est monotone,
c’est-d-dire que Fon a

13
yele entraine ) > (i=1,2,...,n).

3. Stratégie et équilibre. — Dans un espace X, un opérateur de
domaine D ( c X) est une application univoque de D dans X. Un
jeu (T, R) dans (X4, X,, ..., X,;) étant donné, on appelle stratégie
de (1) tout opérateur oy de domaine X; —X,, tel que

U].Z'El‘.l' (xGXl—'Xo).

Par définition, le joueur (1) adopte une stratégie o, s’il décide
a priori de choisir, dans toute position z de X,;—X,, la posi-
tion 2'=o,2; adopter une stratégie, c’est donc pour le joueur (¢)
arréter a priori sa méthode de jeu. L’espace des stratégies de (1)
sera désigné par ;.

Considérons maintenant un rn-tuple 5 = (¢4, 0, ..., g,) formé de
stratégies des différents joueurs; si z € X,— X,, on posera

oL =ag,x. °

Ainsi, ¢ est un opérateur de domaine X — X,.

Soit P = {4, #s, ..., {1} un sous-ensemble de N=1{1, 2, ..., n}.
On désigne par gp=1(g,, 0, - .-, 7, ) le k-tuple correspondant a P,
et par 2, I'ensemble des gp. On écrit indifféremment

g =0y = (cp, "N.-p)‘

Si la position initiale 2, est fixée une fois pour toutes, et si chaque
joueur (7) adopte la stratégie o;, le r-tuple o= (o, 0a. ..., on)
détermine completement la partie, et I'ensemble des positions
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rencontrées sera désigné par
{a>={0oy, 6y +0., On . -

Pour les n-tuples o, il est facile de définir la préférence du
joueur () par une relation de quasi-ordre, que 'on désignera encore

13
par . Supposons pour fixer les idées que ¢ € N'; pour deux n-tuples
14
o et, on pose ¢ > v (o est préférable pour (&) i t) si

i
zeX, zxz (zels))
entraine

iny  (rednd)

il est immédiate que > est bien un quasi-ordre.
Dans un jeu de paiement, on posera de méme

fi(o)=sup{fi(x)|xzec)>} si ieN',
Sfi(s)=inf { fi(z)/ze (oD} si feN .

I3
Dans ce cas, ¢ > 7 équivaut bien a
S (9)> fi(7).

Par définition, un n-tuple ¢ est un point d’équilibre, sil'on a

v

(% 0y ) =0  (i€N;TeZ).

En d’autres termes, cela signifie qu’un joueur (7) n’aurait rien a
gagner a modifier isolément sa stratégie.

4. Les inverses d’une application. — Si X et Y sont deux
ensembles, si I' est une application de X dans Y, ct si B est un
ensemble non vide de Y, on pose

I"B=x/TxcB;Tx#0},
I"B={z/TenBZd}.
Si B =0, on pose
I'o=1r9=49.

I'" et I sont deux applications définies dans le treillis £(Y) des
sous-ensembles de Y, appelées respectivement I'inverse supérieur et

Vinverse inférieur de T'; on atoujours I"BcI™ B.
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A Yencontre de l'inverse supérieur I'", introduit d’abord pour les
besoins de la théorie des jeux, I'inverse inférieur I est une applica-
tion de Y dans X (c’est l'inverse, au sens usuel, de la théorie des
relations).

Dans les propositions suivantes, on supposera que I' est une appli-
cations définies sur X, c’est-a-dire que {z [Tz =0} =0.

Prorosition 1. — On a
I'rasaA, I'TA>A (AcX),
IT"B ¢B, IT"B> Bnl'X  (BcY),
—r"B=r"(—B), —TI"B=T"(—B),

" (B,uBy)>I"B,uIr*B,, I (B;UBy)=I"B,ul" B,.
La vérification est immédiate.

Prorosition 2. — Les ensembles P de Y tels que TP =T"P sont
dits purs; ils forment un treillis complémenté % sur Y.

En effet, siPe %, ona —P e %, car
MN—P)=—TP=—TI"P=T"(—P)

D’autre part, si {P;/i€l}cZ, ona
r‘(UP,) =Ur‘P,=Ur*P,cr+(UP,).
Comme on a aussi I'inclusion inverse, on a UP,- €.

On a aussi ( \Pie %, car

—mP,=U(— P)e<.

Prorosition 3. — Les ensembles S de X tels que T TS =S sont
dits T- stables; ils forment un treillis complémenté S sur X.

En effet, on a US,-e:S, car

r‘r(Us,) =\ Jrrsi= s

On a aussi — S € S et, par conséquent, nS; €8, puisque

_ms,=U(—s,)es.



THEORIE GENERALE DES JEUX A n PERSONNES. 13
Prorosition 4. — Les ensembles FcX tels que I'TF =T sont
dits T- fermés; I'T est une fermeture topologique.

En effet, la correspondance qui fait correspondre & A I’ensemble
I'TA est

1° extensive : ['TADA;
2° croissante : ADB entraine I'TA>T'T'B;
3° idempotente : I'T(I"TA) =I"TA.

Cororraire. — St | F; [ (e l} est une famille d’ensembles I-fermés,

son intersection F ={ \F i est un ensemble T-fermé.

En effet, on a d’aprés la croissance

I'"TFcl IrF,=F,

I"I'Fe nF, =F.

. + . . . . .
Comme la relation I'' T' est cxtensive, on peut aussi écrire I'inclusion
inverse et, par conséquent, on a bien

d’oul

I''TF =F.

Remarquons en outre que I'T A est un ensemble I'-fermé, et que
c’est I'intersection de tous les ensembles I'-fermés contenant A.

5. Positions et gains garantis par un joueur. — On suppose main-
tenant que 1eN’; on dira que dans la position initiale z,, le
Joueur (1) garantit fortement la position y lorsque pour un
entier m fixé par lui il peut obtenir une position de jeu plus favo-
rable que y avant le m™™ mouvement. quoi que fassent les autres
joueurs. Autrement dit, le joueur (1) peut se fixer une durée
limite m pour amener la position de jeu dans la section supé-

rieure AJ.={x,’x$y;. L’ensemble des positions initiales z dans
lesquelles (1) peut garantir fortement y est désigné par G,.

Dans le cas ou (1) prétend obtenir une position plus favorable
que ) sans pouvoir fixer de durée limite, on dira qu’il garantit la
position y; ’ensemble des positions initiales z dans lesquelles (1)
peut garantir y sera désigné par G,.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N* 138, 2
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Dans le cas d’un jeu de paiement, on dit que (1) garantit le gain y
s’il peut amener la position du jeu dans la section Ay={z [ fi () > 7}
quoi que fassent les autres joueurs ; I'ensemble des positions initiales 2
dans lesquelles (1) peut garanlir y sera de méme désigné par G,.
Posons enfin

pi(z)=sup{v/Gysz}.

La position du jeu élant z, le joueur (1) pourra garantir tout gain
inférieur & ¢;(x), et ne pourra pas garantir de gains supéricurs
a @i (). Pour cette raison, ¢, () est appel¢ le medlleur gain de (1),
et ¢4 est sa fonction de meilleur gain.

On définira de méme la fonction g, de meilleur gain fort de (1).
Bien entendu, si la durée du jeu est limitée, ces deux fonctions
coincident.

Remarque. — 11 est important de constater que, dans I'étude des
stratégies, on suppose la position initiale x, fixée une fois pour toutes.
Dans ce qui va suivre, au contraire, on étudie le jeu pour 'ensemble
des positions z, possibles. Il s’agit donc, d’une part, d’un point de
vue « local » et, d’autre part, d’un point de vue « global ».

Tueoreme 1 ([2]). — Dans un jeu & n personnes, U’ensemble G,
des positions dans lesquelles (1) peut garantir fortement y est
donné, aprés réduction modulo (1), par la formule

Gy = Lim (1 uTI"B, Ul By)"A,.
m>» =

La réduction modulo (1) d’un jeu est définie de la fagon suivante :
st les joueurs (2), (3), ..., (n) se coalisent et jouent comme un seul
personnage, on peut remplacer le jeu initial par un jeu a deux
personnes (-+) et (—), en considérant les ensembles X, =X,,

x_:Ux,.

1£1
Posons

B+A=Aﬂx+, B_A=AnX_;
le transformateur T du jeu réduit est défini par

Fz=Fz (reX;),
Fe=B,TxUB,T(B_Tz)UB.T(B_F)zv... (reX_).
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Supposons donc que P'on ait rédait le jeu modulo (1), ce qui ne
change rien 4 'ensemble G, ; les joueurs (1) et (—) joneront alterma-
tivement. Désignons par G,(m) DPensemble des positions dans
lesquelles il est possible au joueur (1) d’obtenir une position de la

1
section supérieure A, = { x/xéy} en m mouvements au plus. On
vérifie immédiatement les relations

B,Gy(m)=r"B_G,(m— 1)UB, Gy(m —1),
B_Gy(m) = [‘+B+G) (m —1)uB_Gy(m —1).

En additionnant membre 4 membre, il vient
Gy(m) = (1uI*"B UL " B_)Gy(m —1).
On obtient ainsi la relation
Gy(m) =(1uT B, UL B_)"A,.
G, est I'ensemble des éléments qui appartiennent a G, (m) pour au

moins une valeur de l'entier m; on a donc, d’aprés la définition
méme de la limite supérieure d’une suite d’ensembles,

G,= Lim (1uI'"B, Ul B,)™4,.

m=—wm=

Tutoreme 2. — Dans un jeu a4 n persornes, aprés réduwction
modulo (1), l'ensemble G, des positions dans lequel (1) peut
garantir y est donné par la formule

G, =sup(1uI*B,UI"B,)%A,,
o
ou o désigne un nombre ordinal transfini quelcongue.

On pose, suivant l'usage dans la théorie des nombres transfinis,

G, (o) =A,,
Gy(m—+1)= (1uI"B,UT B_)G,(m),
GJ(L!)) =G‘),

Gy(w +1)=(1UT"B, Ul B_) Gy(w),

Si, pour un nombre ordinal transfini «, la position initiale appar-
tient & G, (), on dira que la position y est garantie avec l'ordre a.
Si par exemple (1) garantit y avec 'ordre 2, cela signifiera qu’il
existe un nombre m tel que si (1) joue bien, il pourra calculer avant
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le m'®™ mouvement un nombre m' pour obtenir alors une position
plus favorable que y en m' mouvements au plus. Gy est la réunion
des ensembles de la forme G, (a) quand a parcourt ¥’ « ensemble »
des nombres ordinaux, et I’on a bien la formule annoncée.

CoroOLLAIRE. — On @
Gy=(1ul'"B,UI' "B_)Gy.
En effet, il suffit de montrer que
2x€Tl"B,G,UI"B_Gy  entraine ze€G,,
Size€I"B,G,. ona
TrzcGynX,;

il existe, d’aprés le théoréme du choix, un nombre ordinal trans-
fini « tel que

FrzcGy(a)nX,,
D’ou

z€Gy(a+1)cGy.

Si xe€I B_G,, un raisonnement analogue aboutirait au méme
résultat; on a donc bien la formule annoncée.

TreoriMe 3 (Zermclo généralis¢). — Dans un jeu de paiement
(T, f, &) & deux joueurs on a les énoncés suivants équivalents .

(A) Pour un nombre vy, et si petit que soit le nombre ¢ positif,
il existe une stratégie o} permettant & (1) de garantir y—c¢, et
une stratégie o) permettant a (2) d’obtenir que le gain de (1) ne
sott pas supérieur ay-e.

(B) Quel que soit le nombre ¢ positif, il existe pour (1) et (2)
deuz stratégies o) et o) telles que

S(o1, 38) — e Z f(o}, 08) L f(s}, ®2)+c  (s€X).
(C) Les deux quantités
Y =supinff(oy, 52) et W = infsupf(ay, o2)
o, ©O. 6, 0,

sont égales.
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Démontrons, par exemple, 'énoncé (A), et donnons-nous un

nombre ¢ positif. Soit x, la position initiale, et posons
Ty=sup{A/G\azo}.

Comme z, € Gy, il existe bien une stratégie permettant a (1)
d’obtenir une position de la section Ay_.={z[f(z)>y—c¢}; il
s’agit de démontrer que le joueur (2) peut s’arranger pour que les
positions du jeu n’appartiennent 4 aucun moment a la section Ayie-

Supposons, pour fixer les idées, que zo € X;; on a

20§ Gyrc=(1UI"B,UT " By) Gyore.
D’ou
x0¢r—B2G‘Y+37 Zo&Ay e
Si Tzy=@, la proposition est démontrée; si I'zo52J, on a
T2on Gy..=@; la position z; choisie par (2) sera donc telle que
#1¢Gyse= (1UT"B UL B,)Gy.pe.
D’od
1’1¢1‘+B|G'y+s, Z1 ¢ Ay e

SiTz, =, le théoréme est démontré; siTzy 52 &, on aT'zy ¢ Gye.
Si (2) le désire, il pourra donc choisir une position z, n’appartenant
pas & Gy,:, et Uon retrouve comme plus haut la condition : z; & G) <.
Le joueur (2) a donc bien une stratégie pour exclure indéfiniment la
position du jeu de A,..

Preuve de U'équivalence des énoncés (A), (B), (G). — 1° (A)
entraine (B): Soit ¢ un nombre positif; d’aprés 1'énoncé (A), il
existe une stratégie o telle que

€
1—5;&£/f(el, m)  (0€l),
€
'|'+5éf(0'1, 0'2) (’31&21).
En particulier, on a
£ e
1=, £Seh )<y + 5
D’ou
flol e Lt + 2 =
€
flehy o)y —, =

On a donc bien I'énoncé (B).
g ViCE DE

MAT nEMM\Q‘dES
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2° (B) entraine (C) : D’apres (B), on a
sup f(os, 93) £ f(o}, o2) +¢,
i:ff('-f?, o) > f(oF, o)) —e.
D’ou ”

W £ f(5Y, cg)+eéi2ff(o"}, 52) 4+ 2 £ V + 2z,

D’autre part, si F(z, y) est une fonction a deux variables, on sait,
et la démonstration analytique est d’ailleurs immédiate, que

supinfF(z, y) < infsupF(z, y).
x ¥y 3y ox

On a donc, en particulier, VZW. Dot
0ZW —V Zas.
Comme ¢ peut étre pris aussi petit que 'on veut, on a bien V=W

3° (C) entraine (A) : En effet, posons y =V = W, et donnons-
nous un nombre ¢ positif. (1) possede une stratégie o) telle que

inff(e?, o) > supinff(s), 52) —e =71 —=«.
o, g, T

De méme, (2) possede une stratégic o} telle que

supf(s1, o) L infsup f(5, 03) +e =7+ =
L o, O,
On retrouve 1'énoncé (A).

Exemple. — Appliquons ce théoréme a titre d’exemple au jeu des
échecs, avec
J(&)=+1 siles Noirs sont mat,
J(#)=—1 siles Blancs sont mat,
f(z)= o s'ily anullité.

Il n’y a pour y = @ (o) que trois valeurs possibles :

y=-+1 : les Blancs ont une méthode pour gagner a coup sir;

y=—r1 : les Noirs ont une méthode pour gagner a coup sir;

Y=o :les Blancs et les Noirs ont chacun une méthode pour
garantir la nullité. :

On ignore dans lequel de ces cas on doit placer le jeu des échecs,
mais I'on exclut volontiers le cas y = —1.
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Remarque. — Considérons une situation ou (1) et (2) joueraient
indéfiniment de la fagon suivante :

(1) choisit un nombre a(1) égal & 0 ou a 1, puis (2) choisit de
méme un nombre a(2), puis (1) choisit 2 nouveau de la méme fagon
un nombre a(3), etc. A chaque moment m, on peut représenter la
position obtenue par un nembre 2 de I'intervalle [o, 1], soit

A un 2-tuple (¢4, 73), il correspondra un nombre z(sy, 75) rationnel
ou non, de l'intervalle unité. Prenons pour f(oy, o2) la fonction
caractéristique d’un sous-ensemble K, de cet intervalle.

Gale et Stewart [13] ont montré qu’en général (1) n’a pas de stra-
tégie pour garantir que la position z (o4, g5) soit dans K, et (2) n’a
pas de stratégie pour interdire K, & 2 (o4, 02); le théoréme 3 semble
donc en défaul. En fait, il s’agit la d'un paradoxe apparent, car icila
fonction f(oy, g2) n’est pas en général de la forme

S(o1, 32) = sup { f(2) [z & o, 32 )).

6. Cycles d’un jeu. — Un ensemble Cc X est par définition un
cycle si 'on aTCcC; sila position du jeu est & un moment donné
dans un cycle, elle y restera pendant toute la partie.

On appelle treillis des cycles la famille @ des cycles. Cest bien
un treillis, car si (G; /1) est une famille de cycles, on a

U(}Aew, ncleco.
? A

Si AcX. lensemble A =AUTAUT?Avy... estappelé lecycle
engendré par A et T estla fermeture transitive de T.

Prorosition 1. — 87 G est un cycle, TC est aussi un cycle,
puisque 'on a I'(TC) cIC.

Prorositiox 2. — Si C est un cycle, sa T-fermeture C'=T"TGC
est un cycle plus grand et I-fermé.

En effet, on a
r¢’=(rrr)réerccCcc'.
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L’ensemble X tout entier, qui ne peut guére étre agrandi par une
I-fermeture, est donc un cycle I'-fermé; l'intersection de cycles
I'-fermés est un cycle I'-fermé (prop. 4, § 4).

Remarques. — On peut généraliser les énoncés précédents en
remplacant la notion de cycle par une notion plus générale. Un
ensemble C de X est, par définition, un pseudo-cycle pour un
ensemble P de joueurs si, lorsque la position du jeu appartient a G,
les joueurs de P peuvent s’assurer que la position du jeu restera
dans C pendant toute la partie.

Considérons pour simplifier un jeu a deux joueurs; si G estun
pscudo-cycle pour (1) et si zeCGnXy, on a au moins l'une des

deux relations
re=0,

TenC#£ 0.

Si z € Cn Xa, on a au moins 'une des deux relations
Tz =0,
TrzcC, Tx #@.

Autrement dit, C sera un pseudo-cycle pour (1) si et seulement si
Pona
CnX,;cl"CuX,,
CnX,cI"CuX,.

Il est évident que la réunion de pseudo-cycles est encore un
pseudo-cycle; il n’en est pas de méme de leur intersection.

7. Théoréme de Zermelo-von Neumann. — Si z est une position
quelconque, on désignera par f,(z; ¢) le gain obtenu par le joueur (7)
dans une partie de position initiale z, et pour laquelle les joueurs
adoptent le n-tuple o =(oy, 3, ..., o,); on dira que ¢ est un
équilibre a partir de la position z si

Si(zs on—py ) £ fi( 0, 9) (ieN, teX).
/

Si ces inégalités sont valables pour toute position z, on dira que ¢
est un équilibre absolu ou, plus simplement, équilibre.

Si, dans un jeu de paiement (T, fi, fa,..., fa), les ensembles
{fi(z) |z € X} sont finis pour tout Z, on dira que le jeu est préfé-
rentiellement fini. On a :
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TakortMe DE ZerMero-voN Neumann (1). — 87, dans un jeu
préférentiellement fini, il n’existe pas de parties de longueur
supérieure & un nombre donné m, il existe un équilibre absolu.

Considérons les cycles
Co={z/Tx=49}
C1= (I UF"')Co,
Co=(1uT+)GCy,

Cm=(1UT+)Cp_y.

On a GycCic...cCp, et X=0C,,. On désignera par ¢ la
restriction d’un n-tuple ¢ & C,.

On se propose de construire un équilibre ¢ dans le cycle Cn=X.

¢? est arbitrairement défini par

=z (xeCo).
Apres avoir défini %, on définit o#+! de la facon suivante :

1° Si z € Gy, on pose
oh+1gp = gk,

2° Si ¢ Gy, soit ¢ tel que X;>x; la position y =ok+iz sera
choisie dans I'z de sorte que I'on ait

Ji(y;ah) = sup Ji(z; ok);
z€l x

il est évident que ¢° est un point d’équilibre dans G,; montrons
donc que si of est un équilibre dans Cy, o/+! est un équilibre dans
Ci1, c’est-a-dire que I'on peut écrire

(A)  JSi(=; ofrl, st )< fi(w; ot+t)  (i€N, 2€Chrs, TEX).

Bien entendu, la relation (A) est vérifiée si z appartient a Cy;
considérons donc un z dans Cgy — Cg, et considérons une stratégie ¢
arbitraire. Si X;3> z, on posera pour simplifier

oktizx =0z =gz =y,

'cf+1x= TL =Tx = 3.

(1) Ce théoréme a été démontré pour les jeux & n personnes par Kuhn [19].
L’énoncé donné ici est plus général que celui de Kuhn, qui supposait le jeu fini et
ordonné.
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Ona
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On en déduit aisément la relation (A), car
1° Si fi(z) < fi(3;04_,, 1), L€ N*¥, on a
Ji(®5 5y_p ) =fi(35 0y_p w) £ 15 9) L Si( 25 9);
2° Si fi(z)> fi(3;504_,, 1), €N, on a
Ji(@5 0y_p w) =fi(2) £fi(2; 9);
3° Sifi(z)> fi(y;0),ieN ,ona
Sz o_pn) (2 0x_p u) L h(y;0)=F(z; 0)
4° Sifi(z)<fi(y;0),ieN,ona
Ji(®5 oy_p w) £ fi(2) = fi(; 0).

Si X,22, j3£¢, on pourra écrire les mémes inégalités; la
relation (A) est donc toujours vérifice.

CoroLratre. — Dans un jeu de paiement ne comportant pas
de parties de longueur supérieure & un nombre donné m, il existe
pour tout ¢(>>o0) un e-équilibre absolu, c'est-a-dire un n-tuple o
tel que

Jilz; oney, ) L fi(@; 6) +¢ (ieN; reX; tel),

On peut, en effet, remplacer le jeu (T, fi, f2, ..., f,) par un jeu
(Y, f''s [y - -+, f) préférentiellement fini, tel que

|fi (@) —fu(z)| < (zeX),

Comme il existe un équilibre pour le second jeu, il existe un
¢-équilibre pour le premier jeu.

Remarque. — Du théoréme précédent, on peut déduire le
théoréme 3 (§8) dans le cas particulier o2t 1a durée du jeu est bornée.
En effet, considérons un jeu de paiement (T, fi, f32), ol (1) est actif,
et ou (2) est passif, avec en outre

Silz)= [f(=),
Sa(x) =— f(x).
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Pour une position imitiale z fixée, avec un 2-tuple 7, les gains des
2 deux joueurs sont respectivement

Sitn)=f(=)  fu(m)=—[f(%)
Si (a4, 02) désigne un e-équilibre du jeu, on a donc

f(rh cﬂ)é f(cii "Z)"‘E (762)7
— flo1, ) L— f(51, 52) + ¢ (teX).

On en conclut
Sz, o) — e £ f(51, 02) £ f(51, T2) + € (reX).
On retrouve bien 'énoncé (B) du théoreme 3 (§ 5).

Extension du théoréme de Zermelo-von Neumann ¢ certains
Jjeux non bornés. — Si le jeu est défini globalement, c’est-a-dire si
l'on ne s’impose pas a priori une position initiale zo, on peut
distinguer plusieurs classes remarquables de jeux infinis.

Un jeu est dit I-fini si 'ensemble Tz est fini pour tout z; il
est IT'-fini si 'ensemble I' z est fini pour tout z; il est T'-find si,
quel que soit 'ensemble fini A, I'’ensemble I'" A est fini.

On dit qu’une suite (finie ou infinie) 2,, s, ..., d’éléments de X
est une suite du jeu si x4 € L'z, pour tout indice ¢; si une suite du
jeu a m -1 éléments, on dira que sa longueur est m. Si une suite
finie 24, o3, ..., Zn ost telle que 2y =z, on dira que c’est une
suite cyclique du jeu.

Enfin, si X, est 'ensemble des positions terminales, on posera
suivant 'usage dans la théorie des nombres ordinaux transfinis

(rur™)®X,= Lim (1ul™)"X,,
m—==x

(rur")H Xo= (1uT") [(ur™)?X,)].

Elant donné un nombre ordinal transfini a. on dira que le jeu
a pour nombre ordinal « siI'on a
Xc(1urh)*N,,
X¢(1uT)BX, (B <a)
Tout jeu n’a pas un nombre ordimal; on peut, pour s’en assurer,
considérer le jeu défini par le graphe de la figure 2.
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. .« . . . —_
Si z'e 'z, on joint ces deux points par le segment orienté xz'. Il
est évident que ce jeu n’a pas de nombre ordinal, puisque

(I v P+) Xo = X,.

Si les longueurs des suites du jeu commengcant par une position z
sont finies, on dira que le jeu est localement fini en x; si elles sont
bornées dans leur ensemble, on dira que le jeu est localement borné

Xo
x, g

Xz
Fig. 2.

en z. Un jeu localement borné en chacun de ses points’est dit loca-
lement borné; un jeu localement fini en chacun de_ses points est dit
localement fini. Un jeu est dit borné par un nombre m,s’il ne
posseéde pas de suites de longueurs supérieures a m, et il est dit fing
si 'ensemble X est fini. Enfin, si le jen I' a une propriété (L), on
dira que le'jeu I @ la propriété (L) régressivement.

Ezxemple 1. — Un jeu peul étre localement borné et non localement
régressivement borné, comme celui de la figure 3.

Fig. 3.

Ce jeu n’est localement régressivement fini en aucun de ses points
(excepté o) ; son nombre ordinal est w + 1. En oulre, en z, le jeu
est localement fini, mais non localement borné.
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Exemple 2. — A titre d’exemple, on peut considérer le jeu des
échecs. C’est un jeu fini, puisque I'ensemble des diagrammes est
fini; c’est donc, en particulier, un jeu I'-fini, I -fini et T"fini.

Le jeu des échecs pourrait ne pas étre localement fini, si 'on ne
convenait d’arréter le jeu dans les deux cas suivants :

1° Durant 50 mouvements consécutifs, aucun pion n’a été avancé,
aucune piéce n’a été prise;

2° Dansla suite (z,/{=1, 2, ...) des positions de jeu rencontrées
au cours de la partie, on ne trouve pas séquence du type

(Zrt1y; T2y « ooy Trrg) (Liggaty Zivgras ooy Livag) Liragt1,
+q +q q q T

Zi+1 = Li-q+1 = Li+2g+1,

L2 = Lit+q+2,
en modifiant légérement la régle et en conservant la loi 2°, on
pourrait obtenir un jeu d’échecs non localement fini (M. Morse et
G. Gedland).

Tucoreme 1 (Konig). — Un jeu localement fini en x et T-fini est
aussi localement borné en z.

En effet, si le jeu n’élait pas localement borné en z, il existerait
dans Tz un point z, tel que le jeu ne soit pas localement borné
en z, (en effet, dans le cas contraire, le jeu serait localement borné
en z, puisque I'z est fini). Dans T'z,, on trousverait de méme un
point z, ayant cette propriété, etc. La suite du jeu z, z(, 2, ...,
étant infinie, ceci contredit 'hypotheése que le jeu est localement fini
en .

Tatorkme 2. — Un jeu posséde un nombre ordinal si et seule-
ment s'tl est localement fini.

Montrons toul d’abord que si le jeu posséde un nombre ordinal, il
n’a pas de suites infinies.

En effet, les éléments d’une telle suite n’appartiennent pas a Xo; si
pour un nombre ordinal « fini ou transfini, ils n’appartiennent pas
a (1uI")PX,, quel que soit B < a. ils n’appartiendront pas davan-
tage & (x UI‘+)°‘X0; et, d’apreés le principe d’induction transfinie, ils
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n’appartiendrent donc pas & X, puisque le jeu posséde wn nombre
ordinal.

Inversement, montrons que si un jew n'a pas de suites infinies, 1l
posséde un nombre ordinal.

En effet, dans le eas contraire, soit A I'ensemble non vide des
points de X qui n’appartiennent & aucun des ensembles de la
forme (1 UT)*X,. Si 2y €A, ona Tz, £ (car 2, ¢ X,), et il existe
dans Tx; un élément 2, de A; on trouvera de méme un élément z;
dans Tz, qui apparlienne & A, etc., et la suite zy, 2, 23, ..., est
infinie, ce qui contredit notre hypothése.

CoroLralRe. — Un jeu sur un ensemble X fini posséde un nombre
ordinal si et seulement si il ne posséde pas de suites cycliques.

THEOREME FONDAMENTAL. — Un jeu préférentiellement fini et
localement fini posséde un équilibre absolu.

Cela se déduit immédiatement du theéoréme 2 si 'on considére
que le raisonnement du théoréme de Zermelo-von Neumann permet
de construire un équilibre ¢ par induction transfinie.

CoroLuare. — Un jeu localement fini posséde un e-équilibre
absolu.
8. Jeux de Nim. — Nous considérerons ici des jeux de mat

alternatifs : les » joueurs joueront a tour de réle dans un ordre
momruable, et 'on désignera par (w7) le joueur qui succédera aum
joueur (). Toute position x = (zx, ) sera considérée comme le couple
d’un diagramme z et de l'indice ¢ du joueur possédant le trait
au moment considéré. On désigne par Iz I'ensemble des dia-
grammes des éléments de T'(Z, ¢), et le jeu lui-méme sera désigné
par
(T4, Ty, .oy Ty, X) = (T, X)

ou T est ici une abréviation pour le n-tuple

P=(I, gy ooy T)

Si I'on considére m jeux alternatifs distincts (I, X*.) on pourra
définir sur ]_IX"' une application multivoque T par

NZ =Tz}, &, .., 3% =[(I'%), 3, ..., 2n]u(Z, ([ F2), T3, ..., 2"]u....
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On dira alors que T :l] T4 est le produit de composition des

applications T*. On peut définir plus généralement le produit de
composition d’ordre p des T*, comme une application multi-

voque I' = n(p)l"‘ telle que

I(F.22...2m) = \ ’ [Zt, (Thzh), 72, ... (PR 2h), Tm—1, B, |,
12k <h< <bpzm

En termes intuitifs, le jeu (H)I"\ représente la situation ou chaque
joueur pourrait jouer, quand il a le trait, dans un seul des jeux (T%),

et lc jeu II(M T’ représente celle ou il pourrait jouer dans p jeux (T*)
a la fois.

ExemerLe. — Jeu des Echees. — Si l'on considére uue partic
d’échecs au moment ou le trait appartient aux Blancs, et si I'on
désigne par z’ la position d’une piece blanche i sur I'échiquier, on
peut définir I'? : Tz sera I'ensemble des cases que la piéce A peut
occuper sur un échiquier vide, et, celte piéce étant blanche, on
aura I'2’=0; un diagramme du jeu est un élément Z = (7 /1)
de X:HX’. Désignons par S; 'ensemble des diagrammes auto-

ris¢s par la régle du jeu (deux piéces blanches non sur la méme
case, le roi blanc non en échec); par T, I'ensemble des positions
qui entraineraient unc modification automatique ¢ du diagramme
(élimination d’une pitce noire de P'échiquier, promotion d’un pion
blanc). On aura

NLZ=r(2, 2, .., zm)=l<Hri\)2ns.]w[<n r}) EnTi]-
» I3

Si un jeu de mat a deux joueurs, alternatif et compétitif, est tel que
I'y=T,, et que les ensembles de préférence K, et K, soient symé-
trique, ce sera par définition un jeuw de Nim. Dans un jeu de
Nim, on pourra donc écrire
Iz, 1)=(I'z, 2),
(2, 2)=(I'zy, 1),
K= (K, nu(L, 2), K; = (L, nu(K, 2),
KnL=¢, KuL=X=Z/TZ=0).

Un jeu de Nim est généralement désigné par (T, K, L).
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ExempLe 1. — Jeu de Fan-Tan, ou jeu de Nim simple. — Consi-
dérons n tas inégaux d’allumettes; deux joueurs éliminent a tour de
réle au moins une allumette du jeu, mais, a chaque coup, les allu-
mettes qu’ils éliminent doivent étre prises dans un méme tas; le
joueur qui a ¢liminé la derniére allumette a gagné la partie.

On a ici K=@; L est formé d’un seul diagramme, celui repré-
sentant n tas de o allumettes.

Exempre 2. — Jeu de Nim d’ordre p (E. H. Moore [26]). — Les
deux joueurs joueront a tour de rdle comme précédemment, mais ils
pourront, & chaque coup, prendre des allumettes dans p tas différents.

Un jeu de Nim (T, K, L), sur un ensemble X de diagrammes,
peut se représenter par un graphe orienté quelconque, dont les posi-
tions terminales sont partitionnées en deux ensembles K et L.
Inversement, un graphe orienté (I', X) sera considéré ici comme un
jeu de Nim du type (T, 9, L).

Pour un jeu de Nim (T, K, L), on dira qu'unc fonction g(z)

sur X est une fonction de Grundy si elle vérifie : Z €L implique
g(x)=o0; zeK implique g (z)=1; z¢K, z¢L implique que
g(z) est le plus petit des nombres entiers qui ne figurent pas
dans { g(¥) [y €Tx}. Il s’agira ici aussi bien de nombres entiers finis
que de nombres ordinaux transfinis : si par exemple { g(¥)/y €Iz}
est composé de tous les nombres entiers finis, on aura g(Z) = w,
ou w est le premier des nombres ordinaux transfinis, etc.

b

Y

a 1 - 0
)

Fig. 4.

Si le jeu de Nim est I-fini, la fonction de Grundy prendra ses
valeurs dans I’ensemble des entiers finis. Une fonction de Grundy
n'existe pas toujours, comme on peul le voir sur le graphe de la

figure 4.
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Si g(a)#o0,0na g(b)=0,don g(c)=1, d’ot g(a)=o, d'ou
la contradiction.

Si g(a)=o0,0na g(b)=r1, dot g(c)=o, don g(a) =12, d’ou
la contradiction.

En outre, une fonction de Grundy n’est pas nécessairement unique,
comme on le voit sur les graphes de la figure 3.

0
0
1 2':1;0
0
1
0

Fig. 5.

Tueorime 1 (Richardson). — Si le graphe (T, X) est I-fini et
T'-fini et s'il Wexiste pas de suite cycliques de longueur impaire, il
existe une fonction de Grundy.

Pour la démonstration, nous renvoyons a [36].

On remarquera que, méme s’il existe une suite cyclique de longueur
- impaire, il peut exister une fonction de Grundy, comme on le voit
“sur la figure 6.

Au contraire, s'il existe une suile cyclique de longueur 1, c’est-a-

dire si Z€T'Z pour un z dans X, il n’existe pas de fonction de
Grundy.

Tneorkme 2. — Si le jeu de Nim (T, K, L) est localement Sini, il
cxiste une et une seule fonction de Grundy, que U'on peut déter-
miner par récurrence.

MEMORIAL DES SC. MATIl, — Ne 138, 3
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En effet, d’aprés le théoréme 2 (§ 7), le graphe (I', X) posseéde un
nombre ordinal. La fonction de Grundy est définie d’une manidre

0

Fig. 6.

unique dans X,=Ku L; et si elle est définie d’une maniére unique
dans (1uT")2X,, pour tout & << «o, elle sera aussi définic d’une
maniére unique dans (1 YT )*X,.

On la définira ainsi par induction transfinie, dans X.

TutoréMe 3 (Grundy). — S¢, dans un jeu de Nim (T, K, L), il
existe une fonction de Grundy g{(x), et st la position en cours
est (z, 2) telle que g(x) =o, le joueur (1) peut soit gagner, soit
empécher la partic de se terminer.

En effet, le diagramme suivant sera ) tel que g()") £ o, et, par
conséquent, le joueur (1) pourra toujours choisir aprés 3 un dia-
gramme = tel que 2(3)==o0[4 moins que y €K, mais alors, dans
ce cas, le joueur (1) a gagné]; ¢'il se tient & cette méthode de jeu,
il sera sur de gagner, ou d’empécher la partie de sc terminer.

Tueorkme 4. — Si, pour le jew (I, @, L"), il existe une fonction
de Grundy, que l'on écrira sous la forme binaire

gu(ZTh)=c] +2t) +22c; +...+ (oZef <o)
il existera une fonction de GGrundy pour le jeu <[II"', Q,l IL’~) )
qui sera égale au point (v =17, x%, ..., 2™) @

g(E):[Ecﬁ] +)[Zc,‘l] +)Z[Zc,{] +. ...
modl 2 mod 2 mod 2

k A A

Si < g(x) et si 'Z5#9, on pourra obtenir dans I'z un dia-
gramme ) tel que g(¥)=20; en effct, considérons le plus grand
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indice j pour lequel

=o'+ 2. .. (oL dk 7 2)
tll/\[zq] =c/;
A mod 2

on peut. en jouant dans un jeu seulement, diminuer la valeur de ¢/;
en jouant judicieusement, on peul aussi rétablir Fegalité pour les
indices j — 1, j — 2, ctc.

Comme, par ailleurs, il n’existe pas dans I'z de diagramme )’ tel
que g(¥)=g (), le théordme est bien démontré.

Application. — Ce théoréme permet de voir rapidement si, dans
le jeu de Nim simple (exemple 1), un diagramme cst gagnant ou
perdant : en eflel, si xt représente 'état du premier tas d’allumettes
avec /i, allumettes, on a gy (') = Ay.

Dans le jeu de Nim d’ordre g (exemple 2), on verra, exactement
comme pour le théortme 4%, que la fonction de Grundy au
point (2 = at, ¥*, ..., r™) est égale a

. Ql
3(&):[26‘,}] —|-u:+n[‘>_‘c}c~| -+
mdy 1) mod (p+ 1)

A k

Tutoremr 3 (Schutzenberger). -— S¢ un jeu (T, K, L) admet une
Sfonction de Grundy g(x), et si¥ {x[g (x)# 0,1} =0, le jeu de
qui-perd-gagne associé (I, L, K) admet aussi une fonction de
Grundy g'(x). qui sera égale a o si g(x)=1, a 1 s§ g(x)=o,
a o{rysi g(x) o,

Prouvons que g' est une fonction de Grundy pour (T, L, K).

1 Sk r Z O, ot si ¢ est un entier << &' (), il existe dans Fz un
Y tel que ¢'(y)=32.

En effet, si g/(z)=1, ona g(x)= o, done, puisque

I'+{.Z/g(l‘)7é0,l | :‘js

on a un ) tel que g(y)=1, clest-a-dire g'(y)=o. Si, par
ailleurs, g'(2)>1, on a, g'(x)=g(x), et il existera encore un y
tel que g/(y)=2a.

2° Il n’existe pas de ¥ tel que g'(y)=g'(#), car cela entrai-
nerait g(¥)= g(zx).
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CHAPITRE IL

JEUX TOPOIOGIQUES.

9. Semi-continuités d’une application multivoque. — Soit I' une
application d’un espace topologique X dans un espace topologique Y ;
par définition, T est semi-continu inférieurement dans X si, quel
que soit I'ensemble ouvert  de Y, ensemble I Q est ouvert, dans X;;
elle est dite semi-continue supérieurement dans X si, quel que soit
I'ensemble ouvert  de Y, I'ensemble T"Q est ouvert, ct si, de
plus, Tz est compact pour tout z. Si ces propriétés ont lieu
simultan¢ment. on dira que I' est continu (*) dans X. Si T est une
application univoque, chacune de ces définitions coincide avec la
définition ordinaire de la continuité.

Dans ce qui va suivre, il ne s’agira que d’espaces topologiques
séparés ou de Hausdor ff.

Tutoneme 4. — 8¢ une application T est semi-continue supérieu-
rement, l'image T'K d’un compact K est un ensemble compact.

En effet, soit {w; [/ €I} un recouvrement ouvertde TK; comme T'z
est compact, on peut le recouvrir avec un nombre fini d’ensembles w;,
dont on désignera la réunion par ,.

{Q:/z€K | est un recouvrement ouvert de 'K, et {I7Q, |z} est
un recouvrement ouvert de K : on peut donc en extraire un recou-
vrement fini fl‘+§axl/i= 1,2, ..., } Les ,, recouvrant K, il
existera bien un nombre fini de w, pour recouvrir K.

Tueoreme 2. — S¢ Ty est une application de X dans Y semi-
continue inféricurement (resp. supdérieurement), et si I's est une
application de Y dans 1 semi-continue inférieurement (resp.
supérieurement), T =T2.Ty sera une application de X dans 1
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement).

En effet, si Q est un ouvert de Z, on a

I'e={z/lh.TiznQ#@ | ={z/lxnl,0 20} =TT, 0

(1) Cette définition difféere légétrement d’aulres définitions' usuelles, notamment de
celles qui s’appuicnt sur la notion de famille filtrée d’ensembles (cf. Choquet [9]).
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Si Iy et T, sont semi-continus inféricurement, I est donc aussi semi-
contlinu inferieurement.

Si I'y ct T, sont semi-continus supéricurement, Iz =T, (T'; 2) est
compact, d’aprés le théordme 1, et 'on a

r'o={s/1,.Mrece}={x/TizcT)0}=T].I70,
I' est donc aussi semi-continu supérieurement.

Tucoreme 3. — Si l'on considere une famille {T,|iel} d’appli-
cations semi-continues inférieurement de X dans Y, Uapplica-
tion ' = UI‘, est semi-continue inférieurement.

el
En effet, si Q est unouvert de Y on a

ro={ x/Ur,xnsz¢Q}=Ur,‘Q.
l el iel

Quel que soit 'cnsemble ouvert Q, 'ensemble I £ est donc bien
ouvert.

Tuetoreme 4. — Sil’on considere une famille finie (T, [i=1,2,...n}

d’applications semi-continues supérieurement de X dans
n

" Dapplication ¥ =\ ’ T, est semi-continue supérieurement.
=1

En effet, T, étant compacl quel que soit ¢, ’ensemble
) pact quel q

n
I'e =‘ ’I‘,x‘

=1

’

est compact. En outre, on a

‘ n n
I‘*Q:l;z/Ul‘,xcu —_-ﬂr:‘a.
1

[ |

Quel que soil 'ensemble ouvert €, I'ensemble I''Q est donc bien
ouvert.

Tueroreme 8. — S¢ T, est une application semi-continue inférieu-

rement de X dans un espace Y,, Uapplication Tz ::HI‘,-:L' de X

=1
n

dans Uespace produitl IY, esl semi-continue inférieurement.
-1
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En cffet, soit Q :\ ’m, un enscmble ouvert de[[Y,-, ol

/ €1

— t
U)/—-]](l)/

désigne un ouvert ¢lémentaire. On a
I[Mw,={z/T,xnw, = O.pour tout ¢} =‘ \I‘: w!,
€1
I'ensemble T" w, est donc ouvert, et il en est de méme pour
lensemble I'Q = JI7w;
/

CorovrLaire. — S¢ Ty et Ty sont deux applications semi-continues
inférieurement d’un espace X dans un espace vectoriel Y, 'appli-
cation Yz =Tz + Tz est semi-continue inférieurement.

En effet, Papplication Tyz =T 2 < Tz de X dans Y <Y est
semi-continue inférieurement (th. B), ainsi que lapplication
S(ri,y2)=y1+y2de Y <Y dans Y.

D’apres le théoréme 2, T = f.T, cst donc une application semi-
continue inférieurement.

Tneorene 6. — ST, sont des applications semi-continues supé-
rieurement de X dans Y, (pouri=1,2, ..., n), Uapplica-

n n

tion Tax—= I II‘,x de X dans Uespace produit l]Y, est semi-
1=1 =1

continue supérieurement.

Considérons, pour fixer les idées, une application Tz =T'yz < I,z
dans Y; < Y,. Les enscmbles I'y z et T's & ¢tant compacts, il en est de
méme de Iy 2 < Ty z (théoreme de Tychonoff).

Par ailleurs, soit Q un ouvert de Y; < Y,, et soit 2 un élément
de I"Q; Tz étant compact el contenu dans £, on peut le recouvrir
avec un nombre fini d’ouverts élémentaires de &, que I'on désignera
par 0!, w?, ..., &,

Si yy €Tz, désignons par w(y.) la réunion des w' rencontrant
{y11><Tyz; on définira de méme w(ys), o0 y, €l 2. Posons enfin

w) = ﬂ Proju(ys),  wa= ﬂ Proje(y1);

1€l vwel
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® = w; >< W, est un ouvert élémentaire de Y, < Y;, etl'on a
o= {2z [T xThrco; X< wy}= I‘Twlnl‘; ws}
I'"w est donc un ouvert; de plus, on a

FTrcwc
ou
;z'el‘+o>cI‘+Q;

+ . . . . .
I'' 2, qui est au voisinage de chacun de ses points, est donc bien un

ouvert.

CoroLLAIRE. — S¢ Ty et Ty sont deux applications semi-continues
supérieurement d’un espace X dans un espace vectoriel Y, U'appli-
cation Tx =T, 2 + T2 2 est semi-continue supérieurement.

La démonstration est la méme que pour le corollaire du théoréme
précédent:

Turorkne 7. — 8¢ g(y) est une fonction numérique continue
définie dans Y et si T est une application continue de X
dans Y, M(z) = max g () est une fonction numérique continue,

yel x

et Uapplication G définie par
Gz={ylyelx, g(y)=M(z)}
est semi-continue supérieurement.

1° Montrons que G est semi-continue supérieurement
Soit & un ouvert contenant Gz,; pour un nombre positif ¢, on a

g()) LM (zo)—2¢e (yelzo— Q).
Soit ® un ouvert contenant I'zy — 2, et tel que
E(r)£M(z)—e (yew).
11 existe deux‘voisinages 01 (2,) €l va(x0) tels que

rrcQuw [z evi(20)],
ren{y/g()>M(x)—c}#B  [rer(x)]

On a donc
GzrcQ [zev (zo)Nnwa(Xo)]
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L’ensemble G™Q est donc bien ouvert; en outre, Gz, est compact
pour tout zo comme intersection du fermé {z [ g(z)>M(z)} et du
compacl I'z,.

2° M(2)=g(Gz) est semi-continue supérieurement (théoréme 2),
donc est continue, puisque c’cst une application univoque.

Tueoreme 8. — SiT est une application continue de X dans Y=R,
il existe une application univoque o de X dans Y, continue, et
telle que

crel'x (z e€X).

En effet, il suffit de prendre g(y)=y, cx=max{lI'x}. 1l est a
remarquer que ce théoréme se démontre de la méme fagon dans des
cas beaucoup plus généraux (par cxemple si 'z est convexe dans R”).
En fait, nous I'admettrons pour toutes les applications T' que nous
aurons a considérer ici.

Une application I de X dans Y est dite ferméesiy, & I'zo enlraine
I'existence de voisinages V(y,) et v (2o), avec

re(ro)nV(yo)=9.

Tutoreme 9. — S T est une application de X dans Y semi-
continue supérieurement, elle est fermée; si Y est compact, on ala
DPropriété réciproque.

Soit yo¢T'zo. Gomme Tz, est compact, il existc un ouvert Q
contenant I'z, et un voisinage V(y,) de y, disjoints.
D’autre part, pour un voisinage ¢ (Z,), on a
I'zocQ [zev(x0)],
.d’ou
Le(20)nV(yo) =9;
I’ est donc fermé.
Inversement, si I' est ferm¢, et si Y est compact, [z est fermé et
contenu dans un compact, donc compact. l
Soit & un ouvert contenant I'z,. Si y &Q, il cxiste des voisi-
nages V(y) de y et ¢)(zo) de &, tels que

T'o, (xo)NV(y) = 9.

Y —Q étant compact, on peut le recouvrir avec les voisi-
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nages V (y1), V(22), ---5 V(ya). Si lon pose ¢ (o) =[")¢,(@s),
i=1
on a
I'e(xz0)cQ;

T est donc bien semi-continue supérieurement.

Tukorene 10. — 87 {I;/ie€l} est une famille d’applications
Jermées de X dans Y, Uapplication T = ml‘,- est fermée.
€1

En effet, y, ¢ T'xo entraine yo ¢ L'i(xo) pour un indice 7; il existe
donc des voisinages V(3%) et ¢(z,) tels que '

Fo(zo)nV(p0) =9,
d’out
Fo(zo)nV(yo)=0;

I est donc bien fermé.

Tueoreme 11. — Si Ty est une application fermée de X dans Y
et Ty une application semi-continue supérieurement de X dans Y,
Uapplication T'= 'y T2 est semi-continue supérieurement.

T'z est évidemment compacl pour toul z; soit £ un ouverl
contenant I'y, n T2, montrons qu’il existe un voisinage ¢ (o) tel
que

Fo(ry)c Q.

Si >T.z, notre bul est atteint; sinon, faisons correspondre a
tout élément ) de Toz, — R =K des voisinages V(y) et V,(2),
avec

Tiey(eo)nV(y)=0.
K étant compact, il existera des éléments yy, ya, ..., ¥, de K de
n
sorte que| )V (y.) = V(K) soit un voisinage de K.
1
Pour un voisinage w (), on peut écrire

rew(.Lo) entraine I'yxcQuV(K).
Posons
o (Zo)ney (Zo)n...ney (o) Nw(xo) = v(20);
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on a
Tie(z)nV(K)= 0,
Fg(’(l‘o) C QUV(K),
d’ou, enfin,
(l‘|nrg) V(-‘l‘o)CQ.

Tueorkme 12. — Si{T,/ie€l} est une famille d’applications
semi-continues supérieurement de X dans Y, Uapplication

r .—_:( \I‘, est semi-continue supérieurement.
el

Cela résulte des théoréemes 10 et 11.

Tueoreme 13. — S¢ {L/e=1, 2, ..., n} est une famille
Jinie d’applications semi-continues inférieurement, applica-

n
tionT :r \1‘, est semi-continue inférieurement.

-1

Soit  un ensemble ouvert de Y. On a

o ={x/m[‘,xn9;éﬂ

=1

n
=M\re

=1

I’ensemble I Q est donc bien ouvert.

10. Définition générale des jeux topologiques (avec information
compléte). — Si Xy, X,, ..., X, sont des espaces lopologiques, leur

n

somme topologique esl un espace topologique X =2X,~ défini de la
=1

facon suivante :
1° X est un espace pour lequel les X, forment une partition;
n
2° Les ouverts de X sont les ensembles de la forme SZ_—_USZ,,
ou 2, est un ouvert de X,. '

On notera cn particulier que X, est un ensemble ouvert et fermé
de X.

Par définition, un jeu (T, fi, fa, ..., fu) est topologique supé-
rieurement pour le joueur (i) sur (X, Xq, ..., X,) si :
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1° Xy, Xa, ..., X, sont des espaces topologiques (séparés);
n
2° T est une application continue de X =ZX,~ dans lui-méme;
i=1

3° fi(x) estune fonction numérique semi-continue supérieurement

dans X.

Un jeua sera dit topologique inférieurement pour (i) si, au licu
de 3°,0na:

3" fi(x) est une fonction semi-continue inférieurement dans X.

Dans tout ce qui va suivre (*) on supposera pour fixer les idées
que les joueurs sont actifs : le gain de (7) est

J(s)=suplfi(x)]zelo};

si (¢) esL passif, on a des raisonnements rigoureusement scmblables.

(1) Le lecteur étant familiarisé avec la notion de fonction semi-continue, on a sap-
posé ici que le jeu est un jeu de paiement; notons cependant que cela n’a rien
d’essentiel. )

1 g . .

La relation de quasi-ordre > sur un espace topologique X est dite semi-continue

i
supérieurement en xz, si, a tout x1(> .z:o) ¢’il exisle, on peut faire correspondre un
voisinage V(z,) de z, tel que

I
zeV(x,) entraine z <z,

En changeant lc sens des inégalités, on définira de méme une relation de quasi-
ordre semi-continue inférieurement; si les deux propriétés ont lieu simultanément,

L3
la relation . sera dite continue

¢ . . .

Dans un jeu de paicment, > est semi-continue supérieurement si, et seulement si

la fonction f,(x) est scmi-continue supérieurement; c’est-d-dire, si & tout nombre
positif ¢, on peut faire correspondre un voisinage v(z,) tel que

zxeV(z,) entraine f lx)<f,(x,)+¢.

Rappelons que cette condition équivaut & dire que l'ensemble {z//f,(z)>a est
fermé quel que soit le nombre a.

(Bien entendu, ce qui a été dit pour les relations semi-continues supérieurement
est aussi valable pour les relations semi-continues inférieurement. )

Notons également que le gain de généralité obtenu avec la notion de quasi-ordre
continue dans les théerdmes qui vont suivre, est fictif dans le cas ou X est sépa-
rable et connexe. G. Debreu a en effet démontré le théoréme suivant : Si ure rela-
tion de quasi-ordre est continue sur un espace X séparable et conneze, il existera

une fonction de préférence, et cette fonction de préférence est continue sur X
(Cowles Commission Papers, new series n° 97, Chicago, 1954).
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Dans certaines questions, on peut étre amené a considérer isolé-
ment Uensemble Xo= {2 [Tz = @}, el 2 remplacer cnsemble X;
par 'ensemble X;— X4 pour distinguer ce point de vue du pré-
cédent, on dira que I'on a un jeu topologique sur (Xo, Xy, ..., X,)
_ supérieurement pour (I)_ si :

1° X, Xy, ..., X, sont des espaces topologiques séparés;

n
2° T est une application continue de X :ZX, dans X;
=0
3° f.(x) est semi-continue supérieurement dans X.

Ces deux points de vue ne sont pas exaclement équivalents.

Exzemple. — Considérons le jeu de poursuite défini plus haut
(§ 2); pour rendre les trois joueurs actifs, on supposera ici que le
but de m, est d’alteindre un ensemble fermé I de M (« le port »),
ou il sera en sécurité. Montrons que I'on a alors un jeu topologique
sur (X4, X,, X,) supérieurement pour (3), et a la fois supérieure-
ment ct inférieurement pour (2).

1° Les espaces X, ({ =1, 2, 3) sonl mélriques, avec pour dislance

d[(m,, my, my, ©), (my, m'y, m'y, {)] = max d(my, m}).
A

On a par conséquent, si ¢ cst petit, un voisinage de Zo==(my, ma, m,, 1)
défini par la boule

Be(o)={x/xeXy, d(u, 20) e} = Bs(my) < Bs(my) < Bz(my) <1
2° Montrons que I' est une fonction multivoque continue. L’appli-
cation T définie sur X — X est évidemment continue, car on a

B (o)l "Be (Iury),
B:(ry)cT B(x) (welx).

Elle ¢st encore continue cn tant que fonction multivoque définic
dans X, car I’ensemble X, est fermé dans X.

3° fa(x) =— d(ma, m,) est une fonction continue dans X; f(z)
est semi-continue supérieurement, car { z [ f,(x) =1} est fermé.

Suivant notre deuxiéme point de vue, on ne pourra pas dire que le
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jeu est topologique sur (X,, Xy, X, X,), car I' n’est continu que
si Pon fait des hypothéses supplémentaires sur l'espace M; par
contre, si I'on a perdu sur la continuité de ', on gagne sur la conti-
nuité des fonctions de préférence : f,(z) est en effet maintenant
continue, 'ensemble {z [ f5(x) =1} ¢tant a la fois ouvert et fermé

dans Xo.

Désignons, comme au (§ B), par Gy I'ensemble des positions
dans lesquelles (1) peut garantir y; par G celui des’positions dans
lesquelles (1) peut garantic strictement v; par Ay={z/fi(z) >}
la section, et par A la section stricte. Nous avons alors le résultat
fondamental suivant :

Tutorkme 1. — Dans un jeu topologique inférieurement sur
(X4, Xo, ..., X,,) (resp. supérieurement) de durée bornée par un
nombre m, Uensemble G} est ouvert (resp. Gy est fermé).

Considérons d’abord le cas d’un jeu a deux personnes, (+) et
(—); on a, d’apres le théoreme 1 (§ 3),

Gy= (11" B_uT"B,)" 4},
B.zx=xnX,, B_z=xnX_,

si le jeu est topologique inférieurement pour (1), A} est ouvert;
B., B_,T", I conservent la propriété d’étre ouvert, et G} est donc
un ensemble ouvert.

(La démonstration serait la méme pour un jeu topologique supé-
rieurcment.)

Dans le cas d’un jeu a n joueurs, on fera encore la réduction a
deux joueurs (+) et (—) et I'on posera

Frz=Tx (zel,),
Tz=B,TzuB, I(B_T)zu...uB I(B_T)"2 (zeX.)

Si T est continu, les applications BT et B_T sont aussi continues

(th. 2, §9); et d’apres les théoremes 3 (§9) et 4 (§9), T est aussi
continu. On peut donc se ramener au cas précédent.

CoroLratre. — Dans un jeu topologique inférieurement (resp.
supérieurement) pour (1), sur (Xy, X., ..., X,), de durée
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bornée, la fonction ¢,(x) de meilleur gain est semi-continue infé-
rieurement (resp. supérieurement).

Considérons, dans un jeu topologique inférieurement, un point z,
de I'ensemble
=1z plr)> 7

Soit 9, (xe) > 6 > 7, et par conséquent, o € G5 Cc A; I'ensemble A
est donc ouvert, et o, (x) est donc une fonction semi-continue infé-
rieurcment. (Pour un jeu topologique supérienrement, la démonstra-
tion serait analogue.)

Tutorine 2. — Considérons un jeu topologique inférieurement
pour (1), tel que, pour un nombre m donné, il soit possible
d'affirmer que (1) aura le tract avant le m'*™ mouvement { quelle
que soit la position initiale considérée); Uensemble Gy des positions
dans lesquelles (1) peut garantir strictement * est ouvert.

En effet, on aura encore pour le jeu réduit
T'et=B,TruB . IN(B_T)zu...uB_I(B_I"mr (se\.)

I est done encore une application continuc; le théortme découle
alors de la formule

m
G;=U(xuﬁ+ B.uT B_NAL

h=1

On remarquera que le théortme 2 peul s’appliquer en particulier
a tout jeu topologique a deux joucurs ou, plus généralement, a tout
jeu topologique & n joueurs alternatif.

11. Espace X, des stratégies de { 1) (cas d’un jeu localement fini).
— Nous supposerons ici que le jeu est localement fini : pour toute
position initiale z ct pour tout n-tuple #, I'ensemble des positions
rencontrées { z; ¢ » est fini; en outre, nous adopterons le deuxieme
point de vue : X, sera & la fois ouvert et fermé. Nous supposerons
également que les espaces X, sont métriques, c’est-a-dire que I'on
peut définir la topologie de X, au moyen d’'une distance d;(x,, y:).

n

L’espace X ::Z X, est alors aussi un espace métrique. En effet, pour

=0
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tout ¢, prenons un peint arbitraire £ dans X,, et posons

d(.z‘,,_).):d,(.z‘,-, 20) si x,, ¥y, €X,,
dix.a,))=d(r, ) +1+d,(3, &) si w, €Ny, 3,€X,, I#],
la topologie de X est conforme a  et, en ouire, d est bien une
distance, car :
1° d(z, y)>o0;d(z, x)= 0;
2° d(x, y) = o entraine x = y;
5 d(@, y)=d(y, ©);
i d(z, y) 2 d(z, <)+ d(. )
Soit X 'espace des opérateurs de domaine X, 2, celui des stratégies
de (1) et X4 celui des stratégies continues de (1); on a
AW BN

On considére X| comme un espace métrique, avec la distance

d(s. 3))= sup d(s,«. 3\ x).
reX

Tukorimr 1. — Dans tout jeu topologique, les ensembles X, et
3 sont fermés dans X;.

En cffet, si I' est continu, il rvésulte du théoreme 8 (§9) que
3 .

- En outre, si o} ¢ 2.0, €X], il existe un point r de X; lcl que
o) r&Tz; comme I'z est fermé, il existe un nombre = tel que

d(syz,slx) <L entraine s &l
d’ou, enfin,
dis.5)) __« entraine s, X,

il en résulie également que X2 = X|' n X, est fermé dans X,

Tneorems 2. — Soit 7° € 2, et posons

ety a0y =(a, el xl oo weh)
et
i 1} —_— .
\‘T?cp' 7N_p>“(‘1“* ty, T '*'tm')y

a tout nombre positif e on peut faire correspondre un nombre
positif n tel que
d(zx, 20) < | . 5 m'=m.
o . entraine )
d(3, 3}y ~<m (ieP) 5 ' | d(z. ry) =< (p=—=m.
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.. . 0 - ,
On suppose ici que les positions z, sont distincles, et 'on peut donc
I. . . .
supposer ¢ << ~infd (2, z7); désignons par {(p) le joueur auquel
i)

appartient le trait dans la position z,. On peut trouver de proche en
proche des nombres 1, nm_1, ..., No; nm est Lel que

d(Zmy 20,) < A cntraine 2z, € X;(n) = Xo;
sif(m—1)¢P, on prendra n,_, de sorte que
A(tm—1y Ty ) <MNm—1
entraine
Zp—1 € Xyim—1), d(802y—yy 90Ny ) = inl( Ay, €)3
si {(m—1)€P, on prendra n,_; tel que
d(xmev, TH_1) < NAm—1 entraine d(o0%,—, 50w _1.) £ %inf(n,,., €);
on aura alors également
A(5Z g, o0&y 1) L A(SZ iy, 8" Lp—g) + d(GVZ_q, 00f_1) Zinf( Ny, €),
a condition de prendre

d(s, o) < % inf (1, €).

Finalement, on aura le résultat annoncé si 'on prend ¢ inféricur

N . 1
&g, 4 mo el d tous les nombres 5 e

CororLaire 1. — Dans un jeu topologique supéiieurement
(resp. inférieurement) pour (i), la fonction f,(z; ¢°) sera semi-
, continue supérieurement (resp. inférieurement) en z, si ¢® € 2.

CoroLLaire 2. — Dans un jeu topologique supérieurement
(resp. inférieurement) pour (1), la fonction f,(oy, 03_p) sera semi-
continue supcrieurement (resp. inférieurement) en s, au point oy,
st (op, on_p) € 2.

Tueorime 3. — Si le jeu est topologique supéricurement pour
(1), lensemble SY des stratégies ay avec lesquelles (1) peut garantir
Y est fermé.

(1) peut garantir y avec o si

(s, nA =D (5:€X,);
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si oy ¢ 5], il existe une stratégie o, telle que
(s ad iz fi(z)<Y)=0y;

ici, les stratégies o} et o; ne sont définies que sur un ensemble fini

(e}, 3>, et I'on peut donc les prolonger dans tout I'espace X par
des stratégies continues.

Comme Qy est ouvert, on a d’aprés le théoréme 2,
d(ey, 91)< n entraine (o, 35 )CQy, donc o, ¢S],

ST est donc bien un ensemble fermé.

CorovrLaire 1. — L’ensemble S, des bonnes stratégies de (1) est
Sermé dans un jeu topologique supérieurement pour (1).

si= ) st

YT<Falro)

En effet, on a

D’aprés cette formule, D'existence d’une bonne stratégic serait
assurée si S; était compact; malheurcusement, malgré le théoréme
d’Ascoli et les travanx de M. Montel, nous n’avons pas de criteres
simples en X et T pour qu’il en soit ainsi. Néanmoins, on a :

Cororratre 2. — 8¢ Xy_, est complet, et si le diamétre 3(S])
tend vers zéro quand y tend vers o\ (x), il existe une et une seule
bonne stratégie pour (1).

‘

En effet, dans ce cas, X| est un espace complet; les ensembles
fermés ST étant décroissants, on sait que leur intersection est alors
réduite & un point.

12. Etude de 2, dans le cas ou le jeu n’est pas localement fini. —
Dans le cas ou ’'on ne suppose pas que Pensemble ( x4 ; o > soit fini,
la topologie usuclle ne peut éire utilisée. On supposera ici que la
position initiale zo est fixée une fois pour toutes, et 'on dira que
deux points ¢ et ¢’ sont égauz si {o>=<{d ).

Sur 2, on définira égnlement la topologie métrique de Hausdor ff,
de la fagon suivante : on considére I'application B;, ou

Bz ={y|yeX, d(z, y) <.
On pose
d(s, 1) =inf{ A [By{o>>{1D; B;{t>>{s> };

MFMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 138, 4
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d(o. 7) est une pseudo-distance, qui définira sur 2 une topologie
pseudo-métrique, que 'on désignera par G.

Tueonkwe 1. — Dans un jeu topelogique supérieurement pour
(1), si tout ensemble {c > est compact, U'ensemble S; des bonnes
stratégies de (1) est fermé dans 3, avec la topologie ®.

La démonstration est la méme que celle du théoréme 3 (§ 11).

CHAPITRE III.

JEUX AVEC INFORMATION INCOMPLETE.

13. Définition générale. — Considérons une partition (X,, X,
X3, ..., X,) d’'un ensemble X et posons N=1}1, 2, ..., n{;on
dira que l'on a un jeu pour des personnages (1), (2), (3), ..., (n)
sur cette partition si I'on définit :

1° une application I' de X dans lui-méme, appelée régle du jeu;
on supposera que |z [Tz =0 | = X,;

2° pour tout /( €N), une partition ‘U, ={U, V, ... ! de X,, ou
schéma d’information du joueur (¢). Si Ue€,, on dira que U est
un ensemble d’information de (i) pour tout x dans U, on suppose
que I'z a la méme cardinalité;

3° pour tout U, une famille v, = (v, / & € Hy) d’applications uni-
voques de U dans X, telles que si z € U, on ait

a. h Zk; h, ke Hy entraine v,r £ v, x;
b. {wwx[heHy! =Txz;

si ¥y =v,x, on dit alors que % est I'index de la position y relative-
menta r;

4° une lo¢ de probabilité fondamentale
(mo(7)/ rEX);
on pose Ay ={x [mo(r) %0}, on suppose I A,=@;

5° pour tout {( €N), une fonction réelle f,(z), définie sur X, et
appelce fonction de préférence du joueur (7).
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On pose habituellement W= (U, U,...., Wy)et f=(f1, fa,-.1.fn);
un jeu est alors détini par (T, U, v, my, f). Les éléments z de X;
seront par définition les positions avec trait a ().

La partie s’effectuera de la fagon suivante : une position initiale z,
sera choisic au hasard dans A,, suivant la loi de probabilité =,
connue; si I'ensemble d’mformation U contenant z, appartienta L,

le joueur (1) connaitra non pas la position z,, mais sculement
I'ensemble d’'information U la contenant. On a

I'ry= ,“l/,lo/hGH[, .

Le joueur (1) choisit alors dans H; un index Ao, ce qui déter-
.minera une position de jeu z; =v, x,. Si 24 € X,, le joueur (7), qui
ignore tout de ce qui a pu se passer précédemment, est informé que
la position du jeu est dans un ensemble V de 1l,, et choisira un
index /%; dans H,; d’od une nouvelle position de jeu z; =v,z,
ete. ().

Le jeu s’arréte si la position z du jeu est telle que I'e = @.

Une stratégie g, pour le joueur (¢) est, par définition, une applica-
tion qui fait correspondre a tout ensemble U de U; un index
h=¢,U tel que o,U € Hy; leur ensemble sera désigné par Z,. On dira
que () adopte o; si, chaque fois que la position du jeu est dans
U( elW,), il s’engage a choisir I'index # =o;U.

L’ensemble des positions de jen oblenues a partir d’une position
initiale &4, si tout joweur (¢) a adopté la stratégie o,, est un ensemble
bien déterminé qui sera désigné par

T T ST PTG AHE- AN
On appelle parfois (*) trace du n-tuple o=(oi, 02, ..., 0a)
I'ensemble
T(c):U(x; 5.
1EN\,

Le gain du joueur () sera, par définition,

Sz 3)=sup {fi(z) [ re ;s D).

(*) 1l peut également arriver que le hasard intervienne, non seulement au premier
mouvement, mais a plusicurs reprises en cours de la partie; il est alows facile de se
ramener a la formulation ci-dessus.

(*) En anglais : Track (Otter Dunne [34] ).
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Le gain espéré du joueur (¢) est espérance mathématique du
gain, soit

Fy(s) = Zno(z‘)f,(x; ).

XEA,

Le but de (7) est d’obtenir pour gain espéré la plus grande valeur
possible (*). Comme dans le chapitre 1, on dira que ¢ est un pocn¢
d’équilibre si

F,(ax__{,}, ‘ti)éF,(o‘N) (ti€2)).

Dans le langage intuitif des joueurs, cela signifie que si o est adopté,
aucun joueur ne pourra modifier seul sa stratégie sans étre puni.

Exemple. — Bridge : Considérons une partie de bridge au stade
effectif (aprés les annonces) ; Sud est « le mort ».

On a alors un jeu a deux personnes, ou (1) est le camp Nord-Sud
et (2) le camp Est-Ouest; 'ensemble initial A, représente les diffé-
rentes donnes possibles. Désignons par N, S, E, O, les ensembles
de cartes entre les mains de Nord, Sud, Est, Ouest 4 un moment
donngé, par R Pensemble des cartes déja ramassées, avec l'indication

de leur provenance et du joueur qui les a gagnées, par T U'ensemble
p J q gag P

(') Pour définir une relation de préférence ou le hasard n’intervienne pas, c’cst-
a-dire pour définir une espérance mathématique de gain, on a supposé que l'on a ici
un jeu de paiement. Dans le cas contraire, on pourra cependant définir axiomatique-
ment une espérancc mathématique de gain

A tout couple de nombres (p, ¢) —oup >0, g >0, p+q =1 —, et A tout couple
(@, y) de X x X, on fera correspondre un élément de X, que I'on désignera par
px ~+ qy, de sorte que la correspondance satisfasse :

A pr+qy =y + pr;

B. pi(px+qy)+qy=ppx+(—pp)y.

La relation de quasi-ordre X, définic sur X, devra réaliscr :
C. xz < y cntraine x < px + qy;

D. z > y entraine £ > px + qy;

E. x < 3 < y cntraine Vexistence d’un (p, q) tel que px +qy < 3;
F. z > 3> y cntraine Dexistence d’un (p, q) tel que pz + gy > 3.

On peut alors démontrer (¢f.[27], p. 617), que dans ce cas, on a un jeu de
paiement, c’est-d-dire qu'il cxiste une fonction de préférence S(zx) telle que :

1° 2>y équivant & f(x) > f(¥);

2 flpz+qy)=pf(2)+qf(¥)



THEORIE GENERALE DES JEUX A n PERSONNES. 39

des cartes Gtalées sur la table pour la levée cn cours, avec I'indication
de leur provenance (si T=¢, T indiquera le trait).

Une position dé jeu z sera définie par les ensembles N, S, E, O,
par les ensembles « orientés » R et T.

On aura fi(x):gl(ﬁ), fa(z) = g:(R), g1 et g: élant deux
fonctions croissantes dépendantes du systtme de marque adopté.
Si c’est & Ouest de jouer par exemple, I'ensemble d’information U,
contenant la position du jeu wo.:(No, Se, Eq, O, R, To) sera
I'ensemble des positions (N, S, E, O, R, T), avec

0 =0,,
S = 8,,
EuN = Eyu N,,
T =T,
R = Ro.
14. Principaux types de schémas d’information. — 1° Jeux sans

information. — Soit UL} la partition de X; formée des ensembles du

type
Ue=!{y/yeX,y~Tx}.

(Ty ~ Tz signifie que les ensembles I'z et T'y peuvent étre mis en
correspondance bi-univoque).

11 est évident que tout schéma d’'information est une sous-partition
de U;; ou, ce qui revient au méme, que ‘U, cst le moins fin de tous
les schémas d’information. C’est donc un schéma d’information pour
Iignorance totale.

Si (&) joue avec un tel schéma, il n’y aura sur la position du jeu
aucun autre renseignement que le nombre d’éléments de I'z; il n’est
méme pas autorisé par la régle du jeu a se rappeler les structures
rencontrées antérieurement. '

2° Jeuz avec information compléte (*). — Soit W = ({z}[/x € X;)
la partition discrete de X;. C’est évidemment le plus fin des schémas
d’information de (Z). Si (Z) joue avec ce schéma d’information, il
n’ignorera rien de la position du jeu, et I'on retrouve la définition de
jeu adoptée dans les chapitres précédents.

(') En anglais : Perfect information (von Neumann et Morgenstern [27]).
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H est a noter que si (¢) joue avec deux schémas distincts ‘U, ={ U, }
et U; = { U} }, il possedera aussi le schéma d’information produit

U < U ={UbnUL/ 7 1, UrnUp = O]

3° Jeuz simultanés (1). — On dit qu'un jeu est simultané si le
schéma d’information de tout joueur (¢) est U;= { X;}, et si le trail
lui appartient une fois au cours de la partie.

On décrira le plus souvent un jeu simultané comme une situation
ou tout joueur (¢) choisit un index %; dans un ensemble H;, ces choix
étant faits simultanément. Pour un n-tuple (%4, Ao, ..., k,), une
fonction fi(hy, hay. .., k) indique le gain de (7).

On dit que deux jeux (T, f) et (T, f) sont équivalents si leurs
stratégies se correspondent biunivoquement, de sorte que gj<>g;
entraine F;(ay, 02, ..., 0,) =Fi(5y, &2, ..., 3,). Pour un jeu donné,
il existe toujours un jeu simultané qui lui soit équivalent, et que 'on
définit de la facon suivanie : Chaque joueur (r) choisit indépen-
damment une stratégie o;, et il en résulte pour lui un gain
Fi(o1, a2, ..., @0).

Par définition, ce nouveau jeu est la forme simultanée du jeu
initial (2).

11 est souvent commode d’étudier un jeu sous sa forme simultanée;
néanmoins, beaucoup de propriétés du jeu échappent a 'étude de la
forme simultanée. Pour employer le langage de P’algebre moderne,
une forme simultanéc est le représentant d’une « classe d’équivalence »
de jeux, et ne peuvent étre étudiées sous la forme simultanée que les
propriétés communes a tous les éléments d’une classe d’équivalence.

§° Jeux isovalents (*). — Un jeu est dit fsovalent pour () si
z#y; z, y €U(eU,) entraine y ¢ Px.

Cela signifie qu’on ne peut rencontrer deux fois le méme ensemble
d'information au cours d’une méme partie.

Un jeu est dit totalement isovalent si, en outre, {’on a

U.VeU: U=V;TUAV=OD  entraine UnfVv=0,

(') En anglais : Simultaneous games ( Thompson [41]).
() En anglais : Normalized form (von Neumann, Morgenstern |27 ]).
(*) Tous les jeux étudiés par les auteurs de langue anglaise sont isovalents.
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Le jeu de bridge, défini plus haut, est un jeu lotalement isovalent;
au conlraire, le jeu représenté par le graphe de la fignre 7 est isova-
lent, et non totalement isovalent.

Fig. 7.

4° Jeux avec information parfaite sur le joueur (i) ('). — On
dit que le joueur (k) a une information parfaite sur le joueur ()
si le joueur (k) connait, au moment de jouer, les ensembles d'infor-
mation rencontrés par le joueur (/) antérieurement, ainsi que les
mdex qu’il a choisis.

On dit que Pinformation est presque compléte pour (i) si le
Joueur (7) a une information parfaite sur tous les autres joueurs, et si
les joueurs de N—1{ ¢/} ont une information parfaite sur () ().

3° Jeuz avec rappel pour (i). — On dit qu'un jeu est avec rappel
pour (£) si le joueur (¢) a une information parfaite sur lui-méme.

Considérons, par exemple, le jeu représenté par la figure 8. Dans
Vi, le joueur (1) oublie ce qu’il connaissait et dans V), le joueur (2)
oublie ce qu’il a choisi; Uy et U sont des ensembles d’information
instantanés pour (1), et U, est un ensemble d'information instantané
pour (2). Un jeu est avec rappel pour (¢) si et seulement si U; ne
contient pas d’ensembles d’information instantanés.

Remarque. — Si le joueur (/) n’a pas une information avec
rappel, on peut toujours partager ; en différentes partitions

(1) En anglais : Com;;lcte information about player (¢) (Kuhn [197).
(?) En anglais : Almost complete information (Birch [6]).
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al, auz, ..., U, ..., de sous-ensembles disjoints X}, X?, ...,
X4, ... (€X;), de sorte que chaque schéma AL¥ soit avec rappel.
Dans ce cas, on dira que Uf est le schéma d’information du
ktme ggent du joueur (i).

En d’autres termes, on aura des agents pour le joueur (¢) si Fon
peul diviser la personnalité de () en (£)%, (¢)2, (£)*, ..., (D) ...,
de sorte que chaque personnalité (Z)X puisse se rappeler a tout
moment ce qu’elle savait et ce qu’clle a joué antérieurement.

Ainsi, dans le bridge schématisé (exemple, § 13), Nord et Sud
sont les deux agents du joueur (1), Est et Ouest sont les deux agents
du joueur (2).

15. Stratégies combinées (!). — Avec les jeux qui n’ont pas une
information compléte, apparaissent deux facteurs nouveaux, dont le
role peut étre déterminant pour l'issue de la partie : le hasard et la
ruse.

Le hasard, comme on I'a vu plus haut, peut étre éliminé de nos
raisonnements si 'on remplace la notion de « gain » par celle
d’ « espérance mathématique de gain ». Le méme probléme va se
poser pour la ruse, qui apparait sous des formes extrémement variées :
ce sera lantot I'art de dissimuler & son adversaire sa connaissance du
jeu (« feinte »), tantot celui de le tromper sur ses intentions (« bluff »),
tantot celui de discerner ses pensées les plus secretes (« perspicacité»).
La ruse peut aussi étre le scul facteur influant sur le gain de la

(') En anglais : Mixed strategies (von Neumann); dans Bérel [8] : tactiques.
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partie : c’est le cas, notamment, pour le jeu de « pair ou impair » ou
de « papier, pierre, ciseaux ». Pour éliminer le réle de la ruse au
moment d’une décision, E. Borel a introduit la notion de stratégie
combinée. Pour fixer les idées, supposons ici que l'ensemble des
stratégies du joueur (¢) est fini, soit 2, = {0}, ¢,..., o/}, et consi-
dérons une distribution de probabilité s,={sf [ k=1, 2,...,m} sur
3,; on aura

X ,

P> o0 (k£ m),

m

Siter,

k=1

par définition, le vecteur s,=(s;, s},..., s]*) est une stratégie
combinée du joueur (i). Une stratégie simple, lelle que o¥, est donc
aussi une stratégic combinée du type s,= (0, 0,..., 0,1,0,...,0).

On dit que le joueur (i) adopte la stratégie combinée
s;=1(s/,s},...,s") s'il adopte une stratégie simple au hasard dans
¥; en assignant a o la probabilité s*.

On a défini au (§ 13) la trace T (oy) d’un n-tuple de stratégies oy;
plus généralement, si P={1iy, is, ..., ;| est un sous-ensemble de N,
la trace de la stratégie ocp=(o,, 0,,...,0,) sera par définition
I’ensemble

T(op) = UT(%’ Tn_p)-

La trace de la stratégie combinée s, = (s¥ | k=1, 2, ..., m) du
joueur () sera par définition I'ensemble

T(s) = \J T(h)-
Fzo

La trace dc s, sera donc I'ensemble de toutes les positions qu’il
sera possible de rencontrer si le joueur (¢) adopte la stratégie
combinée s,.

Si les joueurs (1), (2),..., (n) adoplent respectivement des stra-
tégies combindes sy, S2,. .., Su, le gain espéré de (i) sera par défi-
nition

Fi(sty Say0eey80) = E shishe . shn B (ohe, oks, oL, ok,
ks hs  hn
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L’ensemble des stratégies combinées s; de (7) sera désigné par S;;
Pensemble des n-tuple (s, 52, ..., 5,) — ot 5,€S; pour tout { —
sera désigné par S ou Sy.

TreoreME DE vON NeuMaNN-Nasu. — Tout jeu fini admet un point
d’équilibre s = (54, s2, ..., Sn) en stratégies combinées.
Cela signifie que 'on aura pour tout ¢
F[(li, SN_;l-})éF[(s) (tl-esi).

Ce théoréme sera démontré plus loin sous une forme plus générale

(§23).

Cororraire. — THeorREME « MuNiMaXx » [31]. — Pour tout joueur (i),
il existe un « point-selle » en stratégies combinées, c'est-dg-dire un
n-tuple s tel que

F1<f1, SN_{I})éFl(s)éFl(sh tN—{i}) (teS).

En d’autres termes, cela signifie que, en adoptant s;, le joueur (7)
peut garantir un gain espéré au moins égal a F;(s), en vertu de la
seconde inégalité, et ne peut pas garantir davantage, en vertu de la
premiere inégalité. s; est donc pour lui une «bonne » stratégie
combinée.

Remarquons que ce théoréme peut aussi s’énoncer :

m;lx mth,(s,, tN_{,}) = mlm mjxx F,(s,-, tN—{i,l)'

D’ou le nom de théoréme « minimax ».

N L

Ezemple : Jeu de « cric » (Kuhn). — Considérons le jeu défini
par le graphe de la figure 9. On a deux joueurs en présence, et

f1(2) =—fa(z) =f(z) est indiqué aux branches terminales de
I'arbre.
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Le gain espéré
. . 1 .. . N
Fisi.0) = ;[,/(-h; 71, 02) + (25 31, 92)]

est indiqué pour les différentes stratégies possibles par le tableau :

o) T=1 ol T=2.

I ’ 1
,S=1; ,U=1 o -3
n " I
1S=1; 1 U=2 o 5
s m l
51S=2; ¢s{U=1 > o
m ) I
S =2;d/U =2 — = o

2

Concrétement, ce jeu se décrira de la fagon suivante : le joueur (1)
est composé de deux agents (1) et (1”) ne pouvant pas commu-
niquer directement, le joueur (2) n’étant qu'un seul agent. Deux
cartes I'une marquée « haute », I'autre « basse », sont distribuées au
hasard a I'agent (1') et a (2); P'agent ayant la carte « haute » regoit
un franc de 'agent ayant la carte « basse », et peul soit continuer,
soit arréler le jeu. Sile jeu continue, (1"), sans connaitre la donne,
peut ordonner a (1') de garder sa carte, ou lui ordonner de la
changer avec celle du joueur (2). A nouveau, le possesseur de la carte
« haute » recevra un franc du possesseur de la carte basse.

Si (o4, 02) 6tait un point d’équilibre, ce serait un point-selle, et
Pon aurait

F(ti, o) < F(oy, @) < F(o1, 72)  (7€ZX).

Or on voit immédiatement sur le tableau qu’il n’existe pas de point
(o, 02) réalisant cette condition.

Considérons maintenant 'expression générale du gain espéré
F (51, 52) en stratégies combinées, ct prenons

, 1 1

§ = <.§‘l=0, S',i: :)s 3'1"= -2—, S"1"= 0>’
1

sa=(Sh= =~y sh=-)-
2

11
F(si, sh) =040+ 55O

—

)

On aura donc

It

din] o BN

11
F(s.,c';)=0+5-5 +o0+o0=
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On en déduit

F(), 1) < F(s1, 82) = % =F(s1, t:) (£ €Sy, t2€Sy);

(81, 52) est donc un point d’équilibre, et le meilleur gain espéré
auquel doit s’attendre (1) est ~; sile jeu se reproduisait plusicurs fois,
o4

il pourrait donc adopler une fois pour toutes la « bonne stratégie » ;.
Des procédés pratiques pour calculer un point-selle en stratégies
combinées seront examinés plus loin (§ 25).

Remarque. -— On a supposé ici que 'ensemble 2, est fini ; dans le
cas contraire, on appellera stratégie combinée de (i) toute distri-
bution de probabilit¢ s,= (p(s.) /o, € £,) sur 2. Le gain espéré du
Joucur (7) sera alors

F, (51, $2y..., $n)
_ f o [ Filo, 02, .., an) dp(a1)dp (o). . .dp(an).
c,€X,V 0L, Y'o,eX,

On verra plus loin (§ 23) qu’en général, le théoréme de
von Neumann-Nash continue & s’appliquer a ce cas.

16. Jeux ordonnés et forme ordonnée d’'un jeu. — Un jeu est dit
ordonné si l'on a

xz =) entraine I'aznTy=0.

Dans un jeu ordonné, on dit que z précéde yy — etl'on écrit z <y —
si y €f'z; on verifie immediatement que = est une relation d’ordre.

A tout jeu défini localement, c’est-a-dire par rapport a une position
initiale x,, on pourra faire correspondre un jeu ordonné équivalent,
et que 'on décrira de la fagon suivante : on appellera « position » Z
du nouveau jeu toute séquence (%o, Z1, ..., &;), ol /A est un entier
quelconque et ot z, €Tz, (p1, p < k). La régle T du nouveau
jeu sera définie par le produit cartésien

T (2o, @1, Zay +vny £2) = (Lo, X1, L2y +v .y Lh—gy D).
Les fonctions de préférence f,(z) scront définies par

Felz, @1, 22y ooy @) = sup {filap) [ po, p LK.
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A Tensemble d’information U, on fera correspondre I'ensemble
d’information

U={(xo, @1, @2, ..., 24) ] k> 0; zpelze,— (p=k); 2 ely;

le jeu ainsi d4fini sera appelé la forme ordonnée du jeu inital.
Considcérons, par cxemple, le jeu de la figure 10.

Lo
X 1
X, o
X Xy ¥4 "
Fig. 10.

La forme ordonnée de ce jeu sera représentée par le graphe de la
figure 11. )

Fig. 11.

Le jeu initial fini est devenu un jeu ordonné infini, mais le nombre
d’ensembles d’information n’a pas varié; remarquons qu’un jeu sous
sa forme ordonnéc est monotone :

7eTZ  entraine [f,(F7)> fi(2).

Sile jeu cst de durée bornée, on pourra donc ne définir les préfe-
rences des joueurs que sur les positions terminales du jeu.
Il est souvent commode de faire ’étude locale d'un jeu sous sa
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forme ordonnée; néanmoins, certaines propriétés positionnelles
¢chappent a I'étude de la forme ordonnée. Pour étre précis, une
forme ordonnée est le représentant d’une « classe d’¢équivalence » de
jeux, et ne peuvent étre ¢tudides sous la forme ordonnée que les
propriétés communes a tous les ¢léments de la classe d’équivalence.

Dans le chapitre I, on a remarqué que toute stratégie pour la forme
ordonnée ne peut faire une stratégie pour le jeu initial. Pour les jeux
tributaires de schémas d’information, au contraire, on peul faire
correspondre biunivoquement les stralégies du jeu initial et celles
de sa forme ordonnée : les propriétés exclusivement stratégiques
seront donc les mémes sur la forme initiale et sur la forme ordonnée !

Tutoreme 1. — S¢ un jeu non ordonné est avec information
compléte, sa forme ordonnée n'est pas avec information compleéte.

Tueorems 2. — Tout jeu simultané est ordonné.

Tueorems 3. — La forme ordonnée est isovalente si et seulement

s¢ le jeu initial est isovalent; la forme ordonnée est totalement
isovalente si et seulement si le jeu initial est totalement isovalent.

Turorime 4. — Dans la forme ordonnée, le joueur (k) a une
information parfaite sur le joueur (i) si et seulement si, dans le
jeuw initial, (k) a une information parfaite sur (r).

Cororiaire 1. — Dans la forme ordonnée, U'information est
presque complete pour (i) sé et seulement s’il en est ainsi dans le
Jjeu initial.

CoroLraire 2. — Dans la forme ordonnée, Uinformation est avec
rappel pour (i) si et seulement s’il en est ainsi dans le jeu initial.

17. cycles. — Considérons un jeu (I, U, v, 70, f), sous sa forme
ordonnée. Un c)cle est par définition un ensemble € de X tel que :

1° I'CcC;

2° CnU£0, UeUl entraine UcC;

3 CnU=0, CnfU# @, UeU entraine pour un index % la
relation G ¢ I, U;

4tz |zeC, T znC =@ | =B sappelle la base du cycle C, et
Pona C=TIB.
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Tueorene 1. — Si Gy et C, sont des cycles tels que 'un ne
contienne pas Uautre :

1° Cyn Gy est un cycle de base B, nB»;
2° C;— G, est un cycle de base B,—B,.

On peut écarter le cas ou By > B,y (ou B:>By), car alors on aurait

C[= fB|DfB2 = Cg.

On peul écarter le cas ou f‘(B,—-— B2) nB. 2 @, car alors il existe-
rait un ensemble U tel que

UnB,=%2@, [UnB.=®.

Pour cet ensemble U et pour un index %, on pourrait écrire, d’aprés
la condition 3°,

Ci>FUSTv4U>Cs.
Ainsi, on suppose
f(Bi—B:)nBy=T(Ba—B;)nB,=@, B $By,

on en déduit
f(B,—B,)cC — C..
f(B.— B;)c Gy — C,,
f(B:in Ba)cCyn Cs,
f(B,— By)u F(Bs— B)u F(B,nBy) = C,uCo.

On a donc )
F(B,— Bsy) = Cy— Ca,
f(Bo— B()=Cs—C,,
f(B,n By)=Cyn Co.

On voit immédiatement que C; n G, est un cycle de base By n B,
pour C;— Ca, les conditions 1° et 2° sont réalisées. Monirons que
I'on a la condition 3°. Si

Un(Ci—C)=0, fun(C—C) 8,

on ne pourrait avoir UcC,, car cela impliquerait TUcC, et

f[n(\C.—-CQ:Q. On a donc
UnC|=Q-
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Comme TUNC, # @, il existe un index 4 tel que
C[ C thU.
A fortiore, on a
C,— Cg C f\l}; U.
c. Q. F. D.

Si G est un cycle de X, et si z € B, appelons p(z, o) la probabilité
d’avoir z avec ¢ = (g1, 01, . .., ga); pardéfinition, la restriction du

jeu & C sera un jeu T' = (f‘, U, v, 7, f) de support C défini de la
facon suivanie;
1° Tz =Tz (ze€C).
2° v est inchangé;
39 AL est la restriction de U a C;
4° On prendra pour probabilité de z ( € B) le nombre
p(z, o)

Ep(x: )
xEB

Eo(.l‘) =

(qui est indépendant de ¢); si z& B, on prend 7o (z) =o;

5 fi(4) =Fi(z) (zeC):

Etant donné un n-tuple de stratégies combinées § = (51, 51, ..., )
.pour ce nouveau jeu, le jeu complémentaire de T relativement & s
“sera un jeu I'(3) = (I*, ‘U*, v, s*, f*) sur (X—C)uB, défini de

la facon suivante :

1 I"z=Tz (zeX—C);T'z2=0 (zeB);

2° v est inchangé;

3° UL* est la restriction de U a X —G;

§o @ (@) =my(2);

5° Size X —C, on pose

S (x) = fi(=);
si € B, on pose
fi@y= Y Fula;ahdl, .., ) shsh. s
hyyhg, . .

Tueorime 2 [19]. — Soit s un n-tuple de stratégies combinées,

et G un cycle tel que T(s)nCZ£D; s est un point d’équilibre st et
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seulement si la restriction s a G est un point d’équilibre pour le
jeu T de support C, et si sa restriction s* @ X —C est un point
d’équilibre dans le jeu T*(5).
Si 5 et s* sont des points d’équilibre dans les jeux (T) et (I'*(5)),
s est un point d’équilibre pour le jeu (T), car sans cela il existerait
une stratégie ¢, telle que
Fo(sy—qa)> t1) > Fu(s)

ou encore, en désignant par F; et G les gains espérés dans les jeux
I“(-S:) ct I“(EN—{z}’ t1)1
Gi(sN—{1}, ) > Fi(s").
D’autre part, 5 étant un point d’équilibre dans le jeu (T), on a
Fi(u*)> Gr () (uel).
D’ou ]
Fy (shtahy #) > Fi (s"),
ce qui contredit ’hypothése que s* est un point d’équilibre.
Inversement, si 5 n’est pas un point d’équilibre, il existe une
strategie ¢, telle que
F.(3y_pipp &) > Fu(3).
SiT(s)nC 4G, ona
F,(sN_{,}, st ®;,) > F.(s).

Donc s n’est pas un point d’équilibre dans (T'). Le méme raisonne-
ment sera valable avec s*.

Tutoreue 3[6]. — Si T(s,)nC =0, T(s)nCE B (i£1,), un
n-tuple s est un point d’équilibre si et seulement si il existe un
n-tuple ¢t tel que :

1° 6=35 (£#£4,);

2° F () > Fi(txp), @) (wi€Si);

2

3 s" est un point d’équilibre dans le jeu (2).

La démonstration est la méme que celle du théordme précédent.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 138, 5
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TueoreMe 4. — S¢ T(si;)nC =0, T(s,)nC =9, le n-tuple s
est un point d'équilibre si et seulement si s* est un point d’équilibre
dans le jeu T*(t) relatif @ un n-tuple t de (F).

Méme démonstration.

Remarque. — Si Gy, Ca. ..., G, sont des cycles de X disjoints
deux a deux, on pourra définir de Ia méme fagon le jeu complémen-
taire de I'ensemble des jeux de support Cy, Cs, ..., Gy, par rapport
a un ensemble de stratégies 5!, 52, ..., 5" de ces différents jeux. Les
théorémes 2, 3, 4 resteront inchangés.

18. Décompositions d’un schéma d’information. — Deux schémas
d’information ‘Ul et ¥ sont dits éguivalents — soit U ~ PV — §'il
existe une correspondance bi-univoque ¢;— 7, entre I'ensemble E}
des stratégies g, avec I'information UL et Pensemble XY des strate-
gies =; avec l'information %7, de sorte que o\— 7y, 02— Ta,
G, — Tp €ntraine

*

Pz, 01,00 o o) =p(2, T1, T2y ... Tn) (xeX)
cette correspondance s’élend naturellement aux stratégies combinées.
Sisi—ti(£==1.2, ..., n), on aura par conséquent,
Fl(sl, 89y + e en \”) = l“l(tl, lg, ey tn).
Leume 1. — Si WU et V sont deux schémas d’ information équiva-
lents, si s = (81, 2, . . ., Sa) est un point d’équilibre avec l'informa-
tion W, et si si— t; pour tout i, le n-tuple t = (ty, ls, ..., ty) est

aussi un point d’équilibre avec U'information .

En effet, on a alors

Fi(u, sy_py)) £ Ful(s) (u;e S:“);
on a donc bien
Fo(on tygy) 2Fi(2)  (v.€5Y).
c. Q. F. D.
_ *
Un schéma d’information U est appelé décomposition immédiate
(relativement a /) d’un schéma d’information 1Al si tout ensemble

d’information de UL, appartient aussi & at, pour tout k, a 'exception
d’un ensemble U tel que :
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1° U= fx ume‘ll,-, U;, Uge‘ﬁi;
2° T(s;) nUs5£ @ entraine T (7)) n U,= 0.

Considérons, par excmple, le schéma d’information ‘U de la
figure 12.

AN

Fig. 1a.

Sa décomposition immédiate est indiquée sur la figure 13.

On peu.t toujours définir un schéma d'information AU, par
décompositions successives, qui ne puisse plus étre décomposg, et
qui est indépendant de 'ordre adopté des décompositions; ce schéma
d’information At sera par définition la décomposition totale de U.
A partir de maintement (§ 18, 19, 20, 21), on suppose toujours que
Pinformation est isovalente.

Leune 2 (Dalkey ). — Deux schémas d’information ‘U et Y sont
équivalents si, et seulement si, leurs décompositions totales U
et Yt coincident.

Turorkme roNDaAMENTAL [6]. — Dans un jeu fini, soit P(cN)
Pensemble des joueurs pour lesquels Uinformation Ut est presque
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compléte ; il existera un point d’équilibre de la forme
s = ($n—p, Tp), ou Sx—_p € Sy_v, Ip € Zp.

Il suffit de montrer qu’avec 'information al, il existe un point

d’équilibre de la forme (sy_p, ap); en effet, les schémas L et ar
étant équivalents (lemme 2), pour un sN__l,( —>§N_peE;ﬁ:P et
un op (—> gp € 2?’) le point (sy_p, op) est un point d’équilibre avec
I'information U (lemme 1).

Considérons, avec 'information U, la famille de tous les cycles C
strictement contenus dans X, et tels que X soit le seul cycle conte-
nant strictement C. D’apres le théoreme 1 (§17) on peut toujours
supposer que les cycles considérés sont disjoints deux a deux;
recommencons ainsi avec chacun de ces cycles au licu de X, etc.;
le jeu étant fini, il arrivera un moment ou I'on ne pourra plus
décomposer les cycles distingués. On a formé de cette facon un arbre
dont le sommet initial est X, et dont les branches terminales sont
tous les cycles indécomposables.

On construira un point d’équilibre en stratégies combinces, de
proche en proche, en partant des branches terminales de l'arbre
fondamental des cycles, exactement comme pour le théoréme de
Zermelo-von Neumann (§ 7); en utilisant la remarque (§ 17), le
reste de la démonstration s’achéve sans difficultés.

CoroLraire 1. — Si Wt est une information presque compléete
pour (i), ce joueur peut garantir autant au moyen de stratégies
pures qu'aw moyen de stratégies combindées.

.

CoroLLairRg 2. — Si I'information W! est parfaite pour tous les
Joueurs, il existe un point d’équilibre ¢ = (0,02, ...,0,) e€n
stratégies pures.

ReciproQue (Birch). — Considérons une information totalement
isovalente, et non presque compléte pour un joueur (i) ; il est alors
possible de trouver des fonctions de préférence avec lesquelles on
aura, pour tout point d’équilibre s= (s, ss, ..., sn) la rela-
tion s; & 2;.

Pour la construction d’un tel jeu, cf. [6].
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19. Conduites-stratégies (‘). — A tout ensemble d’informa-
tion U(eU;), faisons correspondre une loi de probabilité
' = (7 (h)[heHy) sur Hy :

wt(h)>o, Y al(R)=1;
h
m=(n} [UeUW;) est, par définition, une conduite-stratégie du
joueur (7).

On dira que le joueur (¢) adopte la conduite-stratégic w; si dans
tout ensemble d’information U( €ll;), le choix d’un index est fait
au hasard suivant la loi de probabilité =}

On définira, comme pour les stratégies combinées, la trace T (m;)
d’une conduite-stratégie m; comme 'ensemble des positions qu’il sera
possible de rencontrer si le joueur (/) adopte ;.

Soit 5 un élément de X, el soit z, la premiere position rencontrée
dans lensemble I-z; si tout joueur (k) adopte une conduite-
stratégie 7, la probabilité¢ d’obtenir z est

pP(3; ®1, T2y -.ny Tn) = To(Z0) l-[ Y (h)... H xS (h);

vea, Ve,
unl—zzg vnf-:20
i\vhunl‘—z;tﬂ fv;,l)nlq—ziﬂ

on désignera le gain espéré du joueur (Z), lorsque toul joueur k
adopte la conduite-stratégie m;, par

.
Fi(my, %oy ovvy Tp) = th(z)p(z; Ty, Tay «uey Tp)
z€X,
au moyen d’une conduite-stratégie, le meilleur gain espéré de (7) est

sup inf F,(m, on_g})-

. on—{zs
Exemple. — Reprenons le jeu de cric décrit plus haut (§15); on
a vu que le meilleur gain espéré que le joueur (1) pouvait obtenir
au moyen de stratégies combinées est ;‘ Posons

a==$(1), 1—a—af(2),
B=a¥(1), 1—B==Y(2);

(*) En anglais : Behavior strategies (Kuhn [19]).
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on peut représenter une conduite-stratégie du joueur (1) par
my=(z, ) etl'ona

. 1 1
F,(=, c’.ﬁ:—;—i—;a—k"ﬂ—aﬁ,

Fi(zi, 55) = + 5 —af;

[CREY

on voit alors que
sup inf F (=%, 73) = o,
T, O,

le meilleur gain espéré de (1)avec une conduite-stratégie est donc o :
il est inférieur au meilleur gain espéré de (1) avec une stratégic

. . 1
combinée, qui est - -
4

20. Etude comparée des stratégies combinées et des conduites-
stratégies. — Une stratégie combinée s; ¢tant donnée, il existe une
conduite-stratégie m; attribuant la méme probabilité aux choix de (¢)
et qui est définie par

2

LUNT(cH) £ G
0",‘(0):/1

I

EUAT(0M 2 G

HO™

[si UnT(si)=9, ny(h) sera défini arbitrairement]; on écrira
.alors s;—> .

De méme, ¢tant donnée une conduite-stratégie m;, on pourra lui
faire correspondre une stratégie combinée s; équivalente par

st=p@H) = [ F);
reat;
on écrira alors w;— s;.
TreortMeE 1. — 7~ s; entratne
P (i s v q)) =P (5w ovqy)  (2€Xe oy, €3x_qy).

Ceci résulte immédiatement de la définition de la correspon-
dance m; — s;.

CoroLLAIRE. — Le meilleur gain espéré garanti avec une
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conduite-stratégie est inférieur au meilleur gain espéré garanti
avec une stratégie combinée

s;lt‘p iIllrfF,(x” SN_pi}) £ s:p iI;fFi(si, ON—{1})"

En effet, si m,— s, on a
Fx(ﬂ,, 7N—-{z])=Fl‘(sl> O‘N_{t}) (keN).
Tueoreme 2. — La condition nécessaire et suffisunte pour
que s,— T.; entraine
P(&;5 86 Ox_{)) =P (%} ™, ON—{1}) (reXp, s€X)
est que Uinformation soit avec rappel pour le joueur ().

Pour la démonstration, nous renvoyons le lecteur a [19|.

Tucorinr 3. — Soit P U'ensemble des joueurs dont U'informa-
tion est avec rappel et sowt s un n-tuple de stratégies combinées;
sisi—>mi(i€P), on a

Fr(s) =Fi(xp; sxn_p) (keN).

En effet, le théoréme 2 se démontre de la méme fagon si 'on consi-
dére un ensemble P de joueurs au lieu du joueur (¢) pris isolément ;
le théoreme 3 est alors immédiat.

Corovraire 1. — 8¢ Uinformation est avec rappel pour (i), le
meilleur gain espéré que (i) peut garantir avec une conduite-
stratégie est égal au meilleur gain espéré garanti avec une
stratégie combinée :

al‘_J.l) ix;ka(:c,, cr,s__{l}) = sn:p il;ka(s,, “N—{t})‘
En effet, si s;— m; on a, d’aprés le théoréme 2,
il;fFL (‘n:,, qN—{z}) = il;ka (.\',, 5N—{z})’
d’on
s:p ing,(m, GN—M) > sn.;p iron_fF, (s,, °N—{i})

comme on a aussi l'inégalité inverse, le résultat annoncé est
démontré.
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CoroLrairg 2. — 8¢ Uinformation est avec rappel pour tous les
Joueurs, il existe un point d’équilibre m = (my, ma, ..., Tn) en
conduiles-stratégies.

Cela résulte du théoréme 3.

Remarque. — Pour une information avec rappel, la notion de
conduite-stratégie est équivalente, et beaucoup plus commode, que
celle de stratégie combinée. Les conduites-stratégies, en particulier,
se sont montrées d’'un emploi commode pour différentes variantes

du jeu de poker (¢f. [19]).

21. stratégies composites (). — Soit ; la famille des ensembles
d’information instantanés (cf. § 14) du joueur (¢); nous appellerons
trace de la restriction g; d’une stratégie o;4 ¢, 'ensemble

T(5) = UT(:I).

GEL;
T,=0,

Une stratégie composite pour le joueur (7) sera définie par une
distribution de probabilités 5; = (p(5;) /5 €2;) sur ensemble Z;
des stratégies réduites g;, et par une famille de conduites-stra-
tégies m;(Z;) pour les restrictions a T(3;) du jeu initial (quand 7,
varie).

On dira que (¢) adopte une stratégie composite ¢;= (s, m;(Z:))
s'il choisit une stratégie réduite 5; suivant la loi de probabilité s,,
puis adopte la conduite-stratégie m;(a;) pour le jeu restreint a T(7;).

Tntoreme. — Il existe des correspondances si—c; entre les
stratégies combinées et les stratégies composites telles que si s;
correspond & ¢; pour tout i( €P), on ait

Fi(s) = Fr(sy—p> Cp) (keN).

La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du théo--
réeme 3 (§20), si 'on remarque que la restriction du jeu a T (g;) est
avec rappel pour le joueur (7).

(1) En anglais : Signaling composite strategies (Thompson [41]).
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Remarque. — Les stratégies composites sont des compromis
entre les conduites-stratégies et les stratégies combinées; de méme
que les conduites-stratégies sont d’'un emploi commode pour les jeux
avec rappels, on pourra utiliser les stratégies composites dans les
jeux quelconques. L’efficacité des stratégies composites a été en
particulier mise en valeur pour les différentes variantes du jeu de

bridge (cf. [41])-

CHAPITRE 1V.

JEUX SIMULTANES CONVEXES.

22. Définition générale. — On considere ici un jeu simullané
S=(f1, fay «+-, Ja) : tout joueur (Z) choisit indépendamment un
point z; d’'un espace X;, et il en résulte pour le joueur (k) un
gain fi (21, Za, ..., Zn). On dira que ce jeu est conveze pour (i) si :

1° L’ensemble X; est un espace convexe, c’est-a-dire un sous-
ensemble convexe d’espace vectoriel;

2° fi(%1, Za, - .., Za) est une fonction convexe en z; : quels que
soient les nombres positifs p et p' de somme 1, et les éléments z;
etz; de X;, on a

‘/‘l(P'z'l"‘P’xl:)"N_,) épfl(xh.yu_,) +P’fi(x; 3.71\{_,) (reX).

On peut généraliser la notion de convexité; on dira qu’une fonc-
tion 4 (t) est quasi-conveze si I'ensemble {¢[h(t) <a} est pour
tout @ un ensemble convexe. Il est évident que toute fonction convexe
est quasi-convexe, mais la réciproque n’est pas vraie; par exemple,
dans 'espace R!, toute fonction monotone est quasi-convexe.

On dira qu’un jeu simultané est guasi-convexe pour (i) si, au lieu
de 2°, 0n a

2v Ji(zy, x5, ..., za) est quasi-convexe en ;.

Enfin, un jeu simultané /= (fi, fa, - .., fa) est concave pour (i)
— resp. quasi-concave pour (i) — si le jeu simultané (fy_,, — fi)
est convexe pour (Z) — resp. quasi-convexe pour (¢).

Indépendamment de ce qui précede, on dira qu'un jeu simultané
est topologique supérieurement pour (i) si:
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1° X, est un espace topologique et compact;
2° fi(x) est une fonction semi-continue supérieurement dans
Pespace topologique X;.

Un jeu simultané ( fi, f, ..., fa) est dit topologique inféricu-
rement pour (i) si le jeu (fy_,, —fi) est topologique supérieu-
rement pour (Z); enfin, on dira qu'un jeu simultané est topologique
si tout espace X; est topologique compact, et si toute fonction fi(.x)

est continue sur X=HX,-. Bien entendu, si 'on parle d’un jeu
iEN

convexe topologique, il faudra sous-entendre que la topologie de X;

est compatible avec la structure d’espace convexe de X;.

La recherche d’une bonne stratégie combinée (cf. §15) est ainsi
un jeu convexe topologique, le gain espéré de (¢) étant linéaire par
rapport & toutes les variables. Mais il existe d’autres exemples de
Jeux convexes topologiques ou I'on n’a pas la linéarité.

Ezemple. — Considérons dans le plan R* (« la mer ») deux points
mobiles m et ms, le mobile mreprésentant un sous-marin qui vient
de repérer un bateau ennemi m,. Profitant de la tombée de la nuit,
le bateau m., s’échappe, il est naturel de supposer que ’ensemble des
points ol m, pourra s¢ trouver au lever du jour est un convexe
compact X,; le sous-marin m, a aussi la possibilité d’atteindre au
cours de la nuit tout point d’un convexe compact X;.

Soient z; et x» les points de X, et X, que les deux baleaux ont
décidé d’atteindre au lever du jour, et soit f(z1, £2) = |z)— 22| la
distance de z; & x2; sile but de m, cst d’approcher m,, sa fonction
de préférence sera

S £y, £2) = — (o1, )5
pour la méme raison, on prendra
Sa( 81, £2) =+ fz1, 22).

La fonction f(z4, xa) est évidemment continue dans X,. En outre,
J(z41, 2) est convexe en z,, car

[(p'&y+p' o) — 22| = | p'(&)— 22) + p'(2) — 22) |
zp'| &y — x|+ | 2 — 2o |

Le jeu est donc topologique-convexe pour m., et topologique-
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concave pour my. Ici, m; a évidemment une meilleure stratégie qui
est de se mettre aussi prés que possible du « centre » du.convexe Xa,;
si Xo— X520, le fugitif m, a aussi une meilleure stratégie, qui
est de se mettre aussi loin que possible de X, ;il n’y a pas en général
de point d’équilibre.

23. Existence d’équilibres pour les jeux quasi-concaves. — Dans
le cas ou X,, X, ..., X, sont des espaces vectoriels localement
convexes, l'existence d’un point d’équilibre découle immédiatement
de la généralisation d’un théoréme bien connu de Kakutani.

‘Tueoremt: 1 (Tychonoff-kakutani [22]). — S¢ K est un sous-
ensemble compact convexe d’un espace vectoriel X localement
convexe, et si I est une application semi-continue supérieurement
de K dans K telle que X'z sost convexe et non vide pour tout x
dans K, il existe un point z, de K tel que zo €T x,.

1° 5i V est un voisinage fermé de I'origine, 'application multi-
voque Byz =24V est une application fermée; en effet, si yo ¢ By 2o,
il existe un voisinage symétrique de 'origine W tel que

(Zo+V)N(yo+ W+ W) =g,
d’or
(2 +V)n(yo+W)=0 (rexi+ W)

Si K est un ensemble compact, Papplication Byz =K est semi-
continue supérieurement et, d’apres le théoreme 11 (§9), applica-
tion By z = (B, n B,) z est semi-continue supérieurement. D’aprés le
théoréme 2 (§9), 'application B,z = (B,.T)x =Tz +V)nK est

aussi semi-continue supérieurement, ainsi que
B,e=(Bint)z=Bixn{z;.

L’ensemble Fy={z/ze(Tz+ V)nK! est donc fermé¢, puisque
son complémentaire BYQ est ouvert.

2° Montrons que si V esit un voisinage convexe symétrique de
Porigine, ’ensemble Fy est non vide.
Il existe dans K des points 21, %3, ..., Z, tels que

Kc U(a:.+V),
=1
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I'enveloppe convexe C de ces » points est un ensemble compact,
convexe, de.R”; I'application B,z = (Tz +V)nC est, comme on
I'a vu précédemment, semi-continue supérieurement; B,z est un
ensemble convexe et contenu dans G pour tout 2( €C); en outre,
B,z est non vide (pour tout z dans C) car O #ATzcKcC+V
implique
(Tz+V)nC=©.

On peut donc appliquer le théoréme du point fixe, démontré par
Kakutani [18] dans les espaces R™ : il existe un point z de (i tel
quezeB,z=(Tz+ V)nC. Dou Fy £ 0.

3° Si V; et V, appartiennent a une base fondamentale 3 de
voisinages fermés convexes symétriques de l'origine, on peut écrire
th n FVI 2 Fv:nva ;

les Fy, qui sont des fermés contenus dans le compact K, ont toujours
une intersection finie non vide et, par conséquent, on a

an¢ 9.

Soit z, un point de cette intersection; on a z, € I'zy, car, sans cela,
Zo n’appartiendrait pas a un Fy si V est judicieusement choisi.
C. Q. F. D.

TutoriME 2 (von Neumann-Nash). — Soient Xy, X, ..., X, des
espaces localement convezes; si, sur ces espaces, un jeu simultané
est topologique et quasi-concave pour tout (i), il existera un point
d’équilibre x = (x1, X, ..., Tn) dansl IX,

leN
Considérons I'application multivoque continue
Ty, ={zy_,}>< X4

et Papplication G; définie par

Gi'z'u_,=§y/.7€ri'zn_pfi(.7)= 'Fax Ji(8) }

“€lywy_y

D’apres le théoréme 7 (§9), G; est semi-continue supérieurement et,
d’apres le théoreme 2 (§9), il en est de méme de P'application

P = (o) ) =
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I'application B:I IB,- sera également semi-continue supérieu-
i€N

rement, d’aprés le théoreme 6 (§9). En outre, 'ensemble G;zy_,
est convexe non vide, et il en sera de méme de B;z et Bz. On peut

donc appliquer le théor2me 1 et, pour un z = (z1, 22,...., Zs), on
aura x € Bz, soit

£, €Bix = (p;“?j) Gizy_, (¢eN).
D’ou .
Si(zny_ ) = m;xxf,(}'i, zy_,) (ZeN),
z est donc bien un point d’équilibre.

Cororrsire 1 [30]. — Si X; est U’ensemble %, des distributions

(sur h; points) pi=(p{, pi, ---, p), et si les gains sont de la
Jormne

S Prs s pa) = Dy PR PPl (s Ky, s )
LY Y

il existera un équilibre.

En effet, dans ce cas, X; est un convexe compact de 'espace R*,
et le théoréme 2 s’applique.

Corovrraire 2 [42]. — 8¢ X; est U'ensemble des distributions tota-
lement continues (sur le segment unité)

Pi= (P(t)/te[o) I] )

fi(pi, P -.--,1)n)=£1£l---foipt(ti)-pz(ta)...

pn(tn).ai(t,, tg, . .,tn).dti.dtg cee dtn,

et st

il existera un équilibre.

X; est un ensemble convexe compact de I'espace de Banach, et le
théoréme 2 peut s’appliquer.

Corovratre 3 [2]. — Si X; est U’ensemble des distributions tota-
lement discontinues pi= (p}, pi, - ., P&, ...), et si

ﬂ 3 3 .
Si(P1y P2s « oy Pn) = zl Piph. . pie ai(ky, ks, .. B),
kiskay oo kp=1
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il existera un équilibre lorsque les gains vérifient

)
—

aj (k. hyy ooy k) <+ ({eN).

Rishgyoosyhp=1

Ici, X; sera considéré comme un convexe compact de I'espace de
Hilbert.

Cororrarre 4 [32]. — S/ Xy = T, Xo= @, et si

(.l'l. 4\.[2)

fi(wh .‘L’:)=‘——f’2(-’l’|, ‘T'l) = (xh sz)

y

A et B étant deux applications linéaires de R" dans R™, et B
étant tel que le produit scalaire (zy, Bxr,) > o (x, € Xy, 22 € X,),
il existera un équilibre.

En effet, dans ce cas, fi(z1, 2) est quasi-convexe et quasi-concave
par gapport aux deux variables.

Tueorime 3. — Dans un jeu simultané topologique, 1'en-
semble S¢ des e-équilibres est compact.

X1 < Xg x< ...xX, =X étant compact, il s’agit donc de démon-
trer que S¢ est un ensemble fermé; considérons un point 2°( ¢ S¢). Il
existe un nombre positif ¢, un indice 7, et un élément y; de X;, tels
que

f( ¥ oy _ ) > f(@®) + e+ ¢,

fi(x) étant continue, il existera un voisinage ¢(z°) tel que
iy s ) =Rl o) | £ 5
lf,(w“)—ﬁ(x)|ée—2’ [zev(xv), y€X];
S¢ est donc bien fermé, puisqu’il vient

f,(yi, Zy_,)+ ;—lé‘fi(]’i’ .pg._l) S fi(0) + <+’ fi(z) +¢ +§2:
[zee(x®)].

CorovLLatRe. — Dans un jeu simultané topologique, I'ensemble S°
des points d’équilibre est compact.

S0= nSE.

£>0

En effet, on a
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24. Autres théorémes d’existence pour un équilibre. — Les
théorémes précédents ne peuvent donner aucune indication pour la
détermination cffective d’un point d’équilibre; en outre, il peut étre
intéressant d’avoir des critéres ne supposant pas que 'espace X; soit
localement convexe, ou que f;(z) soil continue par rapport a l'en-
semble des variables x, 2, ., x,. Nous nous proposons ici
d’exposer de nouveaux théorémes d’existence, avec des hypotheses
de topologie moins fortes, et des hypotheses de convexité plus fortes
que précédemment; ils s’appuient sur le résultat suivant :

Turoremel. —Soit X un convere compact dans un espacevectoriel
topologique, et soit F une famille de fonctions f(z) convexes
et semi-continues inférieurement sur X; si, pour tout xz;( € X),
il existe un f,(e€F) tel que fi(x)>o, il existera une fonc-

n

tion f(x) :Zpkfk(w), avec [ € F, pr>o, Epk_—_ 1, telle que
k=1 * 1
_ggfxf(w‘) > o.

A tout z,( € X), on peut faire correspondre un nombre positif ¢;
tel que

Ji(x)) > > 0.

Les ensembles Q,—=|x//,(x)> e} constituenl un recouvrement
ouvert de X, et 'on peut donc en extraire un recouvrement fini,
soit &y, Q, ..., Q,. Considérons I'application de X dans R~ définie
par

x> = (fu(z), [o(®), -os fal®))=(E1) B2y -+, En)
L'image X de X ne rencontre pas le cone K de R, d’équation

E<e (i=1,2, ..., n)

I— _
Il en est de méme de 'enveloppe convexe X de X, car dans le cas
contraire, il existerait des éléments x4, Za, ..., , de X tels que

E0= p1ZT1+ poZort...+ PmZm €K, PL> o0, Epk= 1.
el

Ceci est absurde, puisque pour un indice &, on peut écrire

[E ] = paSfa(21) + pafitr2) +o oot Punfi(Lm)
> fr(p1®a+ peo+. oo PZm) > &k
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I—I
Dans R”, K élant un convexe ouvert non vide et X élant un
convexe disjoint de K, on peut donc les séparer par un hyperplan
fermé, qui sera de la forme

n

Epksk':(eh €2y v ey En)) Pk> 0, gpk: I.

1

On aura bien

zpkfk(x)é2pk6k>o (zeX).
1 1

CororLaire 1 [k]. — Soit & une famille convexe de fonc-
tions f(x) convexes et semi-continues inférieurement sur un
convexe compact X. St a tout f( € F), on peut faire correspondre
un zr( € X) tel que f(xs) <L o, il existe un z,( € X) tel que

f(zo) <o (feF).
En effet, s'il n’en était pas ainsi, a tout 2 de X on peut faire

correspondre un élément f de F tel que f(x)>o. D’apres le
théoreéme 1, il existera une fonction f de & telle que

Sf(x)>o0 (xeX).
Or ceci contredit 'hypotheése de ’énoncé.
Corovrraire 2. — 87 un jeu simultané compétitif & deux joueurs
est concave pour (1) et (2), et topologique supérieurement

pour (2), le plus grand résultat V que (1) peut garantir est égal
au plus petit résultat W que (2) peut garantir.

Si le résultat est
Sz, ¥) = fi(z, y)=— fa(x, ¥),

on a
V = supinff(z, ),
4 )

W = infsupf(z, y).
y a

Comme on a WV, vérifions I'inégalité inverse; on a

inff(z, )2V (zeX);
J
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considérons un nombre positif ¢, et posons

Fe(y) =Sz, y)—V —5¢;

a toute fonction de la forme

q
F(») =ZP’=F1'I:(J’)) Pr>o0, Ipi=1,
k=1

on peul faire coriespondre un yo( € X) tel que

7
8
F(x0) =}_pk Fa(r0) £Fg,, . (yo) <05

k=1
d’apres le corollaire 1, il existera un y, tel que
Fz(y0) <o (zxeX),
d’ou
Sz, y0) =V +2 (2€X),
infsupf(z, y) <LV +e¢.
Yy k4

Comme ¢ est arbitraire, on a bien W < V.

CororLaire 3. — S¢ un jeu simultané compétitif est concave et
topologique supérieurement pour chacun des deux joueurs, il
existe un équilibre.

En effet, dans ce cas, le corollaire 2 peut s’écrire

max minf(z, 3') = min maxf(z, y);
x y y x

le point d’équilibre (¢, yo) est ici défini par
nin f( %o, y) = max minf(z, »),
y x y

max f(z, ¥o) = min maxf(z, y).
E ¥ x
TaioreMe 2. — Soit X; un espace convexe compact (i Zn), et F
une famille convexe de n-tuples [ = (f1, fa; - -+ [a), 0 fi(x:) est

une fonction définie sur X;, convexe et semi-continue inférieu-

n
rement. Si quel que soit x = (&1, Za, ..., Tn) dans IIX,, il existe
i=1

MEMORIAL DES 8C. MATH, — Ne 138. 6
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un n-tuple f tel que f,(r;) > o pour tout i, il existera un n-tuple f*
tel que

inff)(z;) >0 (i<n.

Considérons la famille convexe F, formde par les fonctions g,
pour lesquelles il existe un f de F tel que
f(z)>0 I=2,3. ..., n),
Ji= &
D’apres le théoréme 1, il existera dans &, un g, tel que

'iﬂfgl(.l‘i) > o.
axy

Considérons ensuite la famille convexe &, des fonctions g. pour
lesquelles il existe un fde & tel que
Ji(#) >0 (=3, 4 -.., n),
inff,(xy) > o,
vy
fo=go.
Dans cette famille, qui est non vide d’aprés ce qui précede, il
existera un g» tel que
infga(La)>o.
Ly

Ainsi, de proche en proche, on obtiendra la famille des f cherchés.

CoroLraiRe. — Dans un jeu topologique supérieurement pour

tous les joueurs, si ®,(y,, x)=fi(x)—fi(¥, Zx_,) est concave
en z, l'ensemble S¢ des e-équilibres est convexe et non vide.

23. Application fondamentale : comment jouer un jeu simultané.
Considérons ici un jeu simultané a deux joueurs, ou le résaltat du
choix d’un indice (/) par le joueur (1), d’un indice (;) par le
joueur (2), est
fi(i: J)=+ a‘/:
Se (8, ) =— atp
Pour fixer les idées, considérons la matrice ((a')) définic avec
les nombres suivants :
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Si le joueur (1) peut utiliser une bonne « pure stratégie » il choisira

{ =1, car min @, = o, alors que
7

3‘...~-=——2.

mina? = mine
g Ft

Cependant, s’il adopte cette stratégie « f==1» — parfois aussi
appelée la « max-min » stratégie, il ne peut que garantir le gain

¢ ==0; sa stratégie combinée optimale — a savoir po= (—é, o, %>,

lui adsure davantage : une espérance mathématique de gain

2 . ..
de 0= 55 et d’apres le théoréme minimax, cette méthode ne peut
gutre étre fondamentalement amdliorée. Le joueur (1) devra donc
uliliser une machine, qui choisira au hasard une pure stratégie

(' /=1 avee la probabilité p, = %, ¢ =3 avec la probabilité p, = %)a

et, ainsi, il peut tre amené a choisir 'indice £ =3, qui n’est pas
une max-min stratégie du tout! On voit ainsi, notamment, pourquoi
les bons joueurs de poker sont parfois amenés a « bluffer ».

2
5
férable & une certitude de gain v = o lorsque le jeu se répete suffi-
samment souvent, cela devient moins évident s’il n’y a qu’une seule
partie. Néanmoins, nous ’admettrons, ne voulant pas reprendre ici
de trés anciennes discussions sur les fondements de la notion
d’ « espérance mathématique ».

D’aprés ce qui précede, on voit que le principal probléme d’ordre
algorithmique de la théorie des jeux est le calcul numérique d’une
stratégie combinée optimale. De nombreux algorithmes, plus ou
moins efficaces, ont 616 donnés dans la littérature consacrée, et nous
nous contenterons ici de bréves indications.

Considérons une matrice A a mlignes et n colonnes, 'intersection
de laligne ¢ et de la colonne j élant a,. Nous poserons M ={ 1,2,...,m},
N=\{1, 2, ...,n}, et A=aXk. SilcM, JcN, la matrice ajsera
donc obtenuc en supprimant dans ay les lignes d’indices ne figurant
pas dans I, et les colonnes d’indices ne figurant pas dans J; avec un
vecteur zy (considéré comme une matrice ligne), on définira de

Notons que si une espérance de gain ¢ = - est sans contestes pré-

méme z;. .
On désignera par ey= (1, 1, - . ., 1) le vecteur dont les n compo-
santes sont égales a 1, par oy=(0, 0, ..., 0) celui dont les » com-
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posantes sont nulles, par exn= (0,0, ...,0,1,0,...,0) celui dont
la /*™° composante est égale a 1, les autres 6tant nulles. Enfin, si a} est
une matrice carrée, on désignera par | ay | son déterminant, par @'y sa
matrice transposée (avec @'/ =a’), par @Y sa matrice adjointe

(avec al =(— 1)‘+/'|a _{(:: D

Nous nous proposons ici de déterminer les équilibres (2°, ) dans
un jeu simultané a deux joueurs, ou z est choisi dans z = %, ou y
est choisi dans Y = €, et ol le résultat est le produit scalaice de x
par le transformé a¥y du vecteur y; autrement dit, on a

m n

ACH 1)—2 Za' 217 = (Zy, aN In)-
(=1 j=1
D’apres les théorémes précédents, les équilibres (z°, y°) forment un

ensemble S < T de Rm>< R, S et T étant des ensembles convexcs
compacts non vides.

On sait, d’autre part, que si G est un ensemble convexe compact
dans un espace vectoriel localement convexe (comme c’est le cas

pour R7), on a C= C, ou C désigne le profil de C, c’est-a-dire

. = .
I'ensemble de ses points extrémaux, ct ou A désigne I'enveloppe
convexe d’un ensemble A.
Pour déterminer 'ensemble S des bonnes stratégies de (1), il suf-

fira donc de déterminer son profil S, qui est donné par le théoréme
suivant :

THEOREME DE SnapLEY-SNow. — Siz €S, y €T, on peut extraire
de af une matrice carrée aj telle que

ro= (5.17 al el)
(A) Crata)’

(}‘ (bnalu),

=4
(e @)
Inversement, si pour une matrice carrée aj, les formules (A)

définissent des bonnes stratégies x et y,on a r€S, yeT.

Ce théoreme se démontre aisément dans le cas ou |a}|zZo
(cf.[38]); dans le cas contraire, on ajoutera  tout coefficient a; une
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constante b, ce qui ne changera rien niaux bonnes stratégies, ni aux
formules (A).

Remarque 1. — On peut également exprimer les formules (A) au
moyen de notations tensorielles condensées; identifions un vecteur
Zy 4 une matrice-ligne, et désignons par z sa matrice-colonne trans-
posée. Identifions ¢galement un nombre « & une matrice a une ligne
ct une colonne. On peut alors considérer comme un produit de
matrices le produit scalaire (zy, yx) = zy.y"; de méme, le trans-
formé de zy par une matrice a¥§ sera y* = a¥.2".

Les formules (A) entrainent

e | ll
€;.0;.¢ ? .
J—_l,——j =z (iel),
€;.a} .«

I =1
€y.ay.& 1 3 .
g =4y (jed).

€;.a].¢

On peut donc remplacer le sysieme (A) par

—J
g _
)= —— 717 IM—1= OM—1»
£j.Ay.€
(A)
E‘} Lel
},J= iR , },N—.l — ON_’.
€5 a‘l ¢l

La valeur du jeu est donnée par

(e5-@1).aj.(@.¢)
V= (=, axy)=aral.y’ = (ey-a. ) ’

Comme on sait que aj.a} = 9d}|aj|, on a finalement

1
(B) v el
(Eh a{ El)
Remarque 2. — Pratiquement, pour déterminer S, on essaiera

une matrice carrée aj en calculant V par la formule (B); les vecteurs

et y, définis par les formules (A), appartiendront a S et T si et seu-
lement si 'on a :

>0 (i&l), Yi=o (jEJ),
(€ (4, dyp) =V (ieD),
(21, &)V (jed).
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En effet, les autres relations seront toujours vérifiées ; par exemple,

on a toujours
€ a €
D= D= (25 =
( 5, B l)

1EM €1

CHAPITRE V.

COALITIONS.

26. Définitions générales. — Nous considérons ici un jeu a n per-
sonnes sous sa forme simultanée : tout joueur () choisit une stratégie
pure z, dans un espace X,, et du point x==(z;, %2, ..., Z,) de

X =HX, résulte le gain de (i), fi(x). On dira qu'un sous-
1EN
ensemble P de N={1, 2, ..., n} est une coalition siles joucurs de P

ont la possibilité de discuter entre eux de la situation, afin de choisir
de concert la stratégie qu’ils adopteront.
Autrement dit, si P est une coalition, celle-ci imposera a ses

joueurs le choix d’un point zp de XP=I]X,, et si /€ P, le meilleur
er
gain garanti au joueur () sera

o (P) = ix;ff,(xp, In_p)-

Si ces nombres ¢,(P) sont connus avant la formation des coalitions,
on dit qu’ils forment un systéme de valeurs; le jeu se présentera
alors de la fagon suivante :

Considérons la famille J¢, de tous les sous-ensembles de N pou-
vant constituer une coalition pour (Z); si He 3¢, cela signifie
que € H, et que la coalition H est autorisée par la régle du jeu. On
suppose toujours { i} € J¢,.

Indépendamment des autres joueurs, (£) choisit un ensemble H,
dans ¥, ; désignons alors par la letire K un ensemble tel que K=H,
pour tout ¢ dans K ; par la letire L un ensemble formé¢ d’un seul élé-
ment o, o0 7o n’appartient & aucun ensemble K. I1 est évident que la
famille formée par les ensembles K et les ensembles L est une parti-
tion de N; ensemble de cette partition qui contient ¢ sera la coali-
tion de (), et sera désigné par D,.
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Le but du joueur (¢) est de rendre aussi grand que possible le
nombre ¢;(D,). On a bien ainsi un jeu simultané a n joueurs, ou le
gain de (¢) est g;(Hy, Hy, Hy, .. ., H,) = vi(Ds).

Ainsi formulé, la possibilité¢ de se coaliser ne pose pas de pro-
blémes nouveaux aux joueurs, si ce n'est dans le choix du systéme
des valeurs { v;(P) /i€ P, PcN}; celui-ci sera guidé, suivant les cas
.et a des titres divers, par les axiomes suivants :

1° Aziome de l'intérét général :

20;(P) = sup iﬂf[zfi(”p’ }’N_P)] =o(P).

1€P iep

2° Axiome de stabilité : pour lout ensemble Q(cP), il existe
un /€ Q tel que ' *
e (P)> e (Q).
Le premicr axiome siguilic que les membres de la coalition P
servent au mieux I'intérét général de la communauté P : ils veulent
avant tout rendre aussi grand que possible le gain total

To(@) =D fil@).
ieP

Le second axiome signific que, au sein de la coalition P, aucun
sous-ensemble Q n’a envie de se désolidariser du reste de la coalition,
ce qui se produirait invariablement si

n(P)<el(Q) (1€Q).

Il est toujours possible de satisfaire le premier axiome (a & pres, si
I'espace X estinfini); au contraire, le deuxiéme axiome peut trés bien
étre irréalisable. On peut alors avoir recours a différentes variantes
de Paxiome de stabilité.

3° Axiome de stabilité individuelle :
o(P)>wi(1i})=19(Z) (i€P).

4° Azxiome de totale stabilité : pour tout ensemble Q(cP), on a

Py = X el Q)

i€eQ ieQ
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5° Axiome d’efficacité : s'il exisle des ensembles K et P(>K)
tels que
FeaK)>¥e(Q)  (KcQcP),
i€K 1€Q °

on a
¢ (Py=o0 (ieP—K).

Le troisi¢me axiome est évidemment une conséquence du deuxi¢me-
(en se bornant aux ensembles Q d’un seul élément); en outre, la
totale stabilité entraine la stabilité. La notion d’efficacité est une
variante de celle de stabilité a I'usage des jeux o le gain total fp(z)
peut étre partagé de toutes les fagons possibles entre les joueurs de
la coalition P (transférabilité).

Lorsqu’un axiome s’avere irréalisable, on peut toujours tenter une
approche du probléme; la notion de préférence individuelle étant un
outil insuffisant, nous introduirons d’autres notions plus complexes.

Relations de préférences dans X =l—[ X;.
ieN
La relation de préférence du joueur (7) est supposée connue dans X,
i

et c’est un quasi-ordre .

l
1° réflexive : X z;
i 1 i
2° transilive : Xy, ¥ 3 entraine £ > z;
i t
3° totale : pour tout z et tout y,onaz>xyouy>z.

i
Relations de préférences dans Xp= rl X;.— On pose zp>> ypsi,
iepP
a tout point zy_p de Xy_p, on peut faire correspondre un point yy p
de Xy_ptel que

i
(%p, Zy_p) > (Vps Yn—p)-

En d’autres termes, le joueur (7), s'il ne connait pas les choix des
joueurs de N—P, devra préférer zp & yp; on voit que cette relation
est encore un quasi-ordre : réflexif, transitif et total.

P
Relation > et >. — Si Ry, R,, ..., R, sont des relations dans
P

I'ensemble X, etsiP cN={1, 2,...,n}, leur réunion Ryou [ UCR,-]

i€P
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est définie par z Ry si (et seulement si) 2R,y pour au moins un
¢lément ¢ dans P.

On définit de méme ’intersection R® ou [ n 01,-] par z Ry si

igP
(et seulement si) zR?y pour tout ¢ dans P. Ainsi, > y signifiera
r
. - P . .
qu'au'moins un joueur de P préfere z a y, et > y signifiera que

P
tout joueur de P préfére x 4 . La relation > est une relation de
pré-ordre : réflexive et transitive. La relation > est une relation
P

propre : quels que soient z et y, ona x>y ou y > z.
P P

P
La relation = est une équivalence, mais non pas la relation =.
r

Relations complémentaires. — Si R est une relation dans X, la

relation complémentaire R sera définie par Ry si (et seulement

si) zRy est faux. On vérifie immédiatement que les [relations com-

1 P i P
plémentaires de >, >, > sont respectivement <, <, <C.
P r

Relation de préférence de la communauté P. — Si les relations
sont définies par des fonctions de préférences fi(z), on définit la
)

somme >~ par

xtp_y si (et seulement si) Zfl(x)éz‘f,(y).

EP teP

P
On vérifie immédiatement que > est unc relation de quasi-ordre,

P
et 'on en déduit une relation stricte > cl une relation d’équiva-
P
lence ~; on a

1° w[in%Jy:}x;y@x?y;

P P P
2° Z>y —_:>x>_-y=>x[%UE]y;

P P P
z=y =>x~y:>x[(?n§)u E]y.

11 peut arriver que 'on considére P comme un seul joueur, dont la

P
relation de préférence est >, on dira alors que P est une commu-
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P
nauté, et que = est la relation de préférence de cette commu-
nauté.

Si le jeu n’est pas un jeu de paiement, on peut néanmoins démon-
| 4
trer l'existence d’une relation de quasi-ordre >~ vérifiant 1°, 2° et 3°;
\ P
cette relation n’étant pas unique, on prendra le plus souvent pour > la

P
relation [é n >], qui est transitive et irréflexive.
)

Remarque. — Si les joueurs n’ont pas la possibilité de se coaliser,
on peut envisager d’autres modeles de négociations, moins efficaces
que la coalition (en général), et dont les problémes sont d’aillcurs
identiques; signalons pour mémoire :

A. Accorp BiuatéraL. — Un accord bilatéral est un « pré-jeu » qui
s’effectue de la facon suivante :

Premiére étape. — Un joueur (/) peut proposer au joueur (k) le
marché suivant : si (k) s'engage a faire son choix dans un sous-
ensemble X} de X, le joueur (7) s’engagera a choisir son point z,
dans un sous-ensemble X’ de X;.

Deuzxieme étape. — Le joueur (k) accepte ou refuse le marché;
on recommence d’autres propositions.

Troisiéme étape. — Les joueurs jouent simultanément; si (¢) a
accepté les ensemble X}, X7, ..., X}, il devra choisir un point z;
dans l’ensemblenX,", supposé non vide.

kEN

Un marché identique peut évidemment étre effectué entre plus de

deux joueurs (accord multilatéral).

B. Menace. — Un jeu de menace est un jeu non simultané qui
s’effectue de la facon suivante :

Premiére étape. — Chaque joueur (¢) choisit un point z; de X;,
appelé menace.

Deuzieme étape. — Tous les joueurs annoncent leur menace.

Troisiéme étape. — Indépendamment des autres joueurs, (7) fixe
une valeur #; du gain qu’il croit possible d’obtenir.
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Quatriéme étape. — S'il existe un point £ = (&1, Za. - . ., Ta) tel
que . !
Jioy>u,  (ieN),

les demandes u, sont compatibles, et tout joueur (¢) est obligé
d’adopter z;; il ne recevra que w;. Si les demandes sont incompa-
tibles, tout joueur (¢) est obligé d’adopter sa menace z;.

En d’autres termes, si 0(u)=90(u1, U2, . . ., &a) est une fonction
égale a1 si les demandes sont compatibles et 4 o dans le cas contraire,
le joueur (7) recevra

F.(2, u)=w,o(u)+ fi(3)[1—08(u)]

Dans le cas d’un jeu a deux personnes, la délermination des
demandes « justes » a 6t¢ résolu d’une facon indépendante par

Nash [29].

C. Accorp AvEC TRaNskERABILITE. — On dit qu'il y a transférabilité
quand un joueur a le droit de céder une partie de son gain a un
autre joueur, en remerciement de services rendus. Si P est une com-

munauté de joueurs avec transférabilité, le gain total /() =Zf,-(a:)

eP
peut étre partagé de loutes les fagons possibles. Loin de compliquer

le probleme, la transférabilité, comme on le verra plus loin, le sim-
plifie considérablement.

97. Les différents points extrémaux de l’e'space X. — La notion
de point d’équilibre, étudiée dans les chapitres précédents, peut
donner lieu 4 de nombreuses généralisations si I'on suppose que les
joueurs peuvent contracter certains accords mutuels; il importe donc
d’apporter dés maintenant une classification de ces différentes
notions.

Un point z est dit améliorable pour un ensemble P de joueurs
s'il existe un point ypde Xp ::HX,- tel que

1EP
P
o[ snz ] e one):
Dans le cas contraire,  est dit inaméliorable pour P, et I'on a

-’”[iu %] (e Zn—p) (y €X).
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On dit qu'un jeu est parétien sur un ensemble A de X si tout
point z de A est inaméliorable pour N par un autre point de A; un
jeu est parétien s'il est parétien sur X (!). On retrouvera une notion
bien connue des économistes, qui remonte a Paréto; le lecteur fera
lui-méme la traduction dans le langage intuitif de I'économie. Du
point de vue strictement mathématique qui nous occupe, on notera
que les jeux parétiens généralisent les jeux compétitifs, ou

Zfz(-’”)=°

1EN

pour tout z ( « zéro-sum games »).

TuroreMe |. — Tout point d’équilibre simple dans un jeu pour
les communautés Py, Ps, ..., P est inaméliorable pour Py, P,, ..., P,.

Cela résulte du paragraphe 26.
Un point z est dit totalement améliorable pour un ensemble P de
Joueurs sl existe un yyp tel que

P
z < (¥p) Zn_p)-
Dans le cas contraire, x est dit P-saturé, et 'on a

z>(rp Zyp) (y€X).
Un point z est dit point d’équilibre pour un ensemble P de joueurs
sil’on a

P
z> (e Zxp) (y€X).

Un point d'équilibre simple est un point d’équilibre pour tout
ensemble {/}; un point d’'équilibre fort est un point d’équilibre
pour tout ensemble N — { /}; un point d’équilibre pour I'ensemble N
est appelé point optimum.

Si & = (P4, Py, ..., Py) est une partition de N, on dira que z est
un point d'équilibre du type € s'il est point d’équilibre pour chacun
des ensembles Py, P, ..., P,. Plus généralement, z est un point
d’équilibre pour P relativement & un ensemble K de joueurs — ou

(1) Il sagit la de la notion de jeu d’ophélimité due & Farquharson [12].
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point d’¢quilibre pour P/ K — si I'on a

P
> (Yk y—x) (reX).

Tutorese 2. — Si &' est une sous-partition de %, un équilibre
du type % est aussi un équilibre du type T'.

On dit que ¥'=(P,,P,, ..., P}) est une sous-partition de
L=(Py, Py, ..., P;)si:

1° &' est une partition de N;
2° P, nPg#£ O entraine P, ¢ Ps.

Le résultat annoncé est donc démontré, si I'on considére que, si
P'cP, .un point d’équilibre pour P est aussi un point d’équilibre
pour P'. )

CoroLraire. — Tout équilibre du type % est un équilibre simple.

Cela résulie immédiatement de la proposition 2.
e

Tukorime 3. — Tout point d'équilibre du type % = (P4, Py, ..., P))
est un point d'équilibre simple dans un jeu pour les communautés
le pg. ceey P/,.

Cela résulte immédiatement du paragraphe 26.

TutorkMe 4. — Dans un jeu parétien sur un ensemble A:I IA;
de Xy, les points d’équilibre forts de A sont tous équivalents au
N

N
sens =, et ils sont inférieurs au sens = aux autres équilibres
de A.

En effet, si dans A, z est équilibre fort, et y un autre équilibre
on a

N—1
r > (x,, J‘N—-i)'
Comme z est un point inaméliorable pour N, on a aussi
1
r £ (x,, Iroa )

Comme y est un point d’équilibre, on en conclut

IN=

Ly,
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Le role du joueur (1) étant ici arbitraire, on a
N
r LY.

En outre, si z et ' sont deux équilibres forts, ce sont aussi des équi-
libres simples, et 'on peut écrire

ou ¢ncore

r=x.

Corovrraire (Farquharson). — Dans un jeu parétien a deux
N
Joueurs, les points d’équilibre sont tous équivalents au sens =.

En effet, dans un jeu a deux joueurs, tout point d’équilibre est un
point d’équilibre fort.

Tukoriwe 3. — Soie &£ = (Py, Py, ..., P1) une partition de \\, et
Qy, Qa, ..., Qs des sous-ensembles de N; si, dans le jeu des stra-
tégies combinédes, on peut faire correspondre c tout x et & tout j un
point d'équilibre de la forme (yq, zv_q,), il existe un point d'équi-
libre du type (P1 | Qy, Py [ Qa. ..., P11 Qy).

La démonstration est la méme que celle du théoréme de von

Neumann-Nash (§ 23).

Exemple. — Compétition sur un marché économigque : Trois
fabricants, (1), (2), (3). en compétition sur un marché, peuvent soit
vendre au prix fort (+), soit vendre au prix faible (—); le profit
total de chacun d’entre eux est donné¢, en unités de profit, par le
tableau suivant :

Prix. Gains
e ——— —~— —
Aoeennnnn. -+ -+ -+ 3 3 3
[/ R -+ -+ — o' o 12
Covinnnnnn -+ —_— —+ 0 1 0
doeeon. ... + —_ — i 5
€uininnnn — -+ L+ 12 0 o
fou vee — + — 5 1 5
Beeveninns — — + 5 5 1
) — — — 1 1 I
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Equilibres simples : d. £, g. h.

Equilibres pour P = 1, 2 : péant.

Inaméliorables pour P=1{1, 2/ :¢,d, e, f, g.

Saturés pour P ="{1, 2} :¢,d, ¢, f, g.

Saturés pour P =1!1,2,3{:a, b, c,d, e, f, g.
Equilibres pour la communauté P = {1, 2} : ¢, d, ¢, f.
Equilibres pour Ia communauté P = {1, 2,3}: 8, ¢, e.

Valeurs : o({ 1) =1;0({1,2})=6;¢({1,2,3])=12.

Sans négociations ni informations, le joueur (1) choisira le prix
faible, (qui lui garantit une unité de profit; avec des accords trilaté-
raux ou un jeu de menaces, on aurait @; avec un accord bilatéral
entre (1) et (2), on aurait g ou A.

St 'on admet la transférabilité, on pourrait prendre

Wl

I 2
=1 wlina)=2=3 ey 3)=73=4

L'intérét de chaque joueur est alors d’adopter la coslition
P=1{1, 2, 3}, cc qui aboutirait en b, c ou e.

98. Fonctions caractéristiques ¢(P). — Pour mesurer 'utilité
d’une coalition, il n’est pas nécessaire de connaitre tout ce qui
détermine un jeu; plus précisément, on se bornera a une forme
extrémement simplifiée du jeu, qui est sa fonction caractéristique.

On appelle fonction caractéristique du jeu la fonction ¢(P)
définie sur les sous-ensembles P de N, représentant le meilleur gain
que peut garantir la coalition P. On a

o(P) = sup inffp (xp, Yn_p)-
X Y

TukoriMe 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction v(P), définie sur les sous-ensembles P de N, soit une
fonetion caractéristique de jeu, est que Uon ait :

1 v(!{)) =0,

2° P, APy = O entraine ¢ (P UP,) > ¢ (Py) 4 ¢(Ps).

La condition est nécessaire : en effet, comme on a posé fg(z) =o,
on a 1°. D’autre part, si P, et P, .sont disjoints, donnons-nous un
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nombre ¢ positif; il existera un xp, et un 2, tels que

Jo (T ynp)>0(P)—e  (yeX),
Jo, (®py yyp,) 2 0(P2)—e  (veX).

On aura donc

Sour (%o Tpy Yuop—p,) D 0(P1)+9(Py)—2¢  (reX).
D’ou

o(PyuPy) = sup i?ffpiup’(xplup', Yx—p—p,) > 0(Py) +o(P2) —2:.
Comme ¢ est arbitraire, on a bien démontré 2°.

La condition est suffisante : Considérons un jeu ou tout joueur
(¢) choisit un sous-ensemble H; de N tel que H;>¢. On distinguera
les ensembles K tels que H;=K (£ €K), puis les ensembles L tels
que L=1{4}, H, 7 K pour tout K.

On ne peut avoir ni KnK'5Z20 si K#£K'; ni KnLzZ@: ni
LnL'zZ 0 si LAL" Les différents ensembles distingués sont donc
disjoints.

D’autre part, si £ n’appartient & aucun ensemble L, 'ensemble H,
est un ensemble K, tel que /€ K. Les différents ensembles distingués
forment donc une partition de N.

Appelons D; V'ensemble distingué contenant ¢, |D;| le nombre
d’éléments de D;, et posons

fi(Hy, Hy, ... Hp) = —=—o(Dy).
| D |
Si les joueurs (&), (éa), ..., (i) forment une coalition
P={i, d, ..., &}, et s'ils choisissent H, =H; =...=H; =P,
la coalition P peut garantir

Zf,(H,, Hy. ..., H,)=o(P).
134

D’apres 2°, ils ne peuvent garantir davantage; ¢ (P) est donc bien la
fonction caractéristique du jeu ainsi défini.

29. Mesure caractéristique m(P). — Dans tout ce qui suivra, on
supposera que I'on a

v(N)—Ev(i}> 0.

1EN
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En effet, dans le cas contraire, aucune coalition ne peut intéresser

les joueurs, et la théorie esttriviale. On appellera alors mesure
caractéristique du jeu la fonction

v(P)-—Zv(i)

m(P)= — 1€ .
o(N)— ¥ ()

€N

on entrevoit immédiatement la signification intuitive de cette fonction
si 'on remarque que la grandeur de m(P) exprime l'intérét des
joueurs de P pour cette coalition; si m (P)=o, les joueurs de P
n’ont aucun intérét a se coaliser, et si m(P)=1, les joueurs de P
n’ont pas intérét a élargir leur coalition.

TutoreMe. — On a :

1° m(0) = o;
2° m(PyuPy) > m(Py)+m(Py)siPinPy=0;
3 m(i)=o;

40 m(N) =I.

Cela résulte immédiatement du théoréme précédent.
CororLaire 1. — On a m(P) > o.
Autrement dit, m(P) est une mesure super-additive.

Cororrairg 2. — m(P) est une fonction caractéristique, et toute
Jfonction caractéristique vérifiant 3° et 4° coincide avec sa mesure.

En effet, si une fonction caractéristique ¢ (P) vérifie 3° et 4°, sa
mesure est

o (P)— X 0 (i)
m(P)y= —€ _ —y(P).
o(N)— X e(d)

1EN

On dira aussi que m(P) est la forme réduite du jeu ¢(P).

CoroLLaIRE 3. — L'ensemble des mesures caractéristiques est un
ensemble convexe M; si n = 4, les points extrémaux de M sont les
fonctions caractéristiques qui ne prennent que les valeurs o ou 1.

MEMORIAL DES SC MATH., — N° 138, 7
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En effet, st m(P), m'(P)eM; p, p'> o; p+ p'=1, on voil que
w(P) = pm(P) + p'm' (P) vérifie bien les conditions 1°, 2°; 3°, 4°:
c’est donc bien, d’aprés le corollaire 2, une mesure caractéristique.

D’autre part, si m(P) = o ou 1, c’est un pointextrémal de M; dans
le cas ou n < 4, on vérifie aussi la réciproque (cf. [27]).

Un vecteur @ = (a4, @2, ..., az) de R" sera appelé une imputation
du jeu p(P) si 'on a :
1° o, > v(f) (feN);
2° za;év(N).
1EN

Une imputation » est donc une fagon d’envisager les gains possibles
des joueurs aprés la partie; il est naturel de supposer 1°, car un
joueur () n’acceplerait aucun accord s’il n’était assuré d’obtenir
autant qu’en jouant isolément; 2° résulte de la dé¢finition de ¢(N),

On dira que a = (01, 3, ..., @,) est une imputation forte si
Yona:

1° o, > p(i);
2° Za,: v(N).
1EN

On dit qu’un jeu est coopératif si les joueurs onl la possibilite
de discuter entre eux de la situation, et sont obligés de faire
passer avant toute autre considération l'intérét de la communauté N.
Autrement dit, dans un jeu coopératif avec transférabilité les

gains possibles des joueurs sont les imputations fortes (il en sera

notamment ainsi si Zf,(.z') = o pour tout x) .

€N
Dans un jeu coopératif sans transférabilité, les imputations fortes
seront les vecteurs du type [¢s(N), 0o (N). ..., on(N)], vérifiant

Paxiome de I'intérét général et celui de la stabilité individuelle (§ 26).
A la forme réduite m(P) du jeu ¢ (P), correspondra 'imputation
réduite, qui est le vecteur @ = (ay, a@a, . . ., a,) défini par
o, — v(T)

u(N)—Ev(k).

keN

a;=
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Ona:

1’ &> 0;
n

2° Za,él.
1

Si @ est unc imputation forte réduite, on a :

1’ ai> o;

n
.

2° }_‘a,zl.
1

30. Jeux équivalents. — Le premier probléme qui s’est posé dans
la théorie de la coalition a ét¢ de comparer deux jeux ¢(P) et v(P),
pour lesquels toute coalition ait un intérét eomparable d’un jeu
dl'autre; on a ainsi proposé trois relations d’équivalence :

1° L'équivalence forte : on pose ¢(P)~ v (P) si m(P)=m(P)
pour tout ensemble P ;

2* L'équivalence : on pose v(P) ~ v (P) s’il existe une correspon-
dance biunivoque ~ entre les imputations de ces deux jeux, de sorte
quesie~a, 5~ f, on ait

v(P)-—Zal F(P)—za,

1EP _ 1EP .

N - - QA !

o(P)— DB B(P)— N
1€P . IEP

3° Léquivalence faible : on pose ¢(P)=v(P) s'il existe une
correspondance biunivoque entre les imputations de ces deux jeux

de sorte que, si @ 2, 33, on ail :
1° o;> B, équivaut a a, > f,;

2° o,> @3, (pour tout ¢ . o > Bi (pour tout ¢
dans D) L. . dans P);
eqmvaut a ¢
Yo <e(P) /25,43(1)).

1€P J v IEP

Ces trois relations, réflexives, symétriques el transitives, sont donc
bien des équivalences.
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TutoriME 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que

o(P) ~v(P) est qu'il existe des constantes G, ¢y, Cay .on Ca telles
que :
1° C>o;
2° ¢(P)=C%(P)+ Y e (PcN),
ier

La condition est nécessaire : Si m(P)=m (P), on a

v(P)—Zo(i) a(P)—Za(i)

ieP — iepP .
o(N)= X el F(N)—X3(d)
i€N €N

Posons

o(N) — Y e (d)

C = ieN ,
5(N)— ¥ 7(3)
ieN
ci=v(i)—Cov().

On aura bien les relations 1° et 2°.

La condition est suffisante : Si 'on a les relations 1° el 2°, on. a

o(P)— D, e() CE(P)+Zc,~—CZU(i)——Zc,~
€

m(P) = ’G: - = € = : = m(P).
v(N)——-Zv(z) CF(N)—i—ZC,—CZF(i)—Zc,
ieN ieN eN ieN
- Tneorkme 2. — L’équivalence forte entraine Uéquivalence, et

Uéquivalence entratne l'équivalence faible.
En effet, si ¢(P) ~9(P), ona
o(P)=GCw(P) +Zc,-.

iep
Considérons la correspondance biunivoque o ~ o définie par

o= C o+ ¢
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On aura '
v(P)-—zai C7(P) —;-205— CZ&‘_ZC‘ 7(P) “Za‘
ev i€pP icP iep - iep |
f(P)— DB CRP)+ P a—C X h— Do F(P)— X
i€P ieP iepP i€P Er

On a donc bien ¢ (P) ~ 9(P).

Considérons maintenant deux imputations « et § et leurs images
@ et B par une relation ~. Montrons que cette relation définit aussi
une équivalence faible.

1° S1 ;> Bi, on a
v(i)-——a, _ F(L)—E, <I

P8 s —f

0.z

Comme % et 3 sont des imputations de %, on a aussi
%> Br.
2° Si 2;>Bi(¢€P), Y aiLe(P), ona

iep
o(P) —E§i> v(P) —Eaié o.

Pour un nombre k(k > o, p <1), on peut écrire
v(P)—Za, F(P)—ZE;

ieP — icP = k.
o(P)— B F(P)— X
i€epr €P
D’ou
5(P)— D @i= k[v(P)—Z B ] > k[m)—Zm]-
P ep i€P

On en conclut

E(P)—Zigé 0.

iepP
On peut donc bien écrire

%> P (pour tout ¢ dans P),

Ea,é 5(P).

1P

C. Q. F. D.
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Lemue. — Sil'on établit une correspondance biunivoque <> entre
les vecteurs de
n

Tp={(a1, A, .-+, @p) [ G>0, Ea,:l H
1

et st a;> b;, a<>a, b<>b entraine a;> b;, on a

a=a (ae%,).

Le théoréme est évidenlL pour =1 ou n = 2; raisonnons par
récurrence, et supposons-le vérifié pour n—i1. Montrons tout
d’abord que si‘(a4, aa, ..., @n) <> (@1, da, ..., @n) et sl @y=0, ona
a;= 0. En effet, si @, > o, considérons le vecteur b de %, tel que

bi=0< @,

— a _ . X
/),—_—a,—x—-n—'-—[>al (ix2,iZn).

L'image b de b veérifie donc by << ai=o, ce qui est absurde.

Ainsi, <> établit une correspondance biunivoque entre les vecteurs
de la forme (o0, a2, @,, ..., a.) et, par conséquent, 'image d’un tel
vecteur est

a=(0, @, @3, ..., Ap).

Pour un vecteur @ = (a4, a., ..., @,) qui n'a pas de composantes
nulles, on a @y + as <1, et I'on peut écrire

b:([)1=0, l)g= a)—+ iy, b.;: A3y ..oy bn= a,,)
<>b=(0,a + ay as, ..., ap);

comme a;= b; pour { > 3, on a aussi
——1=T7,=a1 (ix3).

Comme ce raisonnement peut se faire avec d’autres composantes que
les deux premidres, on a bien a = a.

Tueorkme 3 [24]. — Dans un jeu coopératif, il y a coincidence
entre Uéquivalence faible, 'équivalence et l'équivalence forte.

D’apres le théoréme 2, il suffit de montrer que
v(P)y~v(P) entraine ¢(P) ~ 5(P).
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La correspondance biunivoque « 22 ¢tablit une correspondance
biunivoque @ <> @ enire les imputations réduites, de sorte que :

lO
a,.=_1fl<j>_~>,,,: fFi—o(9)
V(N‘)——-Zv(i) V(N)—Zv(i)
. 1EN eN
€quivaut i
a= 2P g BP0
U(N)~—ZF(¢’) F(N)—-ZE(:’)
€N eV
20
a> b (ieP), }:a,ém(l-’)
ep
équivaut a
@>b (ieP), Za,ém(p).
e

D’apres le lemme, on a donc ¢ =@, d’ot m(P)=m(P).

31. Fonction de Shapley ®(¢). — Lorsque des joueurs forment
une coalition P avec transférabilité on a vu qu’il est nécessaire de
convenir a priori d’'une méthode pour partager le gain total fp(z)
de la coalition; une solution de ce probléme a été fournie d’une
facon indépendante par L. S. Shapley.

Par définition, on dira que ®(¢) cst une fonction de Shapley si
elle fait correspondre, a toute fonction numérique ¢(P) définie pour
les sous-ensembles P de N, un vecteur

D(0) = (P1(0), P2(0), ..., Pa(v))

de R#, de sorte que 'on ait :

1° Azxiome de symétrie. — Si n désigne une permutation dans N,
o(P) et 9(P) deux fonctions numériques telles que ¢(P)=7v(nP)
pour tout P, on a

d’;;i(.(;) = (D[(V);

2° Aziome defficacité. — Si K est un sous-ensemble de N tel

que ¢(P) = o(PnK) pour tout P(cN), on a

Z"D;(o) = v¢(K);
iek
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3° Aziome de linéarité. — Si v et v sont des fonctions de
P(P cN), % et i des nombres réels, on a

B(he +pw)=AP(0) + ud(w);
Lenue 1. — Si K est tel que v(P) = 9o (P nK) pour tout P, on a
P;(v)=0 (i€ K).
En effet, si /¢ K, I'ensemble Ky {7} vérific pour tout P
o(Pn[Ku{ii])=¢(PnKn[Ku {i}]])=¢(PnK)=9(P).
On peut donc écrire
Zd)k(v)= o(K) = p(Ku{i] )=2(I>‘(v)+<bi(v).
rex kex

On a donc bien ®;(¢v) =o.

Lenme 2. — Si K désigne un sous-ensemble de N, et ¢vx(P) la
JSonction caractéristique égale & 1 st Po>K, a0 si PPK, une fonc-
tion caractéristique o (P) peut s'écrire

o(P)=2cm(P) (PcN),
Kzg
avec

ch=2(»~1)|Kl—lle(Q).

QCK

En effet, étant donné un ensemble P, on peut écrire’

Zcxvh(P)=2cR =29(Q) [2(_1).1([_191]

K KCP Qce %29
> "=§IPI (k—gq)!
= V(Q)[ (— 1)k — Tk; ]
Qce k=q=1Q| (P q)'( P)!

la quantité entre crochets est ¢gale a o si p£g, et a1 si p=gq;
on a donc bien le résultat annoncé.

Tukorime 1 [39]. — Pour un jeu v (P) il existe une valeur de
Shapley ®(v), et une seule.
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° Unicité. — Soit ®(¢) une fonction satisfaisant aux trpis axiomes

(st elle existe), montrons tout d’abord que I'on a nécessairement

<I)L(vx)————l si kek;

=o0 si kg K.

En effet, soit {(€K), j( €K); considérons une permutation =
dans N telle que tK =K et ni=/; on a

Pk(P) = ¢r(n—' P) = og (P),
q)i("K) =0, (Pk) = D,(vn).

D’aprés I'axiome d’efficacité, on peut écrire pour tout & dans K

1= vg(K) =2rb,(vn) = | K| ®(og).

€K

1
[ K|

Gy (vn) =

Par ailleurs, d’aprés le lemme 1, on peut écrire pour toul k dpars
N—K,

Pi(on) =o0.

Appliquant le lemme 2, on peut enfin écrire

D, (0)=3 (2%%) ex D, (vk) _2‘ ICK .

Ksto KD
2° Ezistence. — On vérifie immédiatement que les trois axiomes.
sont bien vérifiés par
=N k|
q)l(v) _H I K |
K3
Treoreme 2. — On appelle apport de (i) dans une permu-

tation TN = (i1, @2, ..., Uy - - -, in) le nombre
Vo (m)=0( {1, fay coey B} )—90( {815 82y oy k=1 } )5

®,(v) est égale @ la valeur moyenne % ZV,(n) des apports de (i),
T
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On a
P(v) =X i D (— DIFI=eIo(Q)

K3 chlci

_ Vo(—ikr (n—g)!

—QEB“’(Q) _qum k. (F—q) (n—Fh)!
(—l)“’ (n—g—1)!

—E.O(Q)AZ ErEnHE

ou

®,(0) = Z(k——l) (n—k)! o (K)— Zkl(n~ —1)! b (K)

K3 KP: nt
N (k—1)!(n—

=B E=D R k) — ok — ).
Kal

D’ou le résultat annoncé.

ConstQUENCE. — ®(9) = (®4(0), Pa(v) ..., ®n(v)) est une impu-
tation forte du jeu v(P).
En effet, on a V, (1) > ¢ (¢) pour toute permutation n, d’od

®.(v) > 0(8);

d’autre part, d’aprés 'axiome d’efficacité, on a

Zfb,(v) = o(N).

1€N
Application fondamentale. — Posons

K(P)=9o(KnP),
vV,EK%:%(,(VQ).)

Dans le cas ot I'on admet la transférabilité, montrons que l'on
peut-adopter ces nombres ¢,(K) comme systéme de valeurs (cf. § 26)
et, d’aprés la définition de ®, ce procédé de définition est le seul
qui soit permanent (c’est-a-dire symétrique et additif).

En effet, les ¢0,(K) vérifient 'axiome d’intérét général, car on a

ka(x) = oE(K) =p(K).

€K
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Il vérifie 'axiome d’efficacité : si I'on a, pour deux ensembles K
ct P, la relation
#(Q)=¢(P) (KcQcP),
on a aussi
vi(P)=0 (ieP—Nh).
11 vérifie axiome de stabilit¢ individuelle
er(P) 2 0(i).

On pcul se demander s'il vérifie aussi 'axiome de stabilité, c’est-
a-dire si dans tout ensemble Q( ¢ P), il existe un ¢ tel que

o (P)>s e Q).

On pourra constater que dans la plupart des cas, il en est bien ainsi.

Ezemple1. — Considérons un jeu de vote (g; wy, ..., Ws, ..., Wn)
a n joueurs; le nombre positil w, ¢st le nombre de voix dont dispose
Pélecteur (¢), et le nombre positif ¢ est le nombre de voix requises
pour 'élection d’un représentant. Ainsi, le nombre m de représen-

tants que peut élire la coalition P est le quotient de Zw,- par q.
1€P
On peut rendre le jeu transférable en supposant que pour remercier
ses électeurs, chaque représentant élu lenr distribue une certaine
somme d’argent, que 'on prendra égale 4 1; on a alors v(P) =m.
Pour répartir cette somme 7 suivant une méthode permanente
qui réalise I'axiome d’efficacité, il faudra altribuer & () une part
égale & v;(P). Pour fixer les idées, considérons trois électeurs (1),
(2), (3), avee wy=1, wa=3, wy=14, ¢=75. Dans une permu-
tation m, apport V;(m) ne peut étre que o ou 1, et il sera égal a 1
pour les joueurs en caractires gras dans le tableau

0w W =
- G~

3
1
2

W -
W o~
= N w

On en déduit, d’apres le théoréme 2,

1
vl({1,2,3})=02({I,?,3})=G, oe(f1,2,3}) =

Wil v
~

01({1,2;)=V3(:l,?.§)=0,
({1, 31)=rs(11,3})=0(12,3])=e({2,3})=

p1(1)=0(2) =9(3) =o.

b o

)

p

o

I
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On voil que ce systtme vérifie 'axiome de stabilité : si P cst une
coalition, aucun sous-ensemble Q de P ne cherchera a se désolida-
riser, car on ne peut écrire

v(Q)>w(P)  ({€Q).

Remarquons que siP=1{1r1,2,3},Q={2,3},0na

Q) =N Q=1>3= Ne(P);
t€Q 1€Q

ce systéme ne vérifie donc pas 'axiome de stabilité totale.

Ezemple 2. — Considérons le jeu de compélition sur un marché
économique, défini plus haut (§ 27); les valeurs de Shapley ¢, (P)
sont

e1({1,2,37)=w(1,23})=0({1,2,3})=4
si({n2))=wn({2])=...=3,
v1(1) =va(2) =v3(3) =1.

Ces nombres vérifienl maintenant 'axiome de slabilité, et méme
celui de totale stabilité : pour toul sous-ensemble Q de P, on a

Do(P)=e(Q).

1€Q

32. Théorie de von Neumann-Morgenstern. — Dans leur théorie,
von Neumann ct Morgenstern ne tiennent pas compte du systéme
complet des valeurs {¢ (P)/ieP, PcN}, mais se préoccupent
exclusivement des imputations possibles « = {o,(N) / /e N1.

Soit donc A I'ensemble des imputations a envisager;

Etant données deux imputations « et B8 de A, on dira que «
domine B, ct I'on écrira ap-83, dans les cas suivants :

n n
1° Za,éz 8.t ab=f si, et sculement si, il existe un ensemble P
1 1

non vide de joueurs tel que

u>B (i€P), Za,é o(P);

EP

n n

2° Za,<2{3,: o %= B si, el seulement si, il existe un ensemble
1 1
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Q non vide de joueurs tel que

u> B (i€Q), Z %> o(N — Q).
1EN—-Q

Dans le premier cas, 'intérét de la communauté N est de préférer
.« a 3; si les deux impulations « et 8 sont proposées, il existera un
ensemble P de joucurs qui préferent «, et ces joueurs ont le droit
de remporter la décision du fait que la communauté P est particu-
lierement « brimée ». Dans le second cas, la communauté N
préfere B a «, mais les seuls joucurs qui pourraient s’opposer a «
sont les joucurs de N—Q, qui n’ont pas « voix au chapitre » du
fait que la communauté N— Q aura encore plus que sa parl.

On remarque que la relation $- est irréflexive : a$=a pour aucun
o dans A.

Le probleme qui se pose alors est de déterminer lgs points o de A
que Pon devra préférer aux autres au sens de la relation $=; si $-
était une relation d’ordre stricte sur un ensemble A fini, I'élément
a adopter serail le « maximum »; il nous faut donc généraliser la
notion de maximum pour des relations p- irréflexives qui ne sont
plus nécessairement des ordres.

Un cnsemble S(c A) sera par définition une solution du jeu si :

1° 2, B €S entraine aM-3;
2° B &S entraine l'existence d'un « dans S, avec ap-53.

1° exprime qu'aucun point de S ne peut étre dominé par un
autre point de S; 2° exprime que tout point qui n’est pas dans S
peut étre dominé par un point de S.

Si S est une solution, a appartient & S si, et seulement si, il est
indominé par les éléments de S; unec solution est donc un ensemble
maximal de point qui nc peuvent s¢ dominer.

Si A est un ensemble fini numérique, et si p- est la relation
« supérieur & », il n’existera qu'une solution, et cette solution
sera composéc d’un seul élément, le plus grand de tous les nombres
de A. Plus généralement, supposons que la relation $ puissc
étre représentée par un arbre, a5 signifiant que o et 5 sont sur
une méme branche, a étant plus proche du point terminal de la
branche, et 3 plus proche de I'élément initial ao; la solution est
encore unique, ct ¢’est I'ensemble de tous les points terminaux.
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Tueorene 1. — Un jeu coopératif avec transférabilité posséde
une solution S=/|ay} d’un seul élément si, et seulement si,

Zv(i) = ¢(N); dans ce cas, S est la seule solution du jeu.
tEN

n

Si Zu(i‘) = ¢(N), limputauon forte a = (¢(1), ¢(2), ..., v(n))
=1
constitue a elle seule une solution.

Si Ev(i)<v(N), et si le jen posséde une solution composée
=1
d’un seul ¢lément «, on a

B=£a entraine « P .

Nous allons construire une imputation 5 pour laquelle ceci soit
mis en défaut.
On a

n

2:1,: v(N)>iv(i).

=1 =1
Donc, pour un indice 7o, on a

oy, 2> v(20).

Posons ¢ = a,— ¢(io) >0, et considérons l'imputaiion B définie
par

ﬁ'o = O — €,

B1= °‘t+"ﬁ (l7ﬁi0)

Comme l'on admet la transférabilité, 5 est bien une imputation
forte de A et, de plus, B 3£ a; en outre, si ap=3, soit P un ensemble
de jouenrs tel que

a,> B, (ieP),

za,é o(P).

1EP

La premiére condition implique P = {/,}, ce qui est contraire &
la deuxiéme condition.
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Tutorime 2. — S¢ Pimputation o appartient a une solution S,
on a
minV;(x) £ a; < maxV,(x) (ieN).
k] T

On dé¢signe comme précédemment par
ij(l.“ l‘g, vy in) = ()(ih l‘g, ey lk)— V(l‘,, iz, ey il\—l)
Papport de (Z;) dans la permutation 7 = (iy, éa, . .., In)-
Posons b;= maxV;(7), et supposons que pour une imputation «
ks

appartenant a une solution S et pour un indice ¢, on ait o;> b;.
Nous allons montrer que cette hypothése conduit & une contradiction.
Considérons le vecteur 3 = (B4, B3, ..., Brn), OU

Bi=oa— (n—1)e,
Bi=ej+e  (JF#I),
€ > 0.

En prenant ¢ assez pelit, 3 est une imputation (car a;> b;> o).
Montrons que # domine a. On a

a > bi> o(N) — o (N - ),

D= o(N).
i€eN
D’oy
2 a; << o(N—¢)
JEN—1

D’ou, en prenant ¢ suffisamment petit,
< e(N—i).
j€N—1

Comme (3,>> «; pour lout j(5¢), ceci montre que 3 domine a.
En particulier, comme « € S, on a B&S; il existe donc dans S une
imputation y qui domine @, et 'on a pour un ensemble Q de joueurs

Y/’>|31' (.IEQ)7
F1i£e(Q).

j€Q

Yi>8i>e (jeQ—i).
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Comme y ne peut dominer o (puisque x €S, y€S), on a donc

¥ 1> e(Q—i).

1EQ—!

De cette inégalité, on déduit que ¢ € Q, et que

a—(n—De=H<y= 17— X u<HQ—e(Q—iH<h

/€Q ji€Q—1

Comme ceci est vrai « si petil que soit ¢ », on a donc prouvé
que 2; < b;, ce qui est contraire a ’hypothese.
C. Q. F. D.

Tutoreme 3. — 8¢ une imputation o vérifie 'axiome de totale
stabilité, c’est-a-dire s¢

Za,;.v(P) (PcN),

EP

cette imputation o appartient & toute solution S.

En effet, si a &S, il existe une imputation 3 dans S telle que,
pour un ensemble P, on ait

B> (ieP),
Zﬁté v(P);

EP
cecl entrainé

AN
A‘a,< o P).

€D

« ne peut donc vérifier 'hypothese du théoréme.

Donnons maintenant quelques théorémes d’existence pour une
solution, qui découlent immédiatement de la théorie des jeux de
Nim (§ 8).

Soit X l’ensemble des imputations d’un jeu & » personnes, si
z €X, on désignera par I'z 'ensemble des imputations qui peuvent
dominer z. On posera Xo={z/Tz=0}, et l'on considérera un
sous-ensemble A de X,.
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Un ensemble S, dans X sera par définition une solution relati-
vement 4 A sil'on a :

1° z, y €S, entraine y ¢T'z;
2° z¢S,, r¢A entrainec lexistence d’un y dans S, tel
que yel'z.

Sg sera une solution, au sens de von Neumann-Morgenstern;
Sy, sera une solution faible, c’est-a-dire 'ecnsemble maximal de tous
les éléments 2 qui dominent tout élément non dans Sy, pouvant
étre dominé.

TueortMe 4. — Si le jeu de Nim (T, A, Xo—-A) admet une
Sonction de Grundy g(z), Uensemble {z|g(z)=o0}=35, est
une solution relativement & A.

Tutoreme B (Richardson). — S¢ le graphe (T, X) estI-finietT -
fini, et ne comporte pas de suites cycliques de longueur impaire,
il existera une solution S, pour tout A( cX,).

En effet, dans ce cas, il cxiste une fonction de Grundy (th. 1, §8).

Tatorexe 6 (von Neumann-Morgenstern). — S¢ le graphe (T, X)
est localement fini, a tout ensemble A dans X, correspondra une
solution S, et une seule.

En effet, dans ce cas, il existe une fonction de Grundy et une
seule pour le jeu de Nim (T, A, Xo—A).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 138 8
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