
MÉMORIAL DES SCIENCES MATHÉMATIQUES

CLAUDE BERGE
Théorie générale des jeux à n personnes
Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 138 (1957)
<http://www.numdam.org/item?id=MSM_1957__138__1_0>

© Gauthier-Villars, 1957, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Mémorial des sciences mathé-
matiques » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSM_1957__138__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


<2>£>M 2>4S6 

C. BERGE 
Maître de Recherches 

au Ceulre National de la Recherche Scientifique 

THÉORIE GÉNÉRALE 

DES JEUX A n PERSONNES 

MÉMORIAL DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

Directeur : H. VILLAT 

FASCICULE CXXXVIII 

PARIS 
GAUTHÏER-VILLARS, ÉDITEUR-IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

Quai des Grands-Augustins, 55 

1957 



© 1957 by Gauthier-Villars. 
Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés pour tous pays. 



THÉORIE GÉNÉRALE 

DES 

JEUX A n PERSONNES 

Par Claude BERGE. 
(Maître de recherches au C N R. S ) 

INTRODUCTION. 

Si Ton met a part les travaux précurseurs de Zermelo [45] et de 
Borel [8] , la théorie générale des jeux est de création assez récente; 
la première étude systématique, due à J. von Neumann et 
O. Morgenstern, remonte à ig44- Depuis la parution de cet Ouvrage 
fondamental [27], les résultats ont été constamment améliorés et 
généralisés. 

Notre but est ici d'exposer certains développements théoriques 
récents sous une forme très générale, t e s principales restrictions que 
nous nous sommes efforcé de lever le plus souvent possible sont les 
suivantes : 

a. A tout moment de la partie, le joueur se trouve devant un 
nombre fini d'alternatives; 

b. La durée de la partie est finie et bornée par un nombre fixé à 
l'avance ; 

c. On ne peut aller d'une position de jeu à une autre que par un 
chemin unique et bien défini. 

J. Ville [42], le premier, a étudié des jeux ne vérifiant pas a, et 
l'on a pu constater que la plupart des résultats sur les jeux « finis » 
s'étendent sans peine par continuité aux jeux « infinis ». Signalons 
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seulement que la plupart des théoriciens des jeux infinis supposent 
que l'ensemble dans lequel le joueur fait son choix doit être repéré 
numériquement (hypothèse d'énumérabilité); cette restriction, bien 
entendu, est superflue avec la définition ensembliste. On connaît 
d'ailleurs des jeux pour lesquels l'ensemble des alternatives a une 
puissance supérieure à celle du continu. 

L'élimination de l'hypothèse 6, tout d'abord, a laissé apparaître des 
phénomènes étranges; c'est ainsi, notamment, que Gale et Stewart [13] 
trouvèrent que le théorème fondamental de Zermelo-von Neumann 
pouvait être mis en défaut. Comme il importe que de telles anomalies 
soient évitées ici, nous définirons le but du joueur au moyen de rela­
tions de préférence sur toutes les positions rencontrées. Ceci nous 
permettra, notamment, d'obtenir des résultats analogues pour les 
jeux de durée bornée et ceux de durée non bornée. 

En écartant l'hypothèse c, nous avons eu primitivement pour but 
d'appliquer à la théorie des jeux certains résultats élégants de l'algèbre 
des applications multivoques [2 ] . La théorie classique, en ramenant 
tout jeu à une forme ordonnée, est à ce point de vue moins souple, et, 
dans le cas où tous les antécédents d'une position n'interviennent pas 
dans le paiement final, elle alourdit la donnée d'une « position » 
d'éléments étrangers au problème. Enfin, un autre avantage de la 
formulation non-ordonnée est qu'elle contient naturellement les 
concepts de programmes dynamiques (*), de machines (2) , de 
missions ( l) (en tant que jeux à une personne). 

Un jeu sur un espace abstrait X étant considéré comme une 
« structure », définie par un ensemble de règles et de préférences, il 
sera naturel d'étudier, aux chapitres II et IV, le cas où X est un 
espace topologique. La notion intuitive de « voisinage » d'une posi­
tion apparaît dans de nombreux jeux connus, comme par exemple les 
jeux de poursuite; si, en outre, les règles et les préférences sont 
continues, on pourra parler de «jeu topologique », au même titre, 
par exemple, que de « groupes topologiques ». Les possibilités de 
cette nouvelle incidence sont encore insuffisamment explorées. 

Au chapitre V, nous analyserons la structure algébrique des coali-

(1) R. BELLMAN, Proc. Nat. Acad. S e , t. 38, 1962, p. 716. 
(2) J. RIGUET, C. JR. Acad. Se, t. 242, ig56, p. 4$5. 
(a) Bf. VERHULST, Naval Research logistic quaterly, t. 3, 1956. p. ¢5. 
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Lions ; l'économiste verra là non pas les problèmes q.ml le préoccupent, 
mais seulement certains outils généraux. En ce qui concerne les 
méthodes particulières aux jeux à 3 personnes, par exemple, nous 
lui conseillons de se référer à [27] , 

Nous avons pris soin de n'exiger du lecteur que les connaissance* 
élémentaires d'algèbre et de théorie des ensembles, quitte à faire 
parfois de brefs rappels ; aux chapitres II et IV, on supposera connues 
exceptionnellement des notions d'ailleurs très simple de topologie 
ensembliste. Chaque chapitre pourrait être 1« séparément. 

CHAPITRE I. 

JEUX AVEC INFORMATION COMPLÈTE. 

1. Rappels algébriques. — Soient X et Y deux ensembles; une 
application multicoque (ou, plus simplement, application) de X 
dans Y est une loi T qui fait correspondre à tout élément x de X un 
sous-ensemble Tx de Y, bien déterminé, et ne dépendant que de x. 
On dit que T est une application définie dans X si, quel que soit x 
dans X, l'ensemble Tx comporte au moins un élément; autrement 
dit, si l'on désigne par 0 l'ensemble vide (qui ne comporte aucun 
élément), on a 

Si Tx comporte un et un seul élément (pour tout x dans X) , on dit 
que T est une application univoque. Si A est un sous-ensemble de X, 
on appelle image de A l'ensemble 

TA = l J r . r . 
•r€A 

Si TX = Y, on dit que T est une application de X sur Y. 
Si 1\ et T2 sont deux applications de X dans X, on désigne 

par F i U r 2 , T± n T 2 , r 4 . r a , I, O, les applications de Xdans Xdéfinies 
par les égalités suivantes : 

(r!nr2)a? = r ,^nr2 jc, 
( r 1 . r 2 ) ^ = r , ( r 2x), 

Oar = 0. 
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Si T est une application de X dans X, le couple (X, T) constitue par 
définition un graphe) un graphe se représente sur le papier par un 
ensemble de points (que l'on suppose en correspondance biunivoque 
avec X) ; en outre, si y € Tx, on joindra le point x au point y par un 
segment orienté de x à y. Si y € Tx, on dit aussi que y est lié à x par 
la relation binaire (T). (Pour l'étude directe des graphes, c/. [48]). 

Un ensemble I, et une application qui fait correspondre à tout i 
dans I un sous-ensemble A,- de X, constituent par définition une 
famille d' ensembles dans X ; cette famille se note (X = (A,- / i € I), et 
se désigne par une lettre ronde. I s'appelle Y ensemble des indices de 
la famille 0i. 

Une collection {A, B, C, ... } d'ensembles distincts peut toujours 
être considérée comme une famille d'ensembles : on prendra pour 
indice i de l'ensemble A, l'ensemble A lui-même. On dit que l'on a 
alors une famille collective d'ensembles. Dans une famille collective, 
tous les ensembles A/ sont différents ; au contraire, dans une 
famille (A, / ici) quelconque, il peut se trouver deux ensembles A. 
et Aj égaux, avec i^J. 

Une famille d'ensembles (9L = (A I - / /€ l ) est une partition d'un 
ensemble X si : 

i° A , c X , A,-7^0 (pour tout i); 

2° i ^éj entraîne A,- n Aj = 0 ; 

3° U A = X 

(X est un treillis (par rapport aux opérations u et n ) si pour 
tout ensemble J c I, on a 

i° ^ J A / € C X ; 

En particulier, la famille collective constituée par tous les sous-
ensembles de X est un treillis, que l'on désigne par # ( X ) ; on dit 
aussi que c'est Vensemble des parties de X. 

Si l'on désigne par —A,- le complémentaire de A,, on appelle 
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complémentation de (Si la famille 

- a = ( - A f / * € i ) . 

Une famille (fl = (A/ / i € I) est dite complémentée si 

Af€CX entraîne — A*=Ay€CX. 

^ ( X ) est évidemment une famille d'ensembles complémentée 
dans X. 

Considérons une famille finie (9L = (Ai, A2, . . ., A„); on dit aussi 
que c'est un n-tuple d'ensembles. On appelle produit (topo­
logique) des A/ l'ensemble des rc-tuples a = (fl4, a2, . . . , f l n ) , 

n 

avec a 4 € A i , a 2 € A 2 , . . . ; cet ensemble se désigne par I I A,-; la 

n 

projection sur Aj est une application univoque de I I A/ dans Aj qui 

fait correspondre à a = (a4 , a2, ..., an) l'élément 

a y = p r o j A y a . 

On appelle somme topologique des A/ l'ensemble constitué par les 
couples de la forme (i, ai), avec a(-€A(-; cet ensemble se désigne 

n. 

par 2 J ^ ' - ^ n désignera encore (abusivement) par Ay l'ensemble 

j # / j ? € ^ A f , œ = (j,aj), ay-€Ay>. 
( / = i ) 

J^ A; est ainsi un ensemble qui admet pour partition la 
l = \ 

famille 0i = (A l 5 A2, ..., An). 

Une relation binaire (&, définie dans un espace X, est un quasi-
ordre si elle est : 

i° réflexive : x<Kx\ 
2° transitive : x(Ky etyûlz entraînent xûiz; 
3° totale : si x, y € X, on a soit xdiy, soit y (Rx. 

On désigne en général une telle relation par le signe ^ , et la rela­
tion symétrique par le signe ^ . On a donc par définition 

x^y équivaut à y ^ x. 
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Si x^y, on dira que x est plus favorable que y ; si l'on a x^^y et 
non x ^y, on dira que x est strictement plus favorable que y , et 
l'on écrira x>y\ si l'on a x^y et x^y, on dira que x est 
équivalent à y, et l'on écrira x ^y-

On vérifie immédiatement que la relation = est une équivalence 
algébrique, c'est-à-dire qu'elle est 

i° réflexive : x = x\ 

2a symétrique : x = y entraîne y = x ; 

3° transitive : x = y et y = 5 entraînent a? = £. 

2. Définition générale d'un jeu avec information complète. — 
Considérons une partition (Xd , X2 , . . . , X,i) d'un ensemble 
abstrait X, et n personnages appelés joueurs que l'on désignera par 
( i ) , (2), . . ., (n)) on posera N = { 1, 2, . . ., n ) , et l'on distinguera 
deux catégories de joueurs, ceux qui sont actifs dont l'ensemble 
sera N+ , ceux qui sont passif s dont l'ensemble sera N - . 

Pour ces joueurs, on dit qu'on a un jeu sur la partition considérée 
si Fon a 

i° une application multixoque T de X dans lui-même, appelée 
la règle du jeu ; 

20 n relations de quasi-ordre <RL, (R2, . . . , (Rn sur X; la rela-
i 

lion (Ri, plus souvent désignée par ^ , est la relation de préférence 
du joueur (i). 

Les éléments de X sont appelés positions de jeu. Si une position x 
appartient à X/, on dira que le trait (droit de jouer) appartient au 
personnage (i) dans la position x. 

Une partie s'effectue, à partir d'une position initiale x0 de la 
façon suivante : si Xi Gx0, le joueur ( 1 ), qui a le trait, choisira une 
position de jeu Xi dans l'ensemble Tx0. Si X / B # i , le joueur (i) 
aura à son tour à choisir une position x% dans Tensemble Txi, et 
ainsi de suite. Si un joueur choisit une position x telle que Tx = 0 , 
la partie s'arrête. 

On pose X0 = { x \ Tx = 0 }, et, quitte à modifier T, on 
suppose r X / f t X ; = 0 . 

Le plus souvent, la relation (Ri est définie à l'aide d'une fonction 
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numérique bornée / , ( x ) de la façon suivante : 
z 

x^y équivaut à fiW^fi(y)> 

On dit alors que f est une fonction de préférence pour ( / ) ; si 
tout joueur admet une fonction de préférence, le jeu est par défi­
nition un jeu de paiement (*), et est désigné par (F, / ) , 
où f= ( / i , / 2 , . . ., f n ) . De même, si chaque fonction / / est la 
fonction caractéristique d'un ensemble K,, on dira que K; est un 
ensemble de préférence pour (i), et l'on a par définition un jeu de 
mat (T, K), où K = (Ki, K2, ..., K„). 

Lorsque x^y, on dit que la position x est plus favorable à {/) 

que y ; le but de («) est différent suivant que «€N + ou que i^N . 

I. Si i € N , le joueur (i) cherche à obtenir tôt ou tard, au cours 
1 

de la partie, une position très favorable au sens de la relation ^ . 

Dans un jeu de paiement, on considère l'ensemble S des positions 
rencontrées au cours de la partie, et l'on appelle gain de (i) le 
nombre f (S) = s u p / ; ( # ) . Le but de (i) est d'obtenir pour gain un 

nombre aussi grand que possible. On peut ainsi assimiler le gain 
de (i) à une somme d'argent que reçoit (i) à l'issue de la partie; 
si/?"(S) est négatif, cela signifiera que (i) doit payer | /T (S) |. 

(1) On peut facilement vérifier que tout jeu ne peut pas se ramener à MI 
jeu de paiement. Considérons pour X l'ensemble des points (x, y) du plan, et 
posons (x, y ) > (x', y' ) si x > x', ou si x = x', y > y' ; on a bien ainsi défini une 
relation de quasi-ordre, qui peut représenter la préférence d'un joueur. Supposons 
•qu'ii existe une fonction de préférence /(x, y) correspondante à cette relation ^ , 
et considérons deux nombres jKi et j ^ 2 , avecyl<y2. 

A tout nombre x, on peut faire correspondre un intervalle fermé véritable 

i , = [ / ( * , ^ i ) , / ( * , . r . ) ] ; 

si x' est distinct de x, l'intervalle Ix, est disjoint de lx, car si x > x', par exemple, 
on a 

f{x,yl)>f(x',yJ) (* = 1, a ; / = i, 2). 

La famille des lx est dénombrante, car on peut dénombrer successivement les 
intervalles contenant chaque nombre rationnel; il existe donc une correspondance 
biunivoque entre les nombres x, qui ne sont pas dénombrables, et les intervalles de 
la forme I,, qui sont dénombrabks, d'où la contradiction. 
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IL Si j ' e N , le joueur (i) cherche à ne jamais obtenir posi-
* m t 

tions de ^eu favorables au sens de la relation ^ . 

Dans tin jeu de paiement, le gain de (i) sera alors défini par le 
nombre ft (S) = inf/,•(#); le but de (i) est d'obtenir pour gain un 

arGS 

nombre aussi grand que possible. 

EXEMPLE 1. — Jeu des échecs. — Considérons une partie d'échecs 
où le but exclusif de chaque joueur serait de donner le mat à son 
adversaire. Soit /na la position sur l'échiquier M d'une pièce du 
jeu ( a ) ; à tout diagramme (ma / a ) , on associera un entier i de 
l'ensemble N== { i, 2 }, et l'on prendra i= 1 si c'est aux Blancs de 
jouer, i = 2 si, au contraire, c'est aux Noirs. On pourra définir une 
position du jeu par un élément x = (mx / a) x i de l'espace 
p r o d u i t T l M a x N. 

a 

On a ici un jeu de mat, où les deux joueurs sont actifs, et où K4 

et R2 sont deux sous-ensembles bien définis de X2 et de Xi ; on a de 
plus 

K! u K2 c X'o, Ki n K2 = 0. 

EXEMPLE 2. — Jeu des poursuites. — Dans un espace métrique M 
(« la mer »), deux points mobiles mt etm2 (« bateaux poursuivants ») 
essaient d'atteindre un point mobile m3 (« bateau poursuivi »). Cette 
situation est la limite d'un jeu de paiement dans lequel trois 
joueurs (1 ), (2), (3), dirigeant respectivement les bateaux m±, m2, ra3, 
joueraient à tour de rôle, toutes les secondes, par exemple. A tout 
diagramme m t , m2, m.s, on associera un entier de N = j 1, 2, 3}, 
que l'on prendra égal à i quand le trait appartiendra au 
joueur ( /) . Une position du jeu pourra être définie par un élé­
ment x = (wi, m2, mz, i) de l'espace produit M x M x M x N. 

La règle T sera définie de la façon suivante : Soit BPi(m) la boule 
de centre m, et dont le rayon vi est la plus grande distance que (i) 
peut parcourir en une seconde; si nii ^é. /n3 et m 2 ^ m . j , on posera 

r(/H,, 7?iç>, ?nz, 1) = Bri(/?i,) x 7>i2x W3X 2, 
r(/?il7 //1-2, >H3j 2) = nii x B,,9(ra2) x m5x 3, 
Y (mi, nu, m3, 3 ) = W [ X rn2 X Bn,( /? i 3 ) X 1. 

Si, au contraire, mt= mz ou m2= mz, on posera 

r(mi, m2, m3, i) = 0. 
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Définissons maintenant les préférences des joueurs. Le but de ( i ) 

étant la capture de (3), on posera, avec i € N , 

f\(mu m%, m3, i) = o si m 3 ^ mx, mz^£ m2, 

= i si m 3 = / n 2 ou mz= m^. 

Le seul but du fuyard étant de n'être pas rattrapé, on posera, 

avec 3 € N , 

/3(//11, m2, rriz, i) = o si /n3 = mY ou mz= m2, 

= 1 si m ^ ^ m ] et m 3 ^ £ m 2 . 

Supposons enfin que (2), à défaut de pouvoir rattraper le fuyard, 
cherche à s'approcher le plus possible du bateau (3) . Si d{jn2, m^) 

est la distance de m2 à ra3, on posera, avec 2 ^ N , 

/2(011, m1, m3, i) = — d(m2, m 3 ) . 

Remarquons que le jeu ainsi défini est tel que 3 €N , et qu'il ne 
peut en être autrement; on a un jeu de mat pour (1) et (3), et un 
jeu de paiement pour (2). En outre, le jeu est alternatif, c'est-à-
dire que 

r x , c x 2 j r x 2 c x , , r X j c X i . 

EXEMPLE 3. — Jeu ordonné à m mouvements. — On dit qu'un jeu 
est ordonné si x^é-y entraîne Txr\Ty = 0; si, en outre, sa 
durée est limitée par un nombre m, ou peut représenter le 

' K*0 

X 

<m=3) /-V—' '/-\>^ j J 
\ * i 

/ 
X ' V ! é \ 1 

ZM
 3 V - V J i X, XS 

couple (X, T) par un- arbre descendant, dont chaque branche 
comporte au plus m sommets à partir du sommet supérieur x0] 
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l'ensemble Z des sommets terminaux est value par des fonc­
tions h(z), ^2(z), ...,ln{z). 
En partant de x0, le joueur ( 1 ) choisit un sommet Xi en descendant 
une branche, puis le joueur Ç%) désigné par Xi choisit à son tour un 
sommet x* de la même façon, etc. 

En considérant chaque sommet x comme une position distincte, et 
en posant at= inf ^i(z). on a un jeu de paiement, avec 

ze î \ + ; ft(x) = at (.r^Z), 
/ ( . r ) = )>,(» (xeZ). 

Remarquons que ce jeu, comme celui des échecs, est monotone, 
c'est-à-dire que l'on a 

1 

yeVx entraîne y^x (i = 1, 2, . . . , n). 

3. Stratégie et équilibre. — Dans un espace X, un opérateur de 
domaine D ( C X) est une application univoque de D dans X. Un 
jeu (T, (R) dans (X4, X2 , ..., X„) étant donné, on appelle stratégie 
de ( 1 ) tout opérateur a± de domaine X4 — X0 , tel que 

(SiXSYx (xeXi—X0). 

Par définition, le joueur ( 1 ) adopte une stratégie ai s'il décide 
a priori de choisir, dans toute position x de X4 — X0 , la posi­
tion xf=(JiX] adopter une stratégie, c'est donc pour le joueur (/) 
arrêter a priori sa méthode de jeu. L'espace des stratégies de ( 1 ) 
sera désigné par lv. 

Considérons maintenant un rc-tuple 0-=(0-1,0-0, . . ., <7n) formé de 
stratégies des différents joueurs; si x^Xt — X0 , on posera 

(SX = GtX. ' 

Ainsi, a est un opérateur de domaine X — X 0 . 
Soit P = {/1, i2, . . . , ik ) un sous-ensemble de N = j 1, 2, ..., n\. 

On désigne par 0^=(0^ , o-/a, . . . , crlk) le /V-tuple correspondant à P , 
et par 2 P l'ensemble des o>. On écrit indifféremment 

* = ^ = = ( 0 ^ *N-p)« 

Si la position initiale xQ est fixée une fois pour toutes, et si chaque 
joueur (i) adopte la stratégie 07, le rc-tuple 0- = (0-1, ov --,071) 
détermine complètement la partie, et l'ensemble des positions 
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rencontrées sera désigné par 

<<j> = <<j l5 or2, . . . , vny. . 

Pour les /Muples o, il est facile de définir la préférence du 
joueur( / ) par une relation de quasi-ordre, que l'on désignera encore 

i + 

par ^ . Supposons pour fixer les idées que «€N ; pour deux/i-tuples 
i 

o et T, on pose O ^ T (o est préférable pour (i) à T) si 
i 

zeX, z ^ x ( > € < < J > ) 

entraîne 

*^y ( ^ € < T > ) 

il est immédiate que ^ est bien un quasi-ordre. 
Dans un jeu de paiement, on posera de même 

/i(ff) = bilp [f(x)lxe < a>} si *€=N+, 

/f(<r) = inf { / , ( * ) / * € <<r > } si *€N~. 

i 

Dans ce cas, J ^ : équivaut bien à 

/ , < » ^ / , ( T ) . 

Par définition, un/7-tuple o est un point d'équilibre, si l'on a 

(*«, t ^ k * ( * € N ; T € E ) . 

En d'autres termes, cela signifie qu'un joueur (*) n'aurait rien à 
gagner à modifier isolément sa stratégie. 

4. Les inverses d'une application. — Si X et Y sont deux 
ensembles, si T est une application de X dans Y, et si B est un 
ensemble non vide de Y, on pose 

r " B = \x ITXCK; Tx^0), 

r~B= {x/Txn B ^ 0 } -
Si B = 0 , on pose 

r+0 = r~0 = 0. 

T et T~ sont deux applications définies dans le treillis ®(Y) des 
sous-ensembles de Y, appelées respectivement Y inverse supérieur et 
Y inverse inférieur de T; on a toujours r + B c r ~ B . 
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A l'encontre de l'inverse supérieur T+, introduit d'abord pour les 
besoins de la théorie des jeux, l'inverse inférieur T est une applica­
tion de Y dans X (c'est l'inverse, au sens usuel, de la théorie des 
relations). 

Dans les propositions suivantes, on supposera que T est une appli­
cations définies sur X, c'est-à-dire que { x / Tx = 0 } = 0 . 

PROPOSITION 1. — On a 

r + r \ D A , I T A D A ( A c X ) , 
Ï T + B c B , r r ' B D B n T X (BcY) , 
— r+B = r~(— B), — r"B = r+(— B), 
r ^ B ^ B ^ D r ^ B t u r ^ B s , r"(B!uBs) r s f B t u i ^ B , . 

La vérification est immédiate. 

PROPOSITION 2. — Les ensembles PdeY tels que T P = T~P sont 
dits purs; ils forment un treillis complémenté & sur Y. 

En effet, si P € # , on a — P e S , car 

r+(— P) = — r~p = — r + p = r~(— P). 

D'autre part, si j P/ / i e I} C # , on a 

r(Up<)=Ur-p<=Ur+p<cr+(Up<)-
Comme on a aussi l'inclusion inverse, on a l i P,- e # . 

On a aussi f \ P,- € ¢ , car 

- fV i = U ( - P i ) € * -
PROPOSITION 3. — Les ensembles S de H tels que T~TS = S sont 

dits T- stables; ils forment un treillis complémenté S sur X. 

En effet, on a l J S / € e > , car 

r" r(Us ')=U r rs '=US(-
On a aussi — S e S et, par conséquent, f \ S/ e S , puisque 
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PROPOSITION ht. — Les ensembles F c X tels que T TY =.Y sont 

dits T- fermés; T T est une fermeture topologique. 

En effet, la correspondance qui fait correspondre à A l'ensemble 
r + rA est 

i° extensive : r+TAD A; 

2° croissante : A D B entraîne r ' T A D l ^ T B ; 

3° idempotente : T + r ( r + rA) = r T A . 

COROLLAIRE. — Si | F / / i e I} est une famille d'ensembles T-fermés, 

son intersection F = f \ F , - est un ensemble T-fermé. 

En effet, on a d'après la croissance 

r + r F c r + r F f = Fl7 

d'où 

r + r F c ^ F , = F. 

Comme la relation T T est extensive, on peut aussi écrire l'inclusion 
inverse et, par conséquent, on a bien 

r+TF = F. 

Remarquons en outre que T TA est un ensemble T-fermé, et que 
c'est l'intersection de tous les ensembles T-fermés contenant A. 

5. Positions et gains garantis par un joueur. — On suppose main­
tenant que i € N ; on dira que dans la position initiale XQ, le 
joueur (i) garantit fortement la position y lorsque pour un 
entier m fixé par lui il peut obtenir une position de jeu plus favo­
rable que y avant le miémG mouvement, quoi que fassent les autres 
joueurs. Autrement dit, le joueur (i) peut se fixer une durée 
limite m pour amener la position de jeu dans la section supé-

rieure &y=\x j x^y ) . L'ensemble des positions initiales x dans 

lesquelles ( i) peut garantir fortement y est désigné par G r . 
Dans le cas où (i) prétend obtenir une position plus favorable 

que y sans pouvoir fixer de durée limite, on dira qu'il garantit la 
position y\ l'ensemble des positions initiales x dans lesquelles (i) 
peut garantir y sera désigné par Gy. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* 138 . 2 
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Dans le cas d'un jeu de paiement, on dit que ( i ) garantit le gain y 
s'il peut amener la position du jeu dans la section AY = j x / / i ( # ) ^ y } 
quoi que fassent les autres joueurs; l'ensemble des positions initiales x 

dans lesquelles ( i ) peut garantir y sera de même désigné par GY. 
Posons enfin 

?!(.*) = sup { 7 / G Y 3 J F } . 

La position du jeu étant x, le joueur ( i ) pourra garantir tout gain 
inférieur à cp4(#), et ne pourra pas garantir de gains supérieurs 
à cpi(#). Pour cette raison, cpi(#) est appelé le meilleur gain de ( i ) , 
et cp4 est sa fonction de meilleur gain. 

On définira de même la fonction cp1 de meilleur gain fort de ( i ) . 
Bien entendu, si la durée du jeu est limitée, ces deux fonctions 
coïncident. 

Remarque. — Il est important de constater que, dans l'étude des 
stratégies, on suppose la position initiale XQ fixée une fois pour toutes. 
Dans ce qui va suivre, au contraire, on étudie le jeu pour l'ensemble 
des positions x0 possibles. Il s'agit donc, d'une part, d'un point de 
vue « local » et, d'autre part, d'un point de vue « global ». 

THÉORÈME 1 ( [ 2 ] ) . — Dans un jeu à n personnes, l'ensemble Gr 

des positions dans lesquelles ( i ) peut garantir fortement y est 
donné, après réduction modulo (i),par la formule 

G} = Lim ( i u ^ B . u r B , ) ' " ^ . 

La réduction modulo ( i ) d'un jeu est définie de la façon suivante : 
si les joueurs ( 2 ) , ( 3 ) , . . . , (/1) se coalisent et jouent comme un seul 
personnage, on peut remplacer le jeu initial par un jeu à deux 
personnes ( + ) et ( — ) , en considérant les ensembles X + = X i , 

Posons 

B+A = AnX + J B_A = A n X _ ; 

le transformateur T du jeu réduit est défini par 

fx — Tx (#eX+.), 
rjj = B + r ^ u B + r ( B _ r ^ ) u B + r ( B _ r ) ^ u . . . ( # e X _ ) . 
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Supposons donc que l'on ait réduit le jeu modulo ( i ) , ce qui ne 
change rien à l'ensemble G r ; les joueurs ( i ) et (—) joueront alterna­
tivement. Désignons par Gr(m) l'ensemble des positions dans 
lesquelles il est possible au joueur ( i ) d'obtenir une position de la 

section supérieure A^.= { x j x^y j en m mouvements au plus. On 
vérifie immédiatement les relations 

B+G)(m) = r~B_G)(m — i)vB+Gy(m — i): 

B_Gr(m) = r^B+G^ (m — i )v B_Gy(#* — i). 

En additionnant membre à membre, il vient 

Gr(m) = ( iur + B + ur"B_)G r ( / / i —i). 

On obtient ainsi la relation 

Gr( m) = ( i u T+B+u r~B_)MAy. 

G» est l'ensemble des éléments qui appartiennent à Gy(m) pour au 
moins une valeur de l'entier m; on a donc, d'après la définition 
même de la limite supérieure d'une suite d'ensembles, 

G v = Lim ( iur + B 1 ur~B, ) m A > . 

THÉORÈME 2. — Dans un jeu à n personnes, après réduction 
modulo ( i ) , l'ensemble Gy des positions dans lequel ( i ) peut 
garantir y est donné par la formule 

Gy = sup(iur+B1ur~B.2)ocA>, 
a 

où a désigne un nombre ordinal transfini quelconque. 

On pose, suivant l'usage dans la théorie des nombres transfinîs, 

G,(o) = A,, 

Gv(/yi + i) = ( i u r + B + u r ' B _ ) G ) ( m ) 5 

Gj(*>) = G , , 
Gr(w + i) = ( i u r + B + u r B _ ) G r ( w ) , 

Si, pour un nombre ordinal transfini a, la position initiale appar­
tient à G r ( a ) , on dira que la position y est garantie avec l'ordre a. 
Si par exemple ( i ) garantit y avec l'ordre 2&), cela signifiera qu'il 
existe un nombre m tel que si ( i ) joue bien, il pourra calculer avant 
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le /ttfeme mouvement un nombre m! pour obtenir alors une position 
plus favorable que y en m! mouvements au plus. G r est la réunion 
des ensembles de la forme G r ( a ) quand a parcourt 1' « ensemble » 
des nombres ordinaux, et l'on a bien la formule annoncée. 

COROLLAIRE. — On a 

G r =( iu r + B + ur"B_)G r . 

En effet, il suffit de montrer que 

•rer+B+G rur~B_G r entraîne xeGy, 

Si x € P B4 G}. on a 
YxcGynX+; 

il existe, d'après le théorème du choix, un nombre ordinal trans­
fini <x tel que 

r^cG r (a)nX + , 

D'où 
^reG^a -hi)cG r . 

Si XGT B_G r, un raisonnement analogue aboutirait au même 
résultat; on a donc bien la formule annoncée. 

THÉORÈME 3 (Zermelo généralisé). — Dans un jeu de paiement 
(T, f, g) à deux joueurs on a les énoncés suivants équivalents . 

(A) Pour un nombre y, et si petit que soit le nombre e positif, 
il existe une stratégie <r\ permettant à (i) de garantir y — £, et 
une stratégie e\ permettant à (2) d'obtenir que le gain de (1) ne 
soit pas supérieur à y 4- £• 

(B) Quel que soit le nombre £ positif, il existe pour (1) et (2) 
deux stratégies u\ et <7°2 telles que 

/(*!, a?) - s ^ / ( a ï , a $ ) ^ / ( * ï , *,)-»"• ( a € S) . 

(C) Les deux quantités 

V = sup inf/(<rl5 cr2) et W = inf sup/(<Ji, <r2) 
O1! CT. <T3 (Tj 

sont égales. 
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Démontrons, par exemple, l'énoncé ( A ) , et donnons-nous un 
nombre £ positif. Soit x<> la position initiale, et posons 

y = su]>\'kl GIBXO }. 

Comme x0 € GY_£, il existe bien une stratégie permettant à ( i ) 
d'obtenir une position de la section A y _ £ = { xIf(x) ^ y — £}; il 
s'agit de démontrer que le joueur (2 ) peut s'arranger pour que les 
positions du jeu n'appartiennent à aucun moment à la section AY+£. 

Supposons, pour fixer les idées, que x0 € X 4 ; on a 

x0$Gr+z = ( i u r + B 1 u r ~ B 2 ) G r + £ . 
D'où 

#0$r"""B2GY-u3, ^0*Ay + £. 

Si l \ r o = 0 j la proposition est démontrée; si Txo^é0, on a 
IVo n GY+£ = 0 ; la position Xi choisie par (2 ) sera donc telle que 

xx $ GY+e = ( 1 u r+B! u r~B2) GY.+.S. 
D'où 

^j$r+B1GY + £, •r1£Aï-+-E. 

Si Tx\ = 0 , le théorème est démontré ; si Tx± ^ 0 , on a Txi ¢ GY+£. 
Si (2) le désire, il pourra donc choisir une position x2 n'appartenant 
pas à GY+£, et l'on retrouve comme plus haut la condition : x2 $ Gù+€. 
Le joueur (2 ) a donc bien une stratégie pour exclure indéfiniment la 

position du jeu de AY+e. 
» 

Preuve de l'équivalence des énoncés ( A ) , ( B ) , ( C ) . — i° (A) 
entraine (B) : Soit £ un nombre positif; d'après l'énoncé ( A ) , il 
existe une stratégie o° telle que 

7 - ^ / K , *2) (a 2 €S 2 ) , 

Y + i ^ / t o , ŒJ) ( a t e ï i ) . 

En particulier, on a 

D'où 

T - ^ / ( a ï , Œ Î ) f 

/ ("ï , *§) ^ 7 + " = 7 ~ ~ "+" * ^ / ( " i , 'O -+" «1 

/ (a ï , crj) ^ 7 - *- = 7 + £ - « ^ / ( *i, *§ ) - *. 

On a donc bien l'énoncé ( B ) . 
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2° (B) entraîne (C) : D'après (B), on a 

SHP/C(T„ ^ ) ^ / ( ^ . ^ ) + 6, 
cri 

înf/(aj, * 2 ) ^ / K , a J ) - € . 
<** 

D'où 

D'autre part, si F ( T , y ) est une fonction à deux variables, on sait, 

et la démonstration analytique est d'ailleurs immédiate, que 

sup infF(#, y) ^ inf supF(a;, y). 
K y y JT 

On a donc, en particulier, V ^ W . D'où 

O ^ W — V ^ 2 £ . 

Comme s peut être pris aussi petit que l'on veut, on a bien V = W 

3° (C) entraîne (A) : En effet, posons y = V = W , et donnons-
nous un nombre £ positif, (T) possède une stratégie o-J telle que 

ïnf/(<x?, C7 2 )^supinf / (T 1 , a2) — s = 7 — 2, 

De m-ême, (2) possède une stratégie ô  telle que 
SUp/(tf , , <T§) ^ inf SUp/(Œ l ; <72) -h £ = 7 -+- s, 

(Tt 0-s (Tl 

On retrouve l'énoncé (À) . 

Exemple. — Appliquons ce théorème à titre d'exemple au jeu des 
échecs, avec 

/ ( / ) = + 1 si les Noirs sont «aat, 
f{x) =— 1 si les Blancs sont mat, 
f(x) = v s'il y a nullité. 

Il n'y a pour y = <p(#0) que trois valeurs possibles : 

y = + 1 : les Blancs ont une méthode pour gagner à coup sûr ; 
y = — 1 : les Noirs ont une méthode pour gagner à coup sûr; 
y = o : les Blancs et les Noirs ont chacun une méthode pour 

garantir la nullité. 

On ignore dans lequel de ces cas on doit placer le jeu des échecs, 
mais l'on exclut volontiers le cas y = — 1. 
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Remarque. — Considérons une situation où (i) et (2) joueraient 
indéfiniment de la façon suivante : 

(1) choisit un nombre a ( i ) égal à o ou à 1, puis (2) choisit de 
même un nombre a(2), puis (1) choisit à nouveau de la même façon 
un nombre « (3 ) , etc. A chaque moment m, on peut représenter la 
position obtenue par un nombre x de l'intervalle [o, 1], soit 

• a(\) a(i) a(3) a(m) 
X = — — H ^—i- H i—l • + - . . . H ^ ~ 

2 2 2 2* 2 m 

A un 2-tuple (o-A, a2), il correspondra un nombre #(o"i, cr2) rationnel 
ou non, de l'intervalle unité. Prenons pour /(o"i, 0*2) la fonction 
caractéristique d'un sous-ensemble K4 de cet intervalle. 

Gale et Stevvart [13] ont montré qu'en général (1) n'a pas de stra­
tégie pour garantir que la position x(ai, o2) soit dans R4 et (2) n'a 
pas de stratégie pour interdire K4 à X(GI, O 2 ) ; le théorème 3 semble 
donc en défaut. En fait, il s'agit là d'un paradoxe apparent, car ici la 
fonction /(o"i, 0*2) n'est pas en général de la forme 

/ > i , ??) = sup i / (ar ) /a?€<f f i , <r2>}. 

6. Cycles d'un jeu. — Un ensemble C c X est par définition un 
cycle si l'on a TC C C; si la position du jeu est à un moment donné 
dans un cycle, elle y restera pendant toute la partie. 

On appelle treillis des cycles la famille CD des cycles. C'est bien 
un treillis, car si ( C> /1) est une famille de cycles, on a 

Si À c X , l'ensemble f A = A u T À u P A u . . . est appelé le cycle 

engendré par A et f est la fermeture transitive de T. 

PROPOSITION* 1. — Si C est un cycle, TC est aussi un cycle, 
puisque l'on a T ( r C ) C JTC. 

PROPOSITION 2. — S i C est un cycle, sa T-fermeture C ' = r + r G 
est un cycle plus grand et T-fermé. 

En effet, on a 
r c = (rr+)rccrccCcC'. 
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L'ensemble X tout entier, qui ne peut guère être agrandi par une 
T-fermeture, est donc un cycle T-fermé; l'intersection de cycles 
T-fermés est un cycle T-fermé (prop. 4, §4) . 

Remarques. — On peut généraliser les énoncés précédents en 
remplaçant la notion de cjcle par une notion plus générale. Un 
ensemble C de X est, par définition, un pseudo-cycle pour un 
ensemble P de joueurs si, lorsque la position du jeu appartient à C, 
les joueurs de P peuvent s'assurer que la position du jeu restera 
dans C pendant toute la partie. 

Considérons pour simplifier un jeu à deux joueurs; si C est un 
pseudo-cycle pour ( i ) et si J € C n X l 5 on a au moins l'une des 
deux relations 

rx = 0, 

Txr\C^0-

Si # € C n X«î, on a au moins l'une des deux relations 
Tx = 0, 

r ^cG, Tx^0. 

Autrement dit, C sera un pseudo-cycle pour (i) si et seulement si 
l'on a 

CnX tcl"CuXo, 
GnX2cr+GuX0. 

Il est évident que la réunion de pseudo-cycles est encore un 
pseudo-cycle; il n'en est pas de même de leur intersection. 

7. Théorème de Zermelo-von Neumann. — Si x est une position 
quelconque, on désignera p a r / , (x; <r) le gain obtenu par le joueur (i) 
dans une partie de position initiale x, et pour laquelle les joueurs 
adoptent le /Muple 0 = (0^, cr2, . . . , <7n); on dira que o- est un 
équilibrée à partir de la position x si 

fi(xi ffN-i, * C | ) ^ / i ( ^ , <0 ( * € N , T € S ) . 
/ 

Si ces inégalités sont valables pour toute position x, on dira que o-
est un équilibre absolu ou, plus simplement, équilibre. 

Si, dans un jeu de paiement (T, / 4 , / 2 , . . . , / „ ) , les ensembles 
xf(x) j xçX.} sont finis pour tout i, on dira que le jeu est préfé-
rentiellement fini. On a : 
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THÉORÈME DE ZERMELO-VON NEUMANN (1) . — Si, dans un jeu 
préférentiellement fini, il n'existe pas de parties de longueur 
supérieure à un nombre donné m, il existe un équilibre absolu. 

Considérons les cycles 

C 0 = [xjTx = 0\, 

c1 = (iur+)G0 , 

^ ^ ( i u r + j c , - , . 

On a CoCCiC . . . c C m , et X = Cm . On désignera par ak la 
restriction d'un /z-tuple o à G/,. 

On se propose de construire un équilibre o dans le cycle Cm = X. 
o0 est arbitrairement défini par 

G°X = X ( .reCo) . 

Après avoir défini oA, on définit crk+i de la façon suivante : 

i° Si XGGK, on pose 

2° Si # ¢ 0 / , , soit i tel que X , s # ; la position y = <r/i+ix sera 
choisie dans Tx de sorte que l'on ait 

/Cr; **)= SUP //(*; **); 

il est évident que o-0 est un point d'équilibre dans C0 ; montrons 
donc que si <Jk est un équilibre dans C*, <j,i+i est un équilibre dans 
C*+i, c'est-à-dire que l'on peut écrire 

(A) / , ( * ; o£+*f, T? + 1 ) f£ / i (*; a*+i) ( Î € N , a?€C*+„ T € Ï ) . 

Bien entendu, la relation (A) est vérifiée si x appartient à G*; 
considérons donc un x dans C/c+i— CA-, et considérons une stratégie T 
arbitraire. Si X,-s# , on posera pour simplifier 

a}f + Jlx = <jx = GiX = y , 

'Zk + iX = 'ZX = 'ZfX = Z. 
i 

( ^ C e théorème a été démontré pour les jeux à n personnes par Kuhn [19]. 
L'énoncé donné ici est plus général que celui de Kuhn, qui supposait le jeu fini et 
ordonné. 
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On a 

On en déduit aisément la relation (A), car 

i° Si f(x)^f(z'7 afi_i, T , ) , i<= N+, on a 

20 S i y f ( j p ) ^ / ' f ( ^ ; o-N_4, T,) , i e N + , on a 

/ i ( ^ ; »N_p * I ) = / I ( * 0 ^ / I O S ; <0; 

3° S i / , ^ ) ^ / , ^ ; * ) , *€N~, on a 

/« (*> ^ - . , , T < ) ^ / * ( * î a N - i ' T / ) ~ / * ( ^ ; ff)=/'(^î <0 

/ * ( * ; ff
N-<> ^ 1 ) ^ / 1 ( ^ ) = / i ( a ? î * ) • 

Si Xy s a?, y ^ j , on pourra écrire les mômes inégalités ; la 
relation (A) est donc toujours vérifiée. 

COROLLAIRE. — Dans un jeu de paiement ne comportant pas 
de parties de longueur supérieure à un nombre donné m, il existe 
pour tout e ( ;>o) un z-équilibre absolu^ c'est-à-dire un n-tuple c 
tel que 

/ , ( j?ï ŒN-I, *C|)^/ , ( j?; a)-4-e ( i € N ; xe X; T € S ) , 

On peut, en effet, remplacer le jeu (I\, / 4 , / 2 , . . ., f'n) par un jeu 
(T, / ' n / ^ , . . ., / '„) préférentiellement fini, tel que 

!/:(*)-/,(*) i^e (^ex), 

Comme il existe un équilibre pour le second jeu, il existe un 
£-équilibre pour le premier jeu. 

Remarque. — Du théorème précédent, on peut déduire le 
théorème 3 (§ 5) dans le cas particulier où la durée du jeu est bornée. 
En effet, considérons un jeu de paiement (T, / i , / 2 ) , où (1) est actif, 
et où { 2 ) est passif, avec en outre 

/ , ( * ) = f(x), 

/ , ( * )= - / ( * ) . 
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Pour une position initiale x fixée, avec un 2-tuple z, les gains des 
2 deux joueurs sont respectivement 

/ i ^ ) = / ( ^ ) / i ( T ) = - / ( T ) 

Si (o-i, o2) désigne un £-équilibie du jeu, on a donc 

/ ( T „ < J 2 ) ^ / ( ( 7 , , ^ ) - 4 - 8 ( T € ï ) , 

- / ( < T „ T , ) ^ - / ( * l , «Jî)-hE ( T € S ) . 

On en conclut 

On retrouve bien l'énoncé (B) du théorème 3 (§ 5) . 

Extension du théorème de Zermelo-von Neumann à certains 
jeux non bornés. — Si le jeu est défini globalement, c'est-à-dire si 
l'on ne s'impose pas a priori une position initiale x0, on peut 
distinguer plusieurs classes remarquables de jeux infinis. 

Un jeu est dit T-fini si l'ensemble Tx est fini pour tout x] il 

est T -fini si l'ensemble T x est fini pour tout x\ il est T -fini si, 

quel que soit l'ensemble fini A, l'ensemble T A est fini. 
On dit qu'une suite (finie ou infinie) X\, x2, . . ., d'éléments de X 

est une suite du jeu si xt+i ^Txt pour tout indice i) si une suite du 
jeu a m -f-1 éléments, on dira que sa longueur est m. Si une suite 
finie Xi, x2, . . ., xm est telle que Xi = xm, on dira que c'est une 
suite cyclique du jeu. 

Enfin, si X0 est l'ensemble des positions terminales, on posera 
suivant l'usage dans la théorie des nombres ordinaux transfinis 

( i u r + ) w X 0 = Lim(iur+)"'X0, 

( i u r + ) w + 1 x 0 = ( i u r + ) [ ( i u r + ) w x 0 ] . 

Étant donné un nombre ordinal transfini a* on dira que le jeu 
a pour nombre ordinal a si l'on a 

X c ( i u r + ) a \ 0 , 
Xct(iur+)PXe ( P < a ) . 

Tout jeu n'a pas un nombre ordinal; on peut, pour s'en assurer, 
considérer le jeu défini par le graphe de la figure 2. 
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-->, Si xf €. Tx, on joint ces deux points par le segment orienté xxf. Il 
est évident que ce jeu n'a pas de nombre ordinal, puisque 

( i u r + ) x 0 = x 0 . 

Si les longueurs des suites du jeu commençant par une position x 
sont finies, on dira que le jeu est localement fini en x; si elles sont 
bornées dans leur ensemble, on dira que le jeu est localement borné 

en x. Un jeu localement borné en chacun de ses points est dit loca­
lement borné; un jeu localement fini en chacun denses points est dit 
localement fini. Un jeu est dit borné par un nombre m^s'il ne 
possède pas de suites de longueurs supérieures à m, et il est d'il fini 
si l'ensemble X est fini. Enfin, si le jeu T~ a une propriété (L) , on 
dira que le jeu T a la propriété (L) régressivement. 

Exemple 1. — Un jeu peut être localement borné et non localement 
régressivement borné, comme celui de la figure 3. 

ad mf. 

Fig. 3. 

Ce jeu n'est localement régressivement fini en aucun de ses points 
(excepté x0)] son nombre ordinal est w-f- i .En outre, en XQ, le jeu 
est localement fini, mais non localement borné. 
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Exemple 2. — A titre d'exemple, on peut considérer le jeu des 
échecs. C'est un jeu fini, puisque l'ensemble des diagrammes est 
fini; c'est donc, en particulier, un jeu T-fini, JT-fini et T -fini. 

Le jeu des échecs pourrait ne pas être localement fini, si l'on ne 
convenait d'arrêter le jeu dans les deux cas suivants : 

i° Durant 5o mouvements consécutifs, aucun pion n'a été avancé, 
aucune pièce n'a été prise ; 

2° Dans la suite {xtj i=i, 2, ...) des positions de jeu rencontrées 
au cours de la partie, on ne trouve pas séquence du type 

(Xl+i, X^i, . . . , Xt+q)(xl-i-q+1, X^q+i, . . . , Xl+iç) Xl+2q+\j 

OÙ 

# i + l = #1+7-+1 = #|-4-2<7-M7 

«#M-2 = # H - 7 + 2 j 

en modifiant légèrement la règle et en conservant la loi 20, on 
pourrait obtenir un jeu d'échecs non localement fini (M. Morse et 
G. Gedland). 

THÉORÈME 1 (Rônig). — Un jeu localement fini en x et T-fini est 
aussi localement borné en x. 

En effet, si le jeu n'était pas localement borné en x, il existerait 
dans Tx un point Xi tel que le jeu ne soit pas localement borné 
en Xi (en effet, dans le cas contraire, le jeu serait localement borné 
en x, puisque Tx est fini). Dans Tx[, on trou\erait de même un 
point x2 ayant cette propriété, etc. La suite du jeu x, Xi, x2, . . ., 
étant infinie, ceci contredit l'hypothèse que le jeu est localement fini 
en x. 

THÉORÈME 2. — Un jeu possède un nombre ordinal si et seule­
ment s'il est localement fini. 

Montrons tout d'abord que si le jeu possède un nombre ordinal, il 
n'a pas de suites infinies. 

En effet, les éléments d'une telle suite n'appartiennent pas à X0; si 

pour un nombre ordinal a fini ou transfini, ils n'appartiennent pas 

à (1 u l y ^ X o , quel que soit (3 <; a, ils n'appartiendront pas davan­

tage à (1 u l 1 + ) a X 0 ; et, d'après le principe d'induction transfinie, ils 
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n'appartiendront donc pas à X , puisque le jeu possède un nombre 
ordinal. 

Inversement, montrons que si un jeu n'a pas de suives infinies, il 
possède un nombre ordinal. 

En effet, dans le cas contraire, soit A l'ensemble non vide des 
points de X qui n'appartiennent à aucun des ensembles de la 
forme (i ur)0 CXo . Si Xi € A, on a Txi^0 (car ^ i $ X 0 ) , et il existe 
dans Tx± un élément x2 de A; on trouvera de même un élément # 3 

dans Tx2 qui appartienne à A, etc., et la suite Xi, x2, xz, . . ., est 
infinie, ce qui contredit notre hypothèse. 

COROLLAIRE. — Un jeu sur un ensemble^ fini possède un nombre 
ordinal si et seulement si il ne possède pas de suites cycliques. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. — Un jeu préférentiellement fini et 
localement fini possède un équilibre absolu. 

Cela se déduit immédiatement du théorème 2 si l'on considère 
que le raisonnement du théorème de Zermelo-von Neumann permet 
de construire un équilibre o par induction transfinie. 

COROLLAIRE. — Un jeu localement fini possède un a-équilibre 
absolu. 

8. Jeux de Nim. — Nous considérerons ici des jeux de mat 
alternatifs : les n joueurs joueront à tour de rôle dans un ordre 
immuable, et l'on désignera par (ici) le joueur qui succédera au 
joueur (/). Toute position x — (x, i) sera considérée comme le couple 
d'un diagramme x et de l'indice i du joueur possédant le trait 
au moment considéré. On désigne par Ttx l'ensemble des dia­
grammes des éléments de T(x, i), et le jeu lui-même sera désigné 
par 

(r„ r2j ...,r„, x) = (r, x) 

où r est ici une abréviation pour le /i-tuple 

r = ( r 1 , r 2 , , . , r „ ) 

Si l'on considère m jeux alternatifs distincts (rA, XA.) on pourra 

définir sur I I X une application multivoque T par 

rlx = rl(x], x*-, . . . , Ï ' « ) = ((1^1 s»)>;**, ...,x^]u[x^ (rïx*-), x\ ...,#»*]u.... 
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On dira alors que T = 1 | TA est le produit de composition des 

applications Th. On peut définir plus généralement le produit de 

composition d'ordre p des Tk, comme une application multi-

voque T = T T FA telle que 

rl(x
l.x2...xni)= U [ ^ , ( 1 ^ ^ 1 ) , ^ , ...(rfp ;**>), jcm-i,xm\. 

En termes intuitifs, le j e u / r T ) r A représente la situation où chaque 

joueur pourrait jouer, quand il a le trait, dans un seul des jeux (Tk), 

et le jeu I I T7, représente celle où il pourrait jouer dans p jeux (r*) 

à la fois. 

EXEMPLE. — Jeu des Echecs. — Si l'on considère uue partie 

d'échecs au moment où le trait appartient aux Blancs, et si l'on 

désigne par x1 la position d'une pièce blanche \ sur l'échiquier, on 

peut définir T* : T^x* sera l'ensemble des cases que la pièce A peut 

occuper sur un échiquier vide, et, cette pièce étant blanche, on 

aura T\x^ = 0'y un diagramme du jeu est un élément x=(xx]7<) 

de X = | J X ' . Désignons par S4 l'ensemble des diagrammes auto­

risés par la règle du jeu (deux pièces blanches non sur la même 

case, le roi blanc non en échec ) ; par Tt l'ensemble des positions 

qui entraîneraient une modification automatique o- du diagramme 

(élimination d'une pièce noire de l'échiquier, promotion d'un pion 

blanc). On aura 

r J ^ = r^^i . ï / ' |)=i(n rO ïnsnuf ff(n r*)5nTil ' 
Si un jeu de mat a deux joueurs, alternatif et compétitif, est tel que 
r i = r 2 î et que les ensembles de préférence KA et R 2 soient symé­
trique, ce sera par définition un jeu de Nim. Dans un jeu de 
Nim, on pourra donc écrire 

F(x, t) = {Vx, 2), 

r(*, ?) = (r ï , i), 
K1 = (K, i)u(L, 2), K*=(L, i)u(K, 2), 

KnL = 0 , KuL = Xo= {x/Vx = 0). 

Un jeu de Nim est généralement désigné par (T, R, L) . 
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EXEMPLE 1. — Jeu de Fan-Tan, ou jeu de Nim simple. — Consi­
dérons n tas inégaux d'allumettes; deux joueurs éliminent à tour de 
rôle au moins une allumette du jeu, mais, à chaque coup, les allu­
mettes qu'ils éliminent doivent être prises dans un même tas; le 
joueur qui a éliminé la dernière allumette a gagné la partie. 

On a ici R = 0 ; Les t formé d'un seul diagramme, celui repré­
sentant n tas de o allumettes. 

EXEMPLE 2. — Jeu de Nim d'ordre p (E. H. Moore [26]). — Les 
deux joueurs joueront à tour de rôle comme précédemment, mais ils 
pourront, à chaque coup, prendre des allumettes dans p tas différents. 

Un jeu de Nim (T, R, L), sur un ensemble X de diagrammes, 
peut se représenter par un graphe orienté quelconque, dont les posi­
tions terminales sont partitionnées en deux ensembles R et L. 
Inversement, un graphe orienté (T, X) sera considéré ici comme un 
jeu de Nim du type (T, 0, L) . 

Pour un jeu de Nim (T, R, L), on dira qu'une fonction g(x) 
sur X est une fonction de Grundy si elle vérifie : #€=L implique 
g(x) = o\ # € R implique g(x)=i] # $ R , x$L implique que 
g(x) est le plus petit des nombres entiers qui ne figurent pas 
dans { g (y) \ y € Tx}. Il s'agira ici aussi bien de nombres entiers finis 
que de nombres ordinaux transfinis : si par exemple {g(y) ly GTx} 
est composé de tous les nombres entiers finis, on aura g(x) = co, 
où w est le premier des nombres ordinaux transfinis, etc. 

0 

-0 

Fig. 4. 

Si le jeu de Nim est T-fini, la fonction de Grundy prendra ses 
valeurs dans l'ensemble des entiers finis. Une fonction de Grundy 
n'existe pas toujours, comme on peut le voir sur le graphe de la 
figure 4-
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Si g (a) yé o, on a g(b) = ô, d'où g(c)= i, d'où g (a) = o, d'où 
la contradiction. 

Si g {a) = o, on a g(b) = i, d'où g(c) = o, d'où g (a) = i, d'pù 
la contradiction. 

En outre, une fonction de Grundy n'est pas nécessairement unique, 
comme on le voit sur les graphes de la figure 5. 

1 -> •-
0 

o 

1¾ 5. 

THÉORÈME 1 (Richardson). — Si le graphe [T, X) est T-fini et 
T -fini et s'il n'existe pas de suite cycliques de longueur impaire, il 
existe une fonction de Grundy. 

Pour la démonstration, nous renvoyons à [36]. 

On remarquera que, même s'il existe une suite cyclique de longueur 
impaire, il peut exister une fonction de Grundy, comme on le voit 
sur la figure 6. 

Au contraire, s'il existe une suite cyclique de longueur i, c'est-à-
dire si xç Tx pour un x dans X, il n'existe pas de fonction de 
Grundy. 

THÉORÈME 2. — Si le jeu de Nim (T, R, L) est localement fini, il 
existe une et une seule fonction de Grundy, que l'on peut déter­
miner par récurrence. 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 3 8 . 3 
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En effet, d'après le théorème 2 (§ 7), le graphe ( r , X) possède un 
nombre ordinal. La fonction de Grundy est définie d'une manière 

-00 

Fig. 6. 

unique dans X 0 = R u L ; et si elle est définie d'une manière unique 

dans ( i u r ) a X 0 , pour tout a < a 0 , elle sera aussi définie d'une 

manière unique dans ( i u T )a°X0. 
On la définira ainsi par induction transfinie, dans X. 

THÉORÈME 3 (Grundy). — Si, dans un jeu de Nim (T, R, L), il 
existe une fonction de Grundy g{x), et si la position en cours 
est [x, 2) telle que g(x) = o, le joueur ( 1 ) peut soit gagner, soit 
empêcher la partie de se terminer. 

En effet, le diagramme suivant sera y tel que g (y) 7½ o, et, par 
conséquent, le joueur ( 1 ) pourra toujours choisir après y un dia­
gramme ~z tel que gÇz)^=o [à moins que y e R , mais alors, dans 
ce cas, le joueur (1) a gagnée] ; s'il se tient à cette méthode de jeu, 
il sera sûr de gagner, ou d'empêcher la partie de se terminer. 

THÉORÈME 4. — Si, pour le jeu {T'\ 0 , LA), il exàte une fonction 
de Grundy, que l'on écrira sous la forme binaire 

fil(jCA ) = c£ -h 2C] -h '7-c\ H-, . . - h ('(> ^ Cf
k < >), 

il existera une fonction de Grundy pour le jeu / T T r S ^ J Ï T L M J 

qui sera égale au point (x=x[, r2, . . ., x"1) à 

*(2>=[2«ïl +'[2ci] + 42/^1 *•••• 
L k Jmudi L A IraiMli L k JinoiU 

Si $<Zg(x) et si Txy£0, on pourra obtenir dans Tx un dia­
gramme y tel que g(y) = d] en effet, considérons le plus grand 
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ind ice / pour lequel 

s = ,/<>-+- >,/! _+. >*¢/2-+-._ (o^dk -: 2 ) 

= c / ; ^ f ? " l 
on peut, en jouant dans un jeu seulement, diminuer la valeur de c> ; 
en jouant judicieusement, on peut aussi rétablir l'égalité pour les 
indices y — i , y — 2, etc. 

Comme, par ailleurs, il n'existe pas dans Tx de diagramme r tel 
que g (y) = g(x), le théorème est bien démontré. 

Application. — Ce théorème permet de voir rapidement si, dans 
le jeu de Nim simple (exemple 1),. un diagramme est gagnant ou 
perdant : en effet, si x1 représente l'état du premier tas d'allumettes 
avec //1 allumettes, on a gi(x

i) = lu. 
Dans le jeu de Nim d'ordre p (exemple 2j , on verra, exactement 

comme pour le théorème i, que la fonction de Grundy au 
point [oc = J1, r-, . . ., r"1) est égale a 

L k J m i l i / ' r i ) L k |miMl(/9+j) 

THÉORVMF 5 (Schûtzenberger). -— Si un jeu (T, R, L) admet une 
fonction de Grundy g(x), et siT {x j g (x) 7^ o, 1 } = 0 , le jeu de 
qui-perd-gagne associé (T, L, R ) admet aussi une fonction de 
Grundy g'(x). qui sera égale à o si g(x) = 1, à 1 si g(x) = o, 
à ?{r) si g(x) j£. 0 ,1. 

Prouvons que g' est une fonction de Grundy pour (F, L, R ) . 

1* Si T r je 0, ot si o est un entier <C g' (x), il existe dans Tx un 
y tel que g'(y) = è. 

En effet, si g*(x) = 1, on a g(x) = o, donc, puisque 

r+<*/£(*•) ^0,1 ; = o? 

on a un y tel que g (y) = 1, c'est-à-dire £f(j-} = o. Si, par 
ailleurs, g'(z)> 1, on a, gr(x) = g(x), et il existera encore un y 
tel que g1 (y) = à. 

20 II n'existe pas de y tel que gl(y) = g'(&), car cela entraî­
nerait g (y) = g(x). 
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CHAPITRE II. 

JEUX TOPOIOGÏQUES. 

9. Semi-continuités d'une application multivoque. — Soit F une 
application d'un espace topologique X dans un espace topologique Y; 
par définition, T est semi-continu inférieurement dans X si, quel 
que soit l'ensemble ouvert L2 de Y, l'ensemble T il est ouvert, dans X ; 
elle est dite semi-continue supérieurement dans X si, quel que soit 
l'ensemble ouvert Q de Y, l'ensemble T £1 est ouvert, et si, de 
plus, Tx est compact pour tout x. Si ces propriétés ont lieu 
simultanément, on dira que T est continu (1) dans X. Si T est une 
application univoque, chacune de ces définitions coïncide avec la 
définition ordinaire de la continuité. 

Dans ce qui va suivre, il ne s'agira que d'espaces topologiques 
séparés ou de Hausdorff. 

THÉORÈME 1. — Si une application T est semi-continue supérieu­
rement, l'image TR d'un compact R est un eîisemble compact. 

En effet, soit | G>// i € I} un recouvrement ouvert de TR; comme T x 
est compact, on peut le recouvrir avec un nombre fini d'ensembles &>,-, 
dont on désignera la réunion par il,. 

{Œ.r/a?€K } est un recouvrement ouvert de TR, et \T+Çlxj x\ est 
un recouvrement ouvert de R : on peut donc en extraire un recou­
vrement fini j r QxJi= i, 2, ...,7i\. Les QXi recouvrant R, il 
existera bien un nombre fini de c*>, pour recouvrir TR. 

THÉORÈME 2. — Si Ti est une application de X dans Y semi-
continue inférieur ement (resp. supérieurement), et si T2 est une 
application de Y dans Z semi-continue inférieur ement {resp. 
supérieurement), r = r 2 . r 1 sera une application de X dans Z 
semi-continue inférieur ement {resp. supérieurement). 

En effet, si Q est un ouvert de Z, on a 

r"Q = \xli\.Tixr\Q j* 0 ! = !x/iVrnr7L> yà 0 ) = r 7 . i \ û. 

(1) Cette définition diffère légèrement d'autres définitions'usuelles, notamment de 
celles qui s'appuient sur la notion de famille filtrée d'ensembles (cf. Ghoquet [9]). 

file:///xli/.Tixr/Q


THÉORIE GÉNÉRALE DES JEUX A /l PERSONNES. 33 

Si F t et F2 sont semi-continus intérieurement, F est donc aussi senti­
ront inu intérieurement. 

Si Fi et T2 sont semi-conlinus supérieurement, Tx = T-2{l\x) est 
compact, d'après le théorème 1, et l'on a 

r+Q = \xi \\A\XCQ ) = {X/T,X<ZTUI} = rl".rîû, 

F est donc aussi semi-continu supérieurement. 

THÉORÈME 3. — Si l'on considère une famille \ Tt j i e I} d'appli­

cations semi-continues inférieur ement de X dans Y, l'applica­

tion r = l i r , est semi-continue inférieur ement. 

En effet, si i2 est un ouvert de Y on a 

= 1 Jr7û. 

Quel que soit l'ensemble ouvert Q, l'ensemble T &2 est donc bien 
ouvert. 

THÉORÈME 4. —SU'on considère une famille finie {r,//= i, 2 , . . . n \ 
d'applications semi-continues supérieurement de X dans Y, 

n 

l'application F = v j ï \ est semi-continue supérieurement. 

En effet, Ttx étant compact quel que soit i, l'ensemble 

n 

i — \ 

est compact. En outre, on a 
/ n \ n 

r4" Q = | xKjv\xcii > = f^ r* Q. 
( 1 - 1 ) 1 

Quel que soit l'ensemble ouvert &, l'ensemble F 12 est donc bien 
ouvert. 

THÉORÈME 5. — 5 ï Tt est une application semi-continue inférieu-
n 

renient de X dans un espace Y,, l'application T x =Y\TiX deH. 
1=1 

n 

dans l'espace produit T | Y , est semi-continue inférieur ement. 

file:////a/xcq
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En effet, soit 12 = M u / un ensemble ouvert de I I Y,-, où 

IT 
'€1 

t 

désigne un ouvert élémentaire. On a 

r~~ oij = [ x i rt x n tol
f ^ 0. pour tout i} = f \ r7 u>y 

l'ensemble r~cn>y est donc ouvert, et il en est de même pour 
l'ensemble F~12:= ^ J r ' c o , 

/ 
COROLLAIRE. — Si T± et T2 sont deux applications semi-continues 

inférieur ement d'un espace X dans un espace vectoriel Y, l'appli­
cation Tx = TiX -f- T2x est semi-continue inférieur ement. 

En effet, l'application T0x = TiX xT2x de X dans Y x Y est 
semi-continue intérieurement (th. 5) , ainsi que l'application 
/(r*» r O =yi-\ry* de Y x Y dans Y. 

D'après le théorème 2, r = / . r 0 est donc une application semi-
continue intérieurement. 

THÉORÈME 6. — Si Tj sont des applications semi-continues supé­
rieurement de X dans Y, {pour i= i, 2, ...,n), l'applica-

n n 

tion T x=Y\Ttx de X dans l'espace produit ^ÏYt est semi-
i=\ ? = i 

continue supérieurement. 

Considérons, pour fixer les idées, une application Tx = \\x x T2x 
dans Yt x Y2. Les ensembles T±x et T2x étant compacts, il en est de 
même de TiX x T*>x (théorème de Tychonoff). 

Par ailleurs, soit 12 un ouvert de Yt x Y2, et soit x un élément 
de T 12; Tx étant compact et contenu dans 12, on peut le recouvrir 
avec un nombre fini d'ouverts élémentaires de 12, que l'on désignera 
par G)1, (o2, . . ., MF. 

Si yi^TiX, désignons par <*>{yi) la réunion des wA rencontrant 
[yi } x T.2x; on définira de même w(y2) , où y» € T2x. Posons enfin 

wi=? r \ projco(y2), to2= r \ projw(j t); 
) i € l s f M€ 1 1* 
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w = wt x w2 est un ouvert élémentaire de Y! x Y 2 , et l'on a 

r 10 = j x j Y\ x r2 x c w, x to2 j = r t w L n r t w2 ; 

T^tt est donc un ouvert; de plus, on a 

Yxcwcfi 

ou 
xeY+o>cY*Q; 

T 12, qui est au voisinage de chacun de ses points, est donc bien un 
ouvert. 

COROLLAIRE. — SiTi et T2 sont deux applications semi-continues 

supérieurement d'un espace X dans un espace vectoriel Y, Vappli­

cation Tx = TiX -h T 2 x est semi-continue supérieurement. 

La démonstration est la même que pour le corollaire du théorème 
précédent: 

THÉORÈME 7. — Si g {y) est une fonction numérique continue 

définie dans Y et si T est une application continue de X 

dans Y, M{x) = max g {y) est une fonction numérique continue, 
y € V x 

et l'application G dé finie par 

Gx=\y/yeYx, g(y) = M(x)) 

est semi-continue supérieurement. 

i° Montrons que G est semi-continue supérieurement 
Soit 12 un ouvert contenant G # 0 ; pour un nombre positif E, on a 

g (y) ^ M (x0) - 2 £ (yeYxo - Û). 

Soit co un ouvert contenant Tx0 — 12, et tel que 

g(y)^M(x0) — s ( j € t o ) . 

11 existe deux voisinages v{ {xe) et v*{x0) tels que 

YxcQvi» [XGVI(XQ)], 

F j ? n { ^ / ^ ( v ) > M ( ^ o ) —£} ^ 0 [*er*(*o)]. 

On a donc 
G#cQ [^€^i (^0 )np2 (^o) ] -
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L'ensemble G 12 est donc bien ouvert; en outre, Gx0 est compact 
pour tout x0 comme intersection du fermé { x/g{x)^M{x)} et du 
compact Tx0. 

2° M(x)=g(Gx) est semi-continue supérieurement (théorème 2), 
donc est continue, puisque c'est une application univoque. 

THÉORÈME 8. — S i T est une application continue de X dans Y = R , 
il existe une application univoque o- de X dans Y, continue, et 
telle que 

VXGYX ( # € X ) . 

En effet, il suffit de prendre g{y) = y, vx= mai j Tx}. 11 est à 
remarquer que ce théorème se démontre de la même façon dans des 
cas beaucoup plus généraux (par exemple si Tx est convexe dans R"). 
En fait, nous l'admettrons pour lotîtes les applications T que nous 
aurons à considérer ici. 

Une application T de X dans Y est dite fermée siy0 ¢ Tx0 entraîne 
l'existence de voisinages V(y 0 ) et v{x0), avec 

Yv(xo)nY(j>o) = 0. 

THÉORÈME 9. — Si T est une application de X dans Y semi-
continue supérieurement, elle est fermée] si Y est compact, on a la 
propriété réciproque. 

Soit yo$Tx0. Comme Tx0 est compact, il existe un ouvert 12 
contenant Tx0 et un voisinage Y{y0) .de yQ disjoints. 

D'autre part ; pour un voisinage v{x0), on a 

r^ocû [xev(x0)], 
.d'où 

Yi>(xo)nY(yo) = 0; 

T est donc fermé. 
Inversement, si T est fermé, et si Y est compacl r Tx est fermé et 

contenu dans un compact, donc compact. 
Soit 12 un ouvert contenant TxQ. Si ^ ¢ 1 2 , il existe des voisi­

nages Y (y) de y et vy(x0) de x0 tels que 

lVjOro)nV(jO = 0. 

Y —12 étant compact, on peut le recouvrir avec les voisi-
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n 

nages V ( / i ) , V(>2) , . . . , V(y„). Si l'on pose v(x0) — ^ ^ , ( ^ 0 ) » 
t=\ 

on a 
Yv(x0)cQ; 

T est donc bien semi-continue supérieurement. 

THÉORÈME 10. — Si {Tt/içl} est une famille d'applications 

fermées de X dans Y, l'application T = Ç\Ti est fermée. 
' €1 

En effet, y0$Tx0 entraîne y0$Ti{xo) pour un indice i ; il existe 
donc des voisinages V(y 0 ) et v(x0) tels que 

' X ^ o ) n V ( r 0 ) = 0, 

d'où 
Yv(xo)nV(ro) = 0; 

T est donc bien fermé. 

THÉORÈME 11. — Si 1\ est une application fermée de X dans Y 
et T2 une application semi-continue supérieurement de X dans Y, 
Vapplication r = f i n T o est semi-continue supérieurement. 

Tx est évidemment compact pour tout x; soit 12 un ouvert 
contenant TiX{) n TnXo, montrons qu'il existe un voisinage v{xo) tel 
que 

1V(^ 0 )CÛ. 

Si !2:>r2;ro, notre but est atteint; sinon, faisons correspondre à 
tout élément y de T2x0—12 = R des voisinages Y {y) et Yy{x0), 
avec 

r . ^ o ) n V W = 0 . 

R étant compact, il existera des éléments j l } j 2 , . . ., yn de R de 

sorte que M V {yt ) = V ( R ) soit un voisinage de R. 

Pour un voisinage w{x0), on peut écrire 

xGw(x0) entraîne r2 .rcÛuV(K). 

Posons 
*;>1(^o)nt',â(^0)rk... nv)n(x0)nw(x0) = v(x0); 
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on a 
r 1 p(^ o )nV(K)=0 , 

r2*>(.r0) c QuV(K), 

d'où, enfin, 
(r,nr2)p ,(.r0)cfi. 

THÉORÈME 12. — Si {T, / içl\ est une famille d'applications 
semi-continues supérieurement de X dans Y, l'application 

T =zf\T, est semi-continue supérieurement. 
' € 1 

Cela résulte des théorèmes 10 et 11. 

THÉORÈME 13. — Si { Tt j i = i, 2, . . ., n) est une famille 

finie d'applications semi-continues inférieur ement, l'applica-
n 

tion T = l\Ti est semi-continue inférieurement. 
i—i 

Soit 12 un ensemble ouvert de Y. On a 
n \ n 

Py^nQ^0J = ̂ r7Q 

L'ensemble F 12 est donc bien ouvert. 

10. Définition générale des jeux topologiques (avec information 
complète). — Si X f , X2, . . •, X ; i sont des espaces lopologiques, leur 

n 

somme topologique est un espace topologique X = ^ V X ; défini de la 
z = l 

façon suivante : 

i° X est un espace pour lequel les X, forment une partition; 
n 

20 Les ouverts de X sont les ensembles de la forme 12 = 1 )12 / , 
1 

où 12, est un ouvert de X,. 

On notera en particulier que X, est un ensemble ouvert et fermé 
d e X . 

Par définition, un jeu {T,fL,f2, . . . , / « ) est topologique supé­
rieurement pour le joueur {i) sur (XI? X2, . . ., X„) si : 

r Q = < x j 

Z - 1 
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i° Xi, X2 , . . . , X„ sont des espaces topologiques (séparés); 
n 

20 T est une application continue de X = V X / dans lui-même; 

3° fi{x) est une fonction numérique semi-continue supérieurement 
dans X. 

Un jeu sera dit topologique inférieur ement pour {i) si, au lieu 
de 3°, on a : 

3' fi{x) est une fonction semi-continue intérieurement dans X. 

Dans tout ce qui va suivre (1) on supposera pour fixer les idées 
que les joueurs sont actifs : le gain de (i) est 

/ ,(ff) = s u p | / l ( j ? ) / a ? € < a > j ; 

si {i) est passif, on a des raisonnements rigoureusement semblables. 

(1) Le lecteur étant familiarisé avec la notion de fonction semi-continue, on a sup­
posé ici que le jeu est un jeu de paiement; notons cependant qne cela n'a rien 
d'essentiel. 

i 

La relation de quasi-ordre ^ sur un espace topologique X est dite semi-continue 
supérieurement en x9 si, à tout x\i> x^) s'il existe, on peut faire correspondre un 
voisinage Y(xQ) de x0 tel que 

t 
xeV(xQ) entraîne x < xr 

En changeant le sens des inégalités, on définira de même une relation de quasi-
ordre semUcontinue inférieurement; si les deux propriétés ont lieu simultanément, 

la relation ^ sera dite continue 
1 

Dans un jeu de paiement, ^ est semi-continue supérieurement si, et seulement si 
la fonction f(x) est semi-continue supérieurement; c'est-à-dire, si à tout nombre 
positif e, on peut faire correspondre un voisinage v(xQ) tel que 

xe\(x0) entraîne /t \x)<f(xQ) -+- s. 

Rappelons que cette condition équivaut à dire que l'ensemble { x/fl(x)"^a} est 
fermé quel que soit le nombre a. 

( Bien entendu, ce qui a été dit pour les relations semi-continues supérieurement 
est aussi valable pour les relations semi-continues inférieurement. ) 

Notons également que le gain de généralité obtenu avec la notion de quasi-ordre 
continue dans les théorèmes qui vont suivre, est fictif dans le cas où X est sépa-
rable et connexe. G. I>ebreu a en effet démontré le théorème suivant : Si une rela­
tion de quasi-ordre est continue sur un espace X sêparable et connexe, il existera 

• une fonction de préférence, et cette fonction de préférence est continue sur X 
(Cowtes Commission Papers, new séries n° 97, Chicago, 1954). 
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Dans certaines questions, on peut être amené à considérer isolé­
ment l'ensemble X0 = { x \ Tx = 0 }, et à remplacer l'ensemble X; 
par l'ensemble X/—Xo", pour distinguer ce point de vue du pré­
cédent, on dira que l'on a un jeu topologique sur (X0 , X4, . . . , X„) 
_ supérieurement pour {i)_ si : 

i° X0, Xi , . . ., X,t sont des espaces topologiques séparés; 

2° T est une application continue de X = \ X£ dans X ; 
Z = 0 

3° ft{x) est semi-continue supérieurement dans X. 

Ces deux points de vue ne sont pas exactement équivalents. 

Exemple. — Considérons le jeu de poursuite défini plus haut 
(§ 2 ) ; pour rendre les trois joueurs actifs, on supposera ici que le 
but de Wj est d'atteindre un ensemble fermé F de M (« le port »), 
où il sera en sécurité. Montrons que l'on a alors un jeu topologique 
sur (Xi, X2 , Xj) supérieurement pour (3) , et à la fois supérieure­
ment et inférieurement pour (2) . 

i° Les espaces X, {i = 1, 2, 3) sont métriques, avec pour distance 

d[(nii, />?2j "M, O? ( m n m'i: m'\-> 0] = maxf/(/jix, in'k). 

On a par conséquent, si s est petit, un voisinage de #0=(^-1 , m2, m,), 1) 
défini par la boule 

B£(.£0) = ! x JxeXi, d(x, x0) ^ £ } = B£(/?*i) x B=(/n2) x B*(/Wj) x 1 

20 Montrons que T est une fonction multivoque continue. L'appli­

cation F définie sur X — X0 est évidemment continue, car on a 

B£(*0)cFhB£(r.ro), 
Bc(^o)cF_B( tr) {xeYxo). 

Elle est encore continue en tant que fonction multivoque définie 
dans X, car l'ensemble X0 est fermé dans X. 

3° f2{x) =— d{m2, m<i) est une fonction continue dans X; fs{x) 
est semi-continue supérieurement, car { x j f^{x) = 1 } est fermé. 

Suivant notre deuxième point de vue, on ne pourra pas dire que le 
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jeu est topologique sur (X0 , X4, X2, Xi) , car T n'est continu que 
si l'on fait des hypothèses supplémentaires sur l'espace M; par 
contre, si l'on a perdu sur la continuité de T, on gagne sur la conti­
nuité des fonctions de préférence : f\{x) est en effet maintenant 
continue, l'ensemble { x j f^{x) = i} étant à la fois ouvert et fermé 
dansX0 . 

Désignons, comme au (§ 5), par GY l'ensemble des positions 
dans lesquelles ( i ) peut garantir y; par G* celui des'positions dans 
lesquelles ( i ) peut garantir strictement y; par Ay—.{ x j f\{x) ^ y} 
la section, et par AÇ la section stricte. Nous avons alors le résultat 
fondamental suivant : 

THÉORÈME 1. — Dans un jeu topologique inférieurement sur 
(X t , X2 , . . . , X / t) {resp. supérieurement) de durée bornée par un 
nombre m, l'ensemble G,* est ouvert {resp. Gy est fermé). 

Considérons d'abord le cas d'un jeu à deux personnes, (-f-) et 
(—) ; on a, d'après le théorème 1 (§ 5), 

GÇ=(iuV"B_ur+B+)mA}, 
où 

B+x = xr\X+, B_x = xr\X_, 

si le jeu est topologique inférieurement pour ( i ) , Ay est ouvert; 
B+ , B_, T+, T~ conservent la propriété d'être ouvert, et Gy est donc 
un ensemble ouvert. 

(La démonstration serait la même pour un jeu topologique supé­
rieurement.) 

Dans le cas d'un jeu à n joueurs, on fera encore la réduction à 
deux joueurs ( + ) et (—) et l'on posera 

Yx = Yx (xe\+), 
~Yx = B + r#uB , T(B_T) r u . . . uB+r(B_r) '«# (xeX_) 

Si T est continu, les applications B+T et B_T sont aussi continues 
(th. 2, § 9 ) ; et d'après les théorèmes 3 (§ 9) et 4 (§ 9), V est aussi 
continu. On peut donc se ramener au cas précédent. 

COROLLAIRE. — Dans un jeu topologique inférieurement {resp. 
supérieurement) pour (1) , sur (X4 , X2 , . . . , X„), de durée 
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bornée, la fonction y*{x) de meilleur gain est semi-continue infé­
rieurement {resp. supérieurement). 

Considérons, dans un jeu topologiquc intérieurement, un point XQ 
de l'ensemble 

A = ) x i ?!(>)> 7 ;. 

Soit 9t(#0) > ô > y, et par conséquent, x0 eG£ c A; l'ensemble A 
est donc ouvert, et ®i{x) est donc une fonction semi-continue inté­
rieurement. (Pour un jeu topologique supérieurement, la démonstra­
tion serait analogue.) 

THÉORÈME 2. — Considérons un jeu topologique inférieurement 
pour ( i ) , tel que, pour un nombre m donné, il soit possible 
d'affirmer que ( i ) aura le trait avant le m'èmr mouvement (quelle 
que soit la position initiale considérée) ; l'ensemble GY des positions 
dans lesquelles { \ ) peut garantir strictement y est ouvert. 

En effet, on aura encore pour le jeu réduit 

Yv = B+Yx\jB+Y{B_Y)xv ... u B T r ( B . r ) " ' j u e \_ ) 

f est donc encore une application continue; le théorème découle 
alors de la formule 

m 

G : = N ( i u r + B + u r" B _)* A:. 

On remarquera que le théorème 2 peut s'appliquer en particulier 
à tout jeu topologique à deux joueurs ou, plus généralement, à tout 
jeu topologique à n joueurs alternatif. 

11. Espace 1\ des stratégies de ( r ) (cas d'un jeu localement fini). 
— Nous supposerons ici que le jeu est localement fini : pour toute 
position initiale x et pour tout rc-tuplc «r, l'ensemble des positions 
rencontrées <(#; <r)> est fini; en outre, nous adopterons le deuxième 
point de vue : X0 sera à la fois ouvert et fermé. Nous supposerons 
également que les espaces X, sont métriques, c'est-à-dire que l'on 
peut définir la topologie de X, au moyen d'une distance dt-{x{, Yi)> 

n 

L'espace X = N X, est alors aussi un espace métrique. En effet, pour 



THÉORIE GÉNÉRALE DES JEUX A n PERSONNES. 43 

tow.t i, prenons un point arbitraire £,Q dans X n et posons 

d(rt, jj) = d,(jr„ t?)-hi-htl,(\j, 5J) si ^ € \ „ j y 6 . \ y , *V/ , 

la topologie de X est conforme a d et, en outre, d est bien une 
distance, car : 

i ° </(#, r ) ^ o ; rf(a?, x) = o; 
2° d(x, y) = o entraîne x ==y, 

3» d ( * , 7 ) = <*(:>'»*); • 
\° d{x,y)^d{x, z) + d{z.y) 

Soit X* l'espace des opérateurs de domaine X4 , 2i celui des stratégies 
de ( i ) et 2c

t celui des stratégies continues de ( i ) ; on a 

A 1 - > - 1 - > - 1 • 

On considère X* comme un espace métrique, avec la distance 

rf(ffi, ts\) = sup tt ('Sx / , T', J : ) . 

TiiÉORÈMh 1. — Dans tout jeu topologique, les ensembles 24 et 
2', sont fermés dans X*. 

En effet, si F est continu, il résulte du théorème 8 ( § 9 ; que 

En outre, si ^ ¢ 2 ^ o-'j'eXJ, il existe un point T de X4 lel que 
<j"r$Tx) comme Tx est fermé, il existe un nombre z lel que 

d{v\ r, tfx) ^- s cntraîiir T , ^ ^ I V , 

d'où, enfin, 

<7( T,, TJ ) s entraîne ?, $ 2^ , 

il en résulte également que 2* = X*' n l i est fermé dans» X*. 

THÉO RI: Mb 2. — Soit T° € 2^, e£ posons 
< r«; *»> = (*«, r?, jrj. . . . , ./-)1,) 

et 
0;<rp , *J}_p> = (.r, *J? r,, . .,.*,„,); 

à ioa^ nombre positif s on peut faire correspondre un nombre 
positif n tel que 

d(x, x°)^.f\ j ( m = m. 
entraine { , 

<*(*»*?) <<t\ ( « € P ) j , [d(v,,. r*)=_s (p^mu 
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O n suppose ici que les positions x°p sont dist inctes, et l 'on peut donc 

supposer s < -in{d{x", x0)] désignons par i{p) le joueur auquel 

appar t ient le trait dans la position x*. On peut trouver de proche en 

proche des nombres Yjm, r)m_i, . . . , Y)0; *Jm est tel que 

d(xm, x*n) < r\m entraîne xmeXl{m] = X0; 

si i{m— i ) $ P , on prendra Y)m_i de sorte que 

d( «•„,_,, x?n_x) <v\m-\ 

entraîne 
u?m_i € XI1IW_„, d(a*xm-u cOx?n_i ) ^ inf( f[m, e); 

si / ( m — i) e P , on prendra YÎ,„-_I lel que 

d(xm-u a?m_i ) <C "Owi—i entraîne rf(*«#,„_,, cr«^,ft/(_t.) ^ 7 î n f (•/!,«, g); 

on aura alors également 

d(*xm-u ^xlt_x)^d^xm-u ft*jcm-A)+-d(tj*xm-U ff°-r/î,_i)^înf('ll'iij £)> 

à condit ion de prendre 

d(at, 9Ï)^±\nî(-r\m, e). 

Finalement , on aura le résultat annoncé si l 'on prend q inférieur 

à - s, à YÎO et à tous les nombres - YÎ/,. 
2 2 

COROLLAIRE 1. — Dans un jeu topologique supéiieurement 

{resp. inférieurement) pour {i), la fonction f{x; a0) sera semi-

continue supérieurement {resp. inférieurement) en x, si <r° e 2 e . 

COROLLAIRE 2 . — Dans un jeu topologique supérieurement 

(resp. inférieurement) pour {i), la fonction f,{arv, (j\_v) sera semi-

continue supérieurement {resp. inférieurement) en vvau point <7p, 

si{crl,al_v)e^. 

THÉORÈME 3 . — Si le jeu est topologique supérieurement pour 

{i ), l'ensemble S] des stratégies <7i avec lesquelles {i )peut garantir 

y est fermé. 

{ i ) peut garantir y avec Ci si 

<*„ a 2 > n A r ^ 0 ( s j e s . ) ; 
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si crj $ S J , il existe une stratégie cri t e ^ e 4 l i e 

< c r ? , c r § > c { ^ / / 1 ( ^ ) < T ! = ÛY; 

ici, les stratégies a\ et v\ ne sont définies que sur un ensemble fini 

<(<rj, o-g y, et l 'on peut donc les prolonger dans tout l 'espace X par 

des stratégies cont inues . 

Comme &T est ouvert, on a d'après le théorème 2 , 

d(<5\, v\)^-i\ entraîne ( at, i\ ) cû -p donc c7j^S]'. 

S]' est donc bien un ensemble fermé. 

COROLLAIRE 1. — L'ensemble S4 des bonnes stratégies de ( i ) est 

fermé dans un jeu topologique supérieurement pour ( i ) . 

En effet, on a 

S , = f \ ST. 

D'après cette formule, l 'existence d 'une bonne stratégie serait 

assurée si Si était compac t ; malheureusement , malgré le théorème 

d'Ascoli et les travaux de M. Montel, nous n'avons pas de critères 

simples en X et T pour qu ' i l en soit ainsi. Néanmoins , on a : 

COROLLAIRE 2 . — Si X N - 1 est complet, et si le diamètre ô(S"() 

tend vers zéro quand y tend vers cp i {x0), il existe une et une seule 

bonne stratégie pour ( i ) . 

En effet, dans ce cas, X* est un espace complet ; les ensembles 

fermés Sjf étant décroissants, on sait que leur intersection est alors 

réduite à un point . 

12. Étude de 2 t dans le cas où le j eu n'est pas localement fini. — 

Dans le cas où l 'on ne suppose pas que l 'ensemble ( x0 ; o- y soit fini, 

la topologie usuelle ne peut être utilisée. On supposera ici que la 

position initiale Xo est fixée une fois pour toutes, et l 'on dira que 

deux points o- et a' sont égaux si <( a y = <̂  <?' y. 

Sur 2 , on définira également la topologie métrique de Hausdorff, 

de la façon suivante : on considère l 'application B>, où 

B A ^ = { J / J € X , d(x,r)^X\. 

O n pose 
rf(cr>t) = mf{X/Bx<<r>D<T>;B><T>D<<F>}; 

MFMORIAL DBS SC. MATH. — N* 138. 4 



46 CLAUDE BERGE. 

rf(c, T) est une pseudo-distance, qui définira sur 2 une topologie 
pseudo-métrique, que l'on désignera par ©. 

THÉORÈME 1. — Dans un jeu topologique supérieurement pour 
( i ) , si tout ensemble <(<ry est compact, l'ensemble Si des bonnes 
stratégies de {i ) est fermé dans 2 t avec la topologie S. 

La démonstration est la même que celle du théorème 3 (§ 11). 

CHAPITRE III. 

JELX A\EC 1NF0RMV110N INCOMPLÈTE. 

13. Définition générale. — Considérons une partition (X0 , X l 7 

X2, . . ., X ; i) d'un ensemble X et posons N = { i, 2, . . ., n } ; on 
dira que l'on a xxnjeu pour des personnages (1), (2), (3), . . ., {n) 
sur celte partition si l'on définit : 

i° une application F de X dans lui-même, appelée règle du jeu ; 
on supposera que { x / Tx = 0 } = X0 ; 

20 pour tout i{ € N j , une partition iUl= j U, V, . . . J de X,, ou 
schéma d'information du joueur {i). Si U €^11,, on dira que U est 
un ensemble d'information de {i); pour tout x dans U, on suppose 
que Tx a la même cardinalité; 

3° pour tout U, une famille vL = {vh j h^Hv) d'applications uui-
voques de U dans X, telles que si x e U, on ait 

a. Jt ?£ k; h, /r € HJJ entraîne v/^ ^ v/ x ; 
b. | vhx j IIGHV\ =TX', 

si yz=v,tx, on dit alors que h est l'index de la position y relative­
ment à x; 

4° une loi de probabilité fondamentale 

(JU0( r ) I xeX); 

on pose A0 — \xliz0{x) ^ o }, on suppose r ~ A o = 0 ; 

5° pour tout i{ € N ) , une fonction réelle fi{oc), définie sur X, et 
appelée jonction de préférence du joueur {i). 
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On pose habituellement*U= (Oit, fcU2,..., 1 1 , , ) e t / = (/ f , / 2 , . . . , / „ ) ; 
un jeu est alors défini par (T, 11, v, 7i0, /)» Les éléments a; de X,-
seront par définition les positions avec trait à {i). 

La partie s'effectuera de la façon suivante : une position initiale x0 

sera choisie au hasard dans A0, suivant la loi de probabilité 7r0 

connue ," si l'ensemble d'information U contenant x0 appartient à 11 4 , 
le joueur ( i ) connaîtra non pas la position x0, mais seulement 
l'ensemble d'information U la contenant. On a 

Yx0= ! v/, / 0 / / i € H L \. 

Le joueur ( i ) choisit alors dans HL. un index h0, ce qui déter-
.minera une position de jeu xv z=v/toXo. Si Xi €=X,, le joueur {i), qui 
ignore tout de ce qui a pu se passer précédemment, est informé que 
la position du jeu est dans un ensemble V de 'XL/, et choisira un 
index A4 dans H% ; d'où une nouvelle position de jeu x2 = vAi#i, 
etc. (1) . 

Le jeu s'arrête si la position x du jeu est telle que Tx = 0 . 
Une stratégie cr, pour le joueur (/) est, par définition, une applica­

tion qui fait correspondre à tout ensemble U de 11/ un index 
h = G-,17 lel que GT,U € VLV ; leur ensemble sera désigné par 2,. On dira 
que {i) adopte 07 si, chaque fois que la position du jeu est dans 
U( € 'U,), il s'engage à choisir l'index h = 07 U. 

L'ensemble des positions de jeu obtenues à partir d'une position 
initiale xQ, si tout joweur (/) a adopté la stratégie 07, est un ensemble 
bien déterminé qui sera désigné par 

< x(l, ? i , ?2 ?/< / = ( r0 ; CJN > . 

On appelle parfois {-) trace du /i-tuple ^ = ( 0 ^ , <J2, . . . , <rn) 
l'ensemble 

x € V 0 

Le gain du joueur (/) sera, par définition, 

ft(x0', s ) = sup [f(x) I x € < J:U ; 5 > i-

(M 11 peut également arriver que le hasard intervienne, non seulement au premier 
mouvement, maïs à plusieurs reprises en cours de la partie; il est alois facile de se 
ramener à la formulation ci-dessus. 

(2) En anglais : Track (Otter Dunne [341 )• 
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Le gain espéré du joueur {i) est l'espérance mathématique du 

gain, soit 
FK*) = 2*o(*)/f(a?; a)-' 

^ € A 0 

Le but de {i) est d'obtenir pour gain espéré la plus grande valeur 
possible (1) . Comme dans le chapitre 1, on dira que cr est un point 
d'équilibre si 

F ^ . j ^ T ^ F , ^ ) ( T | € ï | ) . 

Dans le langage intuitif des joueurs, cela signifie que si cr est adopté, 
aucun joueur ne pourra modifier seul sa stratégie sans être puni. 

Exemple. — Bridge : Considérons une partie de bridge au stade 
effectif (après les annonces) ; Sud est « le mort ». 

On a alors un jeu à deux personnes, où ( i ) est le camp Nord-Sud 
et (2) le camp Est-Ouest; l'ensemble initial A0 représente les diffé­
rentes donnes possibles. Désignons par N, S, E, O, les ensembles 
de cartes entre les mains de Nord, Sud, Est, Ouest à un moment 
donné, par R l'ensemble des caries déjà ramassées, avec l'indication 
de leur provenance et du joueur qui les a gagnées, par T l'ensemble 

( ' ) Pour définir une relation de préférence où le hasard n'intervienne pas, c'est-
à-dire pour définir une espérance mathématique de gain, on a supposé que l'on a ici 
un jeu de paiement. Dans le cas contraire, on pourra cependant définir axiomatique-
ment une espérance mathématique de gain 

A tout couple de nombres (p, q ) — oùp > 0, q > o, p -h q = 1 —, et à tout couple 
{x, y) de X x X, on fera correspondre un élément de X, que l'on désignera par 
pX + qy, de sorte que la correspondance satisfasse : 

A. px -hqy = qy -+- px ; 
B. p'(px+-qy) + q'y=pp'x+(i*-pp')y. 

La relation de quasi-ordre ^ , définie sur X, devra réaliser : 

C. x < y entraîne x < px + qy ; 
D. x >y entraîne x>px-+- qy; 
E. x < z < y entraîne l'existence d'un (p, q) tel que px + qy < z\ 
F. x > z > y entraîne l'existence d'un {p, q) tel que p x -H qy > z. 

On peut alors démontrer (c/ . [27], p. 617), que dans ce cas, on a un jeu de 
paiement, c'est-à-dire qu'il existe une fonction de préférence f(x) telle que : 

i° x>y équivaut à f(x)>f(y); 
2° f(px H- qy)=pf(x) + qf(y). 
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des cartes étalées sur la table pour la levée en cours, avec l'indication 
de leur provenance (si T = 0 , T indiquera le trait). 

Une position dé jeu x sera définie par les ensembles N, S, E, O, 
par les ensembles « orientés » R et T . 

On aura fl{x) = gl(R), f2{x) = g2(R), gL et g2 étant deux 
fonctions croissantes dépendantes du système de marque adopté. 
Si c'est à Ouest de jouer par exemple, l'ensemble d'information U0 

contenant la position du jeu #0 = (N0, S0, E0, O0, RO, T0) sera 
l'ensemble des positions (N, S, E, O, R, T) , avec 

O = 0o, 

S = So, 

EuN = E0uNo, 

T = T0, 

R = B0. 

14. Principaux types de schémas d'information. — i° Jeux sans 
information. — Soit Tlz° la partition de X/ formée des ensembles du 
type 

U , = ! J ' / J € X „ Yy~Yx). 

(Ty rxsTx signifie que les ensembles Tx et Ty peuvent être mis en 
correspondance bi-univoque). 

11 est évident que tout schéma d'information est une sous-partition 
de 11?; ou, ce qui revient au même, que 11° est le moins fin de tous 
les schémas d'information. C'est donc un schéma d'information pour 
l'ignorance totale. 

Si (i) joue avec un tel schéma, il n'y aura sur la position du jeu 
aucun autre renseignement que le nombre d'éléments de Tx; il n'est" 
même pas autorisé par la règle du jeu à se rappeler les structures 
rencontrées antérieurement. 

2° Jeux avec information complète (1). — Soit 'II/ = ( {x} j x € X/) 
la partition discrète de X/. C'est évidemment le plus fin des schémas 
d'information de (i). Si {i) joue avec ce schéma d'information, il 
n'ignorera rien de la position du jeu, et l'on retrouve la définition de 
jeu adoptée dans les chapitres précédents. 

( l ) En anglais : Perfect information (von Neumann et Morgenstern [27]). 
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Il esta noter que si (/) joue avec deux schémas distincts HJ = { U'A} 
et i l j = { UJ,}, il possédera aussi le schéma d'information produit 

ai; x air = ! U AUJ/À, ^ u i n u ; ^ o j . 

3° «/ei&g simultanés ( 1 ) . — On dit qu'un jeu est simultané si le 
schéma d'information de tout joueur (i) est 1 1 / = {X/j, et si le trail 
lui appartient une fois au cours de la partie. 

On décrira le plus souvent un jeu simultané comme une situation 
où tout joueur {i) choisit un index A/ dans un ensemble H/, ces choix 
étant faits simultanément. Pour un /i-tuple {hi, h2, ..., hn), une 
fonction//(Aj, Ii2,. . ., hn) indique le gain de (i). 

On dit que deux jeux ( T , / ) et (f, / ) sont équivalents si leurs 
stratégies se correspondent biunivoquement, de sorte que 07007 
entraîne F/(o-l7 0-0,...,0-,,) = F/(ôi, <72, . . ., <rn). Pour un jeu donné, 
il existe toujours un jeu simultané qui lui soit équivalent, et que l'on 
définit de la façon suivante : Chaque joueur {i) choisit indépen­
damment une stratégie 07, et il en résulte pour lui un gain 
F/(o-i, o2, . . ., o;l). 

Par définition, ce nouveau jeu est la forme simultanée du jeu 
initial ( 2) . 

Il est souvent commode d'étudier un jeu sous sa forme simultanée ; 
néanmoins, beaucoup de propriétés du jeu échappent à l'étude de la 
forme simultanée. Pour employer le langage de F algèbre moderne, 
une forme simultanée est le représentant d'une « classe d^équivalence » 
de jeux, et ne peuvent être étudiées sous la forme simultanée que les 
propriétés communes à tous les éléments d'une classe d'équivalence. 

4° Jeux isovalenls (*). — Un jeu est dit isovalent pour (/) si 

x-=éy; x, yell{G i l , ) entraîne y $ tx. 
Cela signifie qu'on ne peut rencontrer deux fois le même ensemble 

d'information au cours d'une même partie. 
Un jeu est dit totalement isovalent si, en outre, l'on a 

U. VeOl,: U ^ V ; f U n \ > Q entraîne U n h = 0 . 

(1) En anglais : Simultaneous games (Thompson [41]). 
(2) En anglais : Normalized form (von Neumann, Morgenstern ['27]). 
(3) Tous les je^x étudiés par tes auteurs de langue an-glaise sont isovalents. 
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Le jeu de bridge, ^défini plus haut, est un jeu totalement isovalent; 
au contraire, le jeu représenté par le graphe de la figure 7 est isova­
lent, et non totalement isovalent. 

)TU U3> 

0(611,) 

V<€U2) 

Fig. .7-

4° Jeux avec iïifor mat ion parfaite sur le joueur {i) (*). — On 
dit que le joueur {k) a une information parfaite sur le joueur (i) 
si le joueur {k) connaît, au moment déjouer, les ensembles d'infor­
mation rencontrés par le joueur {i) antérieurement, ainsi que les 
index qu'il a choisis. 

On dit que l'information est presque complète pour {i) si le 
joueur {i) a une information parfaite sur tous les autres joueurs, et si 
les joueurs de N — j i] ont une information parfaite sur {i) {-). 

5° Jeux avec rappel pour {i). — On dit qu'un jeu est avec rappel 
pour {i) si le joueur (i) a une information parfaite sur lui-même. 

Considérons, par exemple, le jeu représenté par la figure 8. Dans 
Vi , le joueur ( 1 ) oublie ce qu'il connaissait et dans V2 le joueur (2) 
oublie ce qu'il a choisi; Ui et U', sont des ensembles d'information 
instantanés pour ( 1), et U2 est un ensemble d'information instantané 
pour (2). Un jeu est avec rappel pour (/) si et seulement si il,- ne 
contient pas d'ensembles d'information instantanés. 

Remarque. — Si le joueur {i) n'a pas une information avec 
rappel, on peut toujours partager 11/ en différentes partitions 

(1) En anglais : Complète information about player (i) (Kuhn [191). 
(2) En anglais : Almost complète information (Birch [6]). 
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i l / , 11 / , . . ., 11*, . . ., de sous-ensembles disjoints X/, X: , . . . , 
X*, . . . ( c X / ) , de sorte que chaque schéma i l * soit avec rappel. 
Dans ce cas, on dira que l l f est le schéma d'information du 
kièmc agent du joueur {i). 

V2(€U2) 

Fis- 8. 

En d'autres termes, on aura des agents pour le joueur {i) si l'on 
peut diviser la personnalité de (/] en (/)1 , (/)2 , («)3, . . ., {i)k, . . . , 
de sorte que chaque personnalité {i)k puisse se rappeler à tout 
moment ce qu'elle savait et ce qu'elle a joué antérieurement. 

Ainsi, dans le bridge schématisé (exemple, § 13), Nord et Sud 
sont les deux agents du joueur ( i ), Est et Ouest sont les deux agents 
du joueur (2). 

15. Stratégies combinées (1) . — Avec les jeux qui n'ont pas une 
information complète, apparaissent deux facteurs nouveaux, dont le 
rôle peut être déterminant pour l'issue de la partie : le hasard et la 
ruse. 

Le hasard, comme on l'a vu plus haut, peut être éliminé de nos 
raisonnements si l'on remplace la notion de « gain » par celle 
d' « espérance mathématique de gain ». Le même problème va se 
poser pour la ruse, qui apparaît sous des formes extrêmement variées : 
ce sera tantôt l'art de dissimuler à son adversaire sa connaissance du 
jeu (« feinte »), tantôt celui de le tromper sur ses intentions (« bluff»), 
tantôt celui de discerner ses pensées les plus secrètes (« perspicacité »). 
La ruse peut aussi être le seul facteur influant sur le gain de la 

(1) En anglais : Mixed stratégies (von Neumann); dans Bôrel [8] : tactiques. 
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partie : c'est le cas, notamment, pour le jeu de « pair ou impair » ou 
de « papier, pierre, ciseaux ». Pour éliminer le rôle de la ruse au 
moment d'une décision, É. Borel a introduit la notion de stratégie 
combinée. Pour fixer les idées, supposons ici que l'ensemble des 
stratégies du joueur (i) est fini, soit 2t= \ o/, o;, . . ., o™ }, et consi­
dérons une distribution de probabilité st = \ sf j k = i, 2, . . ., m } sur 
2 , ; on aura 

^ ^ o ( k ^ m ), 
m 

par définition, le vecteur st= {s}, s*,. . ., s™) est une stratégie 
combinée du joueur {i). Une stratégie simple, telle que o-*, est donc 
aussi une stratégie combinée du type ^ = (o, o,. . ., 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) . 

On dit que le joueur {i) adopte la stratégie combinée 
st— {si, s'*,. . ., s"1) s'il adopte une stratégie simple au hasard dans 
2; en assignant à o* la probabilité s*. 

On a défini au (§ i3) la trace T(oN) d'un /i-tuple de stratégies oN; 
plus généralement, si P = { iy, i2, . . ., iu \ est un sous-ensemble deN, 
la trace de la stratégie crP = {<J1L, vh, . . ., alk) sera par définition 
l'ensemble 

T (o P )=^J ï (o P ,T ! , _p ) . 

La trace de la stratégie combinée s,= {s* \ k = 1, 2, . . ., m) du 
joueur (if) sera par définition l'ensemble 

T(0= \ jT (a * ) . 

La trace de s, sera donc l'ensemble de toutes les positions qu'il 
sera possible de rencontrer si le joueur (/) adopte la stratégie 
combinée s,. 

Si les joueurs (1), (2), . . ., {n) adoptent respectivement des stra­
tégies combinées st, s2,. . ., sfl, le gain espéré de {i) sera par défi­
nition 

F^*!, *2, ...,*„) = 2 *i"i' •••*£" F | (*k a*8' ' ••'<")• 
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L'ensemble des stratégies combinées s< de {i) sera désigné par S,; 
l'ensemble des /i-tuple {s±, s2, . . ., sn) — où st €S,- pour tout i — 
sera désigné par S ou SN. 

THÉORÈME DE VON NEUMANN-NASH. — Tout jeu fini admet un point 
d'équilibre s = {s±, s2, . . ., sn) en stratégies combinées. 

Cela signifie que l'on aura pour tout i 

Ce théorème sera démontré plus loin sous une forme plus générale 
(§23) . 

COROLLAIRE.—THÉORÈME « MINIMAX» [31] . — Pour tout joueur {i), 
il existe un « point-selle » en stratégies combinées, c'est-à-dire un 
n-tuple s tel que 

F i ( f / , * N _ { / , ) ^ F / ( O ^ F / ( * , , ï H _ { i ) ) (* € S) . 

En d'autres termes, cela signifie que, en adoptant si, le joueur {i) 
peut garantir un gain espéré au moins égal à F/(s) , en vertu de la 
seconde inégalité, et ne peut pas garantir davantage, en vertu de la 
première inégalité, si est donc pour lui une « bonne » stratégie 
combinée. 

Remarquons que ce théorème peut aussi s'énoncer : 

max min F/( s/, tN_t / j) = min maxF/(s/, £N_(,- \ \. 

D'où le nom de théorème « minimax ». 

T(€U2) 

Exemple : Jeu de « cric » (Kuhn). — Considérons le jeu défini 
par le graphe de la figure 9. On a deux joueurs en présence, et 
fi{x) =—- f i{x) =f{x) est indiqué aux branches terminales de 
l'arbre. 
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Le ^ain espéré 

F ( j , . ?>) = - [ / ( . r , ; *,, a . 2 )H- / ( . r , ; J , , <J2)] 

est indiqué pour les différentes stratégies possibles par le tableau : 

55 

a£T = 1. <T2T = 2 . 

ar̂  S = I ; a\ U = i 

cr'; S = i ; a* U = 2 

< S = 2; a ' ! ' U = i 

ffï'S=2; cr7U = 2 

i 
2 

I 

2 

Concrètement, ce jeu se décrira de la façon suivante : le joueur ( i ) 
est composé de deux agents ( i ' ) et ( i") ne pouvant pas commu­
niquer directement, le joueur (2) n'étant qu'un seul agent. Deux 
cartes l'une marquée « haute », l'autre « basse », sont distribuées au 
hasard à l'agent (1') et à (2 ) ; l'agent ayant la carte « haute » reçoit 
un franc de l'agent ayant la carte « basse », et peut soit continuer, 
soit arrêter le jeu. Si le jeu continue, (1"), sans connaître la donne, 
peut ordonner à (1') de garder sa carte, ou lui ordonner de la 
changer avec celle du joueur (2). A nouveau, le possesseur de la carte 
« haute » recevra un franc du possesseur de la carte basse. 

Si (o-,, o2) était un point d'équilibre, ce serait un point-selle, et 
l'on aurait 

F ( x t , c r . , )^F(ar l 5 c r 2 ) f ^F(Œ i , x2) ( T 6 Ï ) . 

Or on voit immédiatement sur le tableau qu'il n'existe pas de point 
(ovt, o2) réalisant celte condition. 

Considérons maintenant l'expression générale du gain espéré 
F ( s i , s2) en stratégies combinées, et prenons 

On aura donc 
F(sh or'a) = O-i- OH - 4 - 0 = -7? 

I I 

2 2 

I 

V 
F(»„ « Î ) = O-H \-1- -4-0 + 0 = i -
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On en déduit 

F(*„ s2)^F(sh *,) = ) =F(*„ tt) (f ,eS„ *2€S2); 
i 

($i, 5a) est donc un point d'équilibre, et le meilleur gain espéré 

auquel doit s'attendre (i) est 7 ; si le jeu se reproduisait plusieurs fois, 

il pourrait donc adopter une fois pour toutes la « bonne stratégie » Si* 
Des procédés pratiques pour calculer un point-selle en stratégies 

combinées seront examinés plus loin (§ 25). 

Remarque. — O n a supposé ici que l'ensemble lt est fini ; dans le 
cas contraire, on appellera stratégie combinée de (i) toute distri­
bution de probabilité 5 ,= (/7(0-,)/0,6¾) sur 24. Le gain espéré du 
joueur (i) sera alors 

F,(<?,, s,: . . . , sn) 

F/(<jj, a2 , . . . , an) dp^ytp^t).. ,dp(<sn). 

On verra plus loin (§ 23) qu'en général, le ihéorème de 
von Neumann-Nash continue à s'appliquer à ce cas. 

16. Jeux ordonnés et forme ordonnée d'un jeu. — Un jeu est dit 
ordonné si l'on a 

x y^ y entraîne Y x n Y y = 0 . 

Dans un jeu ordonné, on dit que x précède y — et l'on écrit x^~y — 
siy^Tx] on vérifie immédiatement que ^ est une relation d'ordre. 

A tout jeu défini localement, c'est-à-dire par rapport à une position 
initiale x0, on pourra faire correspondre un jeu ordonné équivalent, 
et que l'on décrira de la façon suivante : on appellera « position » x 
du nouveau jeu toute séquence {x0, Xi, . . ., #/,), où A'est un entier 
quelconque et où xp € Txp-i{p ^ 1, p ^ k). La règle T du nouveau 
jeu sera définie par le produit cartésien 

f (a?o, xh x2, . . . , x/>) = (x0, xu x2, . . . , J?A-I, r#*). 

Les fonctions de préférence j\{x) seront définies par 

fi(xo, xA, xi, ..., xk) = siip \fl(xp)lp^o, p^k\. 
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A l'ensemble d'information U, on fera correspondre l'ensemble 
d'information 

D = î {x0} x}) xSj . . . , ^ ) / A ' ^ o ; XpeVx^-i (p^k); xAe\J j ; 

le jeu ainsi défini sera appelé la forme ordonnée du jeu initial. 
Considérons, par exemple, le jeu de la figure 10. 

La forme ordonnée de ce jeu sera représentée par le graphe de 
figure I I . 

(cco.ccrJC2x)-\y 

Fig. I I . 

Le jeu initial fini est devenu un jeu ordonné infini, mais le nombre 
d'ensembles d'information n'a pas varié; remarquons qu'un jeu sous 
sa forme ordonnée est monotone : 

yeYx entraîne fi(y)^fi(x). 

Si le jeu est de durée bornée, on pourra donc ne définir les préfé­
rences des joueurs que sur les positions terminales du jeu. 

Il est souvent commode de faire l'étude locale d'un jeu sous sa 
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forme ordonnée; néanmoins, certaines propriétés positionnelles 
échappent à l'étude de la forme ordonnée. Pour être précis, une 
forme ordonnée est le représentant d'une « classe d'équivalence » de 
jeux, et ne peuvent être étudiées sous la forme ordonnée que les 
propriétés communes à tous les éléments de la classe d'équivalence. 

Dans le chapitre I, on a remarqué que toute stratégie pour la forme 
ordonnée ne peut faire une stratégie pour le jeu initial. Pour les jeux 
tributaires de schémas d'information, au contraire, on peut faire 
correspondre biunivoquement les stratégies du jeu initial et celles 
de sa forme ordonnée : les propriétés exclusivement stratégiques 
seront donc les mêmes sur la forme initiale et sur la forme ordonnée ! 

THÉORÈME 1. — Si un jeu non ordonné est avec information 
complète, sa forme ordonnée n'est pas avec information complète. 

THÉORÈME 2. — Tout jeu simultané est ordonné. 

THÉORÈME 3. — La forme ordonnée est isovalente si et seulement 
si le jeu initial est isovalent; la forme ordonnée est totalement 
isovalente si et seulement si le jeu initial est totalement isovalent. 

THÉORÈME i . — Dans la forme ordonnée, le joueur {k) a une 
information parfaite sur le joueur {i) si et seulement si, dans le 
jeu initial, (k) a une information parfaite sur {i). 

COROLLAIRE 1. — Dans la forme ordonnée, l'information est 
presque complète pour {i) si et seulement s'il en est ainsi dans le 
jeu initial. 

COROLLAIRE 2. — Dans la forme ordonnée, V in formation est avec 
rappel pour {i) si et seulement s'il en est ainsi dans le jeu initial. 

17. Cycles. — Considérons un jeu {T, i l , v, 7i0, f), sous sa forme 
ordonnée. Un cycle est par définition Un ensemble C de X tel que : 

i° T C c C ; 

2° C n U ^ 0 , U e 11 entraîne U c C ; 
3° C n U = 0 , C n f U / ^ 0 , U e l l entraîne pour un index // la 

relation C c f v A U ; 
4° 1 x j x € C, T~x n G = 0 j = B s'appelle la base du cycle G, et 

T o n a C ^ f B . 
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THÉORÈME 1. — Si C\ et C2 sont des cycles tels que l'un ne 
contienne pas l'autre : 

i° Ci n C2 est un cycle de base Bi n B2 ; 
2° Ci — C3 est un cycle de base B t — B2. 

On peut écarter le cas où B t D B2 (OU B2 D Bt), car alors on aurait 

Cl = fB1DfB2 = C2. 

On peut écarter le cas où r ( B t — B2) n B 2 ^ 0 , car alors il existe­
rait un ensemble U tel que 

U n B . ^ 0 , f U n B , ^ 0 . 

Pour cet ensemble U et pour un index h, on pourrait écrire, d'après 
la condition 3°, 

C,DfU:>fvAU:>C 2 . 

Ainsi, on suppose 

f (B!—B î )nB î =f(B s —B,)nB, = 0, B l^B2 , 

on en déduit 
r ( B 1 - B . 2 ) c G , - C , . 
f f B i - B O c C - C , 
f(B, n B2)cC,n C2, 

f (B,— B2)u f (B2— B t)u f(B, nB2) = d u G,. 

On a donc 
T ( B , — B s ) = C i — C j , 

f ( B 2 — B ( ) = G 2 —C,, 

f ( B | r\ Bj) = C, n G2. 

On voit immédiatement que Ci n C2 est un cycle de base B4 n B2 ; 
pour Ci — C2, les conditions i° et 2° sont réalisées. Montrons que 
l'on a la condition 3°. Si 

U n ( C , - C , ) = 0, fUn(G, — C , )^ 0, 

on ne pourrait avoir U c C 2 , car cela impliquerait f U c C 2 et 

V i n (Cj — C2) = 0 . On a donc 

UnG, = 0. 
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Comme TU n C t ^ 0 , il existe un index h tel que 

dcfvAU. 
A fortiori, on a 

d -GocfvAU. 
C. Q. F. D. 

Si C est un cycle de X, et si J? € B, appelons p {x, o) la probabilité 
d'avoir x avec o = (o4, o-2, . . ., o„) ; par définition, la restriction du 
jeu à G sera un jeu T == ( r , 11, v, 7r0, / ) de support C défini de la 
façon suivante; 

i° fx^Tx {xeC). 
2° v est inchangé; 

3° I l est la restriction de 11 à G ; 

4° On prendra pour probabilité de x{ € B ) le nombre 

_ , p(x, <J) 

,r6B 

(qui est indépendant de cr); si # $ B , on prend 7T0(#) = o; 

5° / / ( * ' ) = / / ( * ) ( ^ C ) : 

Etant donné un /i-tuple de stratégies combinées i = {s~i, s2, ..., Jw) 
pour ce nouveau jeu, le jeu complémentaire de T relativement à s 
sera un jeu T*{s) = {T*', 11*, v*, s*, / * ) sur ( X - C ) u B , défini de 
la façon suivante : 

i" T*x = Tx {xeX — C);T*x = 0 {xeB); 
2° v est inchangé; 
3° 11* est la restriction de 11 à X — G ; 
4° nl{x) = iz0{x)', 
5° Si x € X — C, on pose 

si XGB, on pose 

THÉORÈME 2 [19]. — So«£ 5 w/i n-tuple de stratégies combinées, 
et C un cycle tel que T(s ) n C ^ 0 ; s es£ MAI point d'équilibre si et 
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seulement si la restriction s à G est un point d'équilibre pour le 

jeu T de support C, et si sa restriction s* à X — G est un point 

d'équilibre dans le jeu T*{s). 

Si s et s* sont des points d'équilibre dans les jeux (F) et (JT*(s)), 
s est un point d'équilibre pour le jeu ( r ) , car sans cela il existerait 
une stratégie tt telle que 

Fi(«l | -{ !} , ' ! )>F«(0 

ou encore, en désignant par Fz* et G* les gains espérés dans les jeux 

r{ï)eir(s-„_{i],l), 

Gf(»NH*M?)>Fr(0. 

D'autre part, s étant un point d'équilibre dans le jeu ( r ) , on a 

F ; ( M * ) ^ G ; ( I O (weS). 

D'où 
FI*(»-{l}>*f)>Ff(**)» 

ce qui contredit l'hypothèse que s* est un point d'équilibre. 

Inversement, si s n'est pas un point d'équilibre, il existe une 

stratégie tt telle que 

Fz(sN_{,}, 7 , ) ^ ( ^ ) . 

S i T ( j ) n C ^ 0 , o n a 

Donc s n'est pas un point d'équilibre dans (T). Le même raisonne­
ment sera valable avec s*. 

THÉORÈME 3 [6] . — Si T{slo) n C = 0 , T{st) r\C^0{i^é iQ), un 

n-tuple s est un point d'équilibre si et seulement si il existe un 

n-tuple t tel que : 

i° 7 , = ^ (*V'*o); 

a0 F, (7) ^ F7()N_{ ,}, 5/) ( ui e Si) ; 

3° s* est un point d'équilibre dans le jeu T*yt). 

La démonstration est la même que celle du théorème précédent. 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N« 138. 5 
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THÉORÈME 4. — *SV T( j ,>)nC = 0 , T(stl)r\G = 0, le n-tuple s 
est un point d'équilibre si et seulement si s* est un point d'équilibre 
dans le jeu T*(t) relatif à un n-tuple t de (T). 

Même démonstration. 

Remarque. — Si G4, C2, . . ., C/, sont des cycles de X disjoints 
deux à deux, on pourra définir de la même façon le jeu complémen­
taire de l'ensemble des jeux de support Ci, C2, . . ., C/l5 par rapport 
à un ensemble de stratégies s1, s-, . . ., sf< de ces différents jeux. Les 
théorèmes 2, 3, A resteront inchangés. 

18. Décompositions d'un schéma d'information. — Deux schémas 
d'information 11 et V sont dits équivalents — soil 11 ~ LV— s'il 
existe une correspondance bi-univoque 07-v r, entre l'ensemble I^L 

des stratégies o, avec l'information 11 et l'ensemble If des straté­
gies 7/ avec l'information V, de sorte que o-t->Ti, O 2 ^ T 2 , . . . , 
o-/* -> zn entraine 

P(X, ff,, Œ>, . . . . Vn)=p(x, T,, T2, . . . . T„) {Xe\) 

cette correspondance s'étend naturellement aux stratégies combinées. 
Si s,--*- ti{i — 1, 2, . . ., n), on aura par conséquent, 

F , ( s l 5 s2, *n) = Vi(ti, / 2 , . . . , tn). 

LEMME 1. — Si 11 et V sont deux schémas d'information équiva­
lents, si s = {si, s2, . . ., sn) est un point d'équilibre avec V informa­
tion 11, et si si-> ti pour tout i, le n-tuple t=z{tl, t2, ..., tn) est 
aussi un point d'équilibre avec Vinformation V. 

En effet, on a alors 

F«(«i, «»-{•}) ^ F , ( 0 ( « / € S ^ ) ; 

on a donc bien 

C. Q. F. D. 

Un schéma d'information 11 est appelé décomposition immédiate 
(relativement à i) d'un schéma d'information 11 si tout ensemble 
d'information de 11/, appartient aussi à 11/, pour tout/:, à l'exception 
d'un ensemble U tel que : 
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2° T ( o / ) n U i ^ 0 entraîne T (<*,-) n 0"a == 0 . 

Considérons, par exemple, le schéma d'information 11 de la 
figure 12. 

R(£U,> 

Fig. ia. 

Sa décomposition immédiate est indiquée sur la figure i3 . 

S<€U2) 

Tt€HJ 

Fig. i3. 

On peut toujours définir un schéma d'information 11*, par 
décompositions successives, qui ne puisse plus être décompos^, et 
qui est indépendant de l'ordre adopté des décompositions ; ce schéma 
d'information 11' sera par définition la décomposition totale de i l . 
A partir de maintement (§ 18, 19, 20, 21), on suppose toujours que 
l'information est isovalente. 

LEMME 2 ^Dalkey). — Deux schémas d'information 11 et V sont 
équivalents si, et seulement si, leurs décompositions totales 11* 
et V1 coïncident. 

- THÉORÈME FONDAMENTAL [6] . — Dans un jeu fini, soit P ( c N ) 
l'ensemble des joueurs pour lesquels l'information 11* est presque 
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complète ; il existera un point d'équilibre de la forme 

s = ( S V - P , *p), où S N - P ^ S N - I » , Tr€2p . 

Il suffit de montrer qu'avec l'information 11 ' , il existe un point 

d'équilibre de la forme (sN_P , crP); en effet, les schémas 11 et 11 ' 

étant équivalents (lemme 2) , pour un s^_v( -» sN_P € 2^_ j et 

un Op (-> ô> € 2jlM le point (sN_P , o-P) est un point d'équilibre avec 

l'information 11 (lemme 1). 

Considérons, avec l'information 11' , la famille de tous les cycles C 
strictement contenus dans X, et tels que X soit le seul cycle conte­
nant strictement C. D'après le théorème 1 (§17) on peut toujours 
supposer que les cycles considérés sont disjoints deux à deux; 
recommençons ainsi avec chacun de ces cycles au lieu de X, etc. ; 
le jeu étant fini, il arrivera un moment où Ton ne pourra plus 
décomposer les cycles distingués. On a formé de cette façon un arbre 
dont le sommet initial est X, et dont les branches terminales sont 
tous les cycles indécomposables. 

On construira un point d'équilibre en stratégies combinées, de 
proche en proche, en partant des branches terminales de l'arbre 
fondamental des cycles, exactement comme pour le théorème de 
Zermelo-von Neumann (§ 7 ) ; en utilisant la remarque (§ 17), le 
reste de la déuionstration s'achève sans difficultés. 

COROLLAIRE 1. — Si 11' est une information presque complète 
pour {i), ce joueur peut garantir autant au moyen de stratégies 
pures qu'au moyen de stratégies combinées. 

COROLLAIRE 2. — Si l'information 11' est parfaite pour tous les 
joueurs, il existe un point d'équilibre o = (o-i,o2, . . ., crn) en 
stratégies pures. 

RÉCIPROQUE (Birch). — Considérons une information totalement 
isovalente, et non presque complète pour un joueur {i) ; il est alors 
possible de trouver des fonctions de préférence avec lesquelles on 
aura, pour tout point d'équilibre s = {s±, s2, . . ., sn) la rela­
tion Si $ 2/. 

Pour la construction d'un tel jeu, cf. [6] . 
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19. Conduites-stratégies (1) . — A tout ensemble d'informa­
tion U ( € 1 I / ) , faisons correspondre une loi de probabilité 
^ = ( 7 ^ ) / ^ 6 ¾ ) sur H D : 

«iVo^o, 2*"(*) = i; 
h 

7:,= {rf / U € 11/) est, par définition, une conduite-stratégie du 
joueur {i). 

On dira que le joueur (/) adopte la conduite-stratégie 7r,- si dans 
tout ensemble d'information U( € l l / ) , le choix d'un index est fait 
au hasard suivant la loi de probabilité TZ^. 

On définira, comme pour les stratégies combinées, la trace T(TT/) 

d'une conduite-stratégie TT,- comme l'ensemble des positions qu'il sera 
possible de rencontrer si le joueur (/) adopte 717. 

Soit z un élément de X0 , et soit£0 la première position rencontrée 
dans l'ensemble T~z', si tout joueur {k) adopte une conduite-
stratégie 7T/,, la probabilité d'obtenir z est 

P(*; «i, TT,, ..., 3 )̂ = 0̂(.20) J £ «y(A)... Y\ «XW; 

on désignera le gain espéré du joueur [i), lorsque tout joueur k 
adopte la conduite-stratégie 7T/;., par 

5€X 0 

au moyen d'une conduite-stratégie, le meilleur gain espéré de {i) est 

sup inf F,(3C£, *N-{z})-

Exemple. — Reprenons le jeu de cric décrit plus haut (§15); on 
a vu que le meilleur gain espéré que le joueur (1) pouvait obtenir 

au moyen de stratégies combinées est y Posons 

a = * f ( i ) , I — a — a f ( 2 ) , • 

P*=*ï(i), i - p = *?0O; 

(1) En anglais : Behavior stratégies (Kuhn [19]). 
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on peut représenter une conduite-stratégie du joueur ( i ) par 
7Ti = (a, (3) et Ton a 

on voit alors que 
supinfF(7cl5 0-4) = 0, 

le meilleur gain espéré de ( 1 ) avec une conduite-stratégie est donc o : 
il est inférieur au meilleur gain espéré de ( 1 ) avec une stratégie 

combinée, qui est - • 

20. Étude comparée des stratégies combinées et des conduites-
stratégies. — Une stratégie combinée s,- étant donnée, il existe une 
conduite-stratégie TT, attribuant la même probabilité aux choix de (i) 
et qui est définie par 

A/UnT(<rf)5*0 

2 * 
*/i"nT(T*)*0 

[si U n T ( $ i ) = 0 , tf{h) sera défini arbitrairement]; on écrira 
alors 5/->7r. 

De même, étant donnée une conduite-stratégie TT,, on pourra lui 
faire correspondre une stratégie combinée s/ équivalente par 

on écrira alors TT/-> S/. 

THÉORÈME 1. — 7T/-> S, entraîne 

P(^ ; *, °N-{/}) = P (^ ; */, °N-{ /} ) (^€X0; ffH,|6ïK_[/|). 

Ceci résulte immédiatement de la définition de la correspon­
dance 7T/->S/. 

COROLLAIRE. — Le meilleur gain espéré garanti avec une 
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conduite-stratégie est inférieur au meilleur gain espéré garanti 
avec une stratégie combinée 

supinfF,(j : , , <rN_, , ) ^ sup infF/(s/ , <7N-f/}V 

En effet, si 7r, -> 5/, on a 
F / ( * 0 * N - [ i l ) = F*(*f, <*N-{i}) ( * € N ) . 

THÉORÈME 2. — L a condition nécessaire et suffisante pour 
que A', — TT,- entraine 

p( j r ; *„ «N-f i j ) = P ( * Î */> Œ N - { / } ) ( J ? e X 0 j c r eS ) 

6À7 tf^e l'information soit avec rappel pour le joueur (i). 

Pour la démonstration, nous renvoyons le lecteur à [ 1 9 ] . 

THÉORÈME 3. — Soit P l'ensemble des joueurs dont l'informa­
tion est avec rappel et soit s un n-tuple de stratégies combinées ; 
si si ->- 7:/ ( i € P ), on a 

Fk(s) = ¥k(^: sy_P) (*eïN). 

En effet, le théorème 2 se démontre de la même façon si l'on consi­
dère un ensemble P de joueurs au lieu du joueur {i) pris isolément ; 
le théorème 3 est alors immédiat. 

COROLLAIRE 1. — S i l'information est avec rappel pour {i), le 
meilleur gain espéré que {i) peut garantir avec une conduite-
stratégie est égal au meilleur gain espéré garanti avec une 
stratégie combinée : 

bupinfF*/rc<, ff
N_{i|) = sup infFjt^r, ^ - ( ^ ) -

En effet, si s/->7T/ on a, d'après le théorème 2 , 

d'où 

s u p i n f F ^ , c r N _ ( . j ^ s u p i n f F l - ^ , *„_{,}) 

comme on a aussi l'inégalité inverse, le résultat annoncé est 
démontré. 
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COROLLAIRE 2. — Si l'information est avec rappel pour tous les 
joueurs, il existe un point d'équilibre 7: = (7^, 7r2, . . . , 7rn) en 
conduites-stratégies. 

Cela résulte du théorème 3. 

Remarque. — Pour une information avec rappel, la notion de 
conduite-stratégie est équivalente, et beaucoup plus commode, que 
celle de stratégie combinée. Les conduites-stratégies, en particulier, 
se sont montrées d'un emploi commode pour différentes variantes 
du jeu de poker {cf. [19]). 

21 . Stratégies composites (1). — Soit %*?; la famille des ensembles 
d'information instantanés {cf. § 14) du joueur ( / ) ;nous appellerons 
trace de la restriction 07 d'une stratégie 07 à %0( l'ensemble 

T ( 5 I ) = \ J T ( T I ) . 

Une stratégie composite pour le joueur {i) sera définie par une 
distribution de probabilités S / = (/7(07)/07 G 2,-) sur l'ensemble 2/ 
des stratégies réduites 07, et par une famille de conduites-stra­
tégies 7T/(2/) pour les restrictions à T(ôy) du jeu initial (quand ô, 
varie). 

On dira que {i) adopte une stratégie composite a = ( ^ - , 7:/(2/)) 

s'il choisit une stratégie réduite 07 suivant la loi de probabilité st, 

puis adopte la conduite-stratégie 7:/(07) pour le jeu restreint à T(5/) . 

THÉORÈME. — Il existe des correspondances s/->c/ entre les 
stratégies combinées et les stratégies composites telles que si st 

correspond à c,- pour tout i{ € P) , on ait 

F*(#) = F4(*!f_pJcp) (*€N). 

La démonstration de ce théorème est la même que celle du théo­
rème 3 (§20), si l'on remarque que la restriction du jeu à T(cr/) est 
avec rappel pour le joueur {i). 

(1) En anglais : Signaling composite stratégies (Thompson [41]). 
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Remarque. — Les stratégies composites sont des compromis 
entre les conduites-stratégies et les stratégies combinées; de même 
que les conduites-stratégies sont d'un emploi commode pour les jeux 
avec rappels, on pourra utiliser les stratégies composites dans les 
jeux quelconques. L'efficacité des stratégies composites a été en 
particulier mise en valeur pour les différentes variantes du jeu de 
bridge {cf. [41]). 

CHAPITRE IV. 

JEUX SIMULTANÉS CONVEXES. 

22. Définition générale. — On considère ici un jeu simultané 
f= (y*i, y2 , . . ., fn) : tout joueur {i) choisit indépendamment un 
point Xi d'un espace X/, et il en résulte pour le joueur (A") un 
gain/*(#!, x2, . . ., xn). On dira que ce jeu est convexe pour {i) si : 

i° L'ensemble X/ est un espace convexe, c'est-à-dire un sous-
ensemble convexe d'espace vectoriel; 

20 fi{xi, x2, . . ., xn) est une fonction convexe en xi : quels que 
soient les nombres positifs p et p1 de somme i, et les éléments xi 
et x\ de X/, on a 

fl{pxl-hp,xl,yN_t)^pfl{xl,y^__i)-+-p,fi{x'l,y^i) (yeX). 

On peut généraliser la notion de convexité ; on dira qu'une fonc­
tion k{t) est quasi-convexe si l'ensemble \t \h{t) ^-a\ est pour 
tout a un ensemble convexe. Il est évident que toute fonction convexe 
est quasi-convexe, mais la réciproque n'est pas vraie; par exemple, 
dans l'espace R1, toute fonction monotone est quasi-convexe. 

On dira qu'un jeu simultané est quasi-convexe pour {i) si, au lieu 
de 20, on a 

20' fi{xu x*i • • •? xn) e s l quasi-convexe en xt. 

Enfin, un jeu s i m u l t a n é / = ( / i , / 2 , . . . , / « ) est concave pour {i) 
— resp. quasi-concave pour {i) — si le jeu simultané ( / N _ Ï , —fi) 
est convexe pour {i) — resp. quasi-convexe pour (/) . 

Indépendamment de ce qui précède, on dira qu'un jeu simultané 
est topologique supérieurement pour {i) si : 
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i° X, est un espace topologique et compact; 
2° fi{x) est une fonction semi-continue supérieurement dans 

l'espace topologique X/. 

Un jeu simultané ( / 1 , / 2 , . . . , / /1) est dit topologique inférieu­
rement pour {i) si le jeu (/N-Z> — / / ) est topologique supérieu­
rement pour (jf); enfin, on dira qu'un jeu simultané est topologique 
si tout espace X/ est topologique compact, et si toute fonction j\{x) 

est continue sur X = | | X / . Bien entendu, si l'on parle d'un jeu 

convexe topologique, il faudra sous-entendre que la topologie de Xi-
est compatible avec la structure d'espace convexe de X/. 

La recherche d'une bonne stratégie combinée {cf. §15) est ainsi 
un jeu convexe topologique, le gain espéré de (i) étant linéaire par 
rapport à toutes les variables. Mais il existe d'autres exemples de 
jeux convexes topologiques où l'on n'a pas la linéarité. 

Exemple. — Considérons dans le plan R2 (« la mer »j deux points 
mobiles /wt et m2, le mobile m± représentant un sous-marin qui vient 
de repérer un bateau ennemi m2. Profitant de la tombée de la nuit, 
le bateau m2 s'échappe, il est naturel de supposer que l'ensemble des 
points où m2 pourra se trouver au lever du jour est un convexe 
compact X 2 ; le sous-marin m± a aussi la possibilité d'atteindre au 
cours de la nuit tout point d'un convexe compact Xi . 

Soient Xi et x2 les points de X4 et X2 que les deux bateaux ont 
décidé d'atteindre au lever du jour, et s o i t / ( ^ i , x2) = \xi — x2\ la 
distance de x± à x2; si le but de m t est d'approcher m2, sa fonction 
de préférence sera 

/ l ^ l ; ^2) = — / O l 5
 X'l)\ 

pour la même raison, on prendra 

/2^11 ^ 2 ) = + - / 0 1 , x2). 

La fonction/(a?i, x2) est évidemment continue dans Xi . En outre, 
f{xt, x*) est convexe en xY, car 

| {p'x\ -+-p"x\ ) — x21 = | p \ x \ — xt) -+-p"(x"i — #2)1 
^-p' I X\ — X* ] -h p" \ X\ — J?2 | • 

Le jeu est donc topologique-convexe pour m2, et topologique-
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concave pour m\. Ici, m4 a évidemment une meilleure stratégie qui 
est de se mettre aussi près que possible du « centre » du convexe X 2 ; 
si X 2 — X t 7 ^ 0 , le fugitif m2 a aussi une meilleure stratégie, qui 
est de se mettre aussi loin que possible de X 4 ; il n'y a pas en général 
de point d'équilibre. 

23. Existence d'équilibres pour les jeux quasi-concaves. — Dans 
le cas où X i , X 2 , . . . , X„ sont des espaces vectoriels localement 
convexes, l'existence d'un point d'équilibre découle immédiatement 
clo la généralisation d'un théorème bien connu de Rakutani. 

THEORhMh 1 ( Tychonoff-Kakutani [ 2 2 ] ) . — Si K est un sous-
ensemble compact convexe d'un espace vectoriel X localement 

convexe, et si T est une application semi-continue supérieurement 

de R dans R telle que Tx soit convexe et non vide pour tout x 

dans R , il existe un point x0 de R tel que x0^Tx0. 

i° bi V est un voisinage fermé de l'origine, l'application multi­
voque B i # = # - | - V e s t une application fermée; en effet, si j 0 $ B i # 0 , 
il existe un voisinage symétrique de l'origine W lel que 

Oo-+-V)n(.ro-+-W-f- W) = 0 , 
d'où 

O -+-V)n(jK0H- W) = 0 (xexo+W). 

Si K est un ensemble compact, l'application B2.r = R est semi-
continue supérieurement et, d'après le théorème 11 ( § 9 ) , l'applica­
tion B^x = (B 4 r\B2)x est semi-continue supérieurement. D'après le 
théorème 2 (§ 9 ) , l'application B*x = {Bs.T)x = {Tx + V ) n R est 
aussi semi-continue supérieurement, ainsi que 

B,j? = (B ini)ar = B4j?n j a? ;. 

L'ensemble F v = { x / x € {Tx -f- V) n R } est donc fermé, puisque 
son complémentaire B * 0 est ouvert. 

2° Montrons que si V est un voisinage convexe symétrique de 
l'origine, l'ensemble F v est non vide. 

Il existe dans R des points Xi, x2, . . . , xn tels que 

K c ^ J ^ + V), 
t—\ 
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l'enveloppe convexe C de ces n points est un ensemble compact, 
convexe, de-R"; l'application B4# = {Tx -f- V) n C est, comme on 
l'a vu précédemment, semi-continue supérieurement; B^x est un 
ensemble convexe et contenu dans C pour tout x{ € C ) ; en outre, 
Bkx est non vide (pour tout x dans G) car 0 ^ r # c R C C-+-V 
implique 

( r # - 4 - V ) n C ^ 0 . 

On peut donc appliquer le théorème du point fixe, démontré par 
Rakutani [18] dans les espaces R71 : il existe un point x de G tel 
que*<=B4# = ( r # - h V ) n C . D ' o ù F v ^ 0 . 

3° Si Vi et V2 appartiennent à une base fondamentale Ob de 
voisinages fermés convexes symétriques de l'origine, on peut écrire 

Fv .nFy .DFv^ ; 

les F v , qui sont des fermés contenus dans le compact R, ont toujours 
une intersection finie non vide et, par conséquent, on a 

P\FvF*0. 
V€d$ 

Soit x0 un point de cette intersection; on a x0 &Txo, car, sans cela, 
x0 n'appartiendrait pas à un F v si V est judicieusement choisi. 

c. Q. F. D. 

THÉORÈME 2 (von Neumann-Nash). — Soient X t , X2, . . ., X„ des 
espaces localement convexes; si, sur ces espaces, un jeu simultané 
est topologique et quasi-concave pour tout {i), il existera un point 

d'équilibre x = {xi, x2, . . ., xn) dans | T X / . 

Considérons l'application multivoque continue 

r ' V r | " N - / l x X ' ' 

et l'application G/ définie par 

G/#N_Z = [y I yHzYtx f{y) = max ft{z) ) . 

D'après le théorème 7 (§9) , G/ est semi-continue supérieurement et. 
d'après le théorème 2 (§9) , il en est de même de l'application 

Bix = /proj\ Giipro'}\x; 
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l'application B = T | B / sera également semi-continue supérieu-
*€N 

rement, d'après le théorème 6 ( § 9 ) . En outre, l'ensemble G/#N_Z 

est convexe non vide, et il en sera de même de Btx et Bx. On peut 
donc appliquer le théorème 1 et, pour un x = {xi, x2,.. . ., xn), on 
aura J ? € Bx, soit 

xteBix= fproj\ Gixîi_i ( i € N ) . 

D'où 

/*(*<! ^ N - i ) = m*xf*(}'*> * N - i ) ( ' e N ) > 

x est donc bien un point d'équilibre. 

COROLLAIRE 1 [30]. — Si X/ est l'ensemble Lîhi des distributions 
{sur hi points) pi= {pj, pf, . . ., ph

t
l), et si les gains sont de la 

forme 

ftiPuP^ - . . , 7 ' / i ) = ^p\x pï'-Pn* Of(*l, *2, . - . , kn) 
*i> A-j, . . . 

il existera un équilibre. 

En effet, dans ce cas, X/ est un convexe compact de l'espace R \ 
et le théorème 2 s'applique. 

COROLLAIRE 2 [42]. — Si X/ est l'ensemble des distributions tota­
lement continues {sur le segment unité) 

Pt=(p(t)l*e[o, i]), 
et si 

'MPU Pt, ->-,Pn)= f f '" f PlW-PtW... 

Pn(tn).ai(tt, t2,. ..,tn).dti.dh •.. dtn, 
il existera un équilibre. 

X/ est un ensemble convexe compact de l'espace de Banach, et le 
théorème 2 peut s'appliquer. 

COROLLAIRE 3 [2] . — Si X/ est l'ensemble des distributions tota­
lement discontinues pi= {pî, p], .. ., pk, . . .), et si 

MPUP*> --,Pn)= 2 P** PÏ'-Pn" a'(*i>k*, •••,*«), 
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il existera un équilibre lorsque les gains vérifient 

2 «!*(*„ A*, . . . , * „ ) < +oo (*€N). 

Ici, X, sera considéré comme un convexe compact de l'espace de 
Hilbert. 

COROLLAIRE 4 [32]. — Si X f = 5 m , X2 = #«, e* « 

A e i B elaul dewa? applications linéaires de R" ifa/ij Rm, et B 
étant tel que le produit scalaire {x\, Bx2) >> o {x± € X i , x2 € X2) , 
il existera un équilibre. 

En effet, dans ce cas, fi{xi, x2) est quasi-convexe et quasi-concave 
par çapport aux deux variables. 

THÉORÈME 3. — Dans un jeu simultané topologique, l'en­
semble S£ des e-équilibres est compact. 

X4 x Xa x . . . x X„ = X étant compact, il s'agit donc de démon­
trer que S£ est un ensemble fermé; considérons un pointx°( $ S e ) . Il 
existe un nombre positif s', un indice i, et un élément yi de X/, tels 
que 

*(&>*$-,)> M*0)+ * + *', 
f{x) élant continue, il existera un voisinage v{x°) tel que 

\fi(yh ^S_f) -/i(.r«> **_,) | ̂  v 

| / , ( ^ ) - / # ( * ) | ^ [ * € P ( ^ ) , j r € X ] ; 

S2 est donc bien fermé, puisqu'il vient 

/«(.n, *N-«) -+- ^ ^ / ' ( ^ i , •*£_,) ^/<(-*°) + £ H- « W K * ) -*-* H-~ 
|>€P(a70)]. 

COROLLAIRE. — Dans un jeu simultané topologique^ l'ensemble S0 

des points d'équilibre est compact. 

En effet, on a 

£ > 0 
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24. Autres théorèmes d'existence pour un équilibre. — Les 
théorèmes précédents ne peuvent donner aucune indication pour la 
détermination effective d'un point d'équilibre; en outre, il peut être 
intéressant d'avoir des critères ne supposant pas que l'espace X/ soit 
localement convexe, ou que fi(x) soit continue par rapporta l'en­
semble des variables x±, x2, . . . , xn. Nous nous proposons ici 
d'exposer de nouveaux théorèmes d'existence, avec des hypothèses 
de topologie moins fortes, et des hypothèses de convexité plus fortes 
que précédemment; ils s'appuient sur le résultat suivant : 

THÉORÈME 1. — S o i t \ . u n convexe compact dans un espace vectoriel 
topologique, et soit 3* une famille de fonctions f{x) convexes 
et semi-continues inférieurement sur X ; si, pour tout Xi{ € X ) , 
il existe un / ( € ^ ) tel que / / ( # )>> o, il existera une fonc-

n n 

tionf{x) =*£j>kfk{x), avecfke&, p*>o, ]£,/>* = i, telle que 

inf / (a? )>o . 
.x*€X 

A tout #, ( e X ) , on peut faire correspondre un nombre positifs/ 
tel que 

fi(xi)> £ f > o . 

Les ensembles Qt= [x/f,(x)> ei\ constituent un recouvrement 
ouvert de X, et Ton peut donc en extraire un recouvrement fini, 
soit &i, &2, . . ., Qn. Considérons l'application de X dans R" définie 
par 

X->X = {f\(x),fi(x), . - . , / « < » ) = (?!, U, ••-, ?«)• 

L'image X.de X ne rencontre pas le cône R de Rw, d'équation 

5*<e/ (*' = i, 2, . . . , n). 

Il en est de même de l'enveloppe convexe X de X, car dans le cas 
contraire, il existerait des éléments xt, x2, . . . , xm de X tels que 

Ço — p1xl-*-pix2.+-...H-pmxmeK, /?A> o, J^pk = I. 
k • 

Ceci est absurde, puisque pour un indice k, on peut écrire 

[ ?°]/t = P*Mxl ) •+• P*A <.-**)+•• ••+-PmMxm) 
^/^-(^1^1-+-^2^2-+- . • >-+-PmXm) > £*• 
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I — I 

Dans R", R étant un convexe ouvert non vide et X étant un 
convexe disjoint de R, on peut donc les séparer par un hyperplan 
fermé, qui sera de la forme 

n 

^ / > A ? A = ( S l , S2, - . . , S*), Pk>0, 2^pk=l. 
1 k 

On aura bien 
n n 

^Pkfk(x)^^?iPkZk> o (xeX). 
1 1 

COROLLAIRL 1 [ i ] . — Soit ?$ une famille convexe de fonc­
tions f{x) convexes et semi-continues inférieurement sur un 
convexe compact X. Si à tout f{ € S* ), on peut faire correspondre 
un Xf{ € X ) tel que f{xf) ^ o , il existe un xQ{ € X ) tel que 

f(xQ)^o (fe<F). 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, à tout x de X on peut faire 
correspondre un élément / de &* tel que f{x) > o. D'après le 
théorème 1, il existera une fonct ion/de &* telle que 

/ O ) > o (xe\). 

Or ceci contredit l'hypothèse de l'énoncé. 

COROLLAIRE 2. — Si un jeu simultané compétitif à deux joueurs 
est concave pour (i) et (2) , et topologique supérieurement 
pour (2) , le plus grand résultat V que (1) peut garantir est égal 
au plus petit résultat W que {2)peut garantir. 

Si le résultat est 

/(*> y) = / iO> y) =—/»(•*, y\ 
on a 

V = sup inf/O, y), 
•*• 0 

W = infsup/(^,jK). 
y •-* 

Gomme on a W ^ V , vérifions l'inégalité inverse; on a 

Mf(x,y)^\ (*eX); 
3 
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considérons un nombre positif e, et posons 

F * O 0 = / ( * , J 0 - V - S ; 

à toute fonction de la forme 

<i 
¥(y)=^dPk1Pxk(y)i / > * » zpk=i, 

k=i 

on peut faire correspondre u n y 0 ( € X ) tel que 

d'après le corollaire 1, il existera un yQ tel que 

Fx(yo)^o (a?eX), 

d'où 
/ ( ^ , j o ) ^ V + £ ( * € X ) , 

infsup/(#, j ) ^ V - t - s . 
y v 

Comme £ est arbitraire, on a bien W ^ V. 

COROLLAIRE 3. — Si un jeu simultané compétitif est concave et 
topologique supérieurement pour chacun des deux joueurs, il 
existe un équilibre. 

En effet, dans ce cas, le corollaire 2 peut s'écrire 

max m\nf(x, y) = min max/(#, y); 
x y y x 

le point d'équilibre {x0, y0) est ici défini par 

m\iif(x0, y) = max min/(x, y), 
y x y 

max/(#, y0) = min max/(#, y). 
x y x 

THÉORÈME 2. — Soit X,- un espace convexe compact {i^n), et S* 
une famille convexe de n-tuples f — ( / 4 , / 2 , . . . , f n ) , où //(#,•) est 
une fonction définie sur X/, convexe et semi-continue inférieu-

n 

rement. Si quel que soit x = {x±, x2, ..., xn) dans J I Xf, il existe 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N* 138. 6 
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un n-tuple f tel que J\{xi) >> o pour tout i, il existera un n-tuple f* 
tel que 

inf/;°(#/) > o (i^'i )• 

Considérons la famille convexe ?Fi formée par les fondions gi 
pour lesquelles il existe u n / d e 3* tel que 

/ i ( # i ) > O U = 2, i. . . ., / l ) , 

/ l = tfl-

D'après le théorème 1, il existera dans S*± un g\ tel que 

• i n f ^ i ( ^ ) > o . 
xt 

Considérons ensuite la famille convexe ?P2 des fonctions g2 pour 
lesquelles il existe u n / d e 3* tel que 

Ji(xi)>o ^ ' = 3, 4, ••-, i ) , 
i n f / , ^ , ) > o, 

/ ï = f f î -

Dans cette famille, qui est non vide d'après ce qui précède, il 
existera un g2 tel que 

Ainsi, de proche en proche, on obtiendra la famille des /cherchés . 

COROLLAIRE. — Dans un jeu topologique supérieurement pour 
tous les joueurs, si ^>i{yt, x)=f,(x)—/(ju # N - / ) est concave 
en x, l'ensemble S£ des i-équilibres est convexe et non vide. 

25. Application fondamentale : comment jouer un jeu simultané. 
Considérons ici un jeu simultané à deux joueurs, où le résultat du 

choix d'un indice (/) par le joueur ( i ) , d'un indice (y) par le 
joueur (2), est 

/ i ( * \ / ) = • + - « y , 

/*(*>/)=— ar 

Pour fixer les idées, considérons la matrice {{a1,)) définie avec 
les nombres suivants : 

i = l . * = 2. * = 3. 

1 
y = 1 o — ? 

/ = 2 ] + 1 2 
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Si le joueur ( i ) peut utiliser une bonne « pure stratégie » il choisira 
i = 1, car min a* = o, alors que 

/ 
min a) = min à) = -

J ' / J 

Cependant, s'il adopte cette stratégie «« = i » — parfois aussi 
appelée la « max-min » stratégie, il ne peut que garantir le gain 

r = o; sa stratégie combinée optimale — à savoir pQ=(~i o, - j , 

lui assure davantage : une espérance mathématique de gain 

de v =z -- et, d'après le théorème minimax, cette mélhode ne peut 

guère être fondamentalement améliorée. Le joueur ( i ) devra donc 
utiliser une machine, qui choisira au hasard une pure stratégie 

( / = 1 avec la probabilité/?4 = r» *"= 3 avec la probabilitépn = i ) 5 

et, ainsi, il peut être amené à choisir l'indice i=3, qui n'est pas 
une max-min stratégie du tout! On voit ainsi, notamment, pourquoi 
les bons joueurs de poker sont parfois amenés à « bluffer ». 

.Notons que si une espérance de gain v = - est sans contestes pré­
férable à une certitude de gain v = o lorsque le jeu se répète suffi­
samment souvent, cela devient moins évident s'il n'y a qu'une seule 
partie. Néanmoins, nous l'admettrons, ne voulant pas reprendre ici 
de très anciennes discussions sur les fondements de la notion 
d* « espérance mathématique ». 

D'après ce qui précède, on voit que le principal problème d'ordre 
algorithmique de la théorie des jeux est le calcul numérique d'une 
stratégie combinée optimale. De nombreux algorithmes, plus ou 
moins efficaces, ont été donnés dans la littérature consacrée, et nous 
nous contenterons ici de brèves indications. 

Considérons une matrice À à m lignes et n colonnes, l'intersection 
delalignejfetdelacolonney étant a'.. Nous poserons M = { 1,2,...,m}, 
N = {1, 2, . . ., n }, et A = a$. Si I c M, J c N, la matrice a] sera 
donc obtenue en supprimant dans a% les lignes d'indices ne figurant 
pas dans I, et les colonnes d'indices ne figurant pas dans J ; avec un 
\ecteur xK (considéré comme une matrice ligne), on définira de 
même x3. 

On désignera par eM= (1, 1, . . . , 1) le vecteur dont les n compo­
santes sont égales à 1, par o v = (o, o, . . ., o) celui dont les n corn-

file:///ecteur
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l isantes sont nulles, par e N = (o, o, . . . , o, 1 , 0 , . . . , 0 ) celui dont 
la ireme composante est égale à 1, les autres étant nulles. Enfin, si a$ est 
une matrice carrée, on désignera par | a§ | son déterminant, par a*J sa 
matrice transposée (avec a*( = al

/), par a$ sa matrice adjointe 

(avec«/ = < - i ) - / | < : j ; . j | ) . 

Nous nous proposons ici de déterminer les équilibres {x0, y0) dans 
un jeu simultané à deux joueurs, où x est choisi dans x ••= # m , où y 
est choisi dans Y = S,M et où le résultat est le produit scalaire de x 
par le transformé a^y du vecteur y ; autrement dit, on a 

/O, y) =2) 2 « W r / = OM> *N7N)-
Z = 1 7 = 1 

D'après les théorèmes précédents, les équilibres {x°, y0) forment un 
ensemble S x T de R m x R'', S et T étant des ensembles convexes 
compacts non vides. 

On sait, d'autre part, que si C est un ensemble convexe compact 
dans un espace vectoriel localement convexe (comme c'est le cas 

1-77-1 

pour R'"), on a C = G , où G désigne le profil de C, c'est-a-dire 

l'ensemble de ses points extrémaux, et où A désigne l'enveloppe 
convexe d'un ensemble A. 

Pour déterminer l'ensemble S des bonnes stratégies de (1), il suf­

fira donc de déterminer son profil S, qui est donné par le théorème 

suivant : 

THÉORÈME DE SHAPLEY-SNOW. — Si x € S, y € T , on peut extraire 
de 0$ une matrice carrée a] telle que 

, _ (£J> ô î« i ) 

(A) { y J , ; 

(£j> « { £ i ) 

Inversement, si pour une matrice carrée a\, les formules ( \ ) 

définissent des bonnes stratégies x et y, on a x € S, y € T. 

Ce théorème se démontre aisément dans le cas où \a\\^é.o 
{cf. [38]) ; dans le cas contraire, on ajoutera à tout coefficient a1, une 
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constante b, ce qui ne changera rien ni aux bonnes stratégies, ni aux 
formules (A). 

Remarque 1. — On peut également exprimer les formules (A) au 
moyen de notations tensorielles condensées ; identifions un vecteur 
#Nà une matrice-ligne, et désignons par #N sa matrice-colonne trans­
posée. Identifions également un nombre a à une matrice à une ligne 
et une colonne. On peut alors considérer comme un produit de 
matrices le produit scalaire {x$, yN) = xy.y*; de même, le trans­
formé de #Npar une matrice a™ sera yM = a^.x™. 

Les formules (A) entraînent 

e i . â j . e 1 i 

£ j .aj .£ J 
( i e l ) , 

_j j = g j / ( 7 € J ) . 
£ j . a j . £ 

On peut donc remplacer le système (A) par 

(A') 

Sj.a{ 
#1 — =Tj—J ? -^M-I — °M-U 

£ j . a\. £ 

La valeur du jeu est donnée par 
« x r J (eï-^i)«aJ-(«i-£j) 

Gomme on sait que a j .a j = dj| a j | , on a finalement 

(B) V = ' 1 • 
( £ j , « i £ i ) 

Remarque 2. — Pratiquement, pour déterminer S, on essaiera 
une matrice carrée a\ en calculant V par la formule (B ) ; les vecteurs x 
et y, définis par les formules (A), appartiendront à S et T si et seu­
lement si l'on a : 

xt^o ( ï€ l ) , y/^o (yeJ), 

(G) | ( i , « i y j ) ^ V ( i*I ) , 
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En effet, les autres relations seront toujours vérifiées; par exemple, 
on a toujours 

z€M z £ l 

(s»> aU\) 
(•J,5{«.) 

CHAPITRE V. 

COALITIONS. 

26. Définitions générales. — Nous considérons ici un jeu à n per­
sonnes sous sa forme simultanée : tout joueur {i) choisit une stratégie 
pure xt dans un espace X,, et du point x—{x\, x2, . .., xn) de 

X = I I X, résulte le gain de {i), f{x). On dira qu'un sous-
z€N 

ensemble P de N = {i, 2, . . ., n } est une coalition si les joueurs de P 
ont la possibilité de discuter entre eux de la situation, afin de choisir 
de concert la stratégie qu'ils adopteront. 

Autrement dit, si P est une coalition, celle-ci imposera à ses 

joueurs le choix d'un point xv de XP = Ï T X , , et si / € P , le meilleur 

gain garanti au joueur {i) sera 

Pz(P) = i n f / i ( ^ p , j N _ P ) . 

Si ces nombres *>*(P) sont connus avant la formation des coalitions, 
on dit qu'ils forment un système de valeurs; le jeu se présentera 
alors de la façon suivante : 

Considérons la famille ctCt de tous les sous-ensembles de N pou­
vant constituer une coalition pour {i); si r l € # £ , , cela signifie 
que i € H, et que la coalition H est autorisée par la règle du jeu. On 
suppose toujours {i)^3tt. 

Indépendamment des autres joueurs, {i) choisit un ensemble EL. 
dans &tx ; désignons alors par la lettre R un ensemble tel que R = H t 

pour tout i dans R ; par la lettre L un ensemble formé d'un seul élé­
ment «o, où i0 n'appartient à aucun ensemble R. Il est évident que la 
famille formée par les ensembles R et les ensembles L est une parti­
tion de N; l'ensemble de cette partition qui contient i sera la coali­
tion de {i), et sera désigné par D,. 
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Le but du joueur (i) est de rendre aussi grand que possible le 
nombre P / ( D Z ) . On a bien ainsi un jeu simultané à n joueurs, où le 
gain de (i) est gi{Ht, H2, H3, . . ., H„) = P,-(D,-). 

Ainsi formulé, la possibilité de se coaliser ne pose pas de pro­
blèmes nouveaux aux joueurs, si ce n'est dans le choix du système 
des valeurs { o/(P) / i € P, P c N } ; celui-ci sera guidé, suivant les cas 

.et à des titres divers, par les axiomes suivants : 

i° Axiome de l'intérêt général : 

]gp,(P; = S£Pinf
 [ 2 / ' ( * P > ->N_P)1 = "(p)-

*€P ? L*€P J 

2° Axiome de stabilité : pour tout ensemble Q ( c P ) , il existe 
un if € Q tel que 

< M P ) ^ ^ ( ^ ) . 

Le premier axiome signifie que les membres de la coalition P 
servent au mieux l'intérêt général de la communauté P : ils veulent 
avant tout rendre aussi grand que possible le gain total 

/p<»=2/*(* )• 
î€P 

Le second axiome signifie que, au sein de la coalition P , aucun 
sous-ensemble Qn'a envie de se désolidariser du reste de la coalition, 
ce qui se produirait invariablement si 

*«(P)0<(Q) (*eQ). 

Il est toujours" possible de satisfaire le premier axiome (à e près, si 
l'espace X est infini); au contraire, le deuxième axiome peut très bien 
être irréalisable. On peut alors avoir recours à différentes variantes 
de l'axiome de stabilité. 

3° Axiome de stabilité individuelle : 

p / ( P ) ^ ( U " i ) = " ( 0 (*«?)• 

4° Axiome de totale stabilité : pour tout ensemble Q( c P ) , on a 

.2^p>^2p' ( Q )-
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5° Axiome d'efficacité : s'il existe des ensembles R et P ( DR) 
tels que 

2*f(K)^2/<(Q) <KcQcp)' 

on a 
P I ( P ) = O (l€=P — K). 

Le troisième axiome est évidemment une conséquence du deuxième-
(en se bornant aux ensembles Q d'un seul élément); en outre, la 
totale stabilité entraîne la stabilité. La notion d'efficacité est une 
variante de celle de stabilité à l'usage des jeux où le gain total fp{x) 
peut être partagé de toutes les façons possibles entre les joueurs de 
la coalition P (transférabilité). 

Lorsqu'un axiome s'avère irréalisable, on peut toujours tenter une 
approche du problème; la notion de préférence individuelle étant un 
outil insuffisant, nous introduirons d'autres notions plus complexes. 

Relations de préférences dans X = 1 I X/. 
z€N 

La relation de préférence du joueur {i) est supposée connue dans X, 
i 

et c'est un quasi-ordre ^ . 
z 

i° réflexive : x^x] 
t z i 

2° transitive : x^.y, y^z entraîne x^z'y 
i i 

3° totale : pour tout x et tout y, o n a ^ ^ y o u y ^ a ; . 

Relations de préférences dans X P = I | X/. — On pose xP^yP si, 
*€P 

à tout point x^-p de XN_P, on peut faire correspondre un point yN_P 

de XN_P tel que 
(*P, ^N-p)^(rp^N-p) -

En d'autres termes, le joueur {i), s'il ne connaît pas les choix des 
joueurs de N — P, devra préférer i c P à y P ; on voit que cette relation 
est encore un quasi-ordre : réflexif, transitif et total. 

p 
Relation ^et ^ . — Si (Jv4, d l 2 , . . . , ÛLn sont des relations dans 

p 

l'ensemble X, et si P c N = {i, 2,...,n ) , lewv réunion (Kvoxi [\?\ 
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est définie par xûlry si (et seulement si) xûl,y pour au moins un 
élément i dans P . 

On définit de même l'intersection ÛV ou f ^ ^ ^ M par x (R?y si 

(et seulement si) x(RFy pour tout i dans P . Ainsi, x^y signifiera 
p 

qu'au [moins un joueur de P préfère x à y , etx^y signifiera que 
p 

tout joueur de P préfère x à y. La relation ^ est une relation de 
pré-ordre : réflcxive et transitive. La relation ^ est une relation 

p 

propre : quels que soient x et y, on a x ^y ou y ^ x. 
p 

La relation = est une équivalence, mais non pas la relation = . 

Relations complémentaires. — Si (K est une relation dans X, la 
relation complémentaire (K sera définie par xûly si (et seulement 
si) xûly est faux. On vérifie immédiatement que les jjrelations com-

z P / p 

plémentaires de ^ , ^ , ^ sont respectivement < , < , < • 

Relation de préférence de la communauté P . — Si les relations 
sont définies par des fonctions de préférences fi{x), on définit la 

p 
somme ^ par 

xy_y si (et seulement si) ^ / 1 ( ^ ) ^ ^ / ( 7 ) -
z € P z € P 

P 

On vérifie immédiatement que ^ est une relation de quasi-ordre, 
p 

et l'on en déduit une relation stricte >- cl une relation d'équiva-
p 

lence ~ ; on a 

i° x\^n>\y=$x>-y=ïx>y> 

20 x^y =$x>zy=>x\>v=\y9 

30 x L y ^x~y^x\(^>n<\u^^y-

Il peut arriver que Ton considère P comme un seul joueur, dont la 
p 

relation de préférence est >^, on dira alors que P est une commu-
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P 

nauté, et que >^ est la relation de préférence de cette commu­
nauté. 

Si le jeu n'est pas un jeu de paiement, on peut néanmoins démon-
p 

trer l'existence d'une relation de quasi-ordre ^ vérifiant i°, 20 et 3°; 
1 p 

cette relation n'étant pas unique, on prendra le plus souvent pour >- la 
relation ^ n >> I, qui est transitive et irréflexive. 

Remarque. — Si les joueurs n'ont pas la possibilité de se coaliser, 
on peut envisager d'autres modèles de négociations, moins efficaces 
que la coalition (en général), et dont les problèmes sont d'ailleurs 
identiques; signalons pour mémoire : 

A. ACCORD BILATÉRAL. —Un accord bilatéral est un « pré-jeu » qui 

s'effectue de la façon suivante : 

Première étape. — Un joueur {i) peut proposer au joueur {k) le 
marché suivant : si {k) s'engage à faire son choix dans un sous-
ensemble X^ de X/t, le joueur {i) s'engagera à choisir son point xt 

dans un sous-ensemble Xf de X/. 

Deuxième étape. — Le joueur (A) accepte ou refuse le marché; 
on recommence d'autres propositions. 

Troisième étape. — Les joueurs jouent simultanément; si {i) a 
accepté les ensemble X/ , Xz

3, . . . ,X" , il devra choisir un point Xi 

dans l'ensemble i l Xf, supposé non vide. 
À-€N 

Un marché identique peut évidemment être effectué entre plus de 
deux joueurs (accord multilatéral). 

B. MENACE. — Un jeu de menace est un jeu non simultané qui 
s'effectue de la façon suivante : 

Première étape. — Chaque joueur {i) choisit un point Zi de X/, 
appelé menace. 

Deuxième étape. — Tous les joueurs annoncent leur menace. 

Troisième étape. — Indépendamment des autres joueurs, (/) fixe 
une valeur m du gain qu'il croit possible d'obtenir. 
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Quatrième étape. — S'il existe un point x = {œ±, x*. ... ,xn) tel 
que 

ft(*)^ih (*eN), 

les demandes u, sont compatibles, et tout joueur {i) est obligé 
d'adopter xt\ il ne recevra que w/. Si les demandes sont incompa­
tibles, tout joueur (i) est obligé d'adopter sa menace £/. 

En d'autres termes, si à{u) = è{ui, u2, . . ., un) est une fonction 
égale à i si les demandes sont compatibles et à o dans le cas contraire, 
le joueur {i) recevra 

F,(*, u) = M , O ( K ) H - / , ( * ) [ I — 8( t t ) ] . 

Dans le cas d'un jeu à deux personnes, la détermination des 
demandes « justes » a été résolu d'une façon indépendante par 
Nash [29] . 

C. ACCORD AVEC TRANSFÉRABILITÉ. — On dit qu'il y a transférabilité 
quand un joueur a le droit de céder une partie de son gain à un 
autre joueur, en remerciement de services rendus. Si P est une com­
munauté de joueurs avec transférabilité, le gain total fP(x) = ^ / / ( x ) 

i € P 

peut être partagé de toutes les façons possibles. Loin de compliquer 
le problème, la transférabilité, comme on le verra plus loin, le sim­
plifie considérablement. 

27. Les différents points extrémaux de l'espace X. — La notion 
de point d'équilibre, étudiée dans les chapitres précédents, peut 
donner lieu à de nombreuses généralisations si l'on suppose que les 
joueurs peuvent contracter certains accords mutuels ; il importe donc 
d'apporter dès maintenant une classification de ces différentes 
notions. 

Un p o i n t s est dit améliorable pour un ensemble P de joueurs 

s'il existe un point yP de XP = | J [ X i tel que 
z€P 

x\<n^J(/p, #N-p)-

Dans le cas contraire, x est dit inaméliorable pour P , et Ton a 

^ [ ^ u > J CTP> ^N-P) (.rex)-
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On dit qu'un jeu est parétien sur un ensemble A de X si tout 
point # de A est inaméliorable pour N par un autre point de A; un 
jeu est parétien s'il est parétien sur X (1). On retrouvera une notion 
bien connue des économistes, qui remonte à Paréto; le lecteur fera 
lui-même la traduction dans le langage intuitif de l'économie. Du 
point de vue strictement mathématique qui nous occupe, on notera 
que les jeux paré tiens généralisent les jeux compétitifs, où 

2/.(*) = o 
z € N 

pour tout x (« zéro-sum games »). 

THEORLME I. — Tout point d'équilibre simple dans un jeu pour 
les communautés P4 , P 2 , . . . , 1 \ est inaméliorable pour P4 , P 2 , . . . , P/,. 

Cela résulte du paragraphe 26. 
Un pointa? est dit totalement améliorable pour un ensembleP de 

joueurs s'il existe un yv tel que 

p 
^ < ( 7 P ^ N - P ) -

Dans le cas contraire, x est dit P-saturé, et l'on a 

^ ( y p , ^N-p) ( / 6 X ) . 
i 

Un point x est dilpoint d'équilibre pour un ensemble P de joueurs 
si l'on a 

p 
^ ^ ( J P , #N_p) ( j e X ) . 

Un point d'équilibre simple est un point d'équilibre pour tout 
ensemble {i} ; un point d'équilibre fort est un point d'équilibre 
pour tout ensemble N — { i} ; un point d'équilibre pour l'ensemble N 
est appelé point optimum. 

Si S = (P 4 , P 2 , . . . , P/;) est une partition de N, on dira que x est 
un point d'équilibre du type % s'il est point d'équilibre pour chacun 
des ensembles PA, P 2 , . . . , P/,. Plus généralement, x est un point 
d'équilibre pour P relativement à un ensemble R de joueurs— ou 

(1) Il s'agit là de la notion de jeu d'ophélimité due à Farquharson [12]. 
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point d'équilibre pour P / R — si l'on a 
p 

* M . T K , *N-K) (7€X). 

THÉORÈME 2. — Si ®' est une sous-partition de Q, un équilibre 
du type & est aussi un équilibre du type <&'. 

On dit que <£' = ( P',, P',, ...,V.) est une sous-partition de 
« = r P l , P 2 , . . . , P / , ) s i : 

i° $ ' est une partition de N; 
2° P'a n Pp ̂  0 entraîne P^ c Ps-

Le résultat annoncé est donc démontré, si l'on considère que, si 
P ' c P , un point d'équilibre pour P est aussi un point d'équilibre 
pour P'. 

COROLLAIRE. — Tout équilibre du type S est un équilibre simple. 

Cela résulte immédiatement de la proposition 2. 
r 

THÉORÈME 3. — Tout point d'équilibre du type <£ = (P i ,P 2 , ...,P/,) 
est un point d'équilibre simple dans un jeu pour les communautés 
Pi, rv ... ,P/.. 

Cela résulte immédiatement du paragraphe 26. 

THÉORÈME 4. — Dans un jeu parétien sur un ensemble A = I I A, 

de XN, les points d'équilibre forts de A sont tous équivalents au 
N N 

sens = , et ils sont inférieurs au sens ^ aux autres équilibres 
de A. 

En effet, si dans A, x est équilibre fort, et y un autre équilibre 
on a 

N - l 

Comme x est un point inaméliorable pour N, on a aussi 

x ^ {xu y^). 

Comme y est un point d'équilibre, on en conclut 
i 

x ^ y. 
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Le rôle du joueur ( i ) élant ici arbitraire, on a 

x ^y. 

En outre, si x et x1 sont deux équilibres forts, ce sont aussi des équi­
libres simples, et l'on peut écrire 

\ % 
JL < . X , X <r X, 

ou encore 

x = x'. 

COROLL4IRL ( Farquharson). — Dans un jeu parétien à deux 

joueurs^ les points d'équilibre sont tous équivalents au sens ^ . 

En effet, dans un jeu à deux joueurs, tout point d'équilibre est un 
point d'équilibre fort. 

THÉORÈME O. — Soit sC = (P 4 , P2 , . . . , P/,) une partition de i\, et 
Qi, Q2 , . . ., Q/ des sous-ensembles de N ; si, dans le jeu des stra­
tégies combinées, on peut faire correspondre à tout x et à tout j un 
point d* équilibre de la forme {y$ , x^_Q ) , il existe un point d'équi­
libre du type (Pi / Qi , P2 / Q2 , . .'., P, /Q A ) . 

La démonstration est la même que celle du théorème de von 
Neumann-Nash (§23) . 

Exempte. — Compétition sur un marché économique : Trois 
fabricants, ( i) , (2), (3) , en compétition sur un marché, peuvent soit 
vendre au prix fort ( + ), soit vendre au prix faible (—); le profit 
total de chacun d'entre eux est donné, en unités de profit, par le 
tableau suivant : 

Prix. Gains 

a -t- H- -H 3 i 3 

b -t- -f- — (>l o 15» 

C -4- — -+- o I > O 

cl •+- — — 1 5 5 

e — -+- , -+- 12 o o 

/ ^ . . — H- — 5 1 5 

S — — -*- 5 5 1 
h %— — — 1 1 1 
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Equilibres simples : d<f, g. h. 
Équilibres pour P = j i , 2 } : néant. 
Inaméliorables pour P = j 1, 2 \ : c, d, e,f> g. 
Saturés pour P = j 1, 2 } : c, d, e, f, g. 
Saturés pour P = j 1, 2, 3 j : a, b, c, d, e, f, g. 
Équilibres pour la communauté P = j; 1, 2 } : c, d, e, / . 
Equilibres pour la communauté P = j 1 , 2, 3 } : b, c, e. 
Valeurs : v{ { 1 J ) = r ; v{ { 1, 2 } ) — 6; v{ j 1, 2, 3 J ) = 12. 

Sans négociations ni informations, le joueur (1) choisira le prix 
faible, qui lui garantit une unité de profit; avec des accords trilaté­
raux ou un jeu de menaces, on aurait a) avec un accord bilatéral 
entre ( 1 ) et (**), on aurait g ou h. 

Si Ton admet la transférabilité, on pourrait prendre 

f , ( i ) = i? M l i, 2j)== - = 3, *»,(j 1, 2, 3 } ) = -j = 4 -

L'intérêt de chaque joueur est alors d'adopter la coalition 

P = J 1, 2, 3 }, ce qui aboutirait en b, c ou e. 

28. Fonctions caractéristiques v{P). — Pour mesurer l'utilité 
d'une coalition, il n'est pas nécessaire de connaître tout ce qui 
détermine un jeu; plus précisément, on se bornera à une forme 
extrêmement simplifiée du jeu, qui est sa fonction caractéristique. 

On appelle fonction caractéristique du jeu la fonction v{P) 

définie sur les sous-ensembles P de N, représentant le meilleur gain 

que peut garantir la coalition P. On a 

p(P) = sup inf/i»(j7P, jrN_P). 

THÉORÈME 1. — L a condition nécessaire et suffisante pour qu'une 

fonction v(P), définie sur les sous-ensembles P de N , soit une 

fonction caractéristique de jeu, est que l'on ait : 

1« „ ( 0 ) = O ; 

2o P t n P 2 = 0 entraîne v{Vi u P 2 ) ^ * ( P i ) + "(Pa)-

La condition est nécessaire : en effet, comme on a posé f${x) = o, 

on a i°. D'autre part, si P t et P2-sont disjoints, donnons-nous un 
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nombre £ positif; il existera un #Pi et un xVi tels que 

/ptC^Pt» J N - P J ^ "(Pi) - £ ( j eX) , 

/ P , (*Pf, JN-PS) ^ "(P2) - £ ( veX). 

On aura donc 

/P»UP.(*TV ^ r u - p . - p , ) ^ ^(Pi) + ^ (^1 ) -2e ( j eX) . 

D'où 

P ( P , u P,) = sup inf/PiUp8(#piUPa, JN_Pl_Pa) ^ v(Pi ) -H P(PJ) — as. 

Comme e est arbitraire, on a bien démontré 20. 

La condition est suffisante : Considérons un jeu où tout joueur 
(i) choisit un sous-ensemble H/ de N tel que H/&i. On distinguera 
les ensembles R tels que H , - = K ( « 6 R ) , puis les ensembles L tels 
que L = { i0}, H,o=z= R pour tout R. 

On ne peut avoir ni R n R ' 7 ^ 0 si K ^ R ' ; ni R n L = t 0 ; ni 
LnL'=z=\0 si Lp^L ' . Les différents ensembles distingués sont donc 
disjoints. 

D'autre part, si i n'appartient à aucun ensemble L, l'ensemble H, 
est un ensemble R0 tel que i € R0- Les différents ensembles distingués 
forment donc une partition de N. 

Appelons D/ l'ensemble distingué contenant i, \ D/1 le nombre 
d'éléments de D/, et posons 

/,(H1? H2, . . . , H „ ) = - ^ - J - P ( D , ) . 

Si les joueurs (*i), (*a), . . - , (ik) forment une coalition 
P = j iu i2, . . . , ik }, et s'ils choisissent 11,== H/a = . . . = H/fc— P, 
la coalition P peut garantir 

2 / , ( H „ H2. . . . ,H / i ) = p(P). 

D'après 20, ils ne peuvent garantir davantage; v{P) est donc bien la 
fonction caractéristique du jeu ainsi défini. 

29. Mesure caractéristique m{P). — Dans tout ce qui suivra, on 
supposera que l'on a 

P ( N ) - J P ( 0 > O . 
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En effet, dans le cas contraire, aucune coalition ne peut intéresser 
les joueurs, et la théorie est triviale. On appellera alors mesure 
caractéristique du jeu la fonction 

*(P)-2K0 
m ( P ) = ? € ? _ - . . 

on entrevoit immédiatement la signification intuitive de cette fonction 
si l'on remarque que la grandeur de m{P) exprime l'intérêt des 
joueurs de P pour cette coalition; si ra(P) = o, les joueurs de P 
n'ont aucun intérêt a se coaliser, et si m ( P ) = i, les joueurs de P 
n'ont pas intérêt à élargir leur coalition. 

THÉORÈME. — On a : 

i« m{0) = o) 
2° m ( P i U P 2 ) ^ m ( P i ) - f - m ( P 2 ) s i P i n P 2 = 0 ; 
3° m{i) = o ; 
4° ro(N) = i. 

Cela résulte immédiatement du théorème précédent. 
COROLLAIRE 1. — O n a m{P)^o. 

Autrement dit, /n(P) est une mesure super-additive. 

COROLLAIRE 2. — m{P) est une fonction caractéristique, et toute 
fonction caractéristique vérifiant 3° et 4° coïncide avec sa mesure. 

En effet, si une fonction caractéristique v {P) vérifie 3° et 4°, sa 
mesure est 

"(p)-2"(o 
# w ( P ) = ^ = " ( P ) . 

K N ) - ] £ P ( 0 
i&i 

On dira aussi que m{P) est la forme réduite du jeu v{P). 

COROLLAIRE 3. — L'ensemble des mesures caractéristiques est un 
ensemble convexe M; si n ^. 4, les points extrémaux de M sont les 
fonctions caractéristiques qui ne prennent que les valeurs o ou i . 

MÉMORIAL DES SC MATH. — N» 1 3 8 . 7 
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En effet, si m{P), ml{P)e M; p, p'^ o; p + / ? ' = i, on voit que 
w{P)=pm{P)-\-plm'{P) vérifie bien les conditions i°, 20," 3°, 4° : 
c'est donc bien, d'après le corollaire 2, une mesure caractéristique. 

D'autre part, si m{P ) = o ou 1, c'est un point exlrêmal de M ; dans 
le cas où n^. 4, on vérifie aussi la réciproque {cf. [27]). 

Un vecteur a = (a4, cc2, . . ., ocn) de Rn sera appelé une imputation 
du jeu v{P) si l'on a : 

i° (x,^v{i) ( * € N ) ; 

20 J a ^ p ( N ) . 

Une imputation y est donc une façon d'envisager les gains possibles 
des joueurs après la partie; il est naturel de supposer i°, car un 
joueur {i) n'accepterait aucun accord s'il n'était assuré d'obtenir 
autant qu'en jouant isolément; 20 résulte de la définition de P ( N ) , 

On dira que a = (ai , v2, . . ., an) est une imputation forte si 
Ton a : 

i° « 1 ^ ( 0 ; 

2" ^al=v{N). 
z€=N 

On dit qu'un jeu est coopératif si les joueurs ont la possibilité 
de discuter entre eux de la situation, et sont obligés de faire 
passer avant toute autre considération l'intérêt de la communauté N. 
Autrement dit, dans un jeu coopératif avec transférabilité les 

gains possibles des joueurs sont les imputations fortes ( il en sera 

notamment ainsi si ?Ji{%) = o pour tout x\ • 
z€N / 

Dans un jeu coopératif sans transférabilité, les imputations fortes 
seront les vecteurs du type [t>i(N), ^ 2 (N) , . . . , ^ ( N ) ] , vérifiant 
l'axiome de l'intérêt général et celui de la stabilité individuelle (§ 26). 

A la forme réduite m{P) du jeu v{P), correspondra l'imputation 
réduite, qui est le vecteur a = {ai, a2, . . ., an) défini par 

<Xz—f (0 

*(N)-2K*) " ( N ) -
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On a : 

i° a , ^ o ; 

2° ^ a , Z i . 
1 

Si a est une imputation forte réduite, on a : 

i° a / ^ o ; 

y^ar-

30. Jeux équivalents. — Le premier problème qui s'est posé dans 
la théorie de la coalition a été de comparer deux jeux v{P) et v{P), 
pour lesquels toute coalition ait un intérêt comparable d'un jeu 
à l'autre; on a ainsi proposé trois relations d'équivalence : 

i° L'équivalence forte : on pose r ( P ) ^ i / ( P ) si m{P) = m{P) 
pour tout ensemble P ; 

20 L'équivalence : on pose v{P) ~ v{P) s'il existe une correspon­
dance biunivoque c^. entre les imputations de ces deux jeux, de sorte 
que si a C^L a, p ~ P, on ait 

"(p)-2a' ^p)-25' 
z€P z€P 

z€P « i& 

3° L'équivalence Jaible : on pose v{P) ç^v{P) s'il existe une 
correspondance biunivoque entre les imputations de ces deux jeux 
de sorte que, s i a ^ â , (3^(3 , on ail : 

i° a/>> pt équivaut à ôc, ;> p( ; 

2° a , > pi (pour tout i \ • ( oc, > (3,- (pour tout i 
dans P) ( , . t , dans P) ; 

7 > équivaut a < ' 

z€P / * »€P 

Ces trois relations, réflexives, symétriques et transitives, sont donc 
bien des équivalences. 
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THÉORÈME 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qwe 
v{P) ^v{P) est qu'il existe des constantes' C, ct, c2, . . . . cn telles 
que : 

i° C > o ; 

2° v{P) = C^{P)-^^Jci ( P c N ) . 
/€P 

La condition est nécessaire : Si m{P) = m{P), on a 

"(p)-2p^ ^(p)-2ïï(0 

/€P _ *€P 

Posons 

P ( N ) - J P ( Ï ) 
Q _ i& 

i?(N)-2ïï(o' 

6*/= t>(/) — c p ( 0 -

On aura bien les relations i° et 2°. 

La condition est suffisante : Si l'on a les relations i° et 2°, on- a 

' ( P ) - 2 K 0 cïï(P)-h2*!-c2 ï ï (°~2Q 

m ( P ) = S = ^ S !§!_ = 7n(P). 

P ( N ) - ^ P ( 0 C ? ( N ) + ^ / - 0 ^ ( 0 - 2 ^ 
z€N z'€N z€N z€N 

' THÉORÈME 2. — L'équivalence forte entraîne Véquivalence, et 
Véquivalence entraîne l'équivalence faible. 

En effet, si ^ ( P ) / ^ ^ ( P ) , on a 

, (P) = Cïï(P)+2 c-
*€P 

Considérons la correspondance biunivoque a ~ â définie par 
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On aura 

K P ) - 5 / ' G"(P)-*-2c'-G25£-2ici K P ) -Z 5 c 

i&> _ z"€P '€P z€P z'€P 

/€P '€P i'€P *'€P z€P 

On a donc bien v (P) ~ ?( P ) . 
Considérons maintenant deux imputations a et (3 et leurs images 

â et (3 par une relation an. Montrons que cette relation définit aussi 
une équivalence faible. 

i° Si a,\> (3/, on a 
^ f (0 — az _ ï>(i) — *i 

< i . 
"(0 —& KO — Pi 

Comme a et [3 sont des imputations de v, on a aussi 

5/>pi-

2° S i a / > p , - ( « 6 P ) , 2 a ' ^ p , ( P ) ' o n a 

i€P 

KP)-2pi>p(P)~"]Sai-0-
Pour un nombre k(k ^ o , p < i ) , on peut écrire 

,(P)-Va/- r(P)-2«* 
(gp _ /ep = k. 

D'où 

ïï(P)-

/€P *€P 

2â/=^rp(P)-2^i^Al?j(p)"-S^T 
i€P L *€P J L *€P J 

On en conclut 

e(P)— 2 ^ - 0 , 

z€P 

On peut donc bien écrire 

Ô4> f>/ (pour tout i dans P), 

2'a^ïï(p)* 
*€P 

C. Q. F. D. 
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LEMME. — Si l'on établit une correspondance biunivoque <*• entre 
les vecteurs de 

2. n =Uau an, . . . , an) j a^o, ^at = i >; 

et si «,\> bi, aoa, bob entraîne #,\> 6/, on a 

Le théorème est évident pour n=\ ou n — 2 ; raisonnons par 
récurrence, et supposons-le vérifié pour n — i. Montrons tout 
d'abord que si'( a\, a2, . . ., an ) -<•> {â± ,a2, . . ., â~n) et si «i = o, on a 
ai = o. En effet, si â t >> o, considérons le vecteur b de #w tel que 

b{ = o <~âu_ 

bl =ât-\ '— > ~âL (« ^ 2, i ^n). 

L'image b de b vérifie donc 64 < a4 = o, ce qui est absurde. 
Ainsi, •<•»• établit une correspondance biunivoque entre les vecteurs 

de la forme (o, a2, au . . ., an) et, par conséquent, l'image d'un tel 
vecteur est 

â = (o, a-2, a3, . . . , an). 

Pour un vecteur a = (a4 , a2, . . . , an) qui n'a pas de composantes 
nulles, on a a t + a2 < i, et l'on peut écrire 

b = ( bi = o, &2 = a, -h « s , 6,* = «3, • • •, bn= an) 

.<> 6 = ( o , a j H- a 2 , « i , • • •, «« ) ; 

comme a,-= 6/ pour « ^ 3, on a aussi 

â / = bi= at (i^ 3). 

Gomme ce raisonnement peut se faire avec d'autres composantes que 
les deux premières, on a bien a=-â. 

THÉORÈME 3 [24]. — Dans un jeu coopératif, il y a coïncidence 
entre ïéquivalence faible, l'équivalence et l'équivalence forte. 

D'après le théorème 2, il suffit de montrer que 

t > ( P ) ^ ï J ( P ) entraîne P ( P ) ~ ï>(P). 
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La correspondance biunivoque a ^ â établit une correspondance 
biunivoque aoâ entre les imputations réduites, de sorte que : 

J*£L_ > 6 l Œ_J! . -_z(0 
( W ' » - ^ P ( / ) K N ) - 2 » ( i ) 

«quivaut à 

•"(») > jtt = F.-g(0 

équivaut à 

« , > ^ (£€P), V ^ ^ W ( P ) 

/€P 

«/>£, («eP), ^âi^m(V). 

'€P 

D'après le lemme, on a donc a = a, d'où m ( P ) = ; / i i ( P ) . 

31. Fonction de Shapley <£(*>). — Lorsque des joueurs forment 
une coalition P avec transférabilité on a vu qu'il est nécessaire de 
convenir a priori d'une méthode pour partager le gain total f?{x) 
de la coalition ; une solution de ce problème a été fournie d'une 
façon indépendante par L. S. Shapley. 

Par définition, on dira que ^>{v) est une fonction de Shapley si 
elle fait correspondre, à toute fonction numérique v{P) définie pour 
les sous-ensembles P de N, un vecteur 

* ( P ) = ( « M * 0 , * 2 ( ? ) , • . • , * ! . ( " ) ) 

de R", de sorte que l'on ait : 

i° Axiome de symétrie. — Si TT désigne une permutation dansN, 
v(P) et v{P) deux fonctions numériques telles que V{P) = V{T:P) 

pour tout P, on a 

20 Axiome d'efficacité. — Si R est un sous-ensemble de N tel 
que p(P) = » ( P n K ) pour tout P ( c N ) , on a 

2**(") = "<K)î 
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3° Axiome de linéarité. — Si v et w sont des fonctions d e 

P ( P c N ) , 1 et ii des nombres réels, on a 

$ ( X P -4- \j.w)= X<t>(p)-+-jx <£(«>); 

LEMME 1. — Si R est tel que v{P) = v{P nK) pour tout P, on a 

¢ / (0 ) = 0 ( * * K ) . 

En effet, si « $ R , l 'ensemble R u {i} vérifie pour tout P 

p ( P n [ K u i ï " | ] ) = p ( P n K n [ K u ( i | ] ) = p ( P n K ) = p(P) . 

O n peut donc écrire 

^ ( P ) = P(K) = P ( K U | I | ) = J ^ W + * ( 4 
A € K A- € K 

On a donc bien 4 > / ( P ) = 6. 

LEMME 2. — *Sï R désigne un sous-ensemble de N, et < 'R(P) la 

fonction caractéristique égale à i si P z> R, à o si P $ R, M/ie fonc­
tion caractéristique <;(P) /?e&£ s'écrire 

K^0 

avec 

< > ( P ) = 2 C K " R ( P ) ( P C N ) ' 
R T : 0 

0K = 2 ( ~ I ) | K 1 " " I Q , ( ; ( Q ) -
QCK 

E n effet, étant donné un ensemble P , on peut écrire ' 

2 ^ K ( P ) = 2 C R =2 p (Q>r2 ( " i ) , , i , " i Q , i 
QCP RDQ I 

LKCP J 

QCP L A = 7 = I Q I J 

la quant i té entre crochets est égale à o si p^éq, et à i si p = q; 

on a donc bien le résultat annoncé . 

THÉORÈME 1 [ 3 9 ] . — Pour un jeu f ( P ) il existe une valeur de 

Shapley <$(*>), et une seule. 
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i ° Unicité. — Soit <b{v) une fonction satisfaisant aux trpis axiomes 

(si elle existe) , montrons tout d 'abord que l 'on a nécessairement 

( M ^ K ) = - T - J £ T - si k e k ; 

= o si k$K. 

En effet, soit * f ( € K ) , / ( e R ) ; considérons une permuta t ion TC 

dans N telle que 7rR = R et 7 r / = y ; on a 

ï?K(P) = f K ( n - ' P ) = PK(P), 

¢ / ( ^ ) = ^ Z ( Ô R ) = ^ ( P K ) . 

D'après l 'axiome d'efficacité, on peut écrire pour tout k dans R 

i = P R ( K ) = ^ T <Ï>,(PR) = I K I ^A-(PR). 

D'où 
i 

**(**) = Kl 

Par ail leurs, d 'après le lemme 1, on peu t écrire pour tout k âjUsTs*1 

N — R , 

<&k(vw) = o. 

Appl iquant le lemme 2, on peut enfin écrire 

2° Existence. — On vérifie immédia tement que les trois axiomes, 

sont bien vérifiés par 

K 3 1 ' ' 

THÉORÈME 2. — Ora appelle apport de ( 4 ) darcs ^rae permu­

tation T:N = («!, «2, • . . , 4 , • •, «n) fe nombre 

V l t ( n ) = *>( i ï j , ï2, • • - , *A i ) — "( i *i, «s, • • - , **-t j ) ; 

• I ( P ) ^ ^ a / e à la valeur moyenne ^ 2 V,(7r) des apports de {i), 
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On a 

^ ( t ; )=2fTî2 (~ i ) ,R ,~1Qlp(Q) 

jLi^} Zà k (k—q)\(n — k)\ 

n 

Z u ^ } AU k (k — q — I ) ! ( / I — * ) ! 
Q$z A=7 

OU 

( M , ) ^ ^ - ' ) ^ - ^ ) ' p ( K ) _ ^ i ( , - . - 0 ! p ( K ) 

=
R £ ( A - r ) ! ( n - . ) ! [ t ) ( K ) ^ ; ( K _ ! . ) ) ] _ 
K3z 

D'où le résultat annoncé. 

CONSÉQUENCE. — $(t>) = (4>i(e), $2(ç>) . . ., <bn{v))est une impu­
tation forte du jeu v{P). 

En effet, on a V, {-K) ^ v{i) pour toute permutation TU, d'où 

Qi(v)^v(i)i 

d'autre part, d'après l'axiome d'efficacité, on a 

2*,(fO = KN). 
z€N 

Application fondamentale. — Posons 

^ ( P ) = p(KnP), 
P,(K) = $,(?*). 

Dans le cas où l'on admet la transférabilité, montrons que l'on 
peut-adopter ces nombres vt{K ) comme système de valeurs {cf. § 26) 
et, d'après la définition de O, ce procédé de définition est le seul 
qui soit permanent (c'est-à-dire symétrique et additif). 

En effet, les ,̂ (R) vérifient l'axiome d'intérêt général, car on a 

2 ^ ( K ) = P*(K)=.P(K)-
z€R 
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Il vérifie l'axiome d'efficacité : bi l'on a, pour deux ensembles R 
et P, la relation 

"(Q) = «'(P) (KcQcP) , 
on a aussi 

P / (P) = 0 ( î e P — k ) . 

11 vérifie l'axiome de stabilité individuelle 

? i (P )^KO-
On peut se demander s'il vérifie aussi l'axiome de stabilité, c'est-

à-dire si dans tout ensemble Q( C P) , il existe un i tel que 

P , (P) - ^ ( Q ) . 

On pourra constater que dans la plupart des cas, il en est bien ainsi. 

Exemple i.—Considérons un jeu de vole {q; w±, ...,w2, . . ., wn) 
à n joueurs; le nombre positif wt est le nombre de voix dont dispose 
l'électeur {i), et le nombre positif q est le nombre de voix requises 
pour l'élection d'un représentant. Ainsi, le nombre m de représen­
tants que peut élire la coalition P est le quotient de \ ( v / par q. 

On peut rendre le jeu transférable en buppo^ant que pour remercier 
ses électeurs, chaque représentant élu leur distribue une certaine 
somme d'argent, que l'on prendra égale à i ; on a alors v{P) = m. 

Pour répartir cette somme m suivant une méthode permanente 
qui réalise l'axiome d'efficacité, il faudra attribuer à (i) une part 
égale à Vi{P). Pour fixer les idées, considérons trois électeurs ( i ) , 
(2) , (3) , avec ( V i = i , w 2 = : 3 , t v : i=4 , q = 5. Dans une permu­
tation TT, l'apport V/(TT) ne peut être que o ou 1, et il sera égal à 1 
pour les joueurs en caractères gras dans le tableau 

1 1 2 ? 3 3 

> 3 1 3 1 2 

3 2 3 1 2 1 

On en déduit, d'après le théorème 2, 

*,( { i , 2 , 3 | ) = •>,( | i , ? , 3 j ) = i , P , ( { I , 2 , 3 } ) = j , 

?i( j 1, 2 ; ) = *»( j 1, 2 î) = o, 

?i( h , 3 } ) = P 3 ( J I , 3 } ) = P 2 ( | 2 , 3 ) ) = 0 , ( ( 2 , 3 } ) = I , 

P i ( l ) = P 2 ( 2 ) = t>i(3) = 0. 
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On voit que ce système vérifie l'axiome do stabilité : si P est une 
coalition, aucun sous-ensemble Q de P ne cherchera à se désolida­
riser, car on ne peut écrire 

"«(Q)>**(P) ( '«Q). 

Remarquons que si P = { i, 2, 3 }, Q = j 2, 3 }, on a 

' ( Q ) = 2 P ' ( Q ) = I > 5 = 2 * ' ( P ) ; 

<€Q z€tt 

ce système ne vérifie donc pas l'axiome de stabilité totale. 

Exemple 2. — Considérons le jeu de compétition sur un marché 
économique, défini plus haut ( § 2 7 ) ; les valeurs de Shapley <'*(P) 
sont 

"i ( î i» 2> 3 i ) = **2( i 1, 2, 3 } ) = P , ( j 1, 2 , 3 ) ) = 4, 

P f( { 1 , 2 } ) = 0 , ( ( 1 , 2 ) ) = . . . = 3 , 

p , ( l ) = p 2 ( 2 ) = P3(3) = I. 

Ces nombres vérifienl maintenant l'axiome de stabilité, et même 
celui de totale stabilité : pour tout sous-ensemble Q de P, on a 

2 / Z ( P ) ^ P ( Q ) -

32. Théorie de von Neumann-Morgenstern. — Dans leur théorie, 
von Neumann et Morgenstern ne tiennent pas compte du système 
complet des valeurs \vt{P) / i&P, PcJN}, mais se préoccupent 
exclusivement des imputations possibles a = j^z(N) / / E N }. 

Soit donc A l'ensemble des imputations à envisager; 
Etant données deux imputations a et (3 de A, on dira que a 

domine (3, et l'on écrira a^-(3, dans les cas suivants : 
n n 

i° ^V a , ^ ^ p t : a^-(3 si, et seulement si, il existe un ensemble P 
1 1 

non vide de joueurs lel que 

«t>?i (*eP), 2 a ' - p ( P ) ; 

z€P 
n n 

2° ^,<Zi<i^,Pi : a ^- (3 si, et seulement si, il existe un ensemble 
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Q non vide de joueurs tel que 

• I > P I (»€Q), 2 a ^ ^ N ~ Q ) -
z € N - Q 

Dans le premier cas, l'intérêt de la communaulé N est de préférer 
.a à (3; si les deux imputations a et (3 sont proposées, il existera un 
ensemble P de joueurs qui préfèrent a, et ces joueurs ont le droit 
de remporter la décision du fait que la communauté P est particu­
lièrement « brimée ». Dans le second cas, la communauté N 
préfère P k oc, mais les seuls joueurs qui pourraient s'opposer à a 
sont les joueurs de N — Q , qui n'ont pas « voix au chapitre » du 
fait que la communaulé N — Q aura encore plus que sa pari. 

On remarque que la relation ^- est irréflexive : a^-a pour aucun 
a dans A. 

Le problème qui se pose alors est de déterminer les points a de A 
que l'on devra préférer aux autres au sens de la relation ^- ; si ^-
était une relation d'ordre stricte sur un ensemble A fini, l'élément 
à adopter serait le «. maximum » ; il nous faut, donc généraliser la 
notion de maximum pour des relations ^- irréflexives qui ne sont 
plus nécessairement des ordres. 

Un ensemble S ( c A ) sera par définition une solution du jeu si : 

i° a, [3 e S entraine a^rV> 
2° (3^S entraîne l'existence d'un a dans S, avec a^-,3. 

i° exprime qu'aucun point de S ne peut être dominé par un 
autre point de S; 2° exprime que tout point qui n'est pas dans S 
peut être dominé par un point de S. 

Si S est une solution, a appartient à S si, el seulement si, il est 
indominé par les éléments de S; une solution est donc un ensemble 
maximal de point qui ne peuvent se dominer. 

Si A est un ensemble fini numérique, et si ^- est la relation 
« supérieur à », il n'existera qu'une solution, et cette solution 
sera composée d'un seul élément, le plus grand de tous les nombres 
de A. Plus généralement, supposons que la relation >- puisse 
être représentée par un arbre, a ̂ -(3 signifiant que a et (3 sont sur 
une même branche, a étant plus proche du point terminal de la 
branche, et p plus proche de l'élément initial a0 ; la solution est 
encore unique, et c'est l'ensemble de tous les points terminaux. 
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THÉORÈME I. — Un jeu coopératif avec transférabilité possède 
une solution S = j a0} d'un seul élément si, et seulement sf, 

£^v{i) = <\(N) ; dans ce cas, S est la seule solution du jeu. 

Si ^?v{i) ~ ( ' ( ^ ) ' l'imputation forte a = ( P ( I ) , ^(2) , . . ., f (w)) 
z = l 

constitue à elle seule une solution. 
n 

Si ^.v{i) < P ( N ) , et si le jeu possède une solution composée 
z = l 

d'un seul élément a, on a 

p =zé a entraîne a^- [j. 

Nous allons construire une imputation (3 pour laquelle ceci soit 
mis en défaut. 

On a 

2 « Z = K N ) > 2 ^ O . 

Donc, pour un indice /0, on a 

Posons £ = a,o—<7(*o)>o, et considérons l'imputation (3 définie 
par 

PZ=« /+^4T7 (*V*«)-

Comme l'on admet la transférabilité, (3 est bien une imputation 
forte de A et, de plus, ( 3 ^ a ; en outre, si a>-(3, soit P un ensemble 
de joueurs tel que 

« i > f r ( * € P ) , 

2««^*(P). 
*€P 

La première condition implique P = {«0 }, ce qui est contraire à 
la deuxième condition. 
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THÉORÈME 2. — Si l'imputation CL appartient à une solution S, 
on a 

minVI-(T:)^az-^maxVl(TC) ( i € N ) . 

On désigne comme précédemment par 

V/Jt(«,, U, . . . , 4 ) = P(I, , /,, . . . , ik) — v{i\, i2, . . . , *7-i) 

l'apport de («*) dans la permutation r. = (*i, /2, . . ., in). 
Posons bi= maxV/(7r), et supposons que pour une imputation a 

71 

appartenant à une solution S et pour un indice i, on ait a/>fc,-. 
Nous allons montrer que cette hypothèse conduit à une contradiction. 

Considérons le vecteur (3 = (|3i, (32, . . . , pn), où 

Pi = ai — (/i — i)s, 

£ > 0 . 

En prenant e assez petit, (3 est une imputation (car a / > & / ^ o ) . 
Montrons que (3 domine a. On a 

a , > 6 / ^ p ( N ) — P ( N — «), 

2« /=f,(N). 
/ € N 

D'oi* 

2 « ; < P ( N - 0 

D'où, en prenant £ suffisamment petit, 

V p / < P ( N - 0 . 
/ € N - / 

Gomme (3y> OLJ pour tout j(^éi), ceci montre que {3 domine a. 
En particulier, comme a € S, on a (3$S; il existe donc dans S une 
imputation y qui domine (3, et l'on a pour un ensemble Q de joueurs 

T/>P/ ( /«Q). 

2 Ï / = ^ ( Q ) -

D'où 
?/>?/>«/ ( / « Q - 0 -
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Gomme y ne peut dominer a (puisque « e S , y € S ) , on a donc 

2 T/>"(Q-0-
/ 6 Q - ' 

De cette inégalité, on déduit que i € Q, et que 

« I - ( / i - i ) i = p / < T l = 2 7 y - 2 Ï / O ( Q ) - " ( Q - 0 = ^ / . 

/€Q /€Q-z 

Comme ceci est vrai « si petit que soit s », on a donc prouvé 
que a / ^ 6 / , ce qui est contraire à l'hypothèse. 

c . Q. F. D. 

THÉORÈME 3. — Si une imputation a vérifie Vaxiome de totale 
stabilité, c'est-à-dire si 

2 a ' ^"(P) (PcN), 
z€P 

cette imputation a appartient à toute solution S. 

En effet, si a $ S , il existe une imputation (3 dans S telle que, 
pour un ensemble P, on ait 

k > a , ( i € P ) , 

2iî^(P); 
z€P 

ceci entraîné 

2«i<^P). 
z e n 

a ne peut donc vérifier l'hypothèse du théorème. 

Donnons maintenant quelques théorèmes d'existence pour une 
solution, qui découlent immédiatement de la théorie des jeux de 
Nim ( § 8 ) . 

Soit X l'ensemble des imputations d'un jeu à n personnes, si 
# € X , on désignera par Tx l'ensemble des imputations qui peuvent 
dominer x. On posera X0 = ( x\\x = 0 }, et l'on considérera un 
sous-ensemble A de X0 . 
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Un ensemble SA dans X sera par définition une solution relati­
vement à A si l'on a : 

i° x, J € S A entraîne y$Tx] 
20 # $ S A , x$A entraîne l'existence d'un y dans SA tel 

q u e / GYX. 

Sjg sera une solution, au sens de von Neumann-Morgenstern; 
SXo sera une solution faible, c'est-à-dire l'ensemble maximal de tous 
les éléments x qui dominent tout élément non dans SXo pouvant 
être dominé. 

THÉORÈME 4. — Si le jeu de Nim {Y, A, X 0 — A ) admet une 
fonction de Grundy g{x), l'ensemble [x jg{x) = o } = SA est 
une solution relativement à A. 

THÉORÈME 5 (Richardson). — Si le graphe {Y, X) est Y-fini etY -
fini, et ne comporte pas de suites cycliques de longueur impaire, 
il existera une solution Sxpour tout A( c X 0 ) . 

En effet, dans ce cas, il existe une fonction de Grundy (th. 1, §8) . 

THÉORÈME 6 (von Neumann-Morgenstern). — Si le graphe (T, X) 
est localement fini, à tout ensemble A dans X0 correspondra une 
solution SA et une seule. 

En effet, dans ce cas, il existe une fonction de Grundy et une 
seule pour le jeu de Nim {Y, A, X<>— A). 
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